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Аннотация. В некоторых задачах планирования маршрутов движения управляемых объек-

тов основным критерием является снижение риска обнаружения при движении в кон-

фликтной среде с учетом карты потенциальных угроз. Рассматривается задача построения 

всех локально оптимальных путей в конфликтной среде на плоскости. Конфликтная среда 

представлена фиксированным количеством обнаружителей, положение которых уклоняю-

щемуся от обнаружения объекту известно. Уклоняющийся объект и обнаружители пред-

ставляют собой материальные точки. Рассматривается постановка, формализованная в ви-

де задачи оптимального управления, на основе принципа максимума Л.С. Понтрягина её 

решение сведено к решению краевой задачи. Краевая задача решалась численно методом 

стрельбы. Рассмотрен случай перехода уклоняющегося объекта из точки в точку с ограни-

чением и без ограничения на длину пути, приводятся результаты численного моделирова-

ния. Произведён параметрический анализ задачи. 
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В связи с широким применением мобильных 

автономных аппаратов в последние годы и про-

должающимся развитием этой области весьма ак-

туальными являются задачи, связанные с переме-

щением одного или группы аппаратов в заданную 

точку. Такие миссии могут осложняться наличием 

сенсоров и датчиков различной природы, стацио-

нарных или подвижных обнаружителей, образую-

щих конфликтную среду для объекта управления 

[1–4]. В литературе такой класс задач известен как 

планирование маршрута движения в конфликтной 

среде. Методы решения подобных задач достаточ-

но хорошо изучены в случае независимости уровня 

сигнала,  приходящего  на  сенсор,  от  скорости  дви- 
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жения объекта. Например, метод потенциальных 

полей в задаче уклонения от препятствий [5]. 

В работе [6] представлен общий обзор методов 

решения задачи планирования безопасного пути, 

описаны алгоритмы Дейкстры и А*, генетический 

и муравьиный алгоритмы. Также планирование 

пути робота на основе муравьиного алгоритма рас-

сматривается в статье [7]. 

В данной работе рассматривается конфликтная 

среда [8], представленная неподвижными обнару-

жителями и одним управляемым объектом (УО), 

который перемещается в водной среде с возможно 

переменной скоростью между двумя заданными 

точками и уклоняется от обнаружения. Предпола-

гается, что местоположение обнаружителей, фор-

мирующих карту угроз [9], УО известно. Маршрут 

УО и параметры движения выбираются таким об-

разом, чтобы минимизировать негативное воздей-

ствие конфликтной среды, а именно понизить ве-

роятность обнаружения УО.  
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В работах [8, 10] получены аналитические ре-

шения для оптимальных режимов скорости движе-

ния в задачах с одним обнаружителем в плоских 

постановках. В статье [8] численно смоделированы 

решения для оптимальных режимов скорости в 

задачах с несколькими конфликтующими объек-

тами на основе алгоритма Дейкстры. 

В настоящем исследовании предполагается, что 

отношение сигнал/помеха на входах приемных 

систем обнаружителей мало  в течение всего вре-

мени движения объекта по маршруту, поэтому УО 

минимизируется интегральный функционал – риск 

обнаружения по гидроакустическому полю 

[11, 12]. 

В публикации [11] для такого функционала в 

полярной системе координат решена задача укло-

нения подвижного объекта от обнаружения двумя 

неподвижными наблюдателями. В работе [13] рас-

сматривается постановка с неподвижными сенсо-

рами и детекторами, имеющими заданные в виде 

окружностей зоны обнаружения, проведена вери-

фикация работы алгоритма Дейкстры для случая 

одного сенсора и одного детектора, в результате 

удалось решить задачу аналитически. В статье [14] 

проведено аналитическое исследование задачи 

планирования маршрута УО в случае одного обна-

ружителя и наличия ограничения на длину пути. В 

публикации [15] рассмотрена задача минимизации 

риска обнаружения самолёта в трёхмерной поста-

новке. На основе вариационных принципов полу-

чено аналитическое решение для случая одного 

радара. В работе [16] предложен дискретный ме-

тод оптимизации траектории уклоняющегося от 

обнаружения управляемого подвижного объекта 

на основе принципа динамического программиро-

вания. 

В настоящей статье разработана методика ре-

шения задачи построения карты локально опти-

мальных путей УО на основе непрямых методов 

оптимизации для произвольного количества обна-

ружителей в плоской постановке. При этом про-

верка достаточных условий оптимальности второ-

го порядка на найденных экстремалях в данной 

работе не приводится. 

Выписана вычислительная схема метода 

стрельбы, приводятся результаты численного мо-

делирования для задачи без ограничения на длину 

пути и с таким ограничением. Моделирование 

осуществлялось для одного, двух и трёх обнару-

жителей. 

 

 

  Постановка задачи нахождения путей в 

конфликтной среде 

На плоскости расположено некоторое извест-

ное количество 1N   неподвижных обнаружите-

лей – точек .iS  На данной плоскости решается за-

дача оптимального перемещения материальной 

точки УО из одной заданной точки плоскости в 

другую за фиксированное время <T  . В рас-

сматриваемой упрощённой модели движения УО 

считается, что осуществляется управление моду-

лем и направлением вектора скорости v . Миними-

зируется функционал 

2

2
=10

( )
min

( )

T N

i

i i

v t
q dt

r t

 
 

 
 , 

где ( )v t  – модуль вектора скорости УО, а ( )ir t  – 

расстояния до точек 
iS  в момент времени t ; 

величины 0iq   – весовые коэффициенты влияния 

точек 
iS . Местонахождение точек 

iS  и 

соответствующие им значения 
iq  заданы и 

известны УО. 

 

 Математическая формализация задачи 

Рассматриваемая постановка формализуется в 

виде задачи оптимального управления. На 

плоскости вводится декартова система координат 

следующим образом: начало координат совпадает 

с точкой старта, ось Oy проходит через точки 

старта и финиша и направлена от точки старта к 

точке финиша. Единичный отрезок выбирается 

таким, чтобы ордината конечной точки была 

равна 1 (рис. 1). В такой системе координат 

начальные и конечные условия имеют вид: 

 

 

0,(0) 0,

1.(0) 0;

x Tx

y Ty

  
 

  
          (1) 

Движение материальной точки УО в данной 

системе координат описывается системой 

дифференциальных уравнений  

     cos  ,

     sin  ,

x v

y v

 


 
                             (2) 

где   – угол, который отсчитывается от положи-

тельного направления оси Ox  и задаёт направле-

ние вектора скорости.  
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Рис. 1. Конфликтная среда, представленная неподвижными 

обнаружителями 

 

Функции v  и   являются функциями управле-

ния и полагаются ограниченными кусочно-

непрерывными функциями: 

 

   

max0 ,  

0 2      0, ,  

v t v

t t T

   

     
                (3) 

где T – заданный момент финиша; 
maxv  – макси-

мальная скорость УО, является параметром задачи. 

При кусочно-непрерывных ограниченных 

управлениях v ,   фазовые переменные x , y  бу-

дут непрерывными кусочно-гладкими функциями, 

удовлетворяющими на участках непрерывности 

своих производных уравнениям дифференциаль-

ной связи (2). 

Момент времени = 0t  ― время начала движе-

ния УО. 

Пусть точки 
iS  имеют координаты ( , )i ia b . 

Тогда минимизируемый УО функционал будет 

иметь вид:  

             

2

2 2
=10

min.
( ) ( )

T N

i

i i i

v
q dt

x a y b

 
 

   


      

(4) 

Глобально оптимальным решением задачи ми-

нимизации риска обнаружения УО являются набор 

неизвестных фазовых переменных ( )x  , ( )y   и 

управления ( )v  , ( )  , которые должны удовлетво-

рять системе дифференциальных уравнений (2), 

ограничениям на управление (3), начальным и ко-

нечным условиям (1) и доставлять минимум функ-

ционалу (4).  

Нас же интересует поиск всевозможных ло-

кально оптимальных путей – траекторий, выгод-

ных УО для перемещения по ним, доставляющих 

сильный локальный минимум в задаче (1)–(4). 

Заметим, что при приближении УО к какому-

либо обнаружителю функционал (4) может сколь 

угодно возрастать, так как в знаменателе одного 

соответствующего слагаемого подынтегральной 

функции стоит квадрат расстояния от УО до дан-

ного обнаружителя. При стремлении этого рассто-

яния к нулю значение функционала устремится к 

бесконечности. Поэтому проход УО непосред-

ственно через обнаружитель запрещён. 

 

 Система необходимых условий оптимальности 

 Применим к рассматриваемой задаче опти-

мального управления принцип максимума 

Л.С. Понтрягина [17, 18]. Для этого выпишем ос-

новные конструкции принципа максимума:   

– функцию Лагранжа 

0

= ,

T

Ldt l

 

– лагранжиан 

2

0 2 2
=1

= ( cos ) ( sin )

,
( ) ( )

x y

N

i

i i i

L p x v p y v

v
q

x a y b

     


  


 

– терминант 

0 0
= (0) (0) ( ) ( ( ) 1),x y x y

T T
l x y x T y T         

– функцию Понтрягина 

2

0 2 2
=1

= cos sin

.
( ) ( )

x y

N

i

i i i

H p v p v

v
q

x a y b

 


  


 

 

 

 

 

 

 

 

 

(5) 

Пусть существует оптимальный в сильном 

смысле процесс в задаче, описываемой формулами 

(1)–(4), такой, что для некоторого 0   траектория 

движения точки УО проходит вне малых  -

окрестностей точек 
iS  и выполняются условия 

гладкости: правые части систем дифференциаль-

ных уравнений (2) и их частные производные по 

фазовым переменным x , y  непрерывны в окрест-

ности оптимальной траектории, подынтегральная 

функция из (4) непрерывно дифференцируема на 

[0, ]T  почти всюду. 

Тогда, согласно принципу максимума Понтря-

гина, для задачи оптимального управления (1)–(4) 

существуют не равные одновременно нулю мно-

жители Лагранжа: константы 
0 , 

0
x , 

0
y , x

T
 , 

y
T

  и функции 
xp , yp  такие, что на оптимальной 

траектории УО выполняется следующая система 

необходимых условий оптимальности: 
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• уравнения Эйлера – Лагранжа (условие 

стационарности по фазовым переменным)  

 

 

2

0 2
2 2

1

2

0 2
2 2

1

2( ),
( ) ( )

2( );
( ) ( )

x

N

i i

i
i i

y

N

i i

i
i i

H
p

x

v
q x a

x a y b

H
p

y

v
q y b

x a y b






   



    
   



   
 


    
   






(6) 

• условие Понтрягина (условие оптимальности 

по управлению) 

  
max

2

0 2 2
=1

, = cos sinarg abs max
0 ( )
0 ( )<2

,
( ) ( )

x y

N

i

i i i

v p v p v
v t v

t

v
q

x a y b

  

 


 

   


 

• условия трансверсальности по фазовым 

переменным  

  
0

0

(0) = = , ( ) = = ,
(0) ( )

(0) = = , ( ) = = ,
(0) ( )

x x x x
T

y y y y
T

l l
p p T

x x T

l l
p p T

y y T

 
  

 

 
  

 

  (7) 

Условий стационарности по времени нет, так 

как в задаче (1)–(4) начальный и конечный момент 

времени – известные константы. 

Условия дополняющей нежёсткости нет, так 

как в задаче (1)–(4) отсутствуют условия вида 

«меньше или равно». Условие непрохождения УО 

вблизи точек 
iS  проверяется непосредственно при 

численном решении задачи. Условие 

неотрицательности: 
0 0.   

Выполняется условие однородности функции 

Лагранжа по множителям Лагранжа (множители 

Лагранжа могут быть выбраны с точностью до 

положительного множителя). Заметим, что 

анормальный случай 
0 = 0  приводит к 

траектории движения УО по направлению от 

старта к финишу с максимальной скоростью, 

которая доставляет минимум только при 

отсутствии обнаружителей на отрезке, 

соединяющем старт и финиш, и T 
max

1

v
, а в 

противном случае управляемый процесс, 

соответствующий 
0 = 0 , не будет допустимым. 

В качестве нормировки задачи выбирается условие 

0

1
=

2
 . 

 

 Краевая задача 

   На основе принципа максимума Понтрягина 

задача оптимального управления сводится к 

краевой задаче с краевыми условиями (1) и 

системой дифференциальных уравнений 

 

 

2

2
2 2

=1

2

2
2 2

=1

ˆˆ= cos ,

ˆˆ= sin ,

ˆ
= ( ),

( ) ( )

ˆ
= ( ),

( ) ( )

N

x i i

i
i i

N

y i i

i
i i

x v

y v

v
p q x a

x a y b

v
p q y b

x a y b



 


   

  



  
  




   

(8) 

где 

     

   

max

2 2
=1

|| ||
ˆ = min , ,

N
i

i i i

p
v v

q

x a y b

 
 
 
 
     


        (9) 

а управление ̂  находится из соотношений 

|
 ˆ ˆcos , sin

|| || || |

yx
pp

p p
    , а 

2 2|| || 0x yp p p   . 

При || ( ) || 0p    в отдельной точке [0, ]T  полу-

чим управление ˆ=0v , ˆ [0, 2 ]  . При || || 0p   на 

целом промежутке Δ получается решение, при ко-

тором УО на протяжении времени Δ стоит на ме-

сте. Как будет показано далее в теореме 3, это ре-

шение не доставляет локальный минимум в исход-

ной задаче. 
 

 Метод решения краевой задачи 

 Полученная краевая задача принципа макси-

мума (1), (7)–(9) четвёртого порядка нелинейна, в 

данной работе она решается численно методом 

стрельбы [19, гл. 2; 20, § 2] с использованием сле-

дующей вычислительной схемы. 

 В качестве параметров пристрелки выбирают-

ся недостающие для решения задач Коши констан-

ты 
0p  и 

0 , для момента = 0 :t  

2 2

0

(0)
= p(0) = = ( (0)) ( (0))

(0)

x

x y

y

p
p p p

p

 
 

 
, 
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а 
0  
находится исходя из уравнения 

0

0

0

(0) cos
=

(0) sin

x

y

p
p

p

   
   

  
. 

Задав вектор параметров пристрелки 
τ

0 0= (p , ψ )α  каким-либо образом и решив задачу 

Коши на отрезке времени [0, ],T  получим соответ-

ствующие выбранному значению   функции 

( )[ ],x  α  ( )[ ],y  α  ( )[ ],xp  α  ( )[ ],yp  α  и, в частности, 

значения фазовых и сопряжённых переменных, 

зависящие от вектора α , в момент времени T . 

Соответствующие выражения из краевых условий 

в момент времени T  составляют вектор-функцию 

невязок  

( )
[ ] =

( ) 1

x T

y T

 
 

 
X α . 

Серия задач Коши в методе Ньютона решалась 

численно явным методом Рунге – Кутты восьмого 

порядка, основанным на расчётных формулах 

Дормана – Принса 8(7) DOPRI8 с автоматическим 

выбором шага [21, гл. II.4, II.6; 22]. 

 Для решения краевой задачи необходимо было 

подобрать значения параметров пристрелки α  так, 

чтобы выполнилось условие обнуления вектор-

функции невязок [ ] = 0X α . 

Таким образом, решение краевой задачи све-

лось к решению системы из двух нелинейных ал-

гебраических уравнений от двух неизвестных. Ко-

рень α  системы алгебраических уравнений 

[ ] = 0X α  находился методом Ньютона с модифи-

кацией Исаева – Сонина [23]. 

Для решения полученной краевой задачи (1), 

(7)–(9) был реализован на языке C и протестирован 

соответствующий программный комплекс [24], 

обеспечивающий функционал решения системы 

нелинейных уравнений, системы линейных урав-

нений, интегрирования задачи Коши, численного 

дифференцирования, визуализации полученных 

результатов. 

Задача многоэкстремальна, разные начальные 

приближения параметров пристрелки α  могут со-

ответствовать разным решениям краевой задачи. 

Для решения задачи классификации путей УО ме-

тод стрельбы многократно запускался из точек 

ограниченной прямоугольной сетки в простран-

стве параметров пристрелки 0 0( , )p  . 

 

 Численное моделирование 

Описанная методика применима при расчётах 

для произвольного количества обнаружителей .N  

Моделирование проводилось для 10N  . В насто-

ящей работе представлены результаты моделиро-

вания для одного, двух и трёх статично располо-

женных обнаружителей с =1, [1, ]iq i N , 
max = 2v , 

=1T . 

Ниже на рис. 2–5 приведены траектории УО в 

конфликтной среде для разного количества обна-

ружителей. Движение УО начинается из точки с 

координатами (0,0) и заканчивается в точке (0,1), 

они обозначены чёрными квадратами. Расположе-

ние обнаружителей отмечено красными точками. 

На всех рисунках ниже траектории с меньшим 

значением функционала соответствует более жир-

ная кривая, в данном разделе лучшие траектории 

УО отображены фиолетовым цветом. 

На рис. 2 представлены экстремали Понтрягина 

для одного обнаружителя. В результате расчётов 

получаются три траектории – обход обнаружителя 

слева, справа и траектория с полным оборотом во-

круг обнаружителя. Перемещаясь по голубой тра-

ектории, УО вначале движется от точки старта до 

точки A по кривой l1, затем совершает оборот во-

круг обнаружителя по кривой l2, возвращаясь в 

точку А, и, наконец, движется от точки А до фи-

ниша по кривой l3. 

Несмотря на то, что траектории с полным обо-

ротом вокруг обнаружителя удовлетворяют необ-

ходимым условиям оптимальности и получаются в 

результате расчётов, будем их отбрасывать, так как 

если исключить из таких траекторий полные обо-

роты, функционал будет меньше, к тому же значе-

ние функционала на них получается значительно 

больше, чем на траекториях без полных оборотов 

вокруг обнаружителей. 

 

 

 
Рис. 2. Траектории для случая одного обнаружителя с координа-

тами (0,5; 0,5)  
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На рис. 3 приводятся траектории для двух об-

наружителей:  на рис. 3, а – все полученные траек-

тории, на рис. 3, б – после отброса траекторий с 

полными оборотами вокруг особых точек. 

На рис. 4 показаны траектории для трёх обна-

ружителей: на рис. 4, а – все полученные траекто-

рии, на рис. 4, б – после отброса траекторий с пол-

ными оборотами вокруг особых точек. 

Траектории для другой конфигурации трёх об-

наружителей после отброса траекторий с полными 

оборотами вокруг особых точек представлены на 

рис. 5. 

 

 
 

а 
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Рис. 3. Траектории для случая двух обнаружителей с координатами (0,1; 0,1) и (–0,3; 0,4): а – все траектории, б – траектории без оборотов вокруг 

обнаружителей 
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Рис. 4. Траектории для случая трёх обнаружителей с координатами (0,1; 0,2), (–0,3; 0,3) и (0,1; 0,9): а – все траектории, б – траектории без 

оборотов вокруг обнаружителей 
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Рис. 5. Траектории УО для случая трёх обнаружителей с 

координатами (0,05; 0,1), (0,5; 0,4) и (–0,2; 0,8), без оборотов вокруг 

обнаружителей 

 

 Анализ результатов численного моделирования 

Если на траектории не достигалось значение 

скорости 
maxv , то при варьировании параметра T  

в постановке задачи часто путь УО  y x  оставался 

без изменений, т. е. соответствующая траектория 

по-прежнему являлась экстремалью Понтрягина, 

но точка УО двигалась по ней с другой скоростью. 

Сформулируем данное наблюдение в виде следу-

ющей теоремы. 

Теорема 1. Если на экстремали 

        , ˆˆ ˆ, ˆ  ,x y v      задачи (1) – (4) не было выхо-

да на ограничение 
max v v , то путь  ˆ ˆy x  оста-

нется путем, соответствующим некоторой экс-

тремали в задаче, отличающейся от исходной за-

дачи (1)–(4) только увеличением константы T . 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть в исходной задаче 

(назовём её задачей 1) время движения УО было задано 

величиной 
1T T . Рассмотрим задачу 2, совпадающую с 

исходной за исключением ограничения по времени, а 

именно со временем движения УО, заданным величи-

ной 
2 1T T . Тогда такой задаче оптимального управле-

ния соответствует та же краевая задача принципа мак-

симума (1), (7)–(9), отличающаяся только значением 

константы .T  Сделав v-замену времени [25], а именно 

растянув время в 2

1

æ 1
T

T
   раз, непосредственной про-

веркой получаем, что экстремаль задачи 1 также будет 

являться экстремалью задачи 2.  Путь  ˆ ˆy x  перемеще-

ния УО при этом сохраняется, но движение по нему 

будет осуществляться со скоростью, в æ  раз меньшей 

скорости в исходной задаче 1. ♦ 

Замечание 1. Обратное утверждение неверно, 

так как значения 
maxv  и T  задают максимально 

возможную длину пути УО, равную 
maxv T . Если 

для времени 
1T T  существовала экстремаль 

        , ˆˆ ˆ, ˆ  ,x y v      задачи (1)–(4) с путём  ˆ ˆy x  

длины , то для времени 
2 1

max

 T T
v

   такой путь 

уже не будет допустимым: либо УО для удовле-

творения ограничения придётся пройти по более 

короткому пути ближе к одному из обнаружите-

лей, либо решение с конфигурацией обхода обна-

ружителей, полученное для большего времени, 

перестанет существовать. ♦ 

Соответствующий пример изменения траекто-

рии можно наблюдать далее при сравнении левых 

и правых траекторий рис. 6, в и г. 

 Замечание 2. При увеличении времени T мо-

гут появиться новые траектории УО, являющиеся 

экстремалями, которые не удовлетворяли есте-

ственно возникающему ограничению на длину пу-

ти при меньшем T . ♦ 

Соответствующий пример можно видеть при 

сравнении рис. 6, б и 6, а, в, г, а именно при жёст-

ком ограничении на время, соответствующее 

рис. 6, б, траектории с обходом наблюдателей сле-

ва и справа не возникает, остаётся только траекто-

рия с проходом между наблюдателями. 

Утверждение. При сохранении того же вида 

пути траектории  ˆ ˆy x  в условии теоремы 1 зна-

чение функционала (4) уменьшится в æ  раз, так 

как от времени функционал зависит линейно, а от 

скорости – квадратично. ♦ 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Сделаем замену переменной 

под интегралом / æt  , переводящую отрезок  20, T  

в  10, T , при этом    æv v t  : 
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Замечание 3. Самый короткий возможный путь 

будет при перемещении УО по отрезку (0,0)–(0,1) 

длины 1. Поэтому при  
max

1
T

v
  решение задачи 

существует только при отсутствии обнаружителей 



 

 
 

 

 
 

   ●

на отрезке, соединяющем начальную и конечную 

точки движения УО, и представляет собой движе-

ние УО по данному отрезку с максимальной ско-

ростью 
max v , а при   

max

1
T

v
  решений в задаче (1)–

(4) нет, так как самый короткий путь имеет длину, 

равную 1. ♦ 

Замечание 4. Пути  y x  экстремалей задачи 

лежат в некоторой трубке траекторий, содержащей 

отрезок (0,0)–(0,1). Вне зависимости от располо-

жения обнаружителей при устремлении времени 

T  к 
max

1

v
 справа диаметр данной трубки стремит-

ся к нулю. ♦ 

Соответствующее «стягивание» траектории к 

отрезку, соединяющему точки старта и финиша 

УО, можно видеть далее на рис. 6 на примере тра-

ектории, проходящей между обнаружителями. 

Теорема 2. Замкнутые кривые, описывающие 

полный оборот вокруг какого-либо из обнаружи-

телей, не доставляют абсолютный минимум в 

задаче (1)–(4). 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, рассмотрим 

ситуацию, изображённую на рис. 2, при которой УО 

совершает полный оборот вокруг какого-либо из обна-

ружителей. При этом всю траекторию можно разбить на 

три части: движение по линии 
1l  до некоторой точки 

,A  в которой путь УО будет самопересекаться, затем 

полный оборот вокруг обнаружителя 
2l  и, наконец, пе-

ремещение по линии 
3l  от точки A  до финиша.  

Заметим, что если удалить участок движения 
2l , то 

траектория движения УО от старта до точки A  по ли-

нии 
1l  и затем сразу от точки A  к финишу по линии 

3l  

будет допустимой в задаче (1)–(4), так как в постановке 

отсутствуют ограничения на кривизну траектории и 

скорость поворота УО. При этом функционал (4) адди-

тивный, его значение при прохождении по траектории 

строго возрастает, а значит, если удалить из пути уча-

сток движения УО по линии 
2l , значение функционала 

уменьшится. К тому же, общее время движения умень-

шится на ΔT , и согласно утверждению, на оставшейся 

части траектории можно уменьшить скорость движения 

УО в 
Δ

T

T T
 раз, что дополнительно уменьшит значе-

ние функционала (4). 

Таким образом, при движении по пути 
1 3l l  значение 

функционала будет гарантированно меньше. ♦ 

Замечание 5. Несмотря на то, что в доказатель-

стве теоремы 2 показано, что движение по пути 
1 3l l  

лучше движения по пути 
1 2 3l l l  с точки зрения ми-

нимизации риска обнаружения, обычно на таких 

путях в точке A  стыковки 
1l  и 

3l  траектория УО 

не является гладкой, что соответствует скачку в 

управлении и разрыву сопряжённых переменных, а 

значит, управляемый процесс с движением УО по 

пути 
1 3l l  не является экстремалью задачи (1)–(4). 

Теорема 3. Траектории управляемых процессов 

ξ с || || 0p   на некотором промежутке   в краевой 

задаче (1), (7)–(9), не доставляют локальный ми-

нимум в задаче оптимального управления (1)–(4). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия || || 0p   следует 

ˆ=0v , т. е. УО находится в одной точке на протяжении 

времени  . Для любого сколь угодно малого  ε 0,1   

уменьшим время нахождения в этой точке в 
1

ε
 раза с   

до ε  на соответствующем ξ пути  y x . При этом вре-

мя движения по остальному маршруту увеличится с 

ΔT    до εΔT  . Уменьшим скорость движения УО в 

εΔ

Δ

T
k

T





 раз. Тогда функционал (4) на таком близком 

к ξ в пространстве решения задачи управляемом про-

цессе, соответствующем построенной траектории, 

уменьшится в 1k   раз. ♦ 

 

2.1. Изменения в постановке и краевая задача 

Если длина пути УО ограничена, то для учёта 

данного ограничения вводится дополнительная 

фазовая переменная ( )z t  – длина пройденного УО 

пути за время t . 

Тогда к граничным условиям (1) добавляются 

условия 

  ( ) ,(0) 0,z z T                         (10) 

где – ограничение на длину пути УО. 

К системе дифференциальных связей (2) в этом 

случае добавляется соотношение 

.z v                                  (11) 

При исследовании задачи на основе принципа 

максимума произойдут следующие изменения. 

В основных конструкциях (5) к лагранжиану  L

добавится слагаемое   ,zp z v  к терминанту l  – 

слагаемые  
0

λ 0z z  и   λ ,
Tz

z T   к функции 

Понтрягина H – слагаемое 
zp v . 

При исследовании сопряжённой системы до-

полнительно к уравнениям (6) получаем 

0 const.z zp p    
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К условиям трансверсальности (7) добавляются 

соотношения  
0

0  z zp   ,   .
Tz zp T    

Появляется условие дополняющей нежёсткости 

   0
Tz

z T   ,                      (12) 

а также дополнительное условие неотрицательно-

сти 

Tz
   0.                               (13) 

В зависимости от того, какой из сомножителей 

в условии (12) обнуляется, возможны два разных 

случая. 

В первом случае ограничение на длину пути 

активно:    =   z T . Тогда решение задачи опти-

мального управления с учётом формул (10), (11) 

сводится к решению краевой задачи с дифферен-

циальными уравнениями 
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и краевыми условиями 
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Вычислительная схема метода стрельбы в этом 

случае выглядит следующим образом. По пара-

метрам пристрелки 
0p , 

0 , 
Tz

  заполняются 

начальные значения для решения задачи Коши: 
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Затем решается задача Коши и вычисляется век-

тор-функция невязок 
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Далее система нелинейных уравнений решается 

методом, описанном в п. 1.5. 

Во втором случае, когда ( ) <   z T , т. е. ограни-

чение не активно, получаем краевую задачу (1), 

(7)–(9), которой соответствует вычислительная 

схема, описанная в п. 1.6, но теперь также допол-

нительно интегрируется переменная z с условиями 

 ,   0 0.ˆz v z   

Если на полученном решении краевой задачи 

оказывается, что  > z T , то соответствующая 

траектория отбрасывается, так как не удовлетворя-

ет системе ограничений задачи и не является допу-

стимой. 

 

2.2. Результаты численного моделирования 

Для наглядной демонстрации влияния ограни-

чения на длину пути на решения рассмотрим сце-

нарий с двумя обнаружителями, расположенными 

в точках (0,2; 0,3) и (–0,3; 0,4). Возьмём следую-

щие значения констант: 1iq  , max   0,8 v  , 2T  . 

На рис. 6, а изображены три экстремали Понт-

рягина в задаче без ограничения на длину пути. На 

рис. 6, б рассмотрена ситуация с жёстким ограни-

чением, при котором на траекториях обхода обоих 

обнаружителей слева или справа не выполняется 

ограничение на длину пути, и они удаляются из 

семейства решений как недопустимые. На рис. 6, в 

ограничение слабее, и траектории обхода обоих 

обнаружителей с одной стороны появляются 

вновь, однако ограничение на длину пути вынуж-

дает УО в этом случае двигаться к ним ближе, чем 

на рис. 6, а. При дальнейшем ослаблении ограни-

чения на длину пути появляются невыгодные по 

функционалу траектории с совершением полного 

оборота вокруг одного из обнаружителей, изобра-

жённые на рис. 6, г, они не являются оптимальны-

ми по теореме 2. 

Лучшим решением для случаев, изображённых 

на рис. 6, б–г, по-прежнему является более жирная 

зелёная траектория, проходящая между обнаружи-

телями с рисунка 6, а, на которой ограничение на 

длину пути не активно. Траектории же, проходя-

щие между обнаружителями на рис. 6, б–г, экстре-

малями не являются, так как на них нарушается 

условие неотрицательности (13). 
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Рис. 6. Влияние ограничения на длину пути: а – ограничение не активно, б – 1,1,  в – 1,25,  г – 1,5

Влияние варьирования величин 
iq  на траекто-

рии УО изучено в работе [26], на рис. 2 в ней мож-

но видеть, что по результатам моделирования УО 

выгодно проходить дальше от обнаружителя с 

бо льшим весом 
iq , что соответствует здравому 

смыслу. 

Отметим также, что в двух задачах, отличаю-

щихся только величиной ограничения 
max ,v  могут 

получаться различные наборы траекторий движе-

ния УО, если хотя бы в одном из двух случаев 

происходит выход на ограничение 
maxv , что можно 

видеть на рис. 5 в статье [26]. 

Задача планирования траектории движения УО 

с интегральным критерием качества (риском), за-

висящим от скорости УО и расположения не-

скольких обнаружителей, а также интегральным 

ограничением на длину траектории, формализова-
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на как задача оптимального управления. Эта зада-

ча решена непрямыми методами оптимизации, 

опирающимися на принцип максимума Понтряги-

на. В результате получается набор экстремальных 

траекторий, из которых выбирается глобально оп-

тимальная и выписывается оптимальный закон 

скорости на ней. Проведено моделирование с це-

лью определения чувствительности параметров 

задачи, а именно координат точек обнаружителей, 

времени передвижения и длины траектории. 

Разработанная методика планирования траек-

тории УО в конфликтной среде может быть далее 

применена для обратной задачи оптимизации рас-

становки обнаружителей с целью противодействия 

скрытному движению УО [27]. 
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CONSTRUCTING A MAP OF LOCALLY OPTIMAL PATHS  
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Abstract. In some path planning problems for controlled objects, the main criterion is to reduce 

the integral risk of detection when moving in a threat environment with a given map of potential 

threats. In this paper, we construct all locally optimal paths in a 2D threat environment. The envi-

ronment is represented by a fixed number of detectors whose positions are known to an evasive 

object. This object and the detectors are material points. The original problem is formalized as an 

optimal control problem and reduced to a boundary value problem based on Pontryagin’s maxi-

mum principle. The boundary value problem is solved numerically by the shooting method. The 

case of point-to-point transition of the evasive object with and without the path length constraint 

is studied, and the results of numerical simulation are provided. A parametric analysis of the 

problem is carried out. 
 

Keywords: threat environment, evasive object, maximum principle, trajectory optimization, numerical simu-

lation. 
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