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Аннотация. Рассматривается характеристический полином системы, в коэффициенты ко-
торого линейно входят интервальные параметры объекта управления, образующие пара-
метрический многогранник. Проводится параметрический синтез линейного робастного 
регулятора, располагающего доминирующий вещественный полюс системы в заданном 
отрезке отрицательной вещественной полуоси и обеспечивающего в системе апериодиче-
ский переходный процесс. Процедура синтеза предусматривает использование регулятора 
пониженного порядка, параметры которого разделяются на зависимые и свободные. Пер-
вые гарантируют желаемое положение отрезка доминирующего полюса, а вторые смещают 
области локализации остальных полюсов за заданную границу. Для определения значений 
зависимых параметров регулятора на основании сформулированного утверждения у пара-
метрического многогранника объекта определяются прообразы границ отрезка доминиру-
ющего полюса. Для выбора свободных параметров регулятора применяется робастное 
вершинное или реберное D-разбиение в зависимости от вида граничных реберных ветвей 
областей локализации свободных полюсов системы. Приводится числовой пример пара-
метрического синтеза ПИД-регулятора для обеспечения допустимого времени апериодиче-
ского переходного процесса грузоподъемной системы при интервальных значениях длины 
троса и массы груза. 
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ВВЕДЕНИЕ  

Известно, что обеспечение заданного качества 
системы автоматического управления (САУ) воз-
можно на основе желаемого расположения ее по-
люсов, реализуемого путем модального синтеза 
регулятора с использованием характеристического 
полинома системы. Наиболее часто решаемая в 
таких случаях задача – обеспечение в системе апе-
риодического переходного процесса заданной дли-
тельности. Обеспечение в системе апериодических 
переходных процессов позволяет снизить количе-
ство  энергии  на  приведение  объекта  в  желаемое 
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состояние, а также уменьшить износ исполнитель-
ного устройства. Далее рассмотрим известные 
способы решения этой задачи для систем с детер-
минированной параметрической неопределенно-
стью [1–29]. Логично классифицировать описан-
ные в этих работах подходы к синтезу по типу ре-
гулятора и по порядку объекта управления. В 
частности, применяются: линейные регуляторы с 
постоянными параметрами [1–10], адаптивные ре-
гуляторы [12–14], регуляторы на основе нечеткой 
логики [15–17], нейросетевые регуляторы [18–20]. 

В свою очередь, линейные объекты управления 
заданных порядков или нелинейные объекты с ли-
нейной частью заданного порядка рассматривают-
ся в работах [4–10]; ограничения на порядок объ-
екта управления или его линейной части в прочих 
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работах отсутствуют. В работе [11] дан критерий 
апериодичности систем с интервальными парамет-
рами. 

По результатам анализа приведенных работ 
можно утверждать, что наиболее часто задача 
обеспечения апериодического переходного про-
цесса решается при помощи линейных регуляторов 
различной структуры, порядок которых совпадает 
с порядком объекта управления или его линейной 
части: типовые регуляторы в классической или 
модифицированной форме, полиномиальные регу-
ляторы. В таких случаях можно вывести символь-
ные выражения для расчета параметров регулятора 
[2, 4, 5, 8, 10]. Критерий [11] позволяет опреде-
лить, лежат ли все полюса системы с интерваль-
ными параметрами на действительной оси. Обес-
печение желаемого размещения всех полюсов тре-
бует использования регуляторов, порядок которых 
зависит от количества полюсов системы. Реализа-
ция регуляторов полного порядка часто затруднена 
невозможностью прямо измерить производные 
выходной величины, необходимые для формиро-
вания управляющего сигнала.  

Также известны методы синтеза линейных ре-
гуляторов пониженного порядка, не имеющие 
ограничений на порядок объекта управления и ос-
нованные на принципе доминирования полюсов 
[21–23]. Недостатком перечисленных методов яв-
ляется повышенный консерватизм синтезирован-
ной системы вследствие использования интер-
вального типа неопределенности коэффициентов 
характеристического полинома.  

Синтез регуляторов на основе нечеткой логики 
и нейросетевых регуляторов также выполняется 
для объектов произвольного порядка [15–20]. Од-
нако такие регуляторы сложнее в реализации, чем 
типовые линейные регуляторы и пониженного, и 
полного порядка. 

Таким образом, актуальна разработка методов 
синтеза типовых линейных регуляторов понижен-
ного порядка, обеспечивающих в системах с де-
терминированной параметрической неопределен-
ностью апериодический переходный процесс за-
данной длительности без ограничения порядка 
объекта. При этом для снижения консерватизма 
синтезированной системы актуально рассмотреть 
способы размещения полюсов систем с аффинной 
неопределенностью коэффициентов интервального 
характеристического полинома. 

Если в САУ необходимо получить апериодиче-
ские переходные процессы определенной длитель-
ности, то при синтезе регулятора следует приме-
нять принцип доминирующих полюсов, задавая в 
качестве доминирующего соответствующий вре-

мени переходного процесса вещественный полюс 
и отодвигая от него остальные (свободные) полюса 
за некоторую границу.  

Если объект управления САУ имеет неопреде-
ленные параметры, значения которых изменяются 
в процессе работы системы в заданных пределах 
по заранее неизвестным законам, то возникает за-
дача сохранения апериодического вида переход-
ных процессов при любых возможных значениях 

интервальных параметров. При ее решении следу-
ет учитывать, что полюса системы мигрируют 
внутри областей их локализации. Поэтому в ре-
зультате синтеза регулятора вещественный доми-
нирующий полюс должен быть локализован в не-
котором отрезке на вещественной отрицательной 
полуоси. При этом области локализации свобод-
ных полюсов необходимо удалить на достаточное 
расстояние от этого отрезка. Такая локализация 
полюсов гарантирует завершение переходных 
процессов САУ в течение допустимого интервала 
времени при любых значениях интервальных па-
раметров объекта управления. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Для стационарной САУ реализовать указанный 
выше принцип расположения полюсов можно ре-
гулятором пониженного порядка на основе мето-
дики из работы [21], в соответствии с которой 
настройки регулятора делятся на зависимые и сво-
бодные. При этом первые задают доминирующие 
полюса, а вторые – смещают все остальные полюса 
в определенную область комплексной плоскости 
методом D-разбиения. 

На основе такого подхода в публикациях [22, 

23] разработана методика синтеза регулятора, 
обеспечивающего апериодический переходный 
процесс в нестационарной системе с характери-
стическим полиномом интервального типа. Коэф-
фициенты этого полинома заданы своими преде-
лами, найденными на основе известных интерва-
лов параметров объекта управления и правил ин-
тервальной арифметики. Коэффициенты образуют 
параметрический многогранник, в вершинах кото-
рого проводится робастное вершинное D-

разбиение для выбора свободного параметра регу-
лятора. 

Однако предложенный в работах [21–23] под-
ход допускает независимое изменение коэффици-
ентов полинома внутри их многогранника, что 
приводит к консерватизму получаемых результа-
тов параметрического синтеза робастного регуля-
тора. Для уменьшения консерватизма такого под-
хода желательно перейти от интервального типа 
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неопределенности характеристического полинома 
к ее аффинному типу. Такая возможность суще-
ствует, если интервальные параметры линейно 
входят в коэффициенты полинома. В этом случае 
при синтезе регулятора вместо многогранника ин-
тервальных коэффициентов рассматривается мно-
гогранник интервальных параметров объекта 
управления. Именно его отображением являются 
отрезок вещественного доминирующего полюса 
САУ и области локализации ее свободных полю-
сов. 

Целью работы является синтез робастного ре-
гулятора апериодической степени устойчивости 
САУ с аффинной неопределенностью на основе 
определения у многогранника параметров объекта 
прообразов границ отрезка доминирующего полю-
са системы и границ областей ее свободных полю-
сов для их размещения методом робастного D-

разбиения [24]. 
 

2. ОТОБРАЖЕНИЕ РЕБЕР МНОГОГРАННИКА 
ИНТЕРВАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ ОБЪЕКТА НА 

КОРНЕВУЮ ПЛОСКОСТЬ 

Запишем характеристическое уравнение систе-
мы с интервальными параметрами объекта в виде 

1

( ) [ ] ( ) ( ) 0,
m

i i

i

D s T A s B s


                  (1) 

где  iT  – интервальные параметры, а min( )i iT T , 

max( )i iT T . Пусть ( )iA s  – полиномы от s , что 
соответствует аффинной неопределенности поли-
нома (1); ( )B s  – сумма членов характеристическо-
го полинома, не содержащих интервальных пара-
метров. 

Так как m  интервальных параметров заданы 
своими граничными значениями, то параметриче-
ский многогранник, внутри которого параметры iT  

могут изменяться произвольным образом, пред-
ставляет собой прямоугольный гиперпараллелепи-
пед  |  ,  1,T i i i iP T T T T i m    , содержащий 2m  

вершин. Координаты любой точки TP  относитель-

но вершины ,  1,2 ,m
qV q   определяются выраже-

ниями 

,  1,q
i i iT T T i m    ,                     (2) 

где iT  – приращение i -го параметра; q
iT  – значе-

ние i -го параметра в вершине qV . Подставив сум-
му (2) в выражение (1), получим уравнение вида 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( ) 0q
m mD s T A s T A s T A s        , (3) 

где 
1

( ) ( ) ( )
m

q q
i i

i

D s T A s B s


   – полином в вершине 

q
V . Запишем на основе формулы (3) уравнение 
отображения одного из ребер TP , выходящего из 
вершины q

V  при изменении значения параметра 
:iT  

( ) ( ) 0q
i iD s T A s   .                      (4) 

Исходя из уравнения (4) и теории корневого годо-
графа [4], сформируем передаточную функцию для 
построения реберной ветви по параметру iT : 

( )
( )

( )

q i i
i q

T A s
W s

D s


 .                        (5) 

Исходя из выражения (5), очевидно, что корни 
уравнения ( ) 0i iT A s   – нули реберной переда-
точной функции ( )q

iW s ; корни вершинного поли-
нома ( )q

D s  – ее полюса. 
 

3. СВОЙСТВА ОТРЕЗКОВ ВЕЩЕСТВЕННЫХ ПОЛЮСОВ 
СИСТЕМЫ С АФФИННОЙ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬЮ 

Из теории корневого годографа [25] известно 
свойство его ветвей находиться в определенных 
частях действительной оси, зависящих от числа 
действительных нулей и полюсов системы. Интер-
вальное расширение этого свойства предусматри-
вает определение у многогранника интервальных 
параметров системы вершин, отображающихся на 
границы отрезков вещественных полюсов. Для 
этого докажем следующее  

Утверждение. Правая граница отрезка 
[ ; ]L R

j js s  вещественного полюса js  системы с ин-

тервальными параметрами iT  является образом 
вершины qV  с координатами q

i iT T  при условии 

четного общего числа лежащих правее R
js  отрез-

ков других полюсов системы и постоянных нулей 
реберной передаточной функции (5). Если общее 
число правых отрезков и нулей нечетное, то 

q
i iT T . При этом координаты вершины – прооб-

раза левой границы L
js  имеют противоположные 

пределы интервальных параметров. 
Доказательство утверждения приведено в при-

ложении. 
Следствие 1. Прообразом вещественного по-

люса 1,s  определяющего робастную степень апе-
риодической устойчивости системы с интерваль-
ными параметрами iT , является вершина qV  с 
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координатами q
i iT T  при условии четного числа 

расположенных правее 1s  вещественных нулей 
реберной передаточной функции (5). Если число 
вещественных нулей нечетное, то q

i iT T . 

Следствие 2. Если между двумя отрезками ве-
щественных полюсов системы нет вещественных 
нулей реберной передаточной функции (5), то пра-
вым и левым концам этих отрезков соответ-
ствуют вершины с противоположными пределами 
интервальных параметров. 

С помощью числового примера рассмотрим 
применение доказанного утверждения и следствий 
из него. 

Пример. Пусть задан характеристический полином 
САУ с аффинным типом неопределенности, определяе-
мым тремя интервальными параметрами, линейно вхо-
дящими в коэффициенты полинома: 

4 3 2
1 1 2 1 2

1 2 3 3

[ ] (6[ ] [ ]) (11 [ ] 5 [ ])

(6 [ ] 6 [ ] [ ]) 3 [ ] 1 0,

T s T T s T T s

T T T s T

    

     
      (6) 

где 1[ ] [5; 10]T  ; 2[ ] [30; 70]T  ; 3[ ] [10; 20]T  . Преоб-
разуем полином (6), приведя его к виду (1): 

1 1 2 2 3 3[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) 1 0,T A s T A s T A s        
     (7) 

где 4 3 2
1( ) 6 11 6A s s s s s    ; 3 2

2 ( ) 5 6 ;A s s s s    

3( ) 3A s s  . 

Многопараметрический интервальный корневой го-
дограф для такого полинома четвертой степени пред-
ставляет собой четыре отрезка на отрицательной веще-
ственной полуоси: 1 [ 0,38; 0,07]s    ; 2 [ 1,92;s    

1, 44] ; 3 [ 3,03;s   3,01]  и 4 [ 15;s   4,1] . Эти от-
резки показаны на рис. 1, который для наглядности вы-
полнен без соблюдения масштаба. На нем также изоб-
ражены вещественные корни полиномов ( )iA s  из фор-
мулы (7), а именно: 

– корни 1( )A s : 1 2 30,  1,  2,s s s     4 3;  s     

– корни 2( ) :A s 1 0,s  2 32,  3;  s s      

– корни 3 1( ) : 3.A s s     

На основании взаимного расположения отрезков и 
указанных выше корней согласно утверждению получе-
ны координаты вершин, отображающихся на границы 
корневых отрезков. Эти вершины, очевидно, совпадают 

с теми, которые были определены при построении от-

резков действительных корней интервального характе-
ристического полинома и показаны на рис. 1. 

4. ЛОКАЛИЗАЦИЯ СВОБОДНЫХ ПОЛЮСОВ МЕТОДОМ 
РОБАСТНОГО D-РАЗБИЕНИЯ 

При изменении одного из интервальных пара-
метров объекта iT  в соответствующем интервале 
корни характеристического полинома на основе 
теории корневого годографа образуют однопара-
метрический интервальный корневой годограф, 
ветви которого называются реберными ветвями 
( )q

iRS , а их начала и концы – корневыми узлами 
( )qU . При этом справедливы отображения ребер 
параметрического многогранника в ветви корнево-
го годографа, а его вершин – в корневые узлы: 

( )q q
i iR RS  , ( )q qV U  . 

В соответствии с реберной теоремой [26, 27] 
области локализации корней характеристического 
полинома с аффинным типом интервальной не-
определенности его коэффициентов ограничены 
реберными ветвями q

iRS  – образами определенных 
ребер многогранника параметров объекта управ-
ления. В соответствии с изложенным в работе [23], 

если у реберной ветви q
iRS , образованной движе-

нием одного из комплексно-сопряженных корней, 
ближайшим к мнимой оси оказывается один из 
концов ветви, то такая реберная ветвь относится к 
первому типу. Когда же ближайшим к мнимой оси 
является один из внутренних корней реберной вет-
ви, прообраз которого заранее неизвестен, то такая 
ветвь относится ко второму типу. Чтобы опреде-
лить тип реберной ветви, следует проверить при-
веденное в работе [28] следующее условие: если 
полином ( )iA s  при интервально-неопределенном 
параметре iT  является полиномом первой степени 
или полиномом только четной или только нечет-
ной степени s , а также произведением указан-
ных полиномов, то реберная ветвь q

iRS  является 
ветвью первого типа. 

 

 
 

Рис. 1. Границы отрезков действительных корней характеристического полинома и координат их вершин-прообразов 
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В случае рассматриваемой задачи знание типа 
реберных ветвей, ограничивающих области лока-
лизации свободных полюсов, важно для проведе-
ния робастного D-разбиения [24] по свободному 
параметру регулятора с выбранной границей рас-
положения областей свободных полюсов. Так, ес-
ли все ветви имеют первый тип, то достаточно 
провести D-разбиение во всех вершинах много-
гранника параметров объекта и выбрать значение 
свободного параметра из области пересечения по-
лученных для каждой вершины областей. 

Если для какой-то ветви указанное условие не 
выполняется, то эта ветвь оказывается ветвью вто-
рого типа и в этом случае следует применить D-

разбиение по двум параметрам: свободному пара-
метру регулятора и параметру соответствующего 
ветви ребра многогранника (эти параметры долж-
ны линейно входить в коэффициенты характери-
стического полинома). Проводя в построенной па-
раметрической области известные границы воз-
можного изменения интервального параметра, 
можно получить область допустимых значений 
свободного параметра регулятора, гарантирующих 
желаемое расположение свободных полюсов. По-
сле получения таких областей для каждой ветви 
второго типа следует найти их пересечение и из 
него выбрать значение свободного параметра. 

5. ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР СИНТЕЗА ПИД-РЕГУЛЯТОРА 

СИСТЕМЫ СТАБИЛИЗАЦИИ СИЛЫ НАТЯЖЕНИЯ ТРОСА 

ПОДЪЕМНОГО МЕХАНИЗМА 

Используем приведенное выше утверждение для 
синтеза робастного регулятора, обеспечивающего лока-
лизацию доминирующего полюса системы в желаемом 
отрезке и располагающего остальные полюса в задан-
ной области. 

Для этого рассмотрим систему автоматической ста-
билизации силы натяжения троса подъемного механиз-
ма, представленную на рис. 2 [29]. 

На рис. 2 приняты следующие обозначения: ВF  и 

НF  – приращения силы натяжения троса на входе и на 
выходе системы соответственно; ДПТ – двигатель по-
стоянного тока; УМ – усилитель мощности. 

Характеристический полином системы имеет вид:  
5 4 3 2

5 4 3 2 1 0 0,a s a s a s a s a s a       

где 5 Д У Г ,a J T T l m  2
4 Д У Г Д Уa T T m r J T T     

Д Г У Г 3 Г Д У Д У,JT lm JT l m a Jlm JT JT JT T с      
2 2 2 2

Д Г У Г Д У Г 3 Д У Г ,T m r T m r T T с m r k K K m r      
2 2 2

2 Г Д У У Г Д Гa J m r J T с J T с T с m r T с m r        

2 2
3 Д У Г 2 Д У Г ,k K K c m r k K K m r    2

1 Гa J с с m r 
2 2 2

1 Д У Г 2 Д У Г 0 1 Д У Г, ;k K K m r k K K с m r a k K K с m r   

Гm  – масса груза, кг; l  – длина троса, м; J  – момент 

инерции электропривода системы, 
2кг м ;   – удель-

ный коэффициент демпфирования троса, Н с ; c  – 

удельная жесткость троса, Н ; r  – радиус приводного 
шкива электропривода, м; ДK  – передаточный коэффи-

циент ДПТ, 1 1рад с В   ; ДT  – постоянная времени 
ДПТ, с ; УK  – передаточный коэффициент УМ; УT  – 

постоянная времени УМ, с . Постоянные параметры 
объекта управления имеют следующие значения: 

20,5 кг мJ   , 
410  Н с   , 42 10  Нс   , 0,1 мr  , 

1 1
Д Д У У5 рад с В , 0,01 с, 10, 0,001 с.K T K T

        

Интервальные параметры объекта заданы следующими 
диапазонами: Г [50; 500] кгm   и [50; 100] мl  . Таким 
образом, параметрический многогранник системы име-
ет четыре вершины. 

В системе используется ПИД-регулятор с переда-
точной функцией 

2
3 2 1

PID ( )
k s k s k

W s
s

 
 , 

где 1 2 3,   и k k k  – интегральный, пропорциональный и 
дифференциальный коэффициенты ПИД-регулятора 
соответственно. Разделим параметры регулятора на за-
висимые и свободные: зависимые 1 3 и k k  определяют

 

 
 

Рис. 2. Структурная схема системы стабилизации силы натяжения троса подъемного механизма 
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положение границ доминирующего полюса, а свобод-
ный 2k  – положение остальных полюсов слева от за-
данной границы. Пусть необходимо локализовать до-
минирующий полюс в отрезке действительной оси 
[ 0,7; 0,5]  , а остальные полюса разместить левее вер-
тикальной прямой, проходящей параллельно мнимой 
оси через точку ( 1; 0)j . 

Подставим значения постоянных параметров систе-
мы в характеристический полином и перепишем его в 
следующей форме: 

1 2 3
Г

1
( ) ( ) ( ) 0l A s A s A s

m
   , 

где 3 10 2 7 5
1( ) (5 10 5,5 10 5 10 )A s s s s

        , 2( )A s 
6 3 3 2 7 4

3(5 10 5,51 10 0,511 1), ( ) 10s s s s A s s
         

4 3 2
3 2 3(0,5 1,102 10 ) (0,5 0,0102)k s k k s

      

1 2 1(0,5 0,02) .k k s k     

Определим координаты вершин – прообразов гра-
ниц действительного доминирующего полюса системы. 
Полином 1( )A s  имеет пять корней: 1 2 3 0s s s   , 

4 100s   , 5 1000s   . Полином 2 ( )A s  имеет четыре 
корня: 1 0s  , 2 2s   , 3 100s   , 4 1000s   . С уче-
том этого согласно приведенному ранее утверждению 
правая граница доминирующего полюса 0,5R

s    яв-
ляется проекцией вершины многогранника параметров 
с координатами Г( ; )l m ; левая граница доминирующего 

полюса 0,7L
s    является проекцией вершины 

Г( ; )l m . Подставим координаты вершин и границы от-
резков в характеристический полином системы и полу-
чим два алгебраических уравнения, связывающих вме-
сте коэффициенты ПИД-регулятора. Решив эти два 
уравнения, получим выражения для расчета зависимых 
параметров регулятора: 

1 2 2

3 2 2

( ) 0,292 0,025;

( ) 0,833 0,017.

k k k

k k k

 


 
 

При этом стоит отметить, что для получения физически 
реализуемого регулятора необходимо, чтобы 

2 0,0206k  . 

Найдем значение свободного параметра регулятора 
2k  при помощи метода D-разбиения. Полиномы соот-

ветствуют условию принадлежности реберных ветвей 
по интервальным параметрам системы первому типу 
ветвей. Поэтому концы ребер расположены к мнимой 
оси ближе, чем любая из промежуточных его точек. 
Следовательно, для расположения свободных полюсов 
системы достаточно провести D-разбиение в вершинах 
параметрического многогранника. Для получения урав-
нений кривых D-разбиения подставим в характеристи-
ческий полином системы найденные значения 

1 2 3 2( ) и ( )k k k k , а также уравнение границы области 

размещения свободных полюсов 1s j    . Кривые 
D-разбиения показаны на рис. 3. 

 
 

 

 
Рис. 3. Кривые вершинного D-разбиения по свободному 

параметру регулятора 

 
Исходя из D-разбиения, желаемое расположение 

полюсов достигается при 2 [0,0148; 0,1510].k   Выбе-
рем 2 0,1k  . В таком случае 1 0,054k   и 3 0,066k  . 

Расположение полюсов системы с синтезированным 
ПИД-регулятором показано на рис. 4. 

 

 

 
Рис. 4. Расположение областей локализации полюсов 

синтезированной системы 

 
Исходя из полученного расположения полюсов, 

можно утверждать, что задача синтеза решена успешно: 
действительный доминирующий полюс расположился в 
заданном интервале, а свободные полюса расположены 
левее заданной границы. Далее на рис. 5 показано се-
мейство переходных характеристик синтезированной 
системы, построенных для комбинаций значений ин-
тервальных параметров. 
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Рис. 5. Переходные характеристики синтезированной системы 

 
Из рис. 5 очевидно, что синтезированный регулятор 

обеспечивает в системе апериодические переходные 
процессы. При этом компенсация силы натяжения, воз-
никающей в тросе длиной до 100 м  при подвешивании 
груза массой до 500 кг  и весом до 4900 Н , выполняет-
ся с максимальным отклонением 0,112 Н  или 

32,2 10 % . Также на основе представленных на рис. 5 
переходных характеристик можно утверждать, что 
принцип доминирования полюсов выполняется, не-
смотря на малое удаление свободных полюсов от доми-
нирующего.  
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Зачастую в САУ по технологическим причинам 
требуемый апериодический переходный процесс 
должен быть близок к монотонному и содержать в 
начальный период времени как можно меньше ко-
лебаний от свободных комплексно-сопряженных 
полюсов системы. Поэтому для уменьшения влия-
ния свободных полюсов на переходный процесс 
желательно сдвинуть эти полюса от отрезка доми-
нирующего вещественного полюса на достаточное 
расстояние, определяемое заданной границей. Ес-
ли это не удается сделать D-разбиением по одному 
свободному параметру, то D-разбиение нужно 
проводить по двум свободным параметрам, что 
расширит возможность желаемой локализации 
свободных полюсов. Для этого при использовании 
в качестве регулятора пониженного порядка типо-
вого ПИД-регулятора с тремя настройками и при 
отсутствии ограничений на минимальное время 
переходного процесса следует один из двух зави-
симых параметров регулятора перевести в разряд 
свободных. При этом с помощью оставшегося за-
висимого параметра можно обеспечить заданную 
правую границу отрезка доминирующего полюса, 
чего вполне достаточно для обеспечения макси-

мально допустимого времени переходного процес-
са в САУ. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения. Запишем фа-
зовое уравнение корневого годографа [25]: 

0

1 1

(2 1)
m n

i i

i i

n
 

        , 

где 0

i
  – угол выхода реберной ветви из -гоi  нуля ре-

берной передаточной функции; 
i  – угол выхода ре-

берной ветви из -гоi  полюса реберной передаточной 
функции; m – количество нулей; n – количество полю-
сов. На основе этого уравнения запишем уравнение угла 
выхода 

1  реберной ветви корневого годографа из пра-
вой границы действительного полюса R

j
s : 

0

1

1 2

m n

i i

i i

r
 

       , 

где r – параметр, равный нулю или единице в зависимо-
сти от направления движения по реберной ветви корне-
вого годографа. 

Значения углов в уравнении зависят от расположе-
ния нулей и полюсов реберной передаточной функции 
относительно исследуемой точки корневого годографа. 
Предположим, что справа от R

js  расположены k  из n  

полюсов и p  из m  нулей реберной передаточной 
функции. Углы, соответствующие правым нулям и по-
люсам, обозначим как 0

Ri  и Ri ; левым нулям и по-
люсам – 

0

Li
  и Li

 . Перепишем последнее уравнение с 
учетом введенных обозначений: 

1
0 0

1

1 1 1 1

m p p n k k

Li Ri Li Ri

i i i i

r
  

   

   
            

  
    . 

Нули и полюса реберной передаточной функции мо-
гут быть либо комплексно-сопряженными, либо дей-
ствительными. Очевидно, что углы, соответствующие 
комплексно-сопряженным нулям или полюсам, одина-
ковы по величине и противоположны по знаку. Следо-
вательно, при расчете угла выхода реберной ветви они 
взаимно сокращаются и не меняют итогового значения. 
Для углов, соответствующих действительным нулям и 
полюсам, верно следующее: 0 ,Ri Ri     

0 0.Li Li    Перепишем выражение для 
1  с учетом 

этого: 

1 ( ) 0 ( 1) 0 ( ).r m p p n k k r k p                   

Поставлена задача найти прообраз q
V  правой грани-

цы действительного полюса R

j
s . Следовательно, необ-

ходимо, чтобы 
1i   . Для выполнения этого условия 

нужно при четных k p  выбирать 1r   и, соответ-
ственно, в координатах q

V  выбирать 
i

T . При нечетных 

k p  следует выбирать 0r   и, соответственно, в ко-
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ординатах q
V  выбирать 

i
T . При этом очевидно, что ес-

ли разность целых неотрицательных k  и p  – четная, то 
их сумма также четная и наоборот. Поэтому из сообра-
жений удобства при анализе расположения нулей и по-
люсов будем ориентироваться на сумму k  и p , т. е. на 
общее количество нулей и полюсов реберной переда-
точной функции, расположенных справа от исследуе-
мой точки. 

Для нахождения прообраза левой границы L

j
s  сле-

дует задавать углы выхода реберных ветвей 
1 0i  . 

Следовательно, значения параметра r  и пределы ин-
тервальных параметров 

iT  в координатах q
V  задаются 

противоположным образом, а прообразы правого и ле-
вого концов действительного полюса имеют противо-
положные координаты.  
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Abstract. This paper considers a system whose characteristic polynomial coefficients are linear 

combinations of the interval parameters of a plant forming a parametric polytope. A linear robust 

controller is parametrically designed to place a dominant pole of the system within the desired 

interval of the negative real semi-axis and ensure an aperiodic transient in the system. The para-

metric design procedure involves a low-order controller with dependent and free parameters: the 

former serve to place the dominant pole within the desired interval on the complex plane whereas 

the latter to shift the other poles to some localization regions beyond a given bound (to the left of 

the dominant pole to satisfy the pole dominance principle). To evaluate the dependent parameters 

of the controller, the originals of the interval bounds of the dominant pole are determined for the 

plant’s parametric polytope based on a corresponding theorem (see below). The free parameters 

of the controller are chosen using the robust vertex or edge D-partition method, depending on the 

boundary edge branches of the localization regions of the free poles. A numerical example of the 

parametric design procedure is provided: a PID controller is built to ensure an acceptable aperiod-

ic transient time in a load-lifting mechanism with interval values of cable length and load weight. 
 

Keywords: robust control, affine uncertainty, modal control, aperiodic transient.  
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