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Аннотация. Рассматривается проблема построения неэлементарных линейных регрес-

сий, состоящих из объясняющих переменных и всевозможных комбинаций их пар, пре-

образованных с помощью бинарных операций минимум и максимум. Задача построения 

таких моделей формализована в виде задачи частично-булевого линейного программиро-

вания. Регулируя в ней ограничения на бинарные переменные, можно контролировать 

структурную спецификацию неэлементарной линейной регрессии, а именно количество 

входящих в нее регрессоров, их типы и состав объясняющих переменных. При этом 

оценки параметров модели находятся приближенно с помощью метода наименьших 

квадратов. К достоинствам сформулированной задачи относится то, что число ее ограни-

чений не зависит от объема выборки, а знаки оценок при объясняющих переменных со-

гласуются со знаками коэффициентов их корреляции с зависимой переменной. Показано, 

как на начальном этапе отсекать регрессоры, чтобы сократить время решения задачи и 

сделать модель вполне интерпретируемой. Построена неэлементарная линейная регрес-

сия для моделирования железнодорожных грузоперевозок в Иркутской области и дана ее 

интерпретация. 
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ВВЕДЕНИЕ  

При проведении регрессионного анализа [1, 2] 

на основе экономических данных особое внимание 

уделяется построению производственных функций 

(ПФ), представляющих собой математические за-

висимости между объемами выпуска продукции и 

факторами производства. Теории, методам и при-

менению ПФ целиком посвящена монография [3], 

выпущенная еще в 1986 г. В ней рассмотрены сле-

дующие ПФ: линейная, многорежимная, Кобба – 

Дугласа, Леонтьева, Аллена, CES (Constant Elastic-

ity of Substitution – с постоянной эластичностью 

замены факторов), LES (Linear Elasticity of Substi-

tution – с линейной эластичностью замены факто-

ров), Солоу. В настоящее время появляются и ис-

следуются новые модификации ПФ, которые ак-

тивно применяются в эконометрических исследо-

ваниях [4–6]. В данной статье речь пойдет о по-

строении неэлементарных регрессионных моделей, 

специфицированных на основе известной ПФ 

Леонтьева: 

 

 1 1 2 2min , ,...,i i i l il iy x x x      ,  1,i n ,   (1) 

где n  – объем выборки; l  – количество объясня-

ющих переменных; 
iy , 1, ,i n  – значения объяс-

няемой переменной y ; ijx , 1,i n , 1, ,j l  – зна-

чения объясняющих переменных 
1x , 

2x , ..., 
lx ; j

, 1, ,j l  – неизвестные параметры; 
i , 1, ,i n  – 

ошибки аппроксимации. С позиции теории ПФ 

переменная y  в уравнении (1) трактуется как объ-

ем выпуска продукции, а 
1x , ..., 

nx  – как показате-

ли факторов производства. 

Отметим, что в монографии [3] выделена еще и 

«параллельная» функция Леонтьева 
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отражающая процесс, в котором объем выпуска 

складывается из выпусков k  параллельных произ-

водственных процессов с фиксированными про-
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порциями факторов, использующих общие ресур-

сы. Для двух факторов производства 
1x  и 

2x  «па-

раллельная» функция Леонтьева называется функ-

цией линейного программирования. 

В монографии [7] отмечается, что для нахож-

дения оценок параметров ПФ Леонтьева (1) можно 

применять методы негладкой оптимизации [8–10], 

которые, как правило, являются труднореализуе-

мыми. Поэтому в работе [7] задача точного оцени-

вания ПФ (1) с помощью метода наименьших мо-

дулей (МНМ) сведена к задаче частично-булевого 

линейного программирования (ЧБЛП). Вместе с 

тем в монографии [7] предложен способ прибли-

женного оценивания ПФ Леонтьева, основанный 

на переборе оценок из предварительно сформиро-

ванной области определения. 

В статье [11] предложена функция, противопо-

ложная по смыслу ПФ (1): 

 1 1 2 2max , ,...,i i i l il iy x x x      ,  1,i n ,   (2) 

а в статье [12] рассмотрен симбиоз функций (1) и 

(2): 
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Задачи точного оценивания параметров регрес-

сий (2) и (3) с помощью МНМ сведены в статьях 

[11] и [12] к соответствующим задачам ЧБЛП. По-

вышенное внимание к построению регрессионных 

моделей с использованием аппарата математиче-

ского программирования в современной научной 

литературе (см., например, работы [13–15]) объяс-

няется тем, что за последние годы была суще-

ственно развита технология решения задач ЧБЛП. 

Данная статья посвящена оцениванию специ-

фицированных на основе ПФ Леонтьева регресси-

онных моделей с помощью метода наименьших 

квадратов (МНК) [1, 2]. Впервые такая задача была 

сформулирована автором в работе [16] для регрес-

сии (1) с двумя объясняющими переменными. А в 

статье [17] была предложена неэлементарная ли-

нейная регрессия (НЛР) вида 
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(4) 

где 1μ j  и 2μ j , 
21, lj C  – элементы первого и вто-

рого столбца индексной матрицы 2 2lC 
Μ , содержа-

щей по строкам всевозможные комбинации пар 

индексов переменных; α j , 
20, lj l C  , λ j , 

21, lj C ,  – неизвестные параметры. Считается, 

что значения всех переменных в уравнении (4) 

строго положительны. 

Как видно, НЛР относится к классу нелиней-

ных по параметрам моделей. Но если придать всем 

параметрам λ j , 21, ,lj C  определенные значения, 

то регрессия становится линейной и нахождение 

оценок ее параметров α j , 
20, ,lj l C   с помощью 

МНК не вызывает трудностей. В статье [17] уста-

новлено, что оптимальные с точки зрения МНК 

оценки параметров λ j , 21, ,lj C  для НЛР принад-

лежат промежуткам 

 ( ) ( )

min max,j j

j    ,  1,j l ,                (5) 

где 
1 1 1

2 2 2

1 2( )

min

1 2

min ,...,
j j j

j j j

, , n,j

, , n,

x x x
,

x x x

  

  

  
   

  

, 
( )

max

j   

1 1 1

2 2 2

1 2

1 2

max , ,...,
j j j

j j j

, , n ,

, , n ,

x x x

x x x

  

  

  
  

  

. Точки 
( )

min

j

j    и 

( )

max

j

j    нельзя использовать из-за возникновения 

совершенной мультиколлинеарности переменных. 

Благодаря этим свойствам, в работе  [17] был 

предложен способ приближенного МНК-

оценивания НЛР (4), основанный на переборе зна-

чений параметров λ j , 
21 ,lj , C  из промежутков 

(5). 

К сожалению, при построении НЛР (4) с ро-

стом числа объясняющих переменных l  суще-

ственно возрастает общее количество ее регрессо-

ров. Поэтому появляется необходимость в реше-

нии задачи отбора некоторого числа наиболее 

«информативных» регрессоров (ОИР) [7]. Специ-

ально для этого в работе [18] были разработаны 

две стратегии. Каждая из них предполагает фор-

мирование по указанному алгоритму множества 

альтернативных вариантов регрессий, для каждой 

из которых реализуется описанный в статье [17] 

способ приближенного МНК-оценивания, а затем 

выбирается модель с наименьшей величиной сум-

мы квадратов остатков. Главным недостатком 

предложенного в работе [18] подхода к построе-

нию НЛР является то, что он основан на методе 

полного перебора всех возможных альтернатив, 

поэтому на решение задачи ОИР может уходить 

слишком много времени. Более перспективным 

выглядит следующий подход с использованием 

аппарата ЧБЛП. 



 

 
 

 

 
 

   ●

В статье [19] задача ОИР при оценивании ли-

нейной регрессии с помощью МНК была сведена к 

задаче ЧБЛП. При этом нерешенной оставалась 

проблема выбора большого положительного числа 

M, влияющего как на скорость, так и на само ре-

шение задачи, пока не появилась работа [20]. В ней 

сформулирована задача ЧБЛП, которая приводит к 

построению линейной регрессии с заданным чис-

лом объясняющих переменных, в которой знаки 

МНК-оценок согласованы со знаками коэффици-

ентов корреляции между переменными y  и jx , 

1,j l . В ходе вычислительных экспериментов 

был подтвержден сделанный в статье [21] вывод, 

что такая задача с ограничениями на знаки коэф-

фициентов решается на порядок быстрее, чем без 

них. Главной целью данной работы является све-

дение задачи построения НЛР к эффективно реша-

емой задаче ЧБЛП, рассмотренной в статье [20]. 

 

1. МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ НЕЭЛЕМЕНТАРНЫХ 

ЛИНЕЙНЫХ РЕГРЕССИЙ 

Уравнение НЛР (4) содержит только одну би-

нарную операцию – минимум. Здесь и далее под 

бинарной операцией минимум (максимум) пони-

мается математическая операция, принимающая 

два аргумента и возвращающая их минимум (мак-

симум). Дополним эту регрессионную модель ре-

грессорами с бинарной операцией максимум: 
2
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 (6) 

Общее число регрессоров в уравнении (6) стало 

гораздо больше, чем в уравнении (4), и составляет 
22 ll C . 

Уравнение НЛР вида (6) вводится впервые, по-

этому ставится задача формализовать процесс по-

строения этой модели в виде задачи ЧБЛП. Это 

можно сделать следующим образом. 

Для каждого параметра λ j , 
21, ,lj C  из урав-

нения (6) определим промежутки значений по 

формулам (5). Затем равномерно разобьем каждый 

из этих промежутков p  точками и сформируем 

матрицу  λ*

jk  , 
21, lj C , 1,k p , элемент λ

*

jk  

которой показывает k -е значение параметра λ j  

для j -й пары переменных. Заменив в уравнении 

(6) неизвестные параметры λ j  на известные эле-

менты матрицы  , получим: 
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(7) 

где α jk


, 21, lj C , 1,k p , – неизвестные пара-

метры для регрессоров с бинарной операцией ми-

нимум, а α jk


, 21, lj C , 1,k p , – неизвестные 

параметры для регрессоров с бинарной операцией 

максимум. В модели (7) общее число регрессоров 

еще больше, чем в модели (6), и равно 
22 ll pC . 

Например, если общее число переменных 100l  , 

а число разбиений 10p  , то регрессия (7) будет 

иметь 99 100 регрессоров. 

Сделаем в уравнении (7) замену 

 
1 2

*

, ,min ,
j jijk i jk iz x x

   ,  
1 2

*

, ,max ,
j jijk i jk iz x x

   , 

1,i n , 21, lj C , 1,k p . Получим модель мно-

жественной линейной регрессии: 
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           (8) 

Далее, как это сделано в статье [19], сведем за-

дачу ОИР для линейной регрессии (8), оценивае-

мой с помощью МНК, к задаче ЧБЛП. Для этого 

предварительно проведем нормирование всех пе-

ременных из уравнения (8) по известному правилу, 

вычитая из каждого значения переменной ее сред-

нее арифметическое и деля результат на стандарт-

ное отклонение. 

Составим для модели (8) уравнение стандарти-

зованной регрессии 
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(9) 

где w  – нормированная переменная y ; jq , 1, ,j l  

– нормированные переменные jx , 1j , l ; jkh
, jkh ,

 

21, lj C , 1, ,k p  – нормированные переменные 

jkz 
, jkz 

, 
21, lj C , 1,k p ; β j , 1, ,j l  и β jk


, β jk


, 

21, lj С , 1, ,k p  – неизвестные стандартизован-

ные коэффициенты; ξ i
, 1, ,i n  – новые ошибки 

аппроксимации. 
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Для модели (9) МНК-оценки находятся по 

формуле 

1β XX YXR R  ,                          (10) 

где 
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 – корреляционная 

блочная матрица размера 
2 2( 2 )×( 2 )l ll pC l pC  , 

составленная из блоков  
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 
1 2

,
s s kjz z z z

R r     
2

1 ls C ,  2 1, ,s p  21, ,lj C  1, ;k p  

 
jk sz x z x

R r  , 21, lj C , 1,k p , 1,s l ; 

 
1 2

,
s s kjz z z z

R r     
2

1 ,ls C  2 1, ,s p  21, ,lj C  1, ;k p  

 
1 2

,
s s kjz z z z

R r     
2

1 ,ls C  2 1, ,s p  21, ,lj C  1, ;k p  

 
T

YX yx yz yz
R R R R   – корреляционный блоч-

ный вектор размера  22 1ll pC  , составленный 

из блоков  
jyx yxR r , 1,j l ;  

jkyz yz
R r  , 

21, lj C , 1, ;k p   
jkyz yz

R r  , 
21, lj C , 1,k p . 

Коэффициент детерминации модели (9) нахо-

дится по формуле 

2 2

2

1 1 1 1 1

.
l l

j jk jk

C Cp pl

yx j jk jkyz yz
j j k j k

R r r r 

 

    

            (11) 

Тогда с использованием формул (10) и (11) 

сформулируем задачу ОИР для линейной регрес-

сии (8): 

2 max,R                              (12) 

 
2

2

1 1 1

1 1

1

(1 ) , 1, ,

l

j k j sk

l

jj sk

C pl

j x x k skx z
k s k

C p

sk yx jx z
s k

M r r

r r M j l







  



 

       

      

 



    (13) 

 
2

1 2
1 2

1 2

2

1 2
1 2

1 2

1 1 1

1 1

1

(1 ) ,

l

s jk s s jk

l

s s jk jk

C pl

jk s s sx z z z
s s s

C p

s s jkz z yz
s s

M r r

r r M

  

  

 

  

 

 

       

     

 



(14)

 

21 ,lj , C  1, ,k p  

 
2

1 2
1 2

1 2

2

1 2
1 2

1 2

1 1 1

1 1

1

(1 ) ,

l

s jk s s jk

l

s s jk jk

C pl

jk s s sx z z z
s s s

C p

s s jkz z yz
s s

M r r

r r M

  

  

 

  

 

 

       

     

 



(15) 

21, ,lj C  1, ,k p  

j j jM M     , 1,j l ,             (16) 

jk jk jkM M       , 
21, lj C , 1, ,k p    (17) 

jk jk jkM M       , 
21, lj C , 1,k p ,   (18) 

δ {0, 1}j  , 1,j l ,                  (19) 

δ {0,1}jk

  , 
21, lj C , 1,k p ,        (20) 

δ {0, 1}jk

  , 
21, lj C , 1,k p ,        (21) 

2 2

1 1 1 1 1

,
l lC Cp pl

j jk jk

j j k j k

m 

    

               (22) 

где m  – заданное число регрессоров; δ j , 1, ,j l  – 

булевы переменные, заданные по правилу 

1,  если -я переменная входит в регрессию,
δ

0,  в противном случае;
j

j
 
  

δ jk


, 

21, lj C , 1, ,k p  – булевы переменные, за-

данные по правилу 

1,  если -я бинарная операция минимум 

δ с -м преобразованием входит в регрессию,

0,  в противном случае;

jk

j

k




 

  

δ jk


, 

21, lj C , 1, ,k p  – булевы переменные, за-

данные по правилу
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1,  если  -м бинарная операция 

максимум с -м преобразованием 
δ

входит в регрессию,

0,  в противном случае;

jk

j

k






 

  

M  – большое положительное число. 

Достоинством задачи ЧБЛП (12)–(22) является 

то, что число ее ограничений не зависит от объема 

выборки n . 

В задаче ЧБЛП (12)–(22) стратегия построения 

НЛР регулируется ограничениями на бинарные 

переменные. Рассмотрим следующие стратегии. 

Стратегия 1. Отбор m  регрессоров в линей-

ной регрессии (7). 

Для этого просто нужно решить задачу (12)–

(22). В этом случае итоговая модель может содер-

жать несколько регрессоров с одинаковой бинар-

ной операцией и с одинаковой парой переменных, 

но с разными значениями параметра λ j . 

Стратегия 2. Приближенное оценивание НЛР 

(6) с помощью МНК (без отбора регрессоров). 

Для этого нужно решить задачу с целевой 

функцией (12), ограничениями (13)–(21) и 

1

δ 1
p

jk

k





 , 
1

δ 1
p

jk

k





 , 21, lj C , 

которые отвечают за вхождение в модель каждой 

бинарной операции только с одним значением па-

раметра λ j  для каждой пары переменных. 

Стратегия 3. Отбор m  регрессоров в НЛР (6). 

Для этого нужно решить задачу с целевой 

функцией (12), ограничениями (13)–(22) и 

1

δ 1
p

jk

k





 , 
1

δ 1
p

jk

k





 , 
21, lj C .           (23) 

Заметим, что регулируя ограничения на бинар-

ные переменные, можно контролировать тип вхо-

дящих в НЛР (6) регрессоров. Так, например, если 

добавить в задачу (12)–(22) ограничения 
2

1 1

δ 0
lC p

jk

j k



 

 , 

2

1 1

δ 0
lC p

jk

j k



 

 , то получим задачу ОИР 

для линейной регрессии. Если добавить ограниче-

ния 
1

δ 0
l

j

j

 , 

2

1 1

δ 0
lC p

jk

j k



 

 , то получим задачу 

ОИР для регрессии только с бинарными операция-

ми минимум, а если ограничения 
1

δ 0
l

j

j

 , 

2

1 1

δ 0
lC p

jk

j k



 

  – то задачу ОИР для регрессии только 

с бинарными операциями максимум. 

Помимо этого можно контролировать состав 

входящих в модель переменных. Для этого введем 

бинарную матрицу  ijV v , 21, 2 li l pC  , 

1, ,j l  в которой 

1,  если -я переменная входит 

в -й регрессор модели (7),

0,  в противном случае.

ij

j

v i




 



 

Тогда интеграция в задачу (12)–(22) линейных 

ограничений 
2

2

2

, ( 1)

1 1 1

, ( 1)
1 1

1, 1, ,

l

l

l

C pl

ij j i l k p j jk

j j k

C p

jki l pC k p j
j k

v v

v i l



  

  



   
 

   

   

 



        (24) 

позволяет строить НЛР с m  регрессорами, в кото-

рую каждая объясняющая переменная входит не 

более одного раза. В этом случае автоматически 

выполняются условия (23). 

К сожалению, для задачи (12)–(22) не до конца 

ясно, как задавать большие числа M . Для решения 

этой проблемы поступим так, как предложено в 

работе [20]. Заменим ограничения (13)–(18) на 

следующие: 

 
2

2

1 1 1

1 1

1

(1 ) , 1, ,

l

j j k j sk

l

j jj sk

C pl

j u x x k skx z
k s k

C p

sk yx j ux z
s k

M r r

r r M j l





 

  

 

 

       

      

 



  (25) 

 
2

1 2
1 2

1 21 1 1

1
l

jk s jk s s jk

C pl

jk s s su x z z z
s s s

M r r   

  

  

          

2

1 2
1 2

1 21 1

(1 )
l

s s jk jk jk

C p

s s jkz z yz u
s s

r r M   

  

 

      ,     (26) 

21, lj C ,  1,k p , 

 
2

1 2
1 2

1 21 1 1

1
l

jk s jk s s jk

C pl

jk s s su x z z z
s s s

M r r   

  

  

          

2

1 2
1 2

1 21 1

(1 )
l

s s jk jk jk

C p

s s jkz z yz u
s s

r r M   

  

 

      ,     (27) 

21, lj C , 1,k p , 

0
jj jM    , βj J  ,                  (28) 

0
jj jM    , βj J  ,                   29) 

0
jk

jk jkM 

 


   , 

β
,j k J 

 ,             (30) 
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0
jk

jk jkM 

 


   , ,j k J 




 ,              (31) 

0
jk

jk jkM 

 


   , 

β
,j k J 

 ,              (32) 

0
jk

jk jkM 

 


   , 

β
,j k J 

 ,              (33) 

где βJ   и J 

  – индексные множества, построенные 

из множества  1, 2,..., l , элементы которых удо-

влетворяют условиям 0
jyxr   и 0

jyxr   соответ-

ственно; 
β

J 

  и 
β

J 

  – индексные множества, по-

строенные из множества     1, 2 ,..., 1, ,p

  2 22, 1 ,..., {2, },..., { , 1},..., { , }l lp C C p , элементы 

которых удовлетворяют условиям 0
jkyz

r    и 

0
jkyz

r   ; 
β

J 

  и 
β

J 

  – индексные множества, по-

строенные из множества     1, 2 ,..., 1, ,p

  2 22, 1 ,..., {2, },..., { , 1},...,{ , }l lp C C p , элементы 

которых удовлетворяют условиям 0
jkyz

r    и 

0
jkyz

r   ; β 1
j jyxM / r , 1,j l ; 

β
1

jk jkyz
M / r  , 

β
1

jk jkyz
M / r  , 21, lj C , 1,k p . 

Для нахождения чисел 
juM   в ограничениях (25) 

нужно решить серию из l  задач линейного про-

граммирования с целевыми функциями minju   

при ограничениях 

0
jj M   , 

+

βj J ,                     (34) 

β 0
j jM   , βj J  ,                      (35) 

0
jk

jk M 




  , 

β
,j k J 

 ,                  (36) 

0
jk

jkM 




  , 

β
,j k J 

 ,                  (37) 

0
jk

jk M 




  , 

β
,j k J 

 ,                  (38) 

0
jk

jkM 




  , 

β
,j k J 

 ,                   (39) 

2

2

1 1 1

1 1

, 1, ,

l

j k j sk

l

jj sk

C pl

x x k skx z
k s k

C p

sk yx jx z
s k

r r

r r u j l







  



 

   

    

 



            (40)

 

2

1 2
1 2

1 2

2

1 2
1 2

1 2

1 1 1

2

1 1

, 1, , 1, ,

l

s jk s s jk

l

s s jk jk

C pl

s s sx z z z
s s s

C p

s s jk lz z yz
s s

r r

r r u j C k p

  

  



  

 

 

   

     

 



 (41) 

2

1 2
1 2

1 2

2

1 2
1 2

1 2

1 1 1

2

1 1

, 1, , 1, ,

l

s jk s s jk

l

s s jk jk

C pl

s s sx z z z
s s s

C p

s s jk lz z yz
s s

r r

r r u j C k p

  

  



  

 

 

   

     

 



 (42) 

2 2

1 1 1 1 1

1
l l

j jk jk

C Cp pl

yx j jk jkyz yz
j j k j k

r r r 

 

    

        .   (43) 

Для нахождения чисел 
juM   нужно решить се-

рию из l  задач линейного программирования с 

целевыми функциями maxju   при ограничениях 

(34)–(43). Аналогично находятся числа 
jku

M 

 , 
jku

M 

 , 

jku
M 

 , 
jku

M 

  решением серии из 
2

lpC  задач линей-

ного программирования с целевыми функциями 

minjku  , maxjku  , minjku  , maxjku    

соответственно при ограничениях (34)–(43). 

Таким образом, решение задачи ЧБЛП с целе-

вой функцией (12) и ограничениями (19)–(22), 

(25)–(33) приводит к построению линейной ре-

грессии (7) с m  регрессорами, в которой знаки 

оценок β-параметров согласованы со знаками со-

ответствующих коэффициентов корреляции ре-

грессоров с переменной y , т. е. справедливы нера-

венства β 0
jj yxr  , 1,j l ; β 0

jk
jk yz

r 

  , β 0
jk

jk yz
r 

  , 

21, lj C , 1,k p . Стратегия построения НЛР в 

этой задаче по-прежнему регулируется, например, 

ограничениями (23) и (24) на бинарные перемен-

ные. 

В работах [20, 21] экспериментально установ-

лено, что задача ЧБЛП (12), (19)–(22), (25)–(33) 

решается на порядок быстрее, чем задача (12)–(22). 

Кроме того, из-за согласованности знаков оценок 

β-параметров и знаков соответствующих коэффи-

циентов корреляции для полученной регрессии 

становятся справедливыми формулы для абсолют-

ных вкладов переменных в общую детерминацию 
2R : 

абс абс

абс 2

β , 1, , β ,

β , 1, , 1, ,

j j jk jk

jk jk

x yx j jkz yz

jk lz yz

C r j l C r

C r j C k p

 

 





  

  
       (44) 

по которым можно судить о степени влияния каж-

дого регрессора на переменную y . 

Сделаем два важных замечания относительно 

решения задачи (12), (19)–(22), (25)–(33). 

Замечание 1. Поскольку в результате решения 

задачи знаки оценок β-параметров согласуются со 

знаками соответствующих коэффициентов корре-
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ляции, то предварительно необходимо позаботить-

ся о том, чтобы все знаки коэффициентов корреля-

ции 
jyxr  были согласованы с физическим смыслом 

переменных. Для этого можно привлекать экспер-

тов из соответствующей предметной области. Не-

согласованные переменные следует исключать из 

рассмотрения. В противном случае полученную 

регрессию будет проблематично интерпретиро-

вать. 

Замечание 2. Пусть, например, модель (8) име-

ет при параметре 11α
 регрессор 11 1 2min{ , 8 }z x x  . 

Тогда при переходе к кусочно-заданному пред-

ставлению при параметре 11α
 будет либо перемен-

ная 
1x , либо 

28x . Если окажется, что 
11

0
yz

r   , то 

оценка параметра 11α
 гарантированно будет поло-

жительной и переменные 
1x  и 

28x  будут влиять на 

y  со знаком «плюс». В этом случае оба коэффи-

циента корреляции 
1yxr  и 

2yxr  должны быть поло-

жительны, иначе возникает проблема с интерпре-

тацией модели. А если окажется, что 
11

0
yz

r   , то 

оценка параметра 11α
 гарантированно будет отри-

цательной и переменные 
1x  и 

28x  будут влиять на 

y  со знаком «минус». В таком случае оба коэффи-

циента корреляции 
1yxr  и 

2yxr  должны быть отри-

цательны. Из всего этого следует, что после согла-

сования с экспертами знаков коэффициентов кор-

реляции 
jyxr , 1,j l , необходимо сформировать 

переменные jkz 
, jkz 

, 
21, lj C , 1,k p , найти их 

коэффициенты корреляции с переменной y  и ис-

ключить те из них, для которых не выполняются 

условия 

( 0
jkyz

r    и 
μ 1

0
j

yxr   и 
μ 2

0
j

yxr  )  

или ( 0
jkyz

r    и 
μ 1

0
j

yxr   и 
μ 2

0
j

yxr  ),       (45) 

 
21, lj C , 1,k p ,            

( 0
jkyz

r    и 
μ 1

0
j

yxr   и 
2

0
j

yxr

 )  

или ( 0
jkyz

r    и 
μ 1

0
j

yxr   и 
μ 2

0
j

yxr  ),    (46) 

21, lj C , 1,k p .         

Исключение противоречивых переменных 

естественным образом уменьшит время решения 

задачи построения НЛР. Это время можно еще 

значительно уменьшить, если дополнить выраже-

ния (45) и (46) условиями 

jkyz
r r  , 

jkyz
r r  , 21, lj C , 1,k p ,       (47) 

где r  – выбранное из промежутка [0, 1) число. Чем 

больше число r , тем меньше становится количе-

ство переменных и время решения задачи. 

2. МОДЕЛИРОВАНИЕ 

Для построения НЛР были собраны ежегодные 

статистические данные за период с 2000 по 2020 г. 

для зависимой переменной y  – отправление гру-

зов железнодорожным транспортом общего поль-

зования в Иркутской области (млн руб.), и шести-

десяти двух переменных 
1x , 

2x , ..., 
62x , предполо-

жительно влияющих на y . Сначала из этого спис-

ка было исключено шесть переменных, у которых 

значение коэффициента корреляции с y  по абсо-

лютной величине не превышало 0,2. Затем значе-

ния коэффициентов корреляции для оставшихся 

пятидесяти шести переменных были переданы 

двум экспертам, представляющим Управление Во-

сточно-Сибирской железной дороги. Их задачей 

было исключить те переменные, для которых зна-

ки коэффициентов корреляции с y  не соответ-

ствуют экономическому смыслу решаемой задачи. 

В результате работы экспертов осталось восемь 

факторов: 

2x  – процент трудоспособного населения от 

общей численности; 

3x  – численность рабочей силы (тыс. чел.); 

5x  – численность пенсионеров (тыс. чел.); 

8x  – число собственных легковых автомобилей 

на 1000 человек населения (шт.); 

18x  – число предприятий и организаций; 

20x  – кредиторская задолженность организаций 

(млн руб.); 

22x  – производство электроэнергии (млрд 

кВт·ч); 

58x  – тарифы на грузовые перевозки (железно-

дорожный транспорт), усл.ед. 

Значение переменной 
58x  за 2001 г. было 

назначено равным 1000 усл. ед. С его помощью по 

известным индексам тарифов были найдены 

оставшиеся значения переменной 
58x . 

Значения коэффициентов корреляции с пере-

менной y  для отобранных переменных составля-

ют соответственно 
2

0,785yxr  , 
3

0,543yxr  , 

5
0,483yxr   , 

8
0,446yxr   , 

18
0,538yxr  , 

20
0,204yxr   , 

22
0,476yxr  , 

58
0,465yxr   . 
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Влияние выбранных переменных на перемен-

ную y  можно обосновать следующим образом:  

 рост численнсти рабочей силы 
2x  и 

3x , а так-

же числа предприятий 
18x  и количества произво-

димой электроэнергии 
22x , приводит к увеличе-

нию объемов производимой регионом продукции, 

что влечет за собой повышение спроса на грузовые 

перевозки ж/д транспортом, в то время как рост 

значения переменной 
5x  тормозит развитие эко-

номики, снижая спрос на перевозки;  

 избыток собственных автомобилей 
8x  у насе-

ления снижает спрос как на пассажирские, так и на 

грузовые перевозки ж/д транспортом;  

 рост суммарного объема кредиторской задол-

женности организаций 
20x  негативно сказывается 

на экономике региона, поскольку, например, мо-

жет повлечь за собой наложение различных 

штрафных санкций;  

 увеличение тарифов на грузовые перевозки 

58x  естественно снижает спрос на перевозки грузов 

по железной дороге. 

Затем для каждой пары отобранных перемен-

ных по формулам (5) были определены промежут-

ки для значений параметров λ j . После этого для 

формирования матрицы   каждый промежуток 

был равномерно разбит четырьмя точками. В ре-

зультате удалось сформировать 
2

84 112С   пере-

менных jkz 
, 1, 28j  , 1, 4k  , преобразованных с 

помощью бинарной операции минимум, и столько 

же переменных jkz 
, 1, 28j  , 1, 4k  , преобразо-

ванных с помощью операции максимум. Далее из 

этих 224 переменных были исключены те, для ко-

торых не выполняются условия (45)–(47) при 

0,2r  . Таких переменных оказалось 140. В итоге 

к построению НЛР мы подошли, имея в наличии 

92 переменных, из которых 8 объясняющих и 84 

преобразованных с помощью функций min и max. 

Построение НЛР осуществлялось на основе 

решения задачи ЧБЛП с целевой функцией (12) и 

ограничениями  (19)–(21), (25)–(33). Подчеркнем, 

что ограничение (22) на число входящих в модель 

регрессоров не ставилось. Для того чтобы в итого-

вую модель каждая объясняющая переменная вхо-

дила не более одного раза, были учтены ограниче-

ния (24). Для решения задач ЧБЛП использовался 

решатель LPSolve IDE, а для формирования мате-

матических моделей задач для этого решателя бы-

ла разработана специальная программа в среде 

программирования Delphi. Сначала с помощью

этой программы были найдены неизвестные числа 

в ограничениях (25)–(27). Для этого было решено 

184 задачи линейного программирования с соот-

ветствующими целевыми функциями и линейными 

ограничениями (34)–(43). Затем с использованием 

найденных чисел и разработанной программы для 

решателя LPSolve была сформулирована задача 

ЧБЛП (12), (19)–(21), (24)–(33), содержащая 284 

ограничения, 92 вещественных и 92 бинарных пе-

ременных. Решение осуществлялось на персональ-

ном компьютере с процессором Intel Core i5 (3.40 

ГГц, 4 ядра) и объемом оперативной памяти 8 ГБ. 

В результате примерно за 30 секунд была построе-

на следующая НЛР: 

 

 

(0,6427)

2 18
(13,98)

(0,1129)

5 20
(-3,361)

(0,0843)

8 58
(-2,182)

(0,1063)

3 22
(3,859)

24,5274 1,1895min , 0,000933

0,0196min , 0,006754

0,0323min{ , 0,11725 }

0,0254max{x , 23,079 },

y x x

x x

x x

x

   

 

 



 (48) 

где в скобках под коэффициентами указаны значе-

ния t-критерия Стьюдента, а над коэффициентами 

– абсолютные вклады регрессоров в общую детер-

минацию, найденные по формулам (44). Оказа-

лось, что все регрессоры значимы по критерию 

Стьюдента для уровня значимости α 0,05 . 

Предложенный в данной статье математиче-

ский аппарат пока не позволяет контролировать в 

процессе построения НЛР значимость ее коэффи-

циентов ни по критерию Стьюдента, ни по абсо-

лютным вкладам переменных. Для этого в даль-

нейшем планируется интеграция в сформулиро-

ванную задачу ЧБЛП специальных линейных 

ограничений. 

Коэффициент детерминации НЛР (48) 
2 0,946183R  , что говорит о высоком качестве 

построенной модели. 

Значения коэффициентов вздутия дисперсии 

для регрессоров модели (48) не превышают 10, что 

говорит об отсутствии в ней мультиколлинеарно-

сти. Стоит отметить, что контролировать мульти-

коллинеарность в сформулированной задаче ЧБЛП 

пока тоже нельзя. 

Таким образом, выполняются все условия, что-

бы отнести построенную модель (48) к вполне ин-

терпретируемым. 

Модель (48) в кусочно-заданном виде пред-

ставлена в таблице. 
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Уравнения модели (48) для различных диапазонов значений переменных 

Уравнение НЛР Диапазоны значений переменных 

18 20 58 324,527 0,0011 0,00013 0,0038 0,0254y x x x x       
5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

18 20 58 2224,527 0,0011 0,00013 0,0038 0,5857y x x x x       
5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

18 20 8 324,527 0,0011 0,00013 0,0323 0,0254y x x x x       
5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

18 20 8 2224,527 0,0011 0,00013 0,0323 0,5857y x x x x       
5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

18 5 58 324,527 0,0011 0,0196 0,0038 0,0254y x x x x       
5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

18 5 58 2224,527 0,0011 0,0196 0,0038 0,5857y x x x x       5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

18 5 8 324,527 0,0011 0,0196 0,0323 0,0254y x x x x       5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

18 5 8 2224,527 0,0011 0,0196 0,0323 0,5857y x x x x       5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

2 20 58 324,527 1,1895 0,00013 0,0038 0,0254y x x x x       
5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

2 20 58 2224,527 1,1895 0,00013 0,0038 0,5857y x x x x       5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

2 20 8 324,527 1,1895 0,00013 0,0323 0,0254y x x x x       5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

2 20 8 2224,527 1,1895 0,00013 0,0323 0,5857y x x x x       5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

2 5 58 324,527 1,1895 0,0196 0,0038 0,0254y x x x x       5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

2 5 58 2224,527 1,1895 0,0196 0,0038 0,5857y x x x x       
5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

2 5 8 324,527 1,1895 0,0196 0,0323 0,0254y x x x x       5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

2 5 8 2224,527 1,1895 0,0196 0,0323 0,5857y x x x x       
5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

 

 

Из таблицы видно, что в зависимости от вы-

полненных условий меняется состав влияющих на 

y  переменных, а оценки параметров 

4 1λ 0,000933,

  , 16 2λ 0,00675,

  , 22 2λ 0,117,

  , 

12 3λ 23,08,

   играют роль точек переключения для 

следующих четырех автоматически сформирован-

ных показателей: 

– отношение процента трудоспособного населения 

(
2x ) к числу предприятий и организаций (

18x ); 

– отношение численности пенсионеров (
5x ) к кре-

диторской задолженности (
20x ); 

– отношение числа собственных легковых автомо-

билей (
8x ) к тарифам на грузовые ж/д перевозки 

( 
58x ); 

– отношение численности рабочей силы (
3x ) к 

объему производства электроэнергии (
22x ). 

Тогда справедлива следующая интерпретация. 

 Если значение показателя x2/x18 не меньше, 

чем 0,000933, то на отправление грузов ж/д транс-

портом влияет число предприятий и организаций 

x18, а процент трудоспособного населения x2 не 

влияет. При этом с увеличением числа предприя-

тий и организаций x18 на одну единицу (при неиз-
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менных значениях остальных переменных) от-

правление грузов y возрастает в среднем на 0,0011 

млн руб. А если значение показателя x2/x18 меньше, 

чем 0,000933, то на отправление грузов влияет 

процент трудоспособного населения x2, а число 

предприятий и организаций x18 не влияет. При 

этом с увеличением процента трудоспособного 

населения x2 на одну  единицу (при неизменных 

значениях остальных переменных) отправление 

грузов y возрастает в среднем на 1,1895 млн руб. 

 Если значение показателя x5/x20 не меньше, 

чем 0,00675, то на отправление грузов ж/д транс-

портом влияет кредиторская задолженность x20, а 

численность пенсионеров x5 не влияет. При этом с 

увеличением кредиторской задолженности x20 на 1 

млн руб. (при неизменных значениях остальных 

переменных) отправление грузов y убывает в сред-

нем на 0,00013 млн руб. А если значение показате-

ля x5/x20 меньше, чем 0,00675, то на отправление 

грузов влияет численность пенсионеров x5, а кре-

диторская задолженность x20 не влияет. При этом с 

увеличением численности пенсионеров x5 на 1 тыс. 

человек (при неизменных значениях остальных 

переменных) отправление грузов y убывает в сред-

нем на 0,0196 млн руб. 

 Если значение показателя x8/x58 не меньше, 

чем 0,117, то на отправление грузов ж/д транспор-

том влияют тарифы на грузовые ж/д перевозки x58, 

а число собственных легковых автомобилей x8 не 

влияет. При этом с увеличением тарифов на грузо-

вые ж/д перевозки x58 на одну условную единицу 

(при неизменных значениях остальных перемен-

ных) отправление грузов y убывает в среднем на 

0,0038 млн руб. А если значение показателя x8/x58 

меньше, чем 0,117, то на отправление грузов влия-

ет число собственных легковых автомобилей x8, а 

тарифы на грузовые ж/д перевозки x58 не влияют. 

При этом с увеличением числа собственных легко-

вых автомобилей на 1000 человек населения x8 на 

1 шт. (при неизменных значениях остальных пере-

менных) отправление грузов y убывает в среднем 

на 0,0323 млн руб. 

 Если значение показателя x3/x22 не меньше, 

чем 23,08, то на отправление грузов ж/д транспор-

том влияет численность рабочей силы x3, а объемы 

производства электроэнергии x22 не влияют. При 

этом с увеличением численности рабочей силы x3 

на 1 тыс. человек (при неизменных значениях 

остальных переменных) отправление грузов y воз-

растает в среднем на 0,0254 млн руб. А если зна-

чение показателя x3/x22 меньше, чем 23,08, то на 

отправление грузов влияют объемы производства 

электроэнергии x22, а численность рабочей силы x3 

не влияет. При этом с увеличением объемов про-

изводства электроэнергии x22 на 1 млрд кВт·ч (при 

неизменных значениях остальных переменных) 

отправление грузов y возрастает в среднем на 

0,5857 млн руб. 

Таким образом, интерпретационные характери-

стики НЛР представляются богаче и разнообразнее 

тех же характеристик традиционной линейной ре-

грессионной модели. При этом аппроксимацион-

ные характеристики НЛР в зависимости от вы-

бранной стратегии построения должны в большин-

стве случаев превосходить те же характеристики 

линейных регрессий, являющихся лишь частным 

случаем НЛР. Ценность предложенных НЛР за-

ключается в том, что их можно использовать не 

только для прогнозирования, но и для извлечения 

новых интерпретируемых математических законо-

мерностей, призванных повысить эффективность 

управленческих решений в различных отраслях 

экономики. 

Также отметим, что сама по себе НЛР лучше 

подходит для моделирования в условиях мульти-

коллинеарности, чем традиционная линейная ре-

грессия. Дело в том, что чем больше в НЛР бинар-

ных операций, тем выше число ее степеней свобо-

ды по сравнению с линейной регрессией. Это 

означает, что НЛР позволяет «вместить» в себя 

больше переменных при меньшем числе регрессо-

ров, чем линейная регрессия.  Например, НЛР (48) 

содержит только четыре регрессора, но при этом 

восемь переменных, поэтому шанс на то, что в ней 

будет присутствовать мультиколлинеарность, 

априори ниже, чем шанс столкнуться с мультикол-

линеарностью в линейной регрессии со всеми во-

семью переменными. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе рассмотрена НЛР, в которой помимо 

бинарной операции минимум используется еще и 

бинарная операция максимум. Предложен метод 

построения НЛР, в основе которого лежит реше-

ние задачи ЧБЛП. В результате решения этой за-

дачи определяется структурная спецификация НЛР 

и ее приближенные МНК-оценки. Показано, как с 

помощью регулирования ограничений на бинар-

ные переменные можно контролировать структур-

ную спецификацию НЛР. Продемонстрировано, 

каким образом нужно исключать на начальном 

этапе противоречивые переменные, чтобы умень-

шить время решения задачи и гарантировать ин-

терпретируемость НЛР. С помощью предложенно-

го метода построена модель, позволившая выявить 

новые закономерности функционирования желез-

нодорожного транспорта в Иркутской области, 
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недоступные при использовании классической ли-

нейной регрессии. 

Предложенный в работе метод является уни-

версальным и может применяться для построения 

НЛР в любой предметной области при наличии 

статистических данных, состоящих только из по-

ложительных переменных. Проводимое в его рам-

ках разбиение параметров приводит к формирова-

нию задачи ЧБЛП, оптимальное решение которой 

при достаточно большом числе разбиений дает 

оценки, практически не отличающиеся от опти-

мальных МНК-оценок рассматриваемой НЛР. 

Естественно, что с ростом числа разбиений будет 

расти и время решения задачи. Тем не менее, как 

продемонстрировано в работах [20, 21] на примере 

линейной регрессии, такая задача ЧБЛП решается 

на порядок быстрее, чем при использовании стан-

дартных переборных процедур. Тестирование ско-

рости построения НЛР по выборкам разных объе-

мов с помощью предложенного метода будет про-

ведено в последующих работах автора. 
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Abstract. This paper is devoted to constructing nonelementary linear regressions consisting of 

explanatory variables and all possible combinations of their pairs transformed using binary min-

imum and maximum operations. Such models are formalized through a 0-1 mixed integer linear 

programming problem. By adjusting the constraints on binary variables, we control the structur-

al specification of a nonelementary linear regression, namely, the number of regressors, their 

types, and the composition of explanatory variables. In this case, the model parameters are ap-

proximately estimated using the ordinary least squares method. The formulated problem has 

advantages: the number of constraints does not depend on the sample size, and the signs of the 

estimates for the explanatory variables are consistent with the signs of their correlation coeffi-

cients with the dependent variable. Regressors are eliminated at the initial stage to reduce the 

time for solving the problem and make the model quite interpretable. A nonelementary linear 

regression of rail freight in Irkutsk oblast is constructed, and its interpretation is given. 
 

Keywords: nonelementary linear regression, ordinary least squares method, 0-1 mixed integer linear pro-

gramming problem, subset selection, coefficient of determination, interpretation, rail freight.  
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