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ОТЧЕТ 

о IX Всероссийской научно-практической конференции 

с международным участием 

"Искусственный интеллект в решении актуальных социальных 

и экономических проблем ХХI века" 

17–18 октября 2024 года в 

Перми на территории ВШЭ-

Пермь и ПГНИУ состоялась уже 

ставшая традиционной IX Все-

российская научно-практическая 

конференция с международным 

участием "Искусственный интел-

лект в решении актуальных соци-

альных и экономических проблем 

ХХI века".  

На конференцию было 

представлено 112 докладов, а на 

сайтах конференции зарегистри-

ровались 194 участника из многих 

городов России и зарубежья.  

Такого большого количества докладов мы не ожидали, поэтому было принято решение за-

слушать только небольшую часть докладов, которые нам показались наиболее интересными и 

актуальными.  

Большинство же докладов мы представили как стендовые, оформили тезисы докладов в 

виде сборника, который будет опубликован отдельным изданием, а пока выложили на сайтах кон-

ференции: https://perm.hse.ru/artificial_intelligence/ и https://aintellect-psu.ru/. Здесь можно увидеть 

статьи, как обзорно-постановочного содержания, так и результаты вполне законченных научных 

исследований, имеющих как теоретическое, так и практическое значение. Имеются статьи, по-

священные вопросам философского осмысления современных результатов искусственного ин-

теллекта с прогнозами его будущего развития и влияния на нашу цивилизацию. Некоторые статьи 

можно назвать прорывными в области теории и будущих применений технологий искусственного 

интеллекта. 

Несмотря на большое разнообразие рассмотренных вопросов, все статьи объединены об-

щим вектором. Это проблемы развития и применения идей и методов искусственного интеллекта 

для решения актуальных социальных и экономических проблем XXI века. 

Конференция проходила в очно-удаленном режиме. Были жаркие обсуждения, споры, ино-

гда не приводящие к единому мнению. 

Но все участники конференции были едины в том, что тема искусственного интеллекта 

актуальна, результаты его развития и применения значительны, а будущее ИИ, тесно связанное с 

будущим нашей цивилизации, далеко неочевидно. Поэтому конференции такого рода необхо-

димы. 

Председатель 

организационного и программного комитетов 

конференции Л. Н. Ясницкий 

https://perm.hse.ru/artificial_intelligence/
https://aintellect-psu.ru/З
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Аннотация. В данной статье предложена теоретическая модель электросмачивания на ди-

электрической подложке с учетом насыщения динамического краевого угла от электриче-

ского напряжения. В качестве примера рассматриваются вынужденные колебания капли 

электролита, помещенной между двумя параллельными твердыми поверхностями в пере-

менном электрическом поле. В состоянии механического равновесия капля имеет форму 

круглого цилиндра, ось симметрии которого перпендикулярна пластинам. Скорости линий 

контакта на обеих поверхностях зависят от внешней периодической силы электрического 

поля и отклонения краевого угла от его равновесного значения. Для описания неоднород-

ности поверхности предполагается, что коэффициент пропорциональности является функ-

цией координат. Эта функция индивидуальна для каждой поверхности. Показано, что это 

приводит к возбуждению дополнительных азимутальных мод, в отличие от случая одно-

родных поверхностей. Внешнее переменное электрическое поле тоже является простран-

ственно-неоднородным, так как в экспериментах сложно добиться однородного поля при 

конечных размерах проводника. Обнаружено, что неоднородность пластин изменяет зна-

чение угла насыщения. Продемонстрировано качественное согласие с экспериментами. 

Ключевые слова: вынужденные колебания; движение линии контакта; электросмачивание; 
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Abstract. A theoretical model of electrowetting on a dielectric substrate is proposed taking into 

account the saturation of the dynamic contact angle from the electric voltage in this article. As an 

example, forced oscillations of an electrolyte droplet placed between two parallel solid surfaces in 

an alternating electric field are considered. In the state of mechanical equilibrium, the droplet has 

the shape of a round cylinder whose symmetry axis is perpendicular to the plates. The velocities of 

the contact lines on both surfaces depend on the external periodic force of the electric field and the 

deviation of the contact angle from its equilibrium value. To describe the surface inhomogeneity, 

it is assumed that the proportionality coefficient is a function of coordinates. This function is indi-

vidual for each surface. It is shown that this leads to the excitation of additional azimuthal modes, 

in contrast to the case of homogeneous surfaces. The external alternating electric field is also spa-

tially inhomogeneous, since it is difficult to achieve a uniform field in experiments with finite con-

ductor sizes. It is found that the inhomogeneity of the plates changes the value of the saturation 

angle. Qualitative agreement with experiments was demonstrated. 

Keywords: forced oscillations; contact line motion; electrowetting; dynamic contact angle; contact 

angle saturation; heterogeneous surface 
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Введение 

С активным развитием изучения течений на микромасштабах и созданием микро-

жидкостных устройств (microfluidic devices) процессы электросмачивания (ЭС, 

electrowetting) [1–3] и электросмачивания на диэлектрической подложке (ЭСНД, 

electrowetting-on-dielectric) [4–6] – изменение сил поверхностного натяжения под воздей-

ствием электрического поля (тока), стали активно использоваться как методы контроля 

и управления микро- и наножидкостными объектами (капли, пузырьки, частицы). Вто-

рой метод, благодаря нанесению диэлектрического слоя на поверхность проводящей 

пластины, позволяет, во-первых, варьировать свойства (смачивание, шероховатость) та-

кой поверхности в широких пределах. Во-вторых, позволяет отделить жидкость от кон-

такта с металлом, что актуально для агрессивных или биологических жидкостей.  

Применение ЭСНД демонстрируется на цифровых (капельных) микрожидкостных 

устройствах для биоанализа (лаборатория на чипе) [7–10].  
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Фактически такие устройства представляют собой плоский конденсатор, внутри 

которого помещена либо одна капля жидкости, либо группа таких капель. Соответ-

ственно, геометрия задачи в таких системах описывается как капиллярный жидкий мо-

стик. Такой конденсатор характеризуется электроемкостью на единицу площади под-

ложкиC , величиной прикладываемого напряжения электрического токаV и физиче-

скими параметрами диэлектрика – относительной проницаемостью  и толщиной ди-

электрического слояd . Разрабатываются различные перспективные устройства, напри-

мер электронные жидкие линзы с переменным фокусом [11, 12], которые представляют 

собой каплю жидкости, помещенную на поверхность раздела двух жидких сред. В экс-

периментах по изучению электросмачивания обычно используется капля (пузырек) на 

подложке (жидкой или твердой). Это может быть капля электролита (например, водный рас-

твор хлорида калия KCl концентрации 310 1   М и электропроводностью 210 10   Ом-1м-1) 

объемом 1 мкл на диэлектрической (к напримеру, тефлоновой) подложке толщиной ~ 0,1 

мм, окруженная воздухом. Такие капли – хорошо известные испытательные стенды, ко-

торые используются для анализа различных явлений, связанных, главным образом, с си-

лами поверхностного натяжения. 

К примеру, исследование [10] экспериментально подтверждает, что процесс пере-

мешивания в капле может быть улучшен путем воздействия на каплю на резонансных и 

на чередующихся частотах с использованием устройства ЭСНД с параллельными пла-

стинами. Установлено, что время перемешивания в резонансной капле значительно ко-

роче, чем в нерезонансной. В случае приведения капли в движение путем чередования 

двух резонансных частот эффективность перемешивания значительно повышается при 

определенной продолжительности чередования этих частот. 

Без электрического поля равновесный краевой угол 0  описывается условием 

Юнга [1–6]: 

 0cos
 







ip cp

ic

, (1) 

где  ip  – межфазное поверхностное натяжение между подложкой и окружающей средой, 

 cp  – межфазное поверхностное натяжение между жидкостью капли и подложкой,  ic  – 

межфазное поверхностное натяжение на поверхности капли с окружающей средой. Для 

описания влияния электрического поля при ЭСНД используется модель Липпмана [1–6], 

которая с условием Юнга (1) дает условия для вычисления краевого угла   при ЭСНД 

[1–6]: 

    0cos cos wE   , 2

2
w

ic

C
E V , 0

C
d

, (2) 

где wE  – электрокапиллярное число (отношение электрической силы к силе поверхност-

ного натяжения), 0  – коэффициент диэлектрической проницаемости вакуума. Харак-

терное определение электрокапиллярного числа в экспериментах 5 210wE V , типичные 

напряжения составляют ~ 10–100 В и достигают 1 кВ.  

Таким образом, типичные значения 3~ 10 ..10

wE . Отметим, что для электрокапил-

лярного числа wE в формуле значения ограничены 1wE .  

Условие Юнга–Липпмана (Юнга–Дюпре) (2) хорошо определяет значение крае-

вого угла при малых напряжениях, т. е. 1wE  1, но, во-первых, не учитывает при высоких 
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напряжениях эффект насыщения краевого угла (значение краевого угла не меняется с 

увеличением электрического напряжения). Кроме того, насыщение краевого угла может 

достигаться и при относительно низких напряжениях, когда формально 1wE  1. Во-вто-

рых, предельный переход от переменного напряжения к постоянному (т. е. 0 ) при-

водит к бесконечному значению отклонения боковой поверхности капли от ее равновес-

ного значения. В-третьих, в некоторых экспериментах для высоких значений частоты 

(~10 МГц) переменного электрического поля также обнаружен эффект насыщения. Хотя 

последнее наблюдение нуждается в дополнительных проверках (возможно, из-за высо-

ких частот было сложно фиксировать изменение краевого угла), проблема построения 

теоретической модели для описания изменения краевого угла при электросмачивании 

является до сих пор нерешенной. 

Качественно переменный электрический ток не меняет условие (2). Внешнее пере-

менное поле, изменяющееся по закону  cos t  (  – частота электрического поля, t  – 

время), перераспределяет заряды на поверхности капли, что приводит к изменению по-

верхностного натяжения и, следовательно, для очень быстрых релаксационных процес-

сов (т. е. время изменения наведенного заряда меньше периода вибраций и поверхност-

ные силы успевают меняться) на линии контакта, краевой угол будет меняться по закону 

 cos 2 t  согласно закону Липпмана (2). Отметим, что колебания поверхности капли на 

удвоенной частоте электрического поля подтверждены экспериментально [1–6]. На ос-

нове линейного условия Хокинга [13] для движения линии контакта в работе [14] была 

предложена следующая модель: 

  cos 2
ζ ζ

a ωt
t z

  
   

  
, (3) 

где ζ  – функция отклонения поверхности от равновесного значения,   – параметр сма-

чивания (параметр Хокинга), z  – координата, ось которой перпендикулярна подложке, 

по которой движется линия контакта, a  – эффективная амплитуда электрического поля. 

Параметр смачивания является феноменологическим параметром, имеющим размер-

ность скорости. Второе слагаемое (3) описывает воздействие внешнего электрического 

поля на краевой угол   (2): 2cos w wE E V    при условии 0cos 0  . Это позволяет 

определить отклонение краевого угла в (3) за счет электрического поля: 

  
2

2 6 2 2

2 2 4
~ ctg ~ .

1 1
      

 

w w
z w w

w w

E E V
E V O V E V V

E E V
 

Используя приведенную выше модель для постоянного тока, можно сделать обобще-

ние на случай переменного электрического поля [1–6]: постоянный потенциал V  меняем 

на переменный  0 cosU U t . Следовательно, теперь  2 2

0~ cos 2z w wctg E U E U t    . 

Другими словами, граничное условие (3) определяет скорость движения линии контакта за 

счет изменения краевого угла и внешнего периодического воздействия на нее с амплитудой 
2

0 wa E U . Это условие было обобщено на случай пространственно-неоднородного элек-

трического поля [15] и неоднородных поверхностей пластин [16] аналогично работам 

[17, 18] с вибрационным воздействием.  
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Выше отмечалось, что в экспериментах был обнаружен эффект насыщения краевого 

угла, при котором краевой угол не меняется с дальнейшим повышением потенциала. Усло-

вие Юнга–Липпмана (2) и модифицированное условие Хокинга (3) не описывают насыще-

ние краевого угла. Поэтому модель (3) нуждается в дальнейшей доработке.  

В данной статье предлагается дополнить модель (3) эффектом насыщения крае-

вого угла, в отличие от упомянутых выше работ, использующих условия (2) [1–6] или 

(3) [14–16]: 

 
 

  
 

2

cos
cos 2

1 cos

 




 
    

   
 

s

s

L a
t

t z L a

, (4) 

    cos cos ( )s L a  ,  
1

( ) coth 3
3

L a x
x

  , 

где s  – угол насыщения, ( )L a  – функция Ланжевена. Функция Ланжевена выбрана ис-

ходя из теории поляризации диэлектриков Дебая аналогично модели намагничения па-

рамагнетиков Ланжевена–Дебая [19, 20]:  0P P L  , где P  – компонента суммар-

ного дипольного момента диэлектрика, параллельная напряженности электрического 

поля E , 
0P np  – суммарный дипольный момент полностью поляризованного диэлек-

трика (поляризация насыщения), p  – электрический дипольный момент одной моле-

кулы диэлектрика, n  – количество дипольных молекул,  pE kT   – эффективная по-

ляризуемость молекулы, k  – постоянная Больцмана, T  – температура. 

1.  Постановка задачи 

Постановка задачи напоминает постановку работ [14–16]. В замкнутом сосуде 

круглой цилиндрической формы, заполненного несжимаемой жидкостью плотности *

e , 

помещена капля несжимаемой жидкости с плотностью *

i  (рис. 1).  

Снаружи к проводящим торцам сосуда, покрытым изнутри слоем диэлектрика, 

прикладывается переменное напряжение, имеющее частоту * , что позволяет возбуж-

дать внутри сосуда переменное электрическое поле.  

Другими словами, сосуд представляет собой плоский конденсатор, внутри кото-

рого находятся две жидкости с деформируемой поверхностью раздела (рис. 1). Внешнее 

поле действует на линию контакта как периодическая сила с амплитудой *a  и частотой 
*2 . Это принципиально отличается от вибрационного воздействия, при котором внеш-

няя сила действует на всю систему в целом. В результате динамика линии описывается 

модифицированным граничным условием (4) с учетом насыщения краевого угла. 

Использование приближения идеальной (невязкой несжимаемой) жидкости также 

накладывает ограничения на физические параметры. Для несжимаемой жидкости харак-

терные скорости пульсационного течения много меньше скорости звука *c : * * * L c с*. 

Например, для капли воды 
* ~ 1L  мм скорость звука * 1500c  м/с, т. е. верхний предел 

для частот вибраций * 610  106 рад/с. Для использования приближения невязкой жидко-

сти толщина вязкого пограничного слоя 
* * *    для жидкости с коэффициентом 

кинематической вязкости *  много меньше, чем характерный размер 
*L : * *L  .  



Влияние насыщения краевого угла на динамику капли… 

11 

Для капли воды * ~ 1L  мм и * 6~10   м2/с нижний предел частот * 1  1 рад/с. Та-

ким образом, диапазон частот составляет * 61 10   рад/с для капли воды размером 

1 мм в воздухе, что соответствует размерам капель, используемых в микрожидкостных 

устройствах, упомянутых выше. 

Расстояние между торцами (крышкой и дном сосуда) равно *h . Предполагается, 

что сосуд настолько велик по сравнению с характерными размерами капли, что влияние 

его боковой стенки на движение капли не учитывается. В состоянии механического рав-

новесия капля имеет форму круглого цилиндра с прямым краевым углом радиуса *

0R  и 

высотой *h . Равновесный прямой краевой угол представляет собой оправданное прибли-

жение, так как это позволяет упростить не только решение задачи, но и сохранить все 

возможные эффекты, наблюдаемые для реальной капли. Отметим, что в работе [21] про-

водилось сравнение поведения капли, представляющей собой фигуру вращения (т. е. рав-

новесный краевой угол отличен от прямого) с цилиндрической каплей. Например, было 

показано, что наибольшие значения частот собственных колебаний достигаются при 

прямом краевом угле, т. е. отличия только количественные. Трансляционные вынужден-

ные колебания такой капли (с непрямым краевым углом) качественно совпадают с коле-

баниями цилиндрической капли [22]. 

Эффективное граничное условие Хокинга [13] характеризует диссипацию энергии 

в системе, которая связана со взаимодействием с подложкой линии контакта при движе-

нии последней. Эта диссипация не связана с молекулярной вязкостью жидкости, что поз-

воляет добавить затухание свободных колебаний даже для невязкой жидкости. Диссипа-

ция мала либо в случае закрепленной (малоподвижной) линии контакта, либо при слабом 

взаимодействии ее с подложкой [13–18, 23, 24]. В первом случае декремент затухания 

свободных колебаний пропорционален 
2  и возможно рассмотрение случая малой вяз-

кости, т. е. введение тонкого пограничного слоя на поверхности подложки [24]. Во вто-

ром случае декремент затухания пропорционален 
1 . Следовательно, благодаря нали-

чию диссипации течение жидкостей можно рассматривать как потенциальное, несмотря 

на наличие деформируемой поверхности раздела – боковой поверхности капли.  

Подобные решения использовались и в работах [14–18, 23, 24] (см. также библио-

графию этих работ). Все это позволяет использовать потенциал скорости 
* *v  (

*
v – 

скорость течения жидкости, 
*  – потенциал скорости) в соответствии с кинематической 

теоремой Кельвина о циркуляции.  

Поверхность раздела (боковая поверхность капли) – деформируемая и описывается 

функцией  * * * * *

0 , ,r R z t    в цилиндрической системе координат 
* ,r  , 

*z  (рис. 1). 

Учитывается сила поверхностного натяжения с коэффициентом * . Азимутальный угол 

  отсчитывается от оси x .  

Рассматривая равновесную форму капли как круглый цилиндр, пренебрегаем вли-

янием силы тяжести на форму капли. Другими словами, отношение силы тяжести к силе 

поверхностного натяжения (число Бонда или число Этвеша) мало: 
* * * *2 *

i e g L    , 

где 
*g – ускорение свободного падения, 

*L  – характерный пространственный размер. 

Для большинства микрожидкостных устройств это приближение также справедливо 

(капля воды размером 
* ~ 1L  мм в воздухе). 



А. А. Алабужев, М. А. Пьянкова 

12 

 
Рис. 1. Геометрия задачи 

Введем следующие единицы обезрамеривания задачи: время *t  – 

  3

0e i R      , координаты *r  – *R  и *z  – *h , амплитуда
*  – *A , скорость *

v  – 

  * * * * *3

0e iA R   , потенциал 
*  –   * * * * *

0  e iA R , плотность 
*  – * *

e i  , 

давление 
*p  – * * *2

0A R .  

В дальнейшем безразмерные переменные будут обозначаться теми же перемен-

ными без символа *. В результате обезразмеривания задача будет характеризоваться сле-

дующими безразмерными параметрами: амплитуда колебаний – * *

0A R  , геометриче-

ский параметр – * *

0b R h , плотность внешней жидкости –  * * *

e e e i     , плотность 

жидкости в капле –  * * *

i i e i      (последние два параметра связаны соотношением 

1i e   ), параметр смачивания (параметр Хокинга) –  * * * *

0e ib R      , ампли-

туда внешнего воздействия –  * 3/2 * * *3

00.5    e ia A C R , частота внешнего воздей-

ствия –  * * * *3

0e i R      . 

Рассматриваются только малоамплитудные (линейные) колебания, линеаризован-

ные по малой безразмерной амплитуде вибраций  , а граничные условия сносятся с без-

размерной подвижной границы раздела  1 , ,r z t    на невозмущенную поверх-

ность 1r   (см., например, [18, 23]). 

Безразмерные уравнения и граничные условия в линейном приближении имеют 

следующий вид: 

j

j jp
t





 


, 

2 2

2

2 2 2

1 1
0

  




   
     

    

j j j

j r b
r r r r z

, ,j e i ,  (5) 

1r  : e i

r r

  


 
, 

t r

  


 
, 

2 2
2

2 2e ip p b
z

 




 
   

 
,    (6) 

1r  , 
1

2
z   :  

   

    
   ,

2

cos
cos 2

1 cos

 
  



 
    

   
 

s

u b

s

L a
f t

t z L a

,  (7) 

1

2
z   : 0

j

z





,      (8) 
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где  ,u b   – безразмерный параметр смачивания на верхней ( 1 2z  ) и нижней  

( 1 2z   ) пластинах соответственно, s  – значение краевого угла насыщения,  L a  – 

функция Ланжевена, a  – эффективная амплитуда внешнего воздействия,  f   – функция 

пространственной неоднородности электрического поля (в случае однородного электриче-

ского поля   1f   ). 

2.  Вынужденные колебания 

Насыщение краевого угла важно только для вынужденных колебаний, поэтому 

ниже будем рассматривать только их. Собственные колебания такой капли рассмотрены 

ранее как для случая одинаковых [23] и разных [15] однородных поверхностей пластин, 

так и одинаковых [17] и разных [24] неоднородных. 

Исследуем вынужденные колебания капли жидкости, определяемые внешней од-

нородной периодической силой, действующей только на линию контакта (7). Отметим 

еще раз, что благодаря диссипации энергии будут существовать только вынужденные 

колебания с частотой 2 . Если внешнее переменное электрическое поле простран-

ственно-однородное (т. е.   1f   ), то возбуждается только осесимметричная мода ко-

лебаний. Поверхность пластин однородная при  , ,u b u b   . Если же поверхность не-

однородная (например,    , , cosu b u b     в [16] или     , , sin cosu b u b k     в 

[24]), то будут возбуждаться дополнительные гармоники из-за взаимодействия линии 

контакта с поверхностью. Неоднородность поверхности пластин описывает не только 

шероховатость поверхности, но и смачиваемость жидкостью. 

Если сравнивать выражения для внешней силы с насыщением (7) и без (3), то при 

малых значениях эффективной амплитуды a  решения будут совпадать. С дальнейшим 

увеличением a  в случае без насыщения амплитуда внешнего воздействия будет нарас-

тать по линейному закону, тогда как в случае с насыщением (7) – будет выходить на не-

которое предельное значение.  

Будем использовать разложение в ряд Фурье по собственным функциям оператора 

Лапласа (5) для решения линейной краевой задачи (5)–(8). Спектр этих функция опреде-

ляется вторым слагаемым (7), так как именно эта сила вызывает колебания. Функции 

 , u b , рассматриваемые в [16] и [24], неотрицательные и четные относительно угла 

 , поэтому будем раскладывать решение задачи (5)–(8) по  cos 2 m , 0,1,2,...m    

С учетом граничных условий (8) решения для потенциала скорости можно пред-

ставить в следующем виде: 

        

        

1 1

0 0

0 0 2

, , , Re 2 ( )sin 2 1

( )cos 2 cos 2 ,

i

i mk mk

m k

i i t

mk mk

r z t i a R r k z

a R r k z m e 

   

 

 

 


  






    (9) 

        

       

1 1

0 0

0 0 2

, , , Re 2 ( )sin 2 1

( )cos(2 ) cos 2 ,

e

e mk mk

m k

e i t

mk mk

r z t i b R r k z

b R r k z m e 

   

 

 

 


  






    (10) 

где    0
( ) 2

e

mk mR r K k br ,    0
( ) 2

i

mk mR r I k br ,     1
( ) 2 1

e

mk mR r K k br  ,  0

0 ( )
e m

mR r r ,  

    1
( ) 2 1

i

mk mR r I k br  ,  0

0 ( )
i m

mR r r , mI  и mK  – модифицированные функции Бесселя. 
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Функции   sin 2 1 k z  и cos(2 )k z  описывают стоячие волны на поверхности раз-

дела. Их суммы указывают на существование бегущих капиллярных волн на боковой 

поверхности капли [13–24]. 

Кинематическое условие на поверхности раздела и баланс нормальных напряже-

ний (7) определяют функцию отклонения поверхности: 

              

       

1 0 1

0

0 0

2 2
0 1 0 2

0

1

, , Re sin 2 1 cos 2 cos 2 sin

4 1 4 1
cos sh ch cos 2 .

mk mk

m k

i t

m m

m

z
z t c k z c k z m d

b

z m m
d d z d z m e

b b b



    



 

 





  
     

 

                            





 (11) 

Подставляя решения (9)–(11) в уравнения (7)–(10), получим систему для нахожде-

ния неизвестных амплитуд jmka , jmkb , jmkc , 0jd  и jmd : 
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где ij  – символ Кронекера, 
 0

mk  и 
 1
mk  – частоты собственных колебаний капли со сво-

бодной линией контакта ( 0  ). 

Линейную систему (12) можно решить аналитически, но из-за ее громоздкости она ре-

шалась численно с параметрами 4..10m   и 20N  . Частоты основных азимутальных мод 

собственных колебаний 2

0m  растут как 3m , частоты гармоник колебаний формы 2mn  – 

3 3n b . Для проверки точности вычислений были проведены дополнительные расчеты при 

10N   (относительная погрешность ~5 % в сравнении с 20N  ) и 50N   (относительная 

погрешность ~1 %).  

Для примера рассмотрим неоднородную поверхность пластины 

   , , cosu b u b    , благодаря которой возбуждаются как осесимметричная, так и чет-

ные азимутальные моды. Отметим, что применяемый метод можно использовать для лю-

бого типа функции неоднородности, которая допускает разложение в ряд Фурье.  

Удобно ввести дополнительные обозначения для амплитуд колебаний поверх-

ности в характерных точках:  0 0,0, 0  ,  0,0.25, 0q  ,  0,0.5, 0u  , 

 0, 0.5, 0b   , u  (
b ) – краевой угол между верхней (нижней) пластиной и боко-

вой поверхностью капли для 0  . 

Выше упоминалось об экспериментальном изучении возможности перемешивания 

двух жидкостей в капле при воздействии переменного электрического поля в прототипе 

лаборатории-на-чипе [10]. Было показано, что на резонансных частотах время переме-

шивания уменьшается в несколько раз. Это может быть полезно при создании лекарств 

или ускорении химической реакции. В ходе экспериментов были определены значения 

частот собственных колебаний капли: 34 , 66 , 99 , 131 и 165  Гц. Авторы эксперимен-

тальной работы не исследовали, какой гармонике колебаний формы капли соответ-

ствуют эти частоты. 

Сравним значения резонансных частот и амплитуду колебаний [10] со значениями 

частот и амплитуды для аналогичных физических параметров, получаемых при решении 

системы (12). Отметим, что для нашей модельной задачи значения частот собственных 

колебаний могут зависеть от равновесного краевого угла [17, 18], хотя качественно ди-

намика капли не меняется. Для сильно сплюснутой капли 1b 1, представляющей собой 

фигуру вращения (т. е. равновесный краевой угол отличен от прямого) подобно [10], 

наибольшие значения частот собственных колебаний получались для случая прямого 

равновесного краевого угла [23]. Этот эффект наиболее сильно проявлялся для низких 

частот. Следовательно, возможно завышение значений теоретических частот по сравне-

нию с экспериментальными для первых гармоник, так как в эксперименте равновесный 

краевой угол отличался от прямого. 
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Приведенная средняя экспериментальная амплитуда колебаний [10] и теоретиче-

ская амплитуда колебаний из решения (9)–(11) продемонстрированы на рис. 2 для случая 

, , ,m n u b m nB   ,  , 0.1,0.1,0.7,0.4,0.3,0.2,0.1u bC   при 0,1,...,6m   (12). Из сравнения гра-

фиков следует, что получается хорошее качественное согласие теоретических и экспери-

ментальных результатов (даже без учета угла насыщения), если учесть завышенные тео-

ретические значения частот. Отметим, что выбор функции неоднородностей поверхно-

стей и параметра смачивания является произвольным, так как они не определялись в экс-

перименте. Более того, возможно, что параметры смачивания ,u b  зависят от напряже-

ния. Например, была продемонстрирована подобная зависимость при эксперименталь-

ном измерении коэффициента трения в [25]. 

На рис. 3 показаны зависимости амплитуд колебания и угла отклонения в зависи-

мости от амплитуды внешней силы для случая без насыщения и краевым углом насыще-

ния 60o

s  . Отметим, что по причине неоднородности поверхности не всегда достига-

ется краевой угол насыщения при малых и конечных значениях параметра смачивания 

,u b  из-за сильного взаимодействия с подложкой и слабой подвижности линии контакта 

(рис. 3а,б). При больших значениях параметра   сила взаимодействия с подложкой 

мала, и неоднородность поверхности слабо влияет на динамику капли (рис. 3в). В этом 

случае краевой угол достигает угла насыщения. Другими словами, неоднородность мо-

жет вызывать ограничение значения краевого угла, но этот эффект не связан с насыще-

нием краевого угла при повышении электрического напряжения. Амплитуда колебаний 

линии контакта также ограничена в случае насыщения краевого угла, тогда как без насы-

щения она увеличивается с ростом амплитуды внешней силы (рис. 3г-е).  

 

 
а)  б)  

Рис. 2. Относительная амплитуда (fig. 3. [10]) (а) и амплитуда 0  (б) от    

( 2.55b  , 1i  , 100b  ). (б) 0.5u   – сплошная линия, 2u   – пунктирная. 

Вертикальными линиями обозначены значения резонансных частот в эксперименте [10] 

Заключение 

В данной работе предложена теоретическая модель, учитывающая насыщение крае-

вого угла в переменном электрическом поле на основе рассмотренной ранее модели [14–16] 

без насыщения.  
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Модель допускает аналитическое описание пространственной неоднородности как по-

верхности подложки, так и электрического поля. Кроме того, предложенная модель не только 

описывает насыщение краевого угла с увеличением напряжения, но и ограничение ампли-

туды колебаний поверхности капли, что соответствует реальной ситуации: амплитуда огра-

ничена с увеличением напряжения до электрического пробоя слоя диэлектрика.  

В качестве примера рассматривались вынужденные колебания капли несжимаемой 

жидкости, окруженной жидкостью другой плотности и зажатой между двумя твердыми 

параллельными пластинами с индивидуальными неоднородностями поверхности в про-

странственно-неоднородном переменном электрическом поле. Показано качественное 

согласие с результатами эксперимента [10] по определению резонансных частот капли 

даже без учета насыщения краевого угла при низких напряжениях.  

Продемонстрировано, что неоднородность также может ограничивать значение откло-

нения краевого угла даже в модели без насыщения. Кроме того, возможно, что параметр 

Хокинга также зависит от электрического поля (например, из-за поляризации диэлектриче-

ского слоя), и его значение может различаться при разных амплитудах внешней силы. Необ-

ходимы дальнейшие исследования и сравнения значений этого параметра при наличии и 

отсутствии электрического поля. Например, работы по определению этого параметра сма-

чивания в экспериментах с вибрациями и слиянию капель можно посмотреть в [18]. Отме-

тим, что значение краевого угла насыщения также является феноменологическим парамет-

ром и для конкретной конфигурации и набора параметров определяется экспериментально. 

Поэтому работа с предложенной моделью (4) еще далека до завершения. В дальнейшем ее 

планируется использовать и для капли на подложке, так как для такой геометрии имеется 

большое количество экспериментальных данных.  

   
а) б) в) 

   
г) д) е) 

Рис. 3. Краевой угол (а-в) и амплитуда линии контакта (г-е) от a  ( 1b  , 0.7i  , 

 , , cosu b u b    ). 2.5   – сплошная(без насыщения) и пунктирная (с насыщением) 

линия, 6   – штриховая (без насыщения) и штрихпунктирная (с насыщением) линия; 

(а, г) 0.1u b   , (б, д) 1u b   , (в, е) 10u b    
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Аннотация. Знание параметров фрагментации конструкции при ее быстропротекающем 

разрушении необходимо для обеспечения безопасности людей и окружающих объектов. 

Характеристики фрагментов и их пространственно-массовое распределение, получаемые в 

результате экспериментов, являются существенно неоднородными. Это может быть свя-

зано с неоднородностью структуры реальных материалов, которую нужно учитывать при 

проведении расчетов. В данной работе приведены результаты численного моделирования 

задачи фрагментации цилиндрической оболочки с учетом вероятностного распределения 

параметра разрушения. Вычисления выполнены в отечественном пакете программ ЛОГОС 

с применением метода конечных элементов. Разрушение оболочки реализовано за счет раз-

деления узловых связей, критерием наступления которого является превышение величины 

пластической деформации критического значения. Достоверность полученных результатов 

подтверждена сравнением с экспериментальными данными и сходимостью решения при 

увеличении числа узловых неизвестных. Выполнен анализ влияния критерия разрушения, 

задаваемого в виде константы материала и в виде параметра, распределенного по нормаль-

ному закону. Показано, что использование вероятностного критерия разрушения позволяет 

прогнозировать параметры фрагментации, качественно согласующиеся с эксперименталь-

ными данными. Установлено, что степень дискретизации оболочки оказывает существен-

ное влияние на параметры фрагментов, но практически не меняет вида их распределения 

по массовым группам. 

Ключевые слова: фрагментация; разрушение; цилиндрическая оболочка; численное моделиро-

вание; пакет ЛОГОС; вероятностный закон распределения; метод конечных элементов 
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Abstract. Knowledge of the fragmentation of a structure during its rapid destruction is essential 

for ensuring the safety of people and surrounding objects. The characteristics of fragments and their 

space-mass distribution obtained as a result of experiments are essentially inhomogeneous. This 

may be due to the inhomogeneity of the structure made of real materials, which should be taken 

into account in calculations. The paper presents the results of numerical modeling of the problem 

of cylindrical shell fragmentation taking into account the probability distribution of the fracture 

parameter. The calculations are performed in the LOGOS software using the finite element method. 

Fracture of the shell is realized by separating the nodal bonds. The criterion for the onset of fracture 

is the exceedance of the critical value of plastic strains. The validity of the obtained results is con-

firmed by their agreement with the experimental data and convergence of the solution with increas-

ing number of nodal unknowns. The influence of the fracture criterion, which is set as a material 

constant and as a parameter distributed according to the normal probability law, is analyzed. It is 

shown that the use of the probabilistic fracture criterion allows predicting the parameters of the 

fragmentation field, which are qualitatively consistent with the experimental data. It is established 

that the degree of shell discretization has a significant effect on the fragment parameters, but prac-

tically does not change the type of their mass distribution. 

Keywords: fragmentation; destruction; cylindrical shell; numerical modeling; LOGOS software; prob-

ability law of distribution; finite element method 
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 Введение 

Одной из наиболее сложных и приоритетных задач, решаемых с помощью числен-

ного моделирования, является прогнозирование разрушения материалов и конструкций 

в результате взрывного воздействия различной природы. Данная проблема особенно ак-

туальна в современном мире, поскольку взрывчатые вещества широко используются в 

различных отраслях промышленности: горнодобывающей [1], металлургической [2], 

строительной [3] и других [4].  

https://elibrary.ru/%20gpjxcd
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С целью повышения защищенности людей и объектов проводятся исследования 

различных аспектов взрывного воздействия. В работе [5] выполнено экспериментальное 

исследование влияния предварительного повреждения многослойного стекла первич-

ными осколками перед прохождением взрывной волны. Возможные последствия взрыва 

резервуара для хранения авиационного керосина определены в [6]. В статье [7] исследо-

вано напряженно-деформированное состояние 3D-ауксетических решетчатых сэндвич-

панелей под воздействием воздушного взрыва. Авторы публикации [8] оценили эффек-

тивность применения защитных пластин с помощью эксперимента в масштабе 1:5, ими-

тирующего взрыв нефтепровода в городе Циндао (Китай). 

Проведение натурных экспериментов сопряжено с высокими экономическими за-

тратами и повышенной опасностью для окружающих людей и объектов, поэтому в насто-

ящее время активно разрабатываются различные численные методы моделирования 

быстропротекающего разрушения исследуемых конструкций. В качестве основных чис-

ленных методов применяются: метод конечных элементов (МКЭ) (Finite Element Method 

– FEM), расширенный МКЭ (Extended FEM – XFEM), произвольный и сопряженный ме-

тоды Эйлера – Лагранжа (Arbitrary Lagrangian – Eulerian method – ALE, Coupled Eulerian 

– Lagrangian method – CEL), метод сглаженных частиц (Smoothed Particle Hydrodynamics 

– SPH). 

Одним из самых распространенных и проработанных численных алгоритмов, ис-

пользуемых для решения рассматриваемого класса задач, является метод конечных эле-

ментов. С его помощью в работе [9] проведено исследование разрушения многослойного 

стекла с помощью разделения расчетной модели по узлам на основании критерия разру-

шения по напряжениям. Влияние величины шага нагружения и степени дискретизации 

модели при решении задачи разрушения упруго-хрупкой полосы материала определено 

в [10]. В статье [11] численно оценено влияние отверстий, полученных в результате про-

ведения взрывных работ, на характер распространения трещин. 

Одним из способов моделирования ударной волны является применение эмпири-

ческого метода CONWEP, позволяющего имитировать воздействие в виде действующего 

на исследуемую модель изменяющегося поля давления. Несмотря на ряд допущений, 

упрощений и ограниченной области применения, данный подход не утратил свою акту-

альность. Он используется в [12] для определения взрывостойкости железобетонных 

плит и показал хорошее соответствие численных и экспериментальных данных. С другой 

стороны, алгоритм CONWEP не позволил получить достоверные количественные ре-

зультаты в исследовании [13], которое посвящено разработке вероятностной модели 

взрывной нагрузки, действующей на купольную конструкцию. 

Широкое распространение для решения задач разрушения материалов и конструк-

ций получили методы ALE и CEL. Они активно используются для моделирования под-

водных взрывов, лежащих вне области применимости метода CONWEP. В качестве при-

мера перечислим несколько работ. В [14] с помощью метода ALE проводится численное 

моделирование подводного взрыва опор морского моста с целью определения динами-

ческой реакции и механизма разрушения. Поведение моделей кораблей, подвергаю-

щихся подводной ударной волне, исследовано в [15, 16] с применением метода CEL. Од-

нако область применения рассматриваемых методов не ограничена задачами данного 

класса. В работах [17, 18] эти подходы используются для моделирования разрушения 

различных железобетонных конструкций. 
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В последнее время активно разрабатывается новый инструмент для решения широ-

кого круга инженерных задач – нейронная сеть. Она представляет собой возможную аль-

тернативу дорогостоящим натурным экспериментам и ресурсоемкому численному мо-

делированию. Примерами использования нейронных сетей для определения параметров 

взрыва и разрушения могут служить публикации [19–21]. В первой из них с применением 

глубокого машинного обучения осуществлено прогнозирование динамического поведе-

ния железобетонных плит при взрывном воздействии. Предметом исследования работы 

[20] является определение эффективности различных моделей машинного обучения для 

прогнозирования параметров импульсного воздействия и давления. В статье [21] с помо-

щью методов машинного обучения осуществлено определение пикового избыточного 

давления отраженных ударных волн. 

Одним из вопросов, представляющих научный и практический интерес в данном 

направлении, является определение необходимости учета разброса параметров реальных 

материалов и взрывного нагружения. Данной теме посвящена работа [22], в которой при-

ведено несколько вероятностных моделей для прогнозирования разрушения стальных 

колонн, подверженных взрыву. Их использование обусловлено необходимостью учиты-

вать изменчивость различных факторов: колебаний атмосферных условий, повторяемо-

сти результатов натурных испытаний при идентичных экспериментальных условиях, по-

грешности моделирования. Неопределенность параметров взрывного нагружения также 

была отражена в работе [13]. В ней сделано заключение, что при проектировании взры-

возащитных систем наиболее подходящей вероятностной моделью взрыва является рас-

пределение Гаусса. 

В данной работе обсуждается использование критерия разрушения на основе нор-

мального закона распределения, который отражает неоднородную структуру реальных 

материалов, исследуется влияние степени дискретизации конечно-элементной модели на 

параметры фрагментов, оценивается соответствие результатов расчетов эксперимен-

тальным данным. 

1.  Математическая постановка задачи и численный алгоритм решения 

В работе моделируется чрезвычайная ситуация, возникающая в резервуаре для хра-

нения технологических жидкостей или на участке магистрального трубопровода, осу-

ществляющего транспортировку нефти или газа. В качестве примера решается задача 

воздействия ударной волны на тонкостенную цилиндрическую оболочку (средний ра-

диус R = 193.3 мм, длина L = 345.6 мм, толщина h = 1.7 мм) при подрыве взрывчатого ве-

щества массой 1 кг в тротиловом эквиваленте, расположенного внутри (рис. 1). Мате-

риал конструкции считается изотропным упругопластическим с изотропным упрочне-

нием (модуль Юнга E = 200 ГПа, коэффициент Пуассона  = 0.3, начальный предел те-

кучести 0 = 400 МПа, модуль упрочнения ET = 1 ГПа).  

Математическая постановка краевой задачи при отсутствии массовых сил имеет 

следующий вид: 

 , 0i i ij i j i i

V V S

x x dV x dV t x dS         , (1) 

где V – объем оболочки,  – плотность материала, xi и xi – i-я компонента вектора пере-

мещений и ее вариация, ij – компоненты тензора напряжений, S – поверхность, на кото-

рой действуют внешние силы, ti – i-я компонента вектора внешней силы, точками сверху 

обозначена вторая производная по времени.  
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Рис. 1. Круговая цилиндрическая оболочка (сечение) 

Связь напряжений и деформаций для изотропного материала представляется из-

вестным образом: 

 2ij ij ij    , (2) 

где  и  – параметры Ламе,  = ii, ij – дельта Кронекера, ij – компоненты тензора де-

формаций. 

Условие текучести записывается в виде: 

 23
0

2
ij ij y    , (3) 

 11 22 33

1
,

3
ij ij ij ij ij ijs s            , 

где sij – компоненты девиатора тензора напряжений, ij – центр поверхности пластично-

сти. 

Предел текучести материала оболочки y определяется соотношением: 

 0 , T
y p p p

T

E E
E E

E E
     


, (4) 

где  – параметр упрочнения, p – пластическая деформация, Ep – модуль пластического 

упрочнения. 

Взрывное нагружение реализовано с помощью эмпирического метода CONWEP, 

согласно которому изменение давления описывается уравнением Фридлендера: 

  
 

1 exp
aa

so

d d

t tt t
P t P A

t t

 
 
 

 
   

 
, (5) 

где P(t) – давление в момент времени t, Pso – пиковое избыточное давление в момент 

времени t = ta, ta – время прибытия ударной волны, td – продолжительность фазы избы-

точного давления, A – коэффициент затухания. Подробное описание метода и способ мо-

делирования распространения взрывной волны в пространстве представлен в работе [23].  

Начальные условия имеют вид: 

 
0 00

0, 0, 0.ij i it tt
x x

 
    (6) 
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Разрушение конструкции в результате взрыва реализовано за счет разделения дуб-

лирующихся узлов конечно-элементной сетки, критерием наступления которого явля-

ется превышение величины пластической деформации критического значения: 

 ppfp  , (7) 

где ppf – пластическая деформация разрушения, которая принята равной остаточной де-

формации образца при испытании на одноосное растяжение. 

Неоднородность структуры материала моделируется путем задания нормального 

закона распределения для пластической деформации разрушения ppf с помощью ориги-

нального программного кода на языке "Python". Плотность вероятности описывается 

уравнением: 

  
 

2

ppf

ppf 2

1
exp

22
f

 


 

 
  
 

, (8) 

где  – среднеквадратическое отклонение,  – математическое ожидание, 2 – дисперсия 

распределения. В расчетах полагалось  = 0.05,   = 0.35. 

Численное моделирование выполнено в отечественном пакете "ЛОГОС" разра-

ботки ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ" [24], в котором реализована конечно-элементная ап-

проксимация по пространству и конечно-разностная по времени. Дискретизация цилин-

дрической оболочки осуществлена с помощью четырехугольного конечного элемента 

типа Belytschko – Lin – Tsay с линейной аппроксимацией перемещений и углов поворота 

[25]. Он основан на теории Рейсснера – Миндлина и широко применяется для нелиней-

ного анализа импульсно нагруженных тонкостенных конструкций с учетом больших де-

формаций. Интегрирование уравнений динамики осуществлено центрально-временной 

конечно-разностной схемой типа "КРЕСТ" [26]. Она имеет второй порядок точности и 

условно устойчива при выполнении условия Куранта – Фридрихса – Леви: 

 
a

c
k  , (9) 

где  – шаг по времени, k – число Куранта, a – характерный размер конечного элемента, 

с – скорость звука в среде. В расчетах было принято k = 0.67. 

2. Результаты численного моделирования 

2.1. Оценка влияния вероятностного критерия разрушения  

на фрагментацию 

Исследование влияния вероятностного критерия разрушения узловых связей про-

ведено путем сравнения результатов, полученных с использованием численных моделей 

с различными параметрами пластической деформации разрушения ppf. В первой из них 

ppf являлась постоянной величиной, равной математическому ожиданию . Во второй 

модели значение определялось по выражению (8) с учетом нормального распределения. 

Сравнительный анализ показал, что применение критерия разрушения, подчиненного 

нормальному закону, приводит к существенно неоднородному пространственно-массо-

вому распределению фрагментов (рис. 2). Поле фрагментов, полученное по первой мо-

дели, демонстрирует однородный характер, что не согласуется с экспериментальными 

данными [27, 28].  
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Рис. 2. Фрагментация цилиндрической оболочки с постоянным (слева)  

и вероятностным (справа) критерием разрушения в различные моменты времени:  

а – t = 0.0 мс, б – t = 0.6 мс, в – t = 1.2 мс, г – t = 1.9 мс 

2.2. Оценка влияния дискретизации на фрагментацию оболочки 

В данном разделе проанализировано влияние параметров конечно-элементной 

сетки на характеристики фрагментов. Рассмотрено четыре модели. При обработке ре-

зультатов фрагменты, состоящие из одного конечного элемента, не учитывались в связи 

с их искажением в процессе расчета. Анализ полученных данных показал, что с увели-

чением количества конечных элементов значения характеристик изменяются непропор-

ционально. При уменьшении размера элемента ниже определенной величины наблюда-

ется скачкообразное изменение параметров фрагментов (табл. 1), однако их общий вид 

распределения по массовым группам с повышением степени дискретизации модели оста-

ется подобным друг другу (рис. 3). В частности, для всех расчетов наибольшее количе-

ство фрагментов расположено в диапазоне 20–40 гр. 
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Таблица 1. Параметры фрагментов при различной дискретизации модели 

№ 
Число КЭ, 

шт. 

Размер 

стороны КЭ, 

мм 

Масса 

одного КЭ 

mкэ, гр. 

Общее  

количество 

фрагмен-

тов, шт. 

Средняя 

масса 

фрагмента, 

гр. 

Минималь-

ная масса  

фрагмента, 

гр. 

Максималь-

ная масса  

фрагмента, гр. 

1 6776 7.9 0.83 85 60.41 20 166 

2 9964 6.5 0.56 87 62.07 28 171 

3 15074 5.3 0.37 107 49.81 18 215 

4 20944 4.5 0.26 102 49.27 16 248 

 

 

Рис. 3. Гистограммы распределения фрагментов по массе при различной  

дискретизации: а)  mкэ = 0.83 гр, б) mкэ = 0.56 гр,  в) mкэ = 0.37 гр, г) mкэ = 0.26 гр 
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2.3. Сравнение результатов расчета фрагментации оболочки с экспериментом 

С целью сравнения с экспериментальными данными на конечно-элементной сетке 

№ 4 была проведена серия из десяти расчетов для сбора статистики. В каждом из них 

критерий разрушения заново устанавливался с помощью разработанного алгоритма. 

Анализ полученных распределений долей массовых групп по отношению к учтенной 

массе модели показал, что результаты численного моделирования качественно согласу-

ются с экспериментальными данными, полученными в работе [29] при проведении 

взрывных испытаний открытого цилиндра (рис. 4), где mмг – масса массовой группы,  mк 

– учтенная масса фрагментов. 

 

Рис. 4. Гистограммы распределения фрагментов по массовым группам в виде "масса 

по массе": а) результат численного моделирования, б) результат эксперимента 

Заключение 

Рассмотрены некоторые аспекты численного моделирования процесса разрушения 

упругопластической тонкостенной цилиндрической оболочки при возникновении 

взрыва внутри конструкции. Результаты расчетов и отработанная методика их проведе-

ния имеют возможность практического применения в нефтегазовой отрасли для оценки 

последствий и повышения защищенности людей и объектов в случае наступления чрез-

вычайной ситуации. 

Продемонстрирована необходимость учета неоднородной структуры материала 

для корректного описания картины фрагментации, качественно согласующейся с экспе-

риментальными данными. Исследовано влияние степени дискретизации расчетной обла-

сти на характеристики поля фрагментов и их распределения по массовым группам. Скач-

кообразное изменение этих параметров, наблюдаемое с ростом количества конечных 

элементов при превышении их некоторого критического значения, приводит к необхо-

димости разработки требований к степени дискретизации модели, основанных на ана-

лизе экспериментальных данных. 
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Аннотация. Атомно-силовая микроскопия (АСМ) базируется на регистрации взаимодей-

ствия зонда АСМ с образцом. Для интерпретации экспериментальных данных разработана 

новая математическая модель. Актуальность работы вызвана необходимостью корректно-

го учета эффектов, которые возникают при взаимодействии тел на наноуровне в условиях 

больших деформаций. Стандартные модели являются развитием модели Герца, предпо-

сылки которой далеко не всегда являются корректными для конкретных случаев. В новой 

модели учитывается криволинейность границы контакта зонда с материалом. Также в 

процессе построения модели было принято во внимание исчезновение и появление новых 

нелинейных поверхностей контакта и соответствующее изменение энергии поверхностно-

го натяжения, что играет важную роль при индентировании мягких материалов (полиме-

ры, биологические ткани). По результатам апробации разработанной модели на экспери-

ментальных данных наноиндентации было показана ее способность с высокой точностью 

описывать сопровождающие контакт и процесс внедрения эффекты: скачкообразное втя-

гивание зонда в образец под действием поверхностных эффектов, прилипание зонда при 

его извлечении из образца и момент отрыва зонда от образца. Проведено сравнение полу-

ченной модели с результатами, которые дают стандартные модели ДМТ и ДжКР. Оно по-

казало большую гибкость новой модели, ее способность более точно описывать экспери-

ментальные данные. 
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Abstract. Atomic force microscopy (AFM) is based on registration of the interaction of the AFM 

probe with the sample. A new mathematical model has been developed for the interpretation of 

experimental data. The relevance of the work is caused by the need to correctly account for the 

effects that arise in the interaction of bodies at the nanoscale under conditions of large defor-

mations. Standard models (Deryagin-Muller-Toporov (DMT), Johnson-Kendall-Roberts (JKR), 

etc.)  represent a modification of the Hertz model, whose assumptions are not always correct for 

specific cases. The new model takes into account the curvilinearity of the interface between the 

probe and the material. Also in the process of model construction the disappearance and appear-

ance of new nonlinear contact surfaces and the corresponding change of surface tension energy 

were taken into account, which plays an important role in indentation of soft materials (polymers, 

biological tissues). The results of testing the developed model on experimental data of nanoinden-

tation showed its ability to describe with high accuracy the effects accompanying the contact and 

the indentation process: a jump-like retraction of the probe into the sample under the influence of 

surface effects, sticking of the probe at its removal from the sample, and the moment of probe de-

tachment from the sample. A comparison of the obtained model with the results given by the 

standard DMT and JKR models was carried out. It has demonstrated the greater flexibility of the 

new model and its ability to describe the experimental data more accurately. 

Keywords:  atomic force microscopy; surface tension; model 
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Введение 

Атомно-силовая микроскопия позволяет получать трехмерные данные о рельефе 

поверхности образца и регистрировать силовые взаимодействия зонда с материалом на 

нанометровом масштабе. Интерпретация полученных результатов базируется на мате-

матических и конечно-элементных моделях взаимодействия зонда АСМ с образцом. 

Математические модели, нашедшие широкое распространение в научной и инже-

нерной среде, такие как ДМТ, ДжКР и др. [1–5], являются развитием модели Герца [6].  

Современными последователями стали авторы таких работ как [7–11]. Создание узко-

направленных моделей вызвано очень широким спектром всевозможных факторов, которые 

невозможно описать некоторой универсальной моделью (в том смысле, что эта модель ста-

новится неподъемной для современного уровня развития вычислительных ресурсов).  

Поскольку в конкретных условиях чаще всего выделяется какой-то один фактор, 

то разумнее создавать модель с учетом особенностей только исследуемого объекта. 
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Примером могут быть: неоднородность материала [12], описание уменьшающегося 

контакта [13]. Некоторыми исследователями предпринимается попытка учесть такие 

явления как относительные сдвиги [14], капиллярные эффекты [15]. Существует мно-

жество работ, в которых показано существенное влияние поверхностного натяжения 

при взаимодействии объектов нанометрового масштаба [16–19]. В нашей работе этому 

явлению уделено внимание в контексте взаимодействия зонда атомно-силового микро-

скопа с поверхностью полимерных образцов. Также показана несостоятельность неко-

торых допущений, которые применяются в Герц-подобных моделях. 

1.  Постановка задачи 

В процессе проведения экспериментов на атомно-силовом микроскопе взаимодей-

ствие зонда АСМ с образцом регистрируется путем измерения отклонения от равновес-

ного положения балки кантилевера, на конце которой расположен зонд в виде конусооб-

разной иглы (рис. 1). От того, как будет расшифрована зависимость изгиба кантилевера от 

положения зонда, будет зависеть достоверность информация о свойствах образца. 

 

Рис. 1. Взаимодействие зонда АСМ с образцом сопровождается: перемещением основания 

кантилевера 𝑧, изгибом балки кантилевера 𝑑, и внедрением зонда в образец 𝛿 

Рассмотрим изменение состояния системы зонд-образец при возникновении кон-

такта между ними (рис. 2). 

 

Рис. 2. Система зонд-образец до и после внедрения.  

В состоянии до контакта (а) отмечены цветом те участки образца (01) и зонда (02),  

которые при внедрении (б), образуют общую поверхность контакта (12) 

Поверхность контакта – это геометрическое положение точек тела, с определен-

ной плотностью энергии, которая зависит от среды, с которой контактируют эти точки 

тела. Поэтому одну и ту же геометрическую поверхность в условиях контакта с разны-

ми средами корректно обозначать разными символами. 

Опишем появление контакта в терминах поверхностной энергии. 

Состояние системы до контакта (а) будет иметь следующие характеристики: 

𝑑 
𝑧 

𝛿 

𝑆02, 𝛾02 
𝑆01, 𝛾01 

𝑆12, 𝛾12 (а) 
(б) 
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Поверхность 01: площадь 𝑆01 и плотность поверхностной энергии 𝛾01.  𝑈01 = 𝛾01𝑆01. 

Поверхность 02: площадь 𝑆02 и плотность поверхностной энергии 𝛾02.  𝑈02 = 𝛾02𝑆02. 

В состоянии контакта (б): 

Поверхность 12: площадь 𝑆12 и плотность поверхностной энергии 𝛾12.   𝑈12 = 𝛾12𝑆12. 

Переход из состояния (а) в (б) сопровождается исчезновением поверхностей кон-

такта 01 и 02 появлением поверхности 12. В свою очередь происходит изменение по-

верхностной энергии. Разницу между энергией в конечном состоянии и начальном обо-

значим как 𝑈s: 

𝑈s = 𝑈12 − (𝑈01 + 𝑈02).                                                                (1) 
Определим площадь поверхности для конкретной формы параболического зонда, 

которую в осесимметричной постановке можно описать формулой 𝐻(𝑟) = 𝑟2/(2𝑅), где 

R – радиус кривизны в вершине параболоида. 

 

Рис. 3. Геометрия контакта: ℎ – его высота, 𝑎 – его радиус на высоте ℎ 

Для представленной на рис. 3 геометрии выполняется следующее соотношение: 

𝑎2 = 2𝑅ℎ. Тогда соотношения для поверхностной энергии будут иметь вид: 

𝑈01 = 𝜋𝑎2𝛾01 = 2𝜋𝛾01𝑅ℎ,                                                           (2) 

𝑈02 = 2𝜋𝛾02 ((2ℎ𝑅 + 𝑅2)3/2  − 𝑅3)/3𝑅,                                             (3) 

𝑈12 = 2𝜋𝛾12 ((2ℎ𝑅 + 𝑅2)3/2  − 𝑅3)/3𝑅,                                             (4) 

𝑈s = −2𝜋𝛾01𝑅ℎ −
2𝜋(𝛾02 − 𝛾12)

3𝑅
 ((2ℎ𝑅 + 𝑅2)

3
2  − 𝑅3) .                         (5) 

Изменение поверхностной энергии в результате увеличения контакта, который 

определяется его высотой h, вызывает появление силы 𝐹S =
𝜕𝑈s

𝜕ℎ
: 

𝐹S = −2𝜋𝛾01𝑅 − 2𝜋(𝛾02 − 𝛾12) (2ℎ𝑅 + 𝑅2)
1
2.                                   (6) 

Полная энергия системы является суммой следующих энергий: 

𝑈 = 𝑈𝑚 + 𝑈𝑠 + 𝑈𝑐 ,                                                             (7) 

где 𝑈s – изменение поверхностной энергии, 𝑈𝑚 – упругая энергия деформирования об-

разца, 𝑈𝑐 – энергия, накопленная кантилевером или работа вдавливающей силы, кото-

рая передается на зонд от кантилевера. 

Состояние равновесия описывается формулой  
𝜕𝑈

𝜕ℎ
= 0 или: 

𝐹c + 𝐹m + 𝐹s = 0 ,                                                              (8) 

где 𝐹s – поверхностная сила, которая стремится сблизить зонд и поверхность образца. 

Она тянет зонд в сторону образца, вниз, при этом поверхность образца тянется к зонду, 

вверх. 𝐹m – реакция образца на внедрение, действующая противоположно направлению 

внедрения. Дальнейшие выкладки будут проводиться в рамках малых деформаций. Это 

позволит провести корректное сравнение со стандартными моделями. Однако пред-

ставленные рассуждения можно обобщить на общий случай конечных деформаций не-

однородного материала с включениями с применением метода конечно-элементного 

моделирования. 

h 

a 

H 

r 
R 

 

𝐻(𝑟) =
𝑟2
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Рассмотрим систему зонд-образец и действующие в этой системе силы (рис. 4).  

 

Рис. 4. Состояние системы зонд-образец в присутствии поверхностных сил 

В таком виде (рис. 4) мы не можем определить положение зонда 𝛿, так как в си-

стеме, где присутствуют поверхностные силы, не выполняется соотношение ℎ = 𝛿/2, 

установленное для случая индентирования параболическим зондом без этих сил [5], а 

именно: ℎ > 𝛿/2. 
Основной проблемой прямого решения с приложением всех сил в этом случае явля-

ется то, что расчет поверхностной силы по вычисленной поверхности контакта и добавле-

ние ее в систему приводит к еще большему внедрению и увеличению поверхности контак-

та, а, значит, и не соответствию между размером этой поверхности и рассчитанной силы. 

Предлагается обойти проблему изменения размера контакта следующим приемом. На 

рис. 5 представлена схема поэтапного приложения сил к системе зонд-образец, которая 

приводит в состояние, аналогичное тому, которое представлено на рис. 4. 

 

Рис. 5. Поэтапное приложение сил к системе зонд-образец 

(1) Вначале зонд нагружается силой 𝐹1. Зонд внедрится на глубину 𝛿1, что вызо-

вет реакцию материала образца, которая описывается формулой Герца для параболоида 

(решение Снеддона [5]): 

𝐹par = 𝐸∗𝑅1/2𝛿1
3/2,                                                             (9) 

где 𝐸∗ = 4/3 ∙ 𝐸/(1 − 𝜈2), E – модуль упругости, ν – коэффициент Пуассона, ν = 0.5. 

При этом образуется контакт высотой ℎ и выполняется соотношение ℎ = 𝛿1/2 (пока-

зано в той же работе [5]). 

(2) Далее приложим силу 𝐹2, которая поднимет зонд на величину ∆𝛿. Примем, что 

в области контакта произошло прилипание образца к зонду.  

В работе [3] было показано, что подъем параболоида с прилипанием аналогичен 

задаче о подъеме цилиндрического штампа с радиусом основания a равным радиусу 
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контакта в точке ℎ, которая, в свою очередь, была решена Буссинеском. Реакция мате-

риала на подъем зонда: 

𝐹cyl(∆𝛿) = 1.5𝐸∗𝑎∆𝛿.                                                        (10) 

Новое положение зонда обозначим 𝛿 = 𝛿1 − ∆𝛿. Это положение произвольное, завися-

щее от произвольной силы 𝐹2, что будет использоваться на третьем этапе. 

Важно отметить, что теперь материал около точки контакта трех сред имеет растягива-

ющую компоненту в общем напряженном состоянии, которое является результатом ре-

акции на внедрение и подъем зонда. 

(3) Теперь приложим поверхностную силу 𝐹s, рассчитанную для контакта высотой ℎ. 

Чтобы не произошло смещения зонда, приложим к нему противоположную силу 𝐹3 . В 

этом случае действие поверхностной силы 𝐹s будет стремиться увеличивать контакт через 

подъем поверхности образца к зонду. Однако это действие компенсируется реакцией мате-

риала 𝐹cyl на приложенную ранее силу 𝐹2 и предварительно напряженным состоянием ма-

териала около контакта. Так как сила 𝐹cyl была произвольной на втором шаге, то она мо-

жет быть задана в том числе и такой, чтобы выполнялось условие: сила 𝐹cyl должна вызы-

вать такое состояние в материале, чтобы оно полностью компенсировало действие поверх-

ностной силы 𝐹s. Это значит, что высота контакта сохранится равной ℎ. 

По итогу было получено то же состояние системы зонд-образец, что и представ-

ленное на рис. 4. Однако во второй схеме в системе действуют другие, более удобные 

для вычисления силы. 

Остается определить неизвестную величину ∆𝛿. По своей физической сути вели-

чина ∆𝛿 определяет, насколько будут отличаться глубины индентирования при наличии 

и при отсутствии поверхностных сил в системе. Поэтому для определения ∆𝛿 рассмот-

рим следующую вспомогательную задачу (рис. 6). 

Вспомогательная задача для определения ∆𝜹 

 

Рис. 6. Вспомогательная схема приложения сил к системе зонд-образец 

ШАГ 1. Внедрение на глубину 𝛿1 силой 𝐹1. Поверхностные силы отсутствуют. 

Упругая реакция образца: 

 𝐹par(𝛿1) = 𝐸∗𝑅1/2𝛿1
3/2,          ℎ = 𝛿1/2,        𝑎 = √𝛿1𝑅.                               (11) 

Равновесие описывается уравнением: 

 𝐹1 + 𝐹par(𝛿1) = 0.                                                            (12) 

В абсолютных значениях: 

−|𝐹1| + |𝐹par(𝛿1)| = 0.                                                        (13) 

Из этого уравнения можно определить 𝐹1 по заданному значению 𝛿1 и 𝐹s по вычислен-

ному ℎ. Используя уравнение (6), рассчитаем 𝐹s для данной величины контакта: 

𝛿2 = 𝛿1 + ∆𝛿 

𝐹1  

𝐹par(𝛿2) 

(1) (2) 

𝐹2  

𝛿1 

𝐹1 

𝐹par(𝛿1) 
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𝐹s = 2𝜋𝛾1𝑅 + 2𝜋(𝛾2 − 𝛾12)(2ℎ𝑅 + 𝑅2)1/2.                                     (14) 

ШАГ 2. Приложим силу к зонду силу 𝐹2, равную по значению силе 𝐹s. Зонд опу-

стится на глубину 𝛿2. Упругая реакция образца: 

 𝐹par(𝛿2) = 𝐸∗𝑅1/2𝛿2
3/2.                                                        (15) 

Равновесие описывается уравнением: 

 𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹par(𝛿2) = 0.                                                       (16) 

В абсолютных значениях: 

 −|𝐹1| − |𝐹2| + |𝐹par(𝛿2)| = 0.                                                  (17) 

Или, учитывая уравнение (13), полученное на первом шаге: 

−|𝐹par(𝛿1)| − |𝐹s| + |𝐹par(𝛿2)| = 0.                                             (18) 

Из полученного соотношения с учетом (11, 14 и 15) можно определить 𝛿2, а, следова-

тельно, и дополнительное перемещение зонда: ∆𝛿 = 𝛿2 − 𝛿1. 

2.  Сравнение полученных результатов со стандартными моделями 

Для верификации модели были использованы экспериментальные данные по ин-

дентированию ненаполненного бутадиен-стирольного каучука. Использовались канти-

леверы CSG-30 (производитель TipsNano, Estonia). Радиус закругления в вершине зонда 

составляет R = 10 нм. Жесткость балки кантилевера k = 0. 417 Н/м. 

На рис. 7 представлены результаты применения стандартных моделей ДМТ и 

ДжКР для описания полученных экспериментальных данных процесса индентирования 

(рис. 7, черная линия). Результаты представлены в виде зависимостей изгиба кантиле-

вера от перемещения его основания 𝑑(𝑧). Для определения изгиба использовалось со-

отношение: 𝐹 = 𝑘𝑑. 

 

Рис. 7. Экспериментальные данные: зависимость изгиба кантилевера d от перемещения 

зонда 𝑧. Решения задачи индентирования по модели Герца, ДМТ и ДжКР 

Используются понятия прямой и обратный ход зонда, обозначающие, соответ-

ственно, сближение зонда с образом с последующим внедрением (сплошная линия) и 

извлечение зонда из образца с подъемом в начальное положение (пунктирная линия). 

Модель Герца представлена для наглядной демонстрации качественного отличия моде-

лей, но очевидно, что она не способна описать скачок зонда в материал в момент его 

касания. 
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В модели ДМТ поверхность контакта является плоской, из-за чего поверхностная си-

ла является константой. Это приводит к тому, что извлечение завершается резким отры-

вом, при достижении некоторого силового критерия (рис. 7, синяя пунктирная линия). 

В работе [3] показано, что математическая постановка задачи по модели ДжКР дает 

два решения. Было доказано, что одно из них является неустойчивым. На рис. 7 показано, 

что с помощью второго решения можно описать более точно обратный ход зонда до мо-

мента, когда это решение не становится математически неоднозначным (для одного поло-

жения зонда определены два возможных значения изгиба). Однако подбор параметров мо-

дели не позволяет одинаково хорошо описать и процесс внедрения (мы брали эту часть 

кривой в приоритет при аппроксимации), и процесс извлечения зонда. 

В нашей модели мы учли изменение поверхностей контакта в процессе внедрения 

жесткого зонда в мягкий материал образца. Таким образом, поверхность контакта – это 

поверхность параболоида. Кроме того, мы приняли во внимание, что до контакта по-

верхность, относящаяся к образцу, была кругом в недеформированном состоянии. 

На рис. 8 показано сравнение возможностей новой модели с ДжКР. При доста-

точно хорошем описании этапа прямого хода зонда, модель гораздо лучше справляется 

с описанием обратного хода. Это вызвано большим числом варьируемых параметров – 

по сравнению с ДжКР имеется не одно значение плотности поверхностной энергии, а 

две (на рис. 2 указано три значения, однако энергия на поверхности 12 определяется по 

формуле 𝛾12 = √𝛾1𝛾2 [20] и не является варьируемым параметром). 

 

Рис. 8. Экспериментальные данные: зависимость изгиба кантилевера 𝑑 от перемещения 

зонда 𝑧. В новой модели использовано решение задачи с малыми деформациями,  

но с точным учетом изменения поверхностной энергии 

Поскольку силовые кривые разных моделей имеют существенное отличие только 

при описании процесса извлечения, то для их оценки приведем сравнение параметров 

расчетных силовых кривых от параметров экспериментальной силовой кривой в мо-

мент отрыва зонда от поверхности образца (табл. 1).  

Точка отрыва в эксперименте: 𝑧 = 39.3 нм, 𝛿= –27.6 нм,  𝐹= –4.87 нН. Положение 

зонда 𝛿 определяется с помощью следующего соотношения: 𝛿 = −𝑧 − 𝑑. 
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Таблица 1. Отклонение расчетных параметров от экспериментальных 

 в точке отрыва зонда от поверхности образца 

 ∆𝑧, нм ∆𝛿, нм ∆𝐹, нН 

ДМТ 22.4 28.0 2.3 

ДжКР 11.6 7.2 1.8 

Новая модель 0.2 0.9 0.4 

Для описания эксперимента установлены следующие параметры (табл. 2). 

Таблица 2. Параметры моделей 

Модель 
Модуль упругости 

E, МПа 

Плотность поверхностной энергии 

γ, Н/м 

Герц 4 - 

ДМТ 4 𝛾12 = 0.115 

ДжКР 4 𝛾12 = 0.185 

Новая модель 4.7 𝛾1 = 0.029, 𝛾2 = 0.084, 𝛾12 = 0.049 

Мы получили завышенное по сравнению со стандартными моделями значение 

модуля упругости. Это можно объяснить тем, что новая модель вычисляет поверхност-

ную силу на большей поверхности контакта, нежели сравниваемые модели, что создает 

большую втягивающую силу. Это значит, что при одной и той же внешней силе внед-

рения наши расчеты при одинаковых параметрах моделей будут давать большую глу-

бину внедрения. Чтобы откорректировать (уменьшить) глубину внедрения, необходимо 

повысить модельный параметр модуль упругости. Это вызовет большую реакцию ма-

териала, а итоговый расчет (кривая индентирования) по новой модели даст схожие с 

другими моделями результаты. 

Заключение 

Было проведено теоретическое обоснование необходимости точного учета явле-

ний, связанных с появлением криволинейной границы контакта зонда с материалом. 

При разработке новой модели было принято во внимание изменение поверхностей кон-

такта и соответствующее изменение поверхностной энергии. Предложен математиче-

ский прием, позволяющий корректно учесть действие поверхностных сил. 

Модель использует больше варьируемых параметров, что дает ей большую гиб-

кость при аппроксимации экспериментальных данных по сравнению со стандартными 

моделями ДМТ и ДжКР. За счет этого она способна более точно описывать экспери-

мент и давать более достоверные данные о свойствах материала образца. 

Разработанная модель может быть представлена в простой аналитической форме, 

не требующей применения приближенных методов расчета. Математическая модель 

может быть обобщена на случай конечных деформаций, а также применяться в сочета-

нии с конечно-элементной моделью, что позволит анализировать свойства и структуру 

неоднородного материала, материала, покрытого слоем другого материала, материала с 

твердыми частицами наполнителя. 
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Аннотация. Проведено математическое моделирование изучения влияния модуляции по-

тока жидкости на концентрационную конвекцию в замкнутой области пористой среды с 

учетом иммобилизации примеси на стенках пор. Транспорт примеси с учетом эффекта им-

мобилизации (осаждения) частиц примеси на стенках пор моделируется в рамках MIM под-

хода, фильтрация смеси в замкнутой области рассматривается в приближении Дарси–Бус-

синеска. В результате, получено точное решение поставленной задачи, настоящее решение 

описывает одномерную фильтрацию в горизонтальном направлении через рассматривае-

мую замкнутую область пористой среды. В линейном приближении решена задача устой-

чивости полученного точного решения. Метод решения задачи устойчивости разработан на 

основе подхода Галеркина. Простроены нейтральные кривые в пространстве параметров 

задачи, исследована синхронизация возмущений с внешней модуляцией потока. Описана 

возможность управления возбужденными конвективными режимами за счет модуляции 

внешнего потока жидкости (прокачки).  
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Abstract. Mathematical modelling of the effect of fluid flow modulation on concentration convec-

tion in a closed region of a porous medium taking into account the immobilisation of impurity on 

pore walls has been carried out. Transport of impurity taking into account the effect of immobili-

sation (deposition) of impurity particles on pore walls is modelled in the framework of MIM ap-

proach, filtration of mixture in a closed region is considered in the Darcy-Boussinesq approxima-

tion. As a result, an exact solution of the problem has been obtained; the present solution describes 

one-dimensional filtration in the horizontal direction through the considered closed region of the 

porous medium. The stability problem of the obtained exact solution is solved in linear approxima-

tion. The method of solving the stability problem is developed on the basis of the Galerkin ap-

proach. Neutral curves in the parameter space of the problem are constructed, and the synchronisa-

tion of perturbations with external flow modulation is studied. The possibility of controlling excited 

convective modes by modulating the external fluid flow (pumping) is described.  
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Введение 

Изучение транспортных процессов в пористых средах представляет интерес, как с 

фундаментальной, так и прикладной точки зрения. Это связано с тем фактом, что, не-

смотря на свою сложность (случайность и нерегулярность структуры пористого скелета), 

современные математические подходы в рамках механики сплошной среды позволяют с 

помощью численных методов решить огромный пласт задач. Кроме того, полученные 

фундаментальные решения находят свое практическое применение в широком спектре 

приложений. Так, например, фильтрационные процессы в пористых средах являются ак-

туальными при добыче нефти и газа, находящихся в осадочных горных породах. А ши-

роко используемые в промышленности и быту фильтрационные системы могут быть 

спрогнозированы с помощью математического моделирования.  
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Первые исследования неустойчивости, связанные с возникновением тепловой кон-

векции, были проведены для пористого горизонтального слоя.  

Данная задача в литературе называется классической задачей Хортона–Роджерса–

Лэпвуда (ХРЛ) [1, 2]. Основному состоянию соответствует постоянный равновесный 

градиент температуры поперек слоя, течение при этом отсутствует. Неустойчивость воз-

никает пороговым образом, при достижении определенного уровня нагрева между стен-

ками, что характеризуется безразмерным числом Рэлея–Дарси. Этот параметр связан с 

действием сил плавучести. В работе [1] было показано, что конвекция в таком слое воз-

никает монотонным образом при пороговом значении числа Рэлея–Дарси (~4π
2). 

Было исследовано влияние навязанного потока жидкости вдоль слоя (прокачки) на 

возникновение конвекции в рамках задачи ХРЛ [3]. В этом случае в системе появляется 

еще один управляющий параметр – число Пекле. В работах [3] был рассмотрен случай 

стационарной прокачки, показано, что порог возникновения устойчивости не меняется. 

Однако теперь режим возникновения конвекции сменяется на колебательный, при этом 

частота возникающих колебаний линейным образом зависит от числа Пекле (скорости 

потока).  

Настоящие результаты были подтверждены экспериментально [4] в ходе изучения 

конвекции в замкнутой длинной области пористой среды (соотношение длины к ширине 

3\1). Этот результат был также проанализирован с помощью аналитических и численных 

методов в работах [5, 6]. Было обнаружено, что для малых значений интенсивности про-

качки и достаточно узких областей конвекция все же возникает монотонным образом, 

при этом интенсивность теплопереноса пропорциональна квадрату числа Пекле. Таким 

образом, в замкнутых полостях имеет место переход от монотонного конвективного те-

чения к колебательному в зависимости от размеров области и числа Пекле. Изучению 

такого перехода посвящена работа [7], в которой обсуждаются критерии такого перехода 

и приведены карты существования колебательного режима в зависимости от параметров 

задачи. 

Современный подход к изучению конвекции в пористой среде связан с учетом им-

мобилизации (осаждения) частиц примеси на стенках пористого скелета. Так, в ряде экс-

периментов [8–10] было продемонстрировано, что транспорт примеси является более 

сложным и не подчиняется классической линейной модели "диффузии–адвекции" (ADE 

– advection diffusion equation) [11]. Для учета взаимодействия частиц примеси со скеле-

том была предложена сплошносредная MIM модель (mobile/immobile media) [12]. Со-

гласно этой модели предполагается, что примесь состоит из двух фаз: мобильной (по-

движной) и немобильной (адсорбированной). Переход примеси из одной фазы в другую 

описывается с помощью дополнительного уравнения, учитывающего механизм взаимо-

действия примеси со стенкой. Подробное описание приведено в следующем разделе.  

В рамках MIM модели было исследовано влияния параметров сорбции на колеба-

тельный режим конвекции. Были рассмотрены различные модели (линейная, фракталь-

ная, нелинейная) [13–15], а также произведен учет снижения проницаемости и возмож-

ной закупорки среды в результате осаждения примеси на стенках пор [16]. Было пока-

зано, что в целом учет иммобилизации частиц примеси приводит к повышению устойчи-

вости основного течения и затуханию колебательной динамики системы.  
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В рамках настоящей работы планируется исследовать возможность управления 

конвективным течением при помощи модулированного во времени внешнего потока. 

Возможность управления конвективным течением за счет периодического внеш-

него воздействия является широко изученной задачей, востребованной во многих техно-

логических процессах. Так, влияние модуляции температуры на границах на порог воз-

никновения тепловой конвекции в горизонтальном слое однородной жидкости изучалось 

в [17–18]. Было показано, что модуляция вызывает тепловые волны, которые диффузно 

распространяются между границами слоя. В работах [19] и [20] теоретически и экспери-

ментально изучена тепловая конвекция для ситуации, в которой движущая сила перио-

дически изменяется во времени. Это изменение может происходить из-за изменений тем-

пературы на границах или из-за вертикальных вибраций, вызывающих изменение силы 

тяготения. Было получено, что в целом модуляция приводит к стабилизации основного 

состояния.  

Если в отсутствии модуляции конвекция возбуждается колебательным образом, до-

бавление модуляции приводит к более сложным системам уравнений и расширяет спектр 

возможного отклика. В таких системах следует ожидать появления трех типов отклика: 

синхронного, субгармонического и квазипериодического. Подобное поведение встреча-

ется в неоднородных системах под действием переменных воздействий различной при-

роды: переменных тепловых полей [21], электрических полей [22] или вибраций [23].  

В настоящей работе получены и проанализированы описанные типы отклика под 

действием модуляции приложенного давления. Ожидается, что такой тип модуляции мо-

жет быть легко воспроизведен в экспериментальных и технологических условиях. 

1.  Модель транспорта примеси в пористой среде с учетом иммобилизации 

Транспорт через пористую среду зачастую осложняется взаимодействием при-

меси с твердой матрицей среды. Такое взаимодействие может иметь различную при-

роду: химическую [24], бактериальную [25], механическое затыкание узких мест [26] 

и наиболее общий эффект – физическая сорбция [27], обеспечивающаяся силами Ван-

дер-Ваальса [28]. Все перечисленные выше взаимодействия приводят к тому, что вза-

имодействующая примесь перестает двигаться. Транспортный процесс замедляется и 

не может быть описан на основе стандартной модели адвекции-диффузии (ADE) [11]. 

Экспериментально показано [8–10], что наблюдается более медленный процесс, чем 

предсказывает (ADE). Наиболее продуктивным представляется подход к описанию в 

рамках концепции мобильно-немобильной среды (mobile/immobile media (MIM)) [12]. 

Так, примесь может быть разделена на две компоненты: мобильную (подвижную) и 

немобильную (связанную). Мобильная перемещается в среде с потоком несущей жид-

кости или благодаря диффузии. Немобильная примесь перемещаться не может, она 

не участвует в транспорте напрямую, но мобильная примесь может переходить в не-

мобильное состояние и наоборот.  

Таким образом, опосредованное влияние все же есть. Кинетика иммобилизации 

примеси обычно описывается специальным кинетическим уравнением, конкретный вид 

уравнения определяется механизмом взаимодействия. Так, в случае малой концентрации 

примеси применима линейная MIM модель [13].  
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Для несжимаемой смеси транспортные уравнения в рамках выбранной модели мо-

гут быть записаны в виде: 
𝜕

𝜕𝑡
(𝑄/𝜙 + 𝐶) = −𝒖 ⋅ 𝛻𝐶 + 𝐷𝛥С, 

        
𝜕𝑄

𝜕𝑡
= 𝛼(𝐶 − 𝐾𝑑𝐶), 𝑑𝑖𝑣𝒖 = 0. 

 

(1.1) 

где C, Q – объемные концентрации мобильной и немобильной компонент соответ-

ственно, u – вектор скорости фильтрации, α – коэффициент переноса примеси, Kd – ко-

эффициент распределения примеси, 𝜙– пористость среды. Стоит заметить, что характер-

ные значения концентраций C и Q в рамках выбранной модели должны быть суще-

ственно меньше пористости среды 𝜙 . Таким образом, иммобилизация примеси не ока-

зывает существенного влияния на характеристики среды (пористость и проницаемость). 

В качестве закона фильтрации будем использовать известную модель Дарси–Бус-

синеска [29]: 

𝒖 = −
𝜅

𝜂
𝛻𝑃 + 𝜌𝑙𝛽𝑐𝐶𝒈,.                                                    (1.2) 

где 𝜅 – проницаемость среды, 𝜂 – кинематическая вязкость, 𝜌𝑙 – плотность несущей жид-

кости, P – отклонение давления от гидростатического распределения, 𝛽𝑐 – коэффициент 

концентрационного расширения, g – ускорение свободного падения. 

2. Постановка задачи 

В настоящей работе решается задача о возникновении концентрационной конвек-

ции в прямоугольной области пористой среды, при заданном вертикальном перепаде 

концентрации, модуляции фильтрационного потока и учете взаимодействия примеси с 

твердой матрицей среды. Схема задачи представлена на рис. 1. 

 

Рис. 1. Схема задачи 

Как известно [29], наличие вертикального перепада концентрации тяжелой при-

меси (С+ > 𝐶−) создает неустойчивую стратификацию в поле тяжести, что приводит к 

возникновению конвективного течения. Ранее в работе [7] нами было исследовании воз-

никновение конвекции в отсутствие модуляции потока. Было показано, что конвекция 

может возникать как монотонным, так и колебательным образом, в зависимости от пара-

метров задачи. При этом в узких областях наблюдается монотонная мода неустойчиво-

сти, а в длинных – колебательная мода. Наличие собственных колебаний обычно дает 

возможность управлять конвективным течением при помощи модуляции потока.  
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Поэтому в рассмотренной задаче на границе задается условие на модулированный 

поток в рамках модели (1.1)–(1.2). Будем предполагать, что область ориентирована го-

ризонтально в поле сил тяжести, горизонтальные границы считаются не проницаемыми 

для жидкости, на вертикальных границах задана скорость фильтрации, а для концентра-

ции использовано условие свободного протекания (отсутствует только диффузионный 

поток, т.е., например, установлена мембрана): 

С|𝑦=𝐻 = 𝐶+,  С|𝑦=0 = 𝐶−,  𝑤|𝑦=0,𝐻 = 0, 
𝜕С

𝜕𝑥
|
𝑥=0,𝐿

= 0, 𝑢|𝑥=0,𝐿 = 𝑈 = 𝑈0 + 𝑈𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝛺 𝑡,  𝑤|𝑥=0,𝐿 = 0. 

 

(2.1) 

Здесь использованы обозначения: j – единичный вектор, направленный вверх, U – 

заданная скорость горизонтального потока, U0 – средняя скорость потока, Ua – амплитуда 

модуляции скорости, 𝛺 – частота модуляции. Обезразмерим задачу (1.1), (1.2), (2.1), для 

этого используем следующие масштабы расстояния, времени, давления, фильтрацион-

ной скорости, мобильной и немобильной концентраций, соответственно: 

[𝐿] = 𝐻, [𝑡] =
𝐻2

𝐷
, [𝑝] =

𝑈𝜂𝐻

𝜅
, [𝑢, 𝑤] =

𝜙𝐷

𝐻
, [𝐶] = 𝐶+ − 𝐶− = 𝐶0,  

[𝑄] = 𝜙𝐶0. 

 

(2.2) 

В безразмерной форме задача может быть записана как: 
𝜕

𝜕𝑡
(𝑄 + 𝐶) = −𝒖 ⋅ 𝛻𝐶 + 𝛥С,  

𝜕𝑄

𝜕𝑡
= 𝑎𝐶 − 𝑏𝑄,  𝑑𝑖𝑣𝒖 = 0, 

𝒖 = −𝑃𝑒𝛻𝑃 − 𝑅𝑝𝐶𝒋,  𝒖 = (𝑢, 𝑤), 

 С|𝑦=1 = 1, С|𝑦=0 = 0, 𝑤|𝑦=0,1 = 0, 
𝜕С

𝜕𝑥
|
𝑥=0,𝑙

= 0, 𝑢|𝑥=0,𝑙 = 𝑃𝑒 + 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡, 𝑤|𝑥=0,𝑙 = 0. 

 

 

(2.3) 

Задача (2.3) содержит семь безразмерных параметров: число Релея–Дарси, харак-

теризующее действие сил плавучести: 𝑅𝑝 = 𝜅𝜌𝑙𝛽𝑐𝑔𝐻𝐶0/(𝜙𝜂𝐷), число Пекле, характери-

зующее интенсивность внешней фильтрации: 𝑃𝑒 = 𝜙𝑈0𝐻/𝐷, безразмерные параметры 

адсорбции и десорбции, соответственно: 𝑎 = 𝛼𝐻2/(𝐷𝜙) и 𝑏 = 𝛼𝐾𝑑𝐻
2/𝐷 , геометриче-

ский параметр: 𝑙 = 𝐿/𝐻, амплитуда и частота модуляции скорости внешней фильтрации: 

𝐴 = 𝜙𝑈𝑎𝐻/𝐷 и 𝜔 = 𝛺𝐻2/𝐷. Она допускает решение, описывающее режим однородной 

горизонтальной фильтрации, аналогичное [13,15,16].  

Решение может быть записано в форме:  

С = С1(𝑦) = 𝑦,  𝑄 = 𝑄1(𝑦) =
𝑎

𝑏
𝑦,  𝒖 = 𝒖1 = (𝑃𝑒 + 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡, 0),  

𝑃 = 𝑃1(𝑥, 𝑦) = −(1 +
𝐴

𝑃𝑒
𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡) 𝑥 −

𝑅𝑝

𝑃𝑒

𝑦2

2
.                    

 

(2.4) 

Нижний индекс "1" означает, что решение соответствует одномерному режиму го-

ризонтальный фильтрации. Это решение может быть неустойчиво по отношению к дву-

мерным возмущениям, поскольку оно задает неустойчивую стратификацию. Конвектив-

ное течение возникает как вследствие такой неустойчивости. Рассмотрим малые, дву-

мерные возмущения полученного решения (2.4): 



Б. С. Марышев, Л. С. Клименко 

52 

С − С1 = с ≪ 1,  𝑄 − 𝑄1 = 𝑞 ≪ 1,  𝑃 − 𝑃1 = 𝑝 ≪ 1,  

𝒖 − 𝒖1 = (
𝜕𝜓

𝜕𝑦
,−

𝜕𝜓

𝜕𝑥
) , |𝒖 − 𝒖1| ≪ 𝑚𝑎𝑥{𝑃𝑒, 𝐴}, 

(2.5) 

где 𝜓 – функция тока для возмущений фильтрационной скорости. Подставим возмуще-

ния (2.5) в задачу (2.3) и линеаризуем ее.  

В результате получим: 

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
= 𝑅𝑝

𝜕𝑐

𝜕𝑥
, 

𝜕𝑞

𝜕𝑡
= 𝑎𝑐 − 𝑏𝑞, 

𝜕𝑐

𝜕𝑡
+
𝜕𝑞

𝜕𝑡
= −(𝑃𝑒 + 𝐴 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡)

𝜕𝑐

𝜕𝑥
+
𝜕𝜓

𝜕𝑥
+
𝜕2𝑐

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑐

𝜕𝑦2
, 

𝑐|𝑦=0,1 = 0, 𝜓|𝑦=0,1 = 0, 
𝜕𝑐

𝜕𝑥
|
𝑥=0,𝑙

= 0, 𝜓|𝑥=0,𝑙 = 0. 

 

 

(2.6) 

Задача (2.6) описывает возникновение конвективного течения, метод ее решения пред-

ставлен в следующем параграфе. 

3. Метод решения задачи устойчивости 

Симметрия задачи (2.6) относительно вертикальной координаты (y) позволяет ис-

кать решение в следующей, нормальной форме: 

с = с̄(𝑥, 𝑡) 𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑦) ,  
𝑞 = 𝑞̄(𝑥, 𝑡) 𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑦) ,  
𝜓 = 𝜓̄(𝑥, 𝑡) 𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑦). 

 

(3.1) 

Подставляя (3.1) в (2.6) имеем: 

𝜕2𝜓̄

𝜕𝑥2
− 𝜋2𝜓̄ = 𝑅𝑝

𝜕𝑐̄

𝜕𝑥
, 

𝜕𝑐̄

𝜕𝑡
= −𝑓(𝑡)

𝜕𝑐̄

𝜕𝑥
+
𝜕𝜓̄

𝜕𝑥
+
𝜕2𝑐̄

𝜕𝑥2
− 𝜋2𝑐̄ − 𝑎𝑐̄ + 𝑏𝑞̄, 

𝜕𝑞̄

𝜕𝑡
= 𝑎𝑐̄ + 𝑏𝑞̄, 

𝜕𝑞̄

𝜕𝑥
|
𝑥=0,𝑙

= 0, 
𝜕𝑐̄

𝜕𝑥
|
𝑥=0,𝑙

= 0, 𝜓̄𝑥=0,𝑙 = 0, 

 

 

(3.2) 

где f(t)=Pe+Asinωt. Для поиска полей концентрации и функции тока воспользуемся ме-

тодом Галеркина в модификации Канторовича+ [30]. В качестве базиса выберем триго-

нометрические функции, поскольку в отсутствие внешнего потока они являются точным 

решением задачи. Тогда для искомых полей имеем: 

с̄ = ∑𝑐𝑛(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
) ,

𝑁

𝑛=1

 𝑞̄ = ∑𝑞𝑛(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
) ,

𝑁

𝑛=1

  

𝜓̄ = ∑𝜓𝑛(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
)

𝑁

𝑛=1

. 

 

(3.3) 

Подставляя в (3.2) находим 
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𝜋2 ∑𝜓𝑛 (
𝑛2

𝑙2
+ 1)

𝑁

𝑛=1

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
) = 𝜋𝑅𝑝∑

𝑛

𝑙
𝑐𝑛

𝑁

𝑛=1

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
) , 

∑
𝑑𝑞𝑛
𝑑𝑡

𝑁

𝑛=1

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
) = 𝑎∑ 𝑐𝑛

𝑁

𝑛=1

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
) − 𝑏∑𝑞𝑛

𝑁

𝑛=1

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
) , 

∑
𝑑𝑐𝑛
𝑑𝑡

𝑁

𝑛=1

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
) = 𝜋𝑓(𝑡)∑

𝑛

𝑙
𝑐𝑛

𝑁

𝑛=1

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
) + 𝜋∑

𝑛

𝑙
𝜓𝑛

𝑁

𝑛=1

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
) 

 −𝜋2∑𝑐𝑛 (
𝑛2

𝑙2
+ 1 +

𝑎

𝜋2
)

𝑁

𝑛=1

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
) + 𝑏∑𝑞𝑛

𝑁

𝑛=1

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
). 

 

 

(3.4) 

Заметим, что первое уравнение системы (3.4) эквивалентно следующему соотношению: 

𝜓𝑛 =
𝑅𝑝

𝜋

𝑛𝑙

𝑛2+𝑙2
𝑐𝑛.                                                     (3.5) 

С учетом соотношения (3.5) уравнения (3.4) могут быть упрощены: 

∑
𝑑𝑐𝑛
𝑑𝑡

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
)

𝑁

𝑛=1

+∑[𝜋2 (
𝑛2

𝑙2
+ 1) + 𝑎 −

𝑅𝑝𝑛2

𝑛2 + 𝑙2
]

𝑁

𝑛=1

𝑐𝑛 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
) = 

 = 𝜋𝑓(𝑡)∑
𝑛

𝑙
𝑐𝑛

𝑁

𝑛=1

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
) + 𝑏∑𝑞𝑛 𝑐𝑜𝑠 (

𝜋𝑛𝑥

𝑙
)

𝑁

𝑛=1

, 

∑
𝑑𝑞𝑛
𝑑𝑡

𝑁

𝑛=1

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
) = ∑(𝑎𝑐𝑛 − 𝑏𝑞𝑛)

𝑁

𝑛=1

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑛𝑥

𝑙
). 

 

 

(3.6) 

Согласно процедуре метода Галеркина [30], помножим каждое из уравнений (3.6) на 

cos(πnx/l) и проинтегрируем по координате x вдоль длины рассматриваемой обрасти (т.е. 

на отрезке x[0, l ]), в результате получим: 

𝑑с𝑘

𝑑𝑡
+ 𝐵𝑘с𝑘 − 𝑏𝑞𝑘 −∑𝐺𝑘,𝑛𝑐𝑛

𝑁

𝑛=1

= 0, 
𝑑𝑞𝑘
𝑑𝑡

= 𝑎𝑐𝑘 − 𝑏𝑞𝑘,  𝑘 = 1. . 𝑁, 

𝐵𝑘 = 𝑎 + 𝜋2 (
𝑘2

𝑙2
+ 1) −

𝑅𝑝𝑘2

𝑘2 + 𝑙2
,  

𝐺𝑘,𝑛 = {

0,  𝑘 = 𝑛,

𝑓(𝑡)

𝑙
[(−1)𝑘+𝑛 − 1]

2𝑛2

𝑘2 − 𝑛2
,  𝑘 ≠ 𝑛.

 

 

 

(3.7) 

Задача (3.7) представляет собой систему линейных обыкновенных дифференциальных 

уравнений для функций (сn, qn), определяющих поведение возмущений основного состо-

яния (2.4). Поскольку решается задача устойчивости, основной интерес представляет по-

ведение возмущений на больших временах (рост или затухание). Поскольку коэффици-

енты уравнений (3.7) периодичны по времени, то, согласно теории Флоке [31], доста-

точно проследить за общим решением за один период модуляции. Поскольку система 

(3.7) имеет размерность 2N, то решение может быть представлено в виде вектора: 

𝑺 = (𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑁 , 𝑞1, 𝑞2, … 𝑞𝑁).                                               (3.8) 
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Начальное условие для системы (3.7) может быть выбрано произвольным образом, 

представим начальный вектор S(t=0) в виде разложения по декартовому базису в 2N – 

мерном пространстве, а именно: 

𝑺(𝑡 = 0) = ∑ 𝐻𝑖𝑹𝑖
2𝑁
𝑖=1 (𝑡 = 0), (𝑹𝑖(𝑡 = 0))

𝑗
= 𝛿𝑖,𝑗 = {

0, 𝑖 ≠ 𝑗
1, 𝑖 = 𝑗

,  𝑖, 𝑗 = 1. .2𝑁            (3.9) 

где Hi – произвольные коэффициенты, Ri(t=0) – базисный вектор с номером i в евклидо-

вом пространстве размерности 2N, индекс j – номер компоненты вектора, δi,j – символ 

Кронекера. Согласно теории Флоке [24], предположим, что имеет место соотношение: 

𝑺 (𝑡 =
2𝜋

𝜔
) = 𝜇𝑺(𝑡 = 0),                                             (3.10) 

где  – мультипликатор решения за период внешней модуляции. Для уравнения (3.10) с 

учетом разложения (3.9) имеем: 

𝑺 (𝑡 =
2𝜋

𝜔
) =∑𝐻𝑖𝑹𝑖 (𝑡 =

2𝜋

𝜔
)

2𝑁

𝑖=1

= 𝜇∑𝐻𝑖𝑹𝑖

2𝑁

𝑖=1

(𝑡 = 0), 

(𝑹𝑖 (𝑡 =
2𝜋

𝜔
))

𝑗

= 𝑭𝑖,𝑗 ⇒∑𝐻𝑖

2𝑁

𝑖=1

𝑭𝑖,𝑗 = 𝜇∑𝐻𝑖

2𝑁

𝑖=1

𝛿𝑖,𝑗,  𝑗 = 1. .2𝑁. 

 

(3.11) 

Мультипликатор определяется решением задачи (3.11), поскольку коэффициенты Hi 

произвольны, мультипликатор может быть найден как корень уравнения: 

|

𝐹1,1 − 𝜇 𝐹1.2 … 𝐹1,2𝑁
𝐹2,1 𝐹2,2 − 𝜇 … 𝐹2,2𝑁
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝐹2𝑁,1 𝐹2𝑁,2 … 𝐹2𝑁,2𝑁 − 𝜇

| = 0                                 (3.12) 

Уравнение (3.12) имеет 2N корней, которые в общем виде являются комплексными чис-

лами. При этом из (3.10) очевидно, что для роста возмущений необходимо |max|>1, а для 

затухания |max|<1, где max – максимальный по модулю корень уравнения (3.12). Граница 

устойчивости определяется соотношением |max|=1 характерным для нейтральных воз-

мущений. Наложение на задачу (3.7) дополнительного условия |max|=1 позволяет опре-

делить значения одного из параметров как критическое, обычно среди параметров выби-

рают число Релея–Дарси, как параметр ответственный за возникновение конвективного 

течения.  

Таким образом, решение задачи устойчивости свелось к решению системы диффе-

ренциальных уравнений (3.7) на одном периоде модуляции, для 2N различных началь-

ных условий в форме (3.9). После чего из полученных решений составляется матрица F, 

для которой находится максимальное собственное число. Система (3.7) решалась чис-

ленно с помощью метода Рунге–Кутты–Мерсона 4-го порядка точности [32], нахождение 

собственных значений матрицы осуществляется с помощью QR-алгоритма [33] совме-

щенного с преобразованием Хаусхолдера [34] для исходной матрицы.  

Результаты сходимости метода в зависимости от числа функций N в разложении 

(3.3) представлены в приложении, в расчетах использовано значение N=40.  

В следующем параграфе представлены и обсуждены результаты решения в виде 

зависимостей критического значения числа Релея–Дарси от других параметров задачи. 
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4. Результаты 

Конвективное течение, как говорилось выше, возбуждается при достижении числом 

Релея–Дарси некоторого критического значения, соответствующего условию |max|=1. При 

этом возможно несколько случаев, во-первых, мультипликатор может быть действительным 

числом или комплексным. Если мультипликатор действительный, может быть два случая: 

max=1 и max= –1. В первом случае (max=1), частота возмущений совпадает с частотой внеш-

ней модуляции. Такие возмущения принято [31] называть синхронными. Во втором случае 

(max= –1), частота возмущений в два раза меньше частоты модуляции, возмущения принято 

называть субгармоническими. В случае же если мультипликатор комплексный возмущения 

обычно называются квазипериодическими.  

На рис. 2 приведена зависимость критического значения числа Релея–Дарси от 

длины области (параметр l), различными типами линий показаны разные типы возмуще-

ний. 

  

Рис. 2. Зависимость критического значения числа Релея–Дарси (Rp) от параметра l, 

различные типы возмущений выделены разными линиями (указано в легенде).  

Значения остальных параметров задачи: a=8, b=4, Pe=7,A=7,ω=5 

Рисунок 2 демонстрирует, что для узких полостей возможен только синхронный с 

внешней модуляцией режим возбуждения конвекции, что связано с отсутствием колеба-

тельной моды неустойчивости в отсутствие модуляции [7]. При увеличении длины рабо-

чей области возникает субгармоническая неустойчивость, характерная для систем с па-

раметрическим возбуждением типа уравнения Матье [31]. Заметим, что уравнение Матье 

является простейшей системой, в которой наблюдается параметрический резонанс. В 

рамках такой системы не наблюдается квазипериодический отклик системы. Мы же ис-

следуем отклик сложной распределенной гидродинамической системы, в таких системах 

картина намного сложнее как это можно видеть, в том числе из работ [19–23]. По мере 

увеличения длины рабочей области, наблюдаются различные типы возмущений, в целом 

график выглядит как набор характерных для параметрического возбуждения резонанс-

ных мешков.  
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В нижней части мешка (вблизи локального минимума) всегда наблюдается область 

синхронизации отклика с модуляцией, это связано с возможностью уложить в область целое 

число конвективных ячеек. Для очень длинных областей l>>10 "мешки" становятся очень 

"мелкими", и зависимость выходит на асимптоту характерную для бесконечного слоя (для 

параметров использованных при расчете (рис. 2) 𝑙𝑖𝑚
𝑙→∞

𝑅𝑝 ≈ 46.2, см. [13]). 

   

Рис. 3. Зависимости критического значения числа Релея–Дарси (Rp) от числа 

Пекле (слева для A=7) и от амплитуды модуляции (справа для Pe=7),  

различные типы возмущений выделены разными линиями (указано в легенде).  

Значения остальных параметров задачи: a=8, b=4, ω=5, l=3  

На рис. 3 показаны зависимости критических значений числа Релея–Дарси от числа 

Пекле и амплитуды модуляции. Видно, что в обоих случаях имеется тенденция к стаби-

лизации течения (росту Rp) c увеличением интенсивности прокачки, что является извест-

ным фактом [3, 7, 13]. При малых числах Пекле наблюдается синхронный отклик, по-

скольку собственная частота мала (она пропорциональна Pe см. [3, 13]). С ростом числа 

Пекле наиболее часто наблюдается квазипериодический отклик, но присутствуют 

"мешки", характерные для синхронизации возмущений. Изменение амплитуды модуля-

ции тоже приводит к обнаружению областей синхронизации. Именно существование та-

ких областей параметров позволяет эффективно управлять потоком с помощью модуля-

ции, благодаря сильной зависимости критических параметров от параметров модуляции. 

К сожалению, добавление нескольких кривых на один рисунок при выделении различ-

ных типов возмущений сильно перегружает его деталями. Демонстрация даже основных 

эффектов, наблюдаемых при вариации параметров системы с помощью одиноких кри-

вых, на рисунке приведет к необоснованному увеличению объема статьи. Поэтому, 

ниже, на приведенных рисунках, тип возмущения выделяться не будет, хотя и стоит 

иметь в виду, что на кривых существует множество локальных минимумов, связанных с 

областями синхронизации. 

На рис. 4 представлены зависимости критического числа Релея–Дарси от длины 

рабочей области при различных значениях параметров сорбции, видно, что с увеличе-

нием адсорбционных свойств среды (рост параметра a или уменьшение параметра b), 
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происходит повышение устойчивости, связанное с уменьшением неоднородности плот-

ности среды, благодаря переходу части примеси в немобильное состояние. При малых 

длинах области кривые практически совпадают, что связано с синхронным откликом, 

который всегда наблюдается в узких областях. Именно поэтому вариация параметров 

сорбции (иммобилизации) дает столь малый эффект для узких полостей, в длинных по-

лостях кривые расходятся, но видно, что ростом l они стремятся к постоянному значе-

нию, характерному для бесконечного слоя (см. работу [13]).  

  

Рис. 4. Зависимости критического значения числа Релея–Дарси (Rp)  

от параметра l. Слева для различных значений параметра адсорбции (b=4,  

значения a указаны в легенде), справа для различных значений параметра десорбции 

и от амплитуды модуляции (a=8, значения b указаны в легенде).  

Значения остальных параметров задачи: Pe=7, A=7, ω=5, l=3 

Рисунок 5 содержит зависимости критического значения числа Релея–Дарси от па-

раметров модуляции (A и ω) для различных длин рабочей области. В случае малых 𝑙 

наблюдается монотонная зависимость, соответствующая синхронному отклику. С ро-

стом длины рабочей области наблюдаются области синхронизации, и в целом происхо-

дит дестабилизация. Увеличение частоты модуляции так же приводит в целом к деста-

билизации, а вот рост амплитуды, наоборот, к стабилизации за счет увеличения интен-

сивности прокачки (основного течения).  

На рис. 6 представлены зависимость критического значения числа Релея–Дарси от 

средней интенсивности прокачки – числа Пекле. Опять же для малых 𝑙наблюдается мо-

нотонная зависимость и синхронный отклик. В целом, с ростом числа Пекле происходит 

стабилизация по тем же причинам, что и с ростом амплитуды. Видно (см. рис. 6 справа) 

что вариация длины области при длинных рабочих областях слабо влияет на кривую, это 

свидетельствует о наличии асимптоты горизонтального слоя (см. [13]).  

Приведем оценки размерных параметров, используемых в описанных ваше расче-

тах. Так, для области с H >>10 cм и 𝜙~0.5, используемые в расчетах безразмерные пара-

метры 𝜔 = 5 и 𝑃𝑒 = 7 при условии, что 𝐷~5 ⋅ 10−7 см2/с, соответствуют размерным 

частоте 𝛺~2.5 ⋅ 10−4 1/с и скорости прокачки 𝑈0~7 ⋅ 10
−5см/с.  
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Рис. 5. Зависимости критического значения числа Релея–Дарси (Rp) от частоты 

(A=7 слева) и амплитуды (ω=5 справа) модуляции для различных длин области 

(значения параметра l указаны в легенде). Значения остальных параметров 

задачи: Pe=7, a=8, b=4  

  

Рис. 6. Зависимости критического значения числа Релея–Дарси (Rp) от числа 

Пекле, при различных длинах области (значения параметра l указаны в легенде) 

Значения остальных параметров задачи: ω=5, A=7, a=8, b=4  

Безразмерные параметры иммобилизации 𝑎 = 8  и 𝑏 = 4  соответствуют 𝐾𝑑 ∼ 1  и 

𝛼~2 ⋅ 10−4 1/с, что является типичным для многих материалов. Например, в экспери-

менте, где рассматривался транспорт натриевой соли в пористой среде, состоящей из 

стеклянных шариков [35], была получена следующая оценка параметров: 𝛼~8 ⋅

10−4 1/с, 𝐾𝑑 ∼ 2.5.  

В работе [36] изучался процесс насыщения пористой матрицы, состоящей из угле-

родного волокна, частицами ZnBr2, соответствие моделирования экспериментальным 

результатам было получено при 𝛼~10−4 1/с, 𝐾𝑑 ∼ 0.9.  

Основным приложением теории, развитой в настоящей работе, предполагается тех-

нология создания композитных материалов с заданной структурой примеси. 
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Заключение 

Исследовано влияние модуляции потока на концентрационную конвекцию в за-

мкнутой области пористой среды с учетом иммобилизации примеси. Рассмотрена пря-

моугольная область. Транспорт примеси с учетом эффекта иммобилизации (осаждения) 

частиц примеси на стенках пор моделируется в рамках MIM подхода, фильтрация в рам-

ках приближения Дарси–Буссинеска. Получено точное решение задачи, описывающее 

одномерную фильтрацию в горизонтальном направлении. Получены уравнения, описы-

вающие эволюцию малых возмущений режима горизонтальной фильтрации. На основе 

подхода Галеркина разработан численный метод решения полученных уравнений. В ре-

зультате получены и обсуждены нейтральные кривые в пространстве параметров задачи. 

Показано, что возбуждаются возмущения трех типов по отношению к модуляции, син-

хронные субгармонические и квазипериодические. Показано, что в узких областях 

наблюдаются только синхронный отклик. Продемонстрировано, что существуют много-

численные области синхронизации, всегда соответствующие локальному минимуму 

нейтральной кривой, что дает возможность управлять возбуждением конвективного те-

чения с помощью вариации параметров модуляции. Исследование зависимости критиче-

ских параметров от иммобилизации показало, что увеличение адсорбирующих свойств 

среды приводит к стабилизации режима горизонтальной фильтрации. Увеличение интен-

сивности прокачки приводит к тому же эффекту. Показано, что в пределе длинных обла-

стей для нейтральных кривых существуют асимптоты, соответствующие бесконечному 

горизонтальному слою [13]. 

Приложение: исследование сходимости метода 

Как известно, при применении методов типа Галеркина [30] сходимость достига-

ется по мере увеличения числа базисных функций в разложении типа (3.3). Для исследо-

вания вопроса сходимости, были построены нейтральные кривые для зависимости Кри-

тического числа Релея–Дарси от числа Пекле (см. рис. 7). Видно, что с ростом числа ба-

зисных функций кривые все меньше отличаются, при этом самое большое отличие соот-

ветствует значениям числа Пекле Pe≈20. Для более точного исследования вопроса была 

построена зависимость критического числа Релея от числа N функций в разложении (3.3) 

(см. рис. 8, слева), а также значение ошибки по отношению к значению при N=50 (см. 

рис. 8, справа) т.е. ε=(Rp(N)–Rp(N=50))/ Rp(N=50).  

Видно, что для принятой точности по мультипликатору |max|–1≤10-4, полученное 

критического значение числа Релея–Дарси остается постоянным для N>37. Основываясь 

на этом критерии все расчеты были проведены для N=40.  

   

Рис. 7. Зависимости критического значения числа Релея–Дарси (Rp) от числа Пекле, 

при различном количестве функций в разложении (3.3).  

Значения параметров задачи: l=10, ω=5, A=7, a=8, b=4 
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Рис. 8. Зависимость критического значения числа Релея–Дарси (Rp, слева)  

зависимость ошибки (ω, справа) от числа функций (N)в разложении (3.3). 

Значения остальных параметров задачи: Pe=20, ω=5, A=7, a=8, b=4  
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Аннотация. В данной работе исследуется термоконцентрационная конвекция двухкомпо-

нентной жидкости в подогреваемых снизу смежных горизонтальных ячейках пористой 

среды с учетом влияния случайных тепловых флуктуаций внешних условий. Рассмотрено 

два случая: пространственно регулярного притока тепла и пространствено случайного при-

тока тепла. Получены стохастические уравнения для динамики фазы колебаний. В рамках 

этих фазовых уравнений проблема степени синхронности колебаний конвективных тече-

ний в связанных ячейках исследуется с использованием круговых кумулянтов. 
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Abstract. In this work, we study the Soret-driven convection of a two-component liquid in adjacent 

rectangular cells of a porous medium heated from below, taking into account the influence of random 

thermal fluctuations of external conditions. Two cases are considered: a spatially regular heat influx and 

a spatially irregular heat influx. We obtain stochastic equations for the dynamics of oscillation phases. 

Within the framework of these phase equations, we study the problem of the degree of synchrony of 

oscillations of convective currents in coupled cells using circular cumulants. 

Keywords: Soret-driven convection; porous medium; phase reduction; synchronization; noise; circular 

cumulant 

For citation: Tiulkina, I. V. and Goldobin, D. S. (2024), "The Iinfluence of Noise on the Synchroniza-

tion of Oscillations of Convective Currents", Bulletin of Perm University. Mathematics. Mechanics. 

Computer Science, no. 4(67), pp. 65-77.  DOI: 10.17072/1993-0550-2024-4-65-77. https://eli-

brary.ru/GPJXCD. 

The article was submitted 07.10.2024; approved after reviewing 21.11.2024; accepted for publication 

01.12.2024. 

Введение 

В системах с периодическими колебаниями собственная динамика проста, но есть 

одна нейтрально устойчивая степень свободы – фаза колебания. Слабое воздействие на 

систему позволяет управлять динамикой этой фазы, добиваясь совпадения ритмов коле-

баний элементов. Оказываются возможны коллективные явления при слабых связи или 

воздействии. С практической точки зрения, именно примерами связанных периодиче-

ских осцилляторов являются электродвигатели и роторные двигатели, смонтированные 

на общей платформе, массивы одинаковых электроприборов, подключенных к общей 

сети переменного тока, пешеходы на мосту, колонии бактерий, пористые конвективные 

ячейки со связью через соприкасающиеся стенки и т.д. Даже если общая физическая кар-

тина, связанная с синхронизацией, сложна и многогранна, анализ синхронизации можно 

чрезвычайно упростить для слабых возмущений, рассматривая ее в рамках динамики фаз 

колебаний [1, 2]. Такая формулировка позволяет сосредоточиться исключительно на ска-

лярной фазе осциллятора, вместо того чтобы описывать динамику состояния в полном 

многомерном (или бесконечномерном) конфигурационном пространстве. 

В основе математической теории коллективных явлений в таких системах лежит 

фазовое описание [1–4], при котором главное внимание уделяется динамике фазы коле-

бания элемента. Математически, на уровне уравнений, исследуется динамика ансамблей 

фаз. С точки зрения теории возмущений, фазовое описание представляет собой стандарт-

ный теоретический метод анализа слабовозмущенных осцилляторов с устойчивым пре-

дельным циклом, этот метод является частным случаем метода усреднения Крылова–

Боголюбова [5, 6], при котором для каждого осциллятора остается уравнение динамики 

единственной "медленной" переменной [6]. Для метода Крылова–Боголюбова Боголю-

бовым была доказана теорема о равномерной сходимости разложений [5]. 

Эта статья является развитием работы [7], в которой отсутствовал учет влияния 

внешних тепловых флуктуаций на систему связанных пористых ячеек. 
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1. Постановка задачи 

Рассматривается термоконцентрационная конвекция двухкомпонентной жидкости 

в подогреваемых снизу смежных горизонтальных ячейках пористой среды (рис. 1). Тол-

щина стенки между ячейками – l , высота ячеек – h , толщина ячеек – H ; ось y  выби-

раем перпендикулярно стенке между ячейками, x  – вдоль ячеек, ось z  – вертикально 

вверх. Границы ячеек полагаются непроницаемыми (в том числе для примеси), тепловой 

поток через горизонтальные границы – фиксированным, вертикальные границы обла-

дают очень низкой теплопроводностью. Тепловая конвекция рассматривается с учетом 

эффекта Соре (эффект термодиффузии) (см. работу [7]), при котором диффузионная 

часть потока концентрации 

,T

C
D C T

T

 
     

 
j   

где D  – коэффициент диффузии, T  – константа термодиффузии, T  – температура, С  

– концентрация тяжелой компоненты. 

 

Рис. 1. Геометрия задачи и система координат 

Для математического описания поведения системы используется модель Дарси–

Буссинеска [8], предполагающая линейную зависимость плотности от температуры и 

концентрации 0 0 0( , ) [1 ( ) ( )]T CC T T T C C        : 

0 = −
1

𝜌0
𝛻𝑝𝑖 −

𝜈𝑚

𝐾
𝒗𝑖 + 𝑔(𝛽𝑇𝑇𝑖 − 𝛽𝐶𝐶𝑖)𝒆𝑧, 

  
𝜕𝐶𝑖
𝜕𝑡

+ (𝒗𝑖 ⋅ 𝛻)𝐶𝑖 = 𝐷𝛥𝐶𝑖 +
𝛼𝑇𝐶0𝐷

𝑇0
𝛥𝑇𝑖, 

     
𝜕𝑇𝑖
𝜕𝑡

+
1

𝑏∗
(𝒗𝑖 ⋅ 𝛻)𝑇𝑖 = 𝜒𝛥𝑇𝑖 + 𝑄𝑖 ,     𝑖 = 1,2 

       𝛻 ⋅ 𝒗𝑖 = 0, 

𝑧 = 0, ℎ:  
𝜕𝑇𝑖

𝜕𝑧
= −𝐴, 𝑣𝑖𝑧 = 0, 𝑗𝑖𝑧 = 0,            

 

 

(1.1) 

где индекс i  указывает номер ячейки, iv  – средняя скорость (осредненная по масштабам 

пор) жидкости в порах, izj  – вертикальная компонента потока концентрации, m  – пори-

стость среды (отношение объема пор в элементе пористой среды к объему этого эле-

мента), K  – коэффициент проницаемости, h  – высота ячейки, zg  eg  – вектор ускоре-

ния свободного падения, *b  – отношение теплоемкости пористой среды, насыщенной 
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жидкостью, к части этой теплоемкости, приходящейся на жидкость в порах ( * 1b  ),   – 

температуропроводность пористой среды, насыщенной жидкостью. При подогреве 

снизу градиент температуры в основном состоянии 0A  , что соответствует заданному 

тепловому потоку и отражено в граничном условии для температуры. 
iQ  – распределен-

ный источник тепла. Качественно карта режимов линейной устойчивости системы [8] 

подобна таковой для термоконцентрационной конвекции жидкости в отсутствие пори-

стого скелета ([9], §32 в [10], §30, раздел, 3 в [11]). 

В работе [7] было показано, как систему двух связанных конвективных ячеек 

можно свести к двум уравнениям в терминах фаз (система Курамото–Сакагучи) (1.2) и 

исследовать синхронизацию конвективных потоков: 

1 0 2 1

2 0 1 2

(sin( ) sin ),

(sin( ) sin ).

K

K

     

     

    

    
                                     (1.2) 

где 0  – частота колебательного течения при 0Ra Ra Ra  , с учетом слабонелинейной 

поправки,  – фазовый сдвиг связи, K  – комплексный коэффициент связи. Вместе с тем, в 

работе [7] не учитывалось влияние случайных флуктуаций внешних условий – шума. 

2. Нестационарность внешних температурных условий 

Основным естественным источником случайных флуктуаций является нестацио-

нарность внешних температурных условий, поскольку непроницаемость границ для те-

чения и примеси является более точным граничным условием, чем фиксированность вер-

тикального теплового потока и теплоизолированность боковых границ.  

Опишем интегральную по поперечной координате y флуктуирующую компоненту 

притока тепла в ячейку i  распределенным безразмерным притоком тепла на единицу 

площади плоскости ( , )x z  полем ( , , )iq x z t . Отметим, что посредством ( , , )iq x z t  можно 

описать не только теплопередачу через боковые границы, но и флуктуации потока тепла 

через горизонтальные границы: последние дают в ( , , )iq x z t  вклады вида  ( )z  и/или 

( 1)z  . 

В этом случае в уравнениях для амплитуды, выведенных в [7], появятся новые 

члены – эффективные шумовые слагаемые: 

21
1 2 1 1 1 ,1 ,1

22
2 1 2 2 2 ,2 ,2

( ) ( ( ) ( )),

( ) ( ( ) ( )),

R A T re im

R A T re im

A
C RaA C a A A C A A t i t

t

A
C RaA C a A A C A A t i t

t


     




     



   

   

              (2.1) 

где A  – амплитуда колебательных конвективных течений, Ra  – отклонение числа Рэ-

лея-Дарси от порога линейной неустойчивости, a  – коэффициент тепловой связи между 

пористыми ячейками, 
2

,b h
a

Hl




 

  – теплопроводность насыщенного жидкостью пористого скелета и b  – теплопровод-

ность стенки, разделяющей ячейки. Коэффициенты RC , AC , TC  зависят от управляю-

щих параметров системы: 
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 
4

2

0

1
(1 ) ,

24 24
R

N k
С k i N S N


   


 

2 2

0

1 ( ) (1 )( 1)
,

2 2 (1 )( ( 1))
A

k b N S S N b
С i

N b S b

   
 

  
 

 

 

 

2 6

0 0

2

0

0
2 2

0 0

2
0

2

1
320

3 ( 1)(1 ) 3

3 ,
12

( 1)

T

Ra k N i
С i N N S

k

i
N b N S b N S

i Ra b k

ik S
b S b S

k

  
       

  

  
        

    
  

    
  











 

где /S D   – обратное число Льюиса, модифицированные параметр 

*

* *

1
,

( 1)

b
b

b S b




 
 

и параметр плавучести 

0* * * *
*

* * 0

( )( 1)
, ,

1 ( 1)

T CCN b N S b
N N

N S b T

 



 
 

 
 

критическое значение модифицированного числа Рэлея–Дарси 

2

* *[1 ( 1)] T Ah gK
Ra N S b

mb




    

для колебательной неустойчивости равно 

0

12 12
,

1

S
Ra

N





 

частота колебаний длинноволновых возмущений с волновым вектором k  на границе не-

устойчивости: 

𝜔0
2

𝑘4
=
(1 + 𝑆)𝑁

1 −𝑁
− 𝑆2. 

В (2.1) ,1( )re t  и ,1( )im t  – независимые нормированные дельта-коррелированные 

гауссовы шумы: 
,1 ,1 ,1 ,1( ), ( ') ( ), ( ') 2 ( ')re re im imt t t t t t        ,

,1 ,1( ) ( ) 0re imt t    , 

,1 ,1( ), ( ') 0re imt t   . Нетривиальной задачей, решаемой в настоящей работе, является фи-

зически корректное введение шума в итоговых уравнениях для фазы колебаний и описа-

ние влияния шума на основе подхода "круговых кумулянтов" [13].  

Отметим, что идеализация дельта-коррелированного шума в амплитудном уравне-

нии уместна и при конечных, но коротких временах корреляций, поскольку в "медлен-

ном" времени, на масштабах которого происходит эволюция амплитуд вблизи порога 

линейной неустойчивости системы, эти времена корреляций будут еще меньше. Ампли-

туда   по-разному вычисляется для случаев пространственно регулярного и простран-

ственно случайного притока тепла. 
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3. Пространственно регулярный приток тепла 

Для пространственно регулярного притока тепла имеем 

1( , , ) ( , ) ( ),iq x z t x z t                                                     (3.1) 

где ( , )x z  – детерминированная функция координат, 1( )t  – дельта-коррелиро-ван-

ный гауссов шум: 1( ) 0t  , 1 1( ), ( ') 2 ( ')t t t t     . В этом случае сигналы 

1 0( ) cos( )qt t    и 1 0( )sin( )qt t    при любом значении q  можно представить неза-

висимыми эффективными шумами 
,1( ) / 2re t  и 

,1( ) / 2im t  соответственно. В самом 

деле, для статистически стационарного шума имеет место эргодичность: среднее по вре-

мени эквивалентно среднему по реализациям шума: 

⟨𝜉1(𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝜔0𝑡 + 𝛽𝑞)𝜉1(𝑡 + 𝜏) 𝑐𝑜𝑠(𝜔0(𝑡 + 𝜏) + 𝛽𝑞)⟩𝜉1
= 

= ⟨⟨𝜉1(𝑡)𝜉1(𝑡 + 𝜏)⟩𝜉1 𝑐𝑜𝑠(𝜔0𝑡 + 𝛽𝑞) 𝑐𝑜𝑠(𝜔0(𝑡 + 𝜏) + 𝛽𝑞)⟩𝑡
= 

= ⟨2𝛿(𝜏) 𝑐𝑜𝑠(𝜔0𝑡 + 𝛽𝑞) 𝑐𝑜𝑠(𝜔0(𝑡 + 𝜏) + 𝛽𝑞)⟩𝑡 = 

= 2𝛿(𝜏)⟨𝑐𝑜𝑠2( 𝜔0𝑡 + 𝛽𝑞)⟩𝑡 = 𝛿(𝜏). 

Аналогичное выражение имеем для второго сигнала, а перекрестная корреляционная 

функция выглядит как: 

⟨𝜉1(𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝜔0𝑡 + 𝛽𝑞)𝜉1(𝑡 + 𝜏) 𝑠𝑖𝑛(𝜔0(𝑡 + 𝜏) + 𝛽𝑞)⟩𝜉1
= 2𝛿(𝜏) ⟨

1

2
𝑠𝑖𝑛2( 2𝜔0𝑡 + 2𝛽𝑞)⟩

𝑡
= 0. 

Исходя из этого первый и второй сигналы являются статистически независимыми, 

дельта-коррелированными, имеют половинную интенсивность по сравнению с 1( )t  и, в 

силу линейности по 1( )t , остаются гауссовыми случайными величинами. Альтернатив-

ный строгий вывод того, как на масштабе времени большом по сравнению с периодом 

02 /   сигнал 0

1( )
i t

e t
 

  порождает два эффективных статистически независимых 

дельта-коррелированных сигнала, может быть проведен на основании уравнения Фок-

кера–Планка с применением метода усреднения Крылова–Боголюбова [5, 6] и дает экви-

валентные результаты (раздел 3.1 в работе [14]). 

Для амплитуды эффективного шума в случае связанных конвективных ячеек [7] 

можно получить: 

𝜎 =
𝑘2

√2𝜔0

|1 +
𝑏 (𝑆 −

𝑖𝜔0

𝑘2
)

𝑏 − 𝑆(𝑏 − 1)
| |
𝑘

𝜋
∫ 𝑑𝑥

𝜋/𝑘

0

∫ 𝑑𝑧𝜎𝜗(𝑥, 𝑧) 𝑐𝑜𝑠 𝑘 𝑥
1

0

|, 

где 0  – частота колебаний на границе устойчивости, k  – волновое число, S  – обратное 

число Льюиса. 

Для жидкостей (S<<1) имеем 

/ 1

0 0

1
( , )cos .

2

k
k

dx dz x z kx
N



  
    

Для газов (1<< S < b): 

/ 1

0 0

1
( , )cos .

2

k
k

dx dz x z kx
S



  
    
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4. Пространственно случайный приток тепла 

Пространственно случайный приток тепла ( , , )iq x z t  следует характеризовать про-

странственно-временной автокорреляционной функцией 

1 1( , , ) ( , , ') 2 ( ) ( '),x z qq x z t q x r z r t C r t t                                  (4.1) 

здесь рассмотрение ограничивается случаем пространственно однородного и изотроп-

ного шума, 
2 2

x zr r r  . Аналогично предыдущему случаю, можно показать, что на 

«медленном» масштабе времени 0 1cos ( , , )tq x z t  и 0 1sin ( , , )tq x z t  представимы парой 

статистически независимых шумов ,1

1
( , , )

2
req x z t  и ,1

1
( , , )

2
imq x z t  с теми же автокорре-

ляционными свойствами, как 1q , но половинной интенсивностью. Шумовое слагаемое 

,1 ,1( ( ) ( ))re imt i t    в амплитудном уравнении (2.1) определяется с помощью автокорре-

ляционной функции 

𝑘4

𝜔0
2 |1 +

𝑏 (𝑆 −
𝑖𝜔0

𝑘2 )

𝑏 − 𝑆(𝑏 − 1)
|

2

⟨
𝑘

𝜋
∫ 𝑑𝑥

𝜋/𝑘

0

∫ 𝑑𝑧𝑞𝑟𝑒,1(𝑥, 𝑧, 𝑡) 𝑐𝑜𝑠 𝑘 
𝑘

𝜋
∫ 𝑑𝑥′

𝜋/𝑘

0

∫ 𝑑𝑧′𝑞𝑟𝑒,1(𝑥′, 𝑧′, 𝑡 + 𝜏) 𝑐𝑜𝑠 𝑘 𝑥′
1

0

1

0

⟩. 

Подставляя в последнее выражение автокорреляционную функцию (4.1) в пределе ма-

лого радиуса корреляций 

𝑟𝑐𝑜𝑟𝑟 =
∫ 𝑟|С𝑞(𝑟)|𝑑𝑟

∞

0

∫ |С𝑞(𝑟)|𝑑𝑟
∞

0

≪ 1, 

можно вычислить среднее от интегралов, которое оказывается равно 

2

0
2 ( ) 2 ( ) cosq x

rC r dr kx


   , и окончательно получить: 

2

0
4 2

2 0
0

1 ( ) 2 ( ) .
( 1)

q

i
b S

k k
rC r dr

b S b



 
 

    
                             (4.2) 

С другой стороны, автокорреляционная функция сигнала  2

,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) .re im re re im imt i t t t t t              равна 

 2

,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) .re im re re im imt i t t t t t                                          (4.3) 

Сопоставляя (4.2) с (4.3), используем 
,1 ,1 ,1 ,1( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )re re im imt t t t            и 

находим 

0
2 2

0
0

1 2 ( ) .
( 1)2

q

i
b S

k k
rC r dr

b S b



 
 

    
 

  

Для жидкостей S << 1 и 
2

0
2 ( ) ,

2
q

k
rC r dr

N



    
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для газов 1 << S < b и 

0

1
2 ( ) .

2
qrC r dr

S



    

5. Стохастические уравнения для пары связанных  

конвективных осцилляторов с шумом 

Для пары связанных пористых ячеек, насыщенных бинарной жидкостью (рис. 1) с 

учетом флуктуации внешних условий уравнения для амплитуд колебательных течений 

принимают вид 

21
1 2 1 1 1 ,1 ,1

22
2 1 2 2 2 ,2 ,2

( ) ( ( ) ( )),

( ) ( ( ) ( )),

R A T re im

R A T re im

dA
C RaA C a A A C A A t i t

dt

dA
C RaA C a A A C A A t i t

dt

     

     

   

   

              (5.1) 

где Rer RC Ra   , 0 Im RC Ra   , комплексный параметр 
i

AK K e C a    ком-

плексный коэффициент связи. 

Строгая фазовая редукция для шума с коротким временем корреляций, когда время 

корреляций сопоставимо или меньше характерного времени затухания амплитудных сте-

пеней свободы 1/ r , должна учитывать конечность 1/ r  [15] и была проведена в [16].  

Для уравнений (5.1) эта процедура дает стохастическую версию уравнений дина-

мики фазы: 

1 01 2 1 1

2 02 1 2 2

(sin( ) sin ) ( ),

(sin( ) sin ) ( ).

K t

K t

      

      

 

 

      

      
                          (5.2) 

здесь допускается малая неидентичность параметров осцилляторов 01 02   , а интен-

сивность эффективных независимых дельта-коррелированных шумов может быть вы-

числена как 
2

2
2 ( Re ) Im

1 ,
Re

T T

r T

C C

C


   
    

    

 

где второе слагаемое в скобках связано с шумом в амплитудной степени свободы. Раз-

ность уравнений системы дает замкнутое уравнение для разности фаз 1 2    :  

01 02 cos sin ( ),
d

K t
dt

                                        (5.3) 

где нормированный шум 
1 2( ) ( )

( )
2

t t
t

 



 
  , 

2
2

2 2 ( Re ) Im
1 .

Re

T T

r T

C C

C


   
     

    
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6. Использование формализма круговых кумулянтов  

для изучения синхронизации в пористых ячейках 

При наличии шума задача о поведении распределения плотности вероятности со-

стояний в такой системе имеет физический смысл не только для большого ансамбля, но 

и для единственного элемента или небольшого их количества. Комплексные Фурье-ко-

эффициенты распределения ( , )w t  имеют следующий смысл: ij

ja e  .  

В работе [13] для динамики системы получено двухкумулянтное приближение 

* 2 *

0

* 2 2

0

( ) ,

2( ) 4 (4 2 ),

Z i Z h h Z h

i h Z Z

       

       
                                     (6.1) 

для нашего случая 0   (отсутствие расстройки частот), 1Z a , 2 1a a   . 

Синхронность осцилляторов можно количественно характеризовать величиной 

cos ReZ  , таким образом задача математически сводится к проблеме вычисления 

Z . Для стационарного распределения 0Z     и из второго уравнения системы (6.1) 

можно выразить 

2

2

01 02

,
( ) 2 2 cos

Z

i K Z






 

     
                                 (6.2) 

после чего первое уравнение системы становится кубическим относительно Z : 

3 2

1 1 2 2

2 2

01 02 01 02

1 2

3
(1 ) 0,

2

( ) ( ) / 2
, .

cos cos

Z D Z D D Z D

i i
D D

K K

 

    

       
 

 

                      (6.3) 

У данного кубического уравнения следует выбирать ту ветку решений, которая при 

01 02 0      дает 1Z  ; выражения не приводятся в силу их чрезвычайной гро-

моздкости. 

Для идентичных конвективных осцилляторов 01 02  , стационарное распределе-

ние   в стохастической системе (5.3) может быть найдено точно – это распределение 

фон Мисеса (von Mises) [13,16,18] 

2

0 2

2 cos
exp cos

( ) ,
2 cos

2

K

w
K

I





 
    

 
    

 

для которого можно вычислить 

 
 01 02

2

1

2

0

2 cos /
;

2 cos /

I K
Z

I K



 



 


 
                                               (6.4) 

здесь ( )nI   – функция Бесселя n -го порядка от мнимого аргумента. 
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Рис. 2. Степень синхронизации двух идентичных конвективных осцилляторов,  

подверженных воздействию шума, Z  (сплошная кривая) в зависимости от интенсивности 

шума 
2

  (6.4). Штриховая кривая: второй кумулянт (6.2); синяя штрихпунктирная: 

относительная погрешность двухкумулянтного приближения (6.3);  

красный пунктир показывает наклон степенных законов 

На рис. 2. двухкумулянтное приближение (6.3) сопоставляется с точным решением 

(6.4) (двухкумулянтное приближение не ограничено условием 01 02  , для которого 

возможно точное решение). Можно видеть, что при малой интенсивности шума двухку-

мулянтное приближение имеет точность 
4( )   (красный пунктир: 

24 2/ (4 cos )K  ). 

При большой интенсивности шума малым параметром задачи становится 
21/   и двух-

кумулянтное приближение дает очень высокий порядок точности (красный пунктир: 

 
4

20.5 / cosK



    ). 

Таким образом, можно явно видеть, что построенное на основе формализма круговых 

кумулянтов обобщение теории Отта–Антонсена [17] имеет смысл и позволяет решать физи-

ческие задачи не только для больших ансамблей, как это было с оригинальной теорией [17], 

но и для пары связанных осцилляторов, рассмотренной в настоящей работе, или даже един-

ственного осциллятора, для которого может быть сформулирована задача о когерентности 

отклика на периодическое внешнее воздействие в присутствии шума [2]. 

Заключение 

Для задачи о термоконцентрационной конвекции в пористой среде получены урав-

нения стохастической динамики фазы колебаний течения при случайной флуктуации 

внешних температурных условий. В рамках этих фазовых уравнений исследована про-

блема о степени синхронности колебаний в связанных ячейках. С использованием кру-

говых кумулянтов – фактически, обобщения теории Отта–Антонсена – получены коли-

чественные характеристики степени синхронности и установлена их зависимость от па-

раметров задачи. Следует отметить, что оригинальная теория Отта–Антонсена имеет 

смысл только для больших ансамблей осцилляторов, поскольку в своей основе опирается 
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на распределение плотности вероятности состояний, но не позволяет рассматривать за-

дачи с индивидуальным шумом в осцилляторах. В присутствии же шума, распределение 

плотности вероятности состояний имеет смысл не только для большого ансамбля, но и 

для пары связанных осцилляторов или даже одного осциллятора (например, задача о ко-

герентности отклика осциллятора с шумом на периодическое внешнее воздействие). 
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Введение 

Методы радиолокационного исследования Земли активно развиваются вместе с со-

вершенствованием космических аппаратов. Одним из перспективных направлений ис-

следований является разработка космических РЛС с синтезированной апертурой 

(КРСА). Многие варианты исполнения РЛС приведены в [1], также существует доста-

точно большой набор работ, посвященный проектированию таких конструкций [2–8]. В 

зависимости от конструкции, такие аппараты могут работать в различных диапазонах 

частот (X-, L-, P- диапазоны) с различной эффективностью. В частности, для работы 

КРСА L-диапазона требуются достаточно объемные рефлекторы, которые могут дости-

гать в размерах 20-30 м и иметь общую площадь порядка 100–600 м2 [9]. 

В качестве варианта исполнения таких масштабных рефлекторов рассматриваются 

отверждаемые конструкции на основе полимерных композитных материалов. Их основ-

ным преимуществом является возможность компактной упаковки в процессе выведения 

на орбиту, что вместе с этим исключает возможность механических деформаций в резуль-

тате динамических нагрузок в ходе полета. После выхода на орбиту происходит пневма-

тическое надувание каркасных элементов, в результате которого каркас с закрепленной 

между балками металлической сеткой принимает требуемую форму и полученная кон-

струкция отверждается под действием теплового излучения от Солнца и Земли. 

Важным вопросом при применении такого материала является температурный ре-

жим отверждения. Низкая температура не позволит материалу полностью отвердиться, 

что приведет к ухудшению механических свойств материала и, как следствие, снижению 

жесткости конструкции. Чрезмерный нагрев, в свою очередь, приведет к нарушению ре-

жима отверждения или даже термической деструкции полимера, что опять же негативно 

скажется на эксплуатационных свойствах конструкции.  

Таким образом, одной из задач при проектировании таких конструкций является 

нахождение температурных полей в процессе отверждения под действием теплового из-

лучения. Похожие задачи поиска состояния теплового баланса космического аппарата 

уже рассматривались в других работах. На основе данных, полученных от спутников 

Земли, известны температурные диапазоны, в которых они находятся, сформулированы 
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различные методы поддержания требуемых температур. На данный момент существуют 

работы, описывающие состояние теплового равновесия космических аппаратов, в том 

числе составных, основываясь на различных математических моделях. Чаще всего рас-

сматриваются модели, в которых температура составной части считается равномерной и 

описывается только взаимодействие составных частей между собой и с окружающей сре-

дой [10-17]. Исследования схожих задач, в том числе в смежной термомеханической по-

становке, также рассмотрены в литературе, например [7, 18-23]. 

В представленной работе температура считается неравномерной. Проанализирован 

выбор оптических констант – коэффициентов поглощения, отражения, излучения – и их 

связь. Приведен общий вид граничного условия, отвечающего теплообмен за счет теплового 

излучения в замкнутой области.  

В данной работе рассматривается композитная структура, в состав которой входит од-

нокомпонентное связующее, (ВСТ 1208) [24], отличающееся стабильностью при низких 

температурах, то есть способное долгое время (до 6 месяцев) находиться в мягком, неполи-

меризованном состоянии. Эта особенность позволяет хранить упакованную конструкцию 

на космодроме в течение достаточно долгого времени. Выбранная смола также выделяет 

сравнительно малое количество летучих компонент в процессе реакции отверждения, после 

чего выделение вещества из смолы практически прекращается. Отсутствие необходимости 

добавления отвердителя позволяет отбросить ряд сложных задач, связанный с доставкой 

отвердителя и инфузией на орбите. 

В формировании температурного режима играют роль два фактора: тепловые по-

токи и излучение нагреваемого тела. В связи с тем, что тепловые потоки имеют есте-

ственную природу, их значение не поддается изменению. Таким образом, температур-

ный режим может быть изменен регулированием доли поглощаемого потока и излучения 

самого объекта. Оптические свойства покрытия влияют на значение температуры. В 

свою очередь, температура определяет поток излучения от нагретого объекта и, как след-

ствие, изменение его температуры вследствие излучения. В итоге, совокупность этих 

факторов создает нетривиальную задачу нахождения температурного поля исследуемого 

объекта, решение которой происходит итерационным способом. Иными словами, перед 

исследователем стоит задача подбора материалов с нужными коэффициентами отраже-

ния и излучения для получения температурного поля, удовлетворяющего условиям от-

верждения препрега. Методы экспериментального определения оптических характери-

стик твердых тел можно найти в работе [25-26]. 

Предметом исследований в данной работе является распределение температуры в 

конструкции при различных геометрических параметрах и материалах исполнения кон-

струкции. В качестве объекта исследования выступает структурный элемент космиче-

ского аппарата на орбите Земли, выполненный из отверждаемого в условиях космоса 

композитного материала. Задача исследования состоит в том, чтобы смоделировать про-

цесс отверждения крупногабаритных стержневых конструкций круглого сечения в усло-

виях Земной орбиты, и на основе полученных данных сформулировать рекомендации по 

строению надуваемых полых цилиндрических конструкций для обеспечения полноцен-

ного протекания реакции отверждения. 

Дополнительная задача состоит в оценке влияния лучистого теплообмена на внут-

ренней границе цилиндра на итоговое распределение температур. 
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1. Постановка задачи 

В работе рассматривается тепловое равновесие составного полого цилиндра. В таб-

лице 1 приведены тепловые и оптические характеристики используемых материалов при 

комнатной температуре (приблизительно 300 К).  

Таблица 1. Свойства материалов 

Материал 
Алюминиевая 

фольга 

Медная 

фольга 
Препрег Силикон 

Плотность, кг/м3 2700 8900 2200 1230 

Теплопроводность, Вт/(м К) 235 390 0.8 0.2 

Теплоемкость Дж/(кг К) 920 400 923 0.84 

Коэффициент отражения 0.85 0.6 0.3 0.3 

Коэффициент излучения 0.04 0.02 0.64 0.85 

Подробнее используемые теплопроводность и теплоемкость (с учетом перевода из 

Дж/(Моль∙К) в Дж/(кг∙К)) металлических материалов приведены в справочнике Терехова 

С.В. [27]. Эффективные материальные свойства препрега были определены численным 

методом в программе Ansys Material Designer (осреднение по представительному объ-

ему). Препрег представляет собой ткань сатинового плетения из полимерного материала, 

армированного стекловолокном. 

 

Рис. 1. Схема тепловых потоков на внешней границе 

На рис. 1 представлена схема тепловых потоков на внешней границе цилиндра и 

введены следующие обозначения: 𝑸𝑆  – вектор падающего теплового потока Солнца, 

𝑄𝑆 =  1367 Вт/м2; 𝑸𝐸 – вектор падающего теплового потока Земли, 𝑄𝐸 =  250 Вт/м2; 𝜑 

– угол полярной системы координат, отсчитываемый от оси х в сторону оси у; 𝑸𝑅𝑎𝑑 – 

вектор теплового потока, испускаемый поверхностью цилиндра за счет излучения в 

окружающий космос (зависит от локальной температуры в точке). Также определим еди-

ничные вектора 𝝉𝑆 и 𝝉𝐸, направление которых совпадает с направлением падения сол-

нечного и земного излучения соответственно и единичный вектор 𝐧 , нормальный к 

внешней поверхности. Таким образом 𝑸𝑆 = 𝑄𝑆 ∙ 𝝉𝑆, 𝑸𝐸 = 𝑄𝐸 ∙ 𝝉𝐸 , 𝑸𝑅𝑎𝑑 = 𝑄𝑅𝑎𝑑 ∙ 𝐧. 
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Стоит отметить, что моделирование излучения Земли параллельно направленным 

пучком лучей является достаточно грубым приближением, более точным будет вычис-

ление приходящего в точку цилиндра земного и отраженного солнечного излучения с 

помощью интегральных коэффициентов облученности, более подробную информацию 

о постановках таких задач можно найти в работах Ханкова, Лаповок и др. [10,28].  

Введем обозначения геометрических параметров. Для определенности и поста-

новки в КЭ анализе введем высоту цилиндра 𝐻 = 1м.  𝑟 – внутренний радиус цилиндра 

(наименьший радиус); 𝑅 – внешний радиус конструкции (наибольший); 𝑅𝑖,    𝑖 = {1,2, … } 

– радиус концентрической окружности, по которой проходит граница материалов 

(фольги, силикона либо препрега). Количество 𝑅𝑖 зависит от схемы конструкции, а ну-

мерация производится в порядке возрастания (из центра круга). 

Уточним связь между оптическими материальными константами 𝜀 – коэффициент 

излучения (степень черноты), 𝐴𝑎  – эффективный коэффициент поглощения материала 

внешней стенки цилиндра,  𝐴𝑟 – эффективный коэффициент отражения стенки цилин-

дра. Так как стенки цилиндра абсолютно непрозрачны, коэффициенты отражения и по-

глощения по определению связаны равенством 𝐴𝑎 + 𝐴𝑟 = 1. Исходя из закона Кирхгофа, 

в случае поглощения монохромного света степень серости ε соответствует коэффици-

енту поглощения 𝐴𝑎. В нашем же случае 𝐴𝑎 и 𝜀 различаются, так как излучение и погло-

щение происходит в различающихся диапазонах длин волн и тело не приближается се-

рым телом. Главным источником тепла на орбите является Солнце, излучение которого 

имеет значительную видимую и коротковолновую составляющую, а излучение тела про-

исходит, (при интересующих нас температурах) преимущественно в виде инфракрасных 

волн. Поэтому наиболее интересными для нас являются материалы, имеющие низкий 

коэффициент поглощения длинных волн и более высокий коэффициент поглощения ви-

димого и коротковолнового излучения. Медь является одним из таких материалов, дру-

гими также являются хром, золото и платина. Для обеспечения долгосрочного требуе-

мого режима работы космических аппаратов также применяются специальные покры-

тия, обладающие, как правило, низкими коэффициентами 𝐴𝑎 и 𝜀 . 

Излучение в окружающий космос происходит согласно закону Стефана–Больцмана: 

𝑄𝑅𝑎𝑑 = 𝜎𝜀𝑇4,   

где 𝜎 = 5.67 ∗ 10−8,
Вт

м2K4 – постоянная Стефана–Больцмана, 𝜀 – степень черноты матери-

ала внешней оболочки цилиндра, 𝑇 – локальная температура стенки цилиндра, неравно-

мерна. 

Считая, что только нормальная часть теплового потока Солнца и Земли поглоща-

ется материалом цилиндра после отражения, запишем выражения для этих проекций. 

После преобразований получим: 

𝑄𝑆𝑎 =  {
𝐴𝑎  𝑄𝑆(−𝝉𝑆 ∙ 𝐧),  𝝉𝑆 ∙ 𝐧 < 0

0,  𝝉𝑆 ∙ 𝐧 ≥ 𝟎 
, 

𝑄𝐸𝑎 = {
𝐴𝑎  𝑄𝐸(−𝝉𝐸 ∙ 𝐧),  𝝉𝐸 ∙ 𝐧 < 0

0,  𝝉𝐸 ∙ 𝐧 ≥ 0
. 

Заметим, что нулевое значение этих функций по области совпадает с отрицательным зна-

чением тепловых потоков (область тени). Перепишем 𝑄𝑆𝑎, 𝑄𝐸𝑎 с использованием опера-

торов максимума:  

𝑄𝑆𝑎 =  𝐴𝑎  𝑄𝑆 ∙ max(−𝝉𝑆 ∙ 𝐧, 0)

𝑄𝐸𝑎 = 𝐴𝑎 𝑄𝐸 ∙ max(−𝝉𝐸 ∙ 𝐧, 0)
.  
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Суммируя полученное и отданное элементарной поверхностью тепло, получим 

тепловой поток на элементарной площадке внешней границы: 

𝑄 = 𝑄𝑆𝑎 + 𝑄𝐸𝑎 − 𝑄𝑅𝑎𝑑.                                                    (1) 

Для внутренней области каждого из составных цилиндров, ставится классическая 

задача теплопроводности: 
𝜕𝑇

𝜕𝑡
− 𝑘∆𝑇 = 𝑓 = 0, 

где k – коэффициент теплопроводности материала, f – функция тепловых источников, 

∆ – оператор Лапласа. По условиям задачи 𝑓 = 0, весь теплообмен происходит на гра-

ницах тел. Сформулируем ГУ 2 рода на границах через величину нормального погло-

щаемого теплового потока 𝑄, для этого выделим нормальную часть вектора теплового 

потока: 

−𝑘 grad 𝑇 ∙ 𝐧 = 𝑸п ∙ 𝐧 = 𝑄,                                                   (2) 

где grad 𝑇– градиент температуры,  𝐧 – единичная нормаль к внешней поверхности 𝑆0, 

𝑸п – вектор полного теплового потока, 𝑄 – величина нормально поглощаемого тепло-

вого потока, отличная от модуля вектора 𝑸п (не учитывается перенос тепла вдоль гра-

ницы). Для внешней стенки 𝑆0 величина 𝑄 определяется формулой (1), для внутренней 

поверхности S – формулами (3),(4), приведенными ниже. 

Для соприкасающихся тел (полые соосные цилиндры) вдоль границ 𝑆𝑖 , находя-

щихся на удалении 𝑅𝑖 от начала координат, задается идеальный тепловой контакт: 

{
𝑇1|𝑆𝑖

= 𝑇2|𝑆𝑖

𝑸п1 ∙ 𝐧1|𝑆𝑖
= −𝑸п2 ∙ 𝐧2|𝑆𝑖

, 

где 𝑆𝑖 – поверхность контакта, 𝑇1 и 𝑸п1 − температура и полный вектор теплового по-

тока на границе первого тела, 𝑇2 и 𝑸п2 − аналогичные величины второго тела. На внут-

ренней границе 𝑆, находящейся на удалении r от оси цилиндра, происходит лучистый 

теплообмен за счет теплового излучения внутренних стенок цилиндра. Так как сила тя-

жести практически скомпенсирована центробежной силой при движении по орбите, что 

приводит к невозможности характерного конвективного перемешивания газов, считаем, 

что даже при наличии воздуха или другого газа внутри полости цилиндра он оказывает 

незначительное влияние на процессы теплообмена, а также является абсолютно прозрач-

ным. Таким образом, в уравнение баланса потоков тепла на внутренней границе добав-

ляется только слагаемое 𝑄𝑤, отвечающее за лучистый теплообмен: 

𝑄 = 𝑄𝑤 = (𝑄погл − 𝑄соб). 

Вводятся обозначения тепловых потоков: 𝑄𝑤 – итоговый тепловой поток, получен-

ный элементарной площадкой за единичный промежуток времени, 𝑄погл – суммарный 

поток тепловой радиации, поглощенный элементарной площадкой; 𝑄соб – собственный 

поток тепловой радиации, испускаемый элементарной площадкой, 𝑄отраж – отраженный 

поток, 𝑄эфф – полный испускаемый с элементарной площадки поток излучения (сумма 

собственного и отраженного), 𝑄пад  − нормальный поток внешнего (от других точек по-

верхности S) излучения, падающего на элементарную площадку: 

𝑄эфф = 𝑄соб + 𝑄отраж = 𝜀𝜎𝑇4 + 𝐴𝑟𝑄пад = 𝜀𝜎𝑇4 + (1 − 𝜀)𝑄пад.               (3) 
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Так как излучение и поглощение происходит в одинаковом диапазоне длин волн, в 

уравнении выше справедлива замена: 𝐴𝑟 = 1 − 𝐴𝑎 = 1 − 𝜀. 

Принимается, что как отражение, так и излучение на внутренней поверхности ци-

линдра носит диффузный характер. С учетом этого можно записать интегральное выра-

жение для суммарного теплового потока 𝑄пад 2, который исходит с поверхности 𝑆 и па-

дает нормально на элементарную площадку с радиус-вектором 𝒙2, причем первая точка 

с радиус-вектором 𝒙1 определяет положение площадки 𝑑𝑆 при интегрировании по по-

верхности 𝑆: 

𝑄пад 2 = ∫ (𝜀𝜎𝑇1
4 + (1 − 𝜀)𝑄пад 1)

(𝒍1,2 ∙ 𝐧1)(−𝒍1,2 ∙ 𝐧2)

𝜋|𝒍1,2|
4

 

𝑆

𝑑𝑆,                     (4) 

где величины с индексом 1 принадлежат к первой точке, а величины с индексом 2 при-

надлежат к фиксированной точке поверхности 𝑆 . 𝐧1, 𝐧2 – единичные внешние нормали 

к поверхности 𝑆 в соответствующих точках,  𝒍1,2 – вектор, соединяющий точки 1 и 2. 

Строго говоря, требуется выполнение условия (𝒍1,2 ∙ 𝐧1) ≥ 0, (−𝒍1,2 ∙ 𝐧2) ≥ 0 , 

иначе поток равен нулю, что соответствует отсутствию лучистого теплообмена, если по-

верхности не видят друг друга напрямую. Это условие реализуется в вычислительном 

пакете. В общем случае возможна зависимость 𝜀 от координат, но в данной задаче коэф-

фициент излучения принимается постоянным. 

Таким образом, уравнение (4) определяет падающий на элементарную площадку 

поток излучения 𝑄пад 2 интегральным образом через поток 𝑄пад 1, падающий на каждую 

из других участвующих в лучистом теплообмене элементарных площадок, а также через 

другие величины, которые определяются геометрией, и 𝑇1, которое в общем случае рас-

пределено неравномерно. После численного определения значения падающих потоков, 

они используются в уравнении баланса (2). 

Технически возможна подстановка полученных значений напрямую в уравнение 

баланса тепловых потоков, протекающих через элементарную площадку 𝑑𝑆  которая 

приводит его к следующему виду: 

𝑄 = 𝜀 [∫ (𝜀𝜎𝑇1
4 + (1 − 𝜀)𝑄пад 1)

(𝒍1,2 ∙ 𝐧1)(−𝒍1,2 ∙ 𝐧2)

𝜋|𝒍1,2|
4

 

𝑆

𝑑𝑆 − 𝜎𝑇2
4]. 

ГУ в таком виде на практике не применяется, для решения его преобразуют к чис-

ленному аналогу. Все параметры, отвечающие за геометрию, в литературе и КЭ пакетах 

очень часто учитывают в виде форм-фактора, который определяется однозначно для 

пары поверхностей: 

𝐹1→2 =
1

𝑆1
∫ ∫

(𝒍1,2 ∙ 𝐧1)(−𝒍1,2 ∙ 𝐧2)

𝜋|𝒍1,2|
4

 

𝑆2

𝑑𝑆2

 

𝑆1

𝑑𝑆1. 

Вследствие определения 𝑆1𝐹1→2 = 𝑆2𝐹2→1.  

Во всей расчетной области задается начальное приближение 𝑇 = 50°𝐶 . 

2. Реализация в пакете Ansys и результаты вычислений 

Поставленная задача решалась численно с помощью вычислительного пакета An-

sys. Методы численного исследования, в том числе метод конечных элементов, очень 

часто используются для оценки состояния космических аппаратов, а также решения свя 

занных с ними задач. Это связано главным образом с большими затратами на про 

ведение экспериментов – запуск спутников на орбиту.  
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Исследуемая слоистая цилиндрическая структура состоит из нескольких элемен-

тов, которые перечислены в порядке от внутренних к внешним. Это внутренняя цилин-

дрическая полость радиусом 84 мм, слой силикона толщиной 1 мм, слой препрега тол-

щиной 2 мм, слой силикона 1 мм, слой фольги снаружи 0,03 мм (𝑟 = 84, 𝑅1 = 85, 𝑅2 =

87, 𝑅3 = 86, 𝑅 = 86.03 мм). Воздухом (газом) внутри, который теоретически может там 

находится после пневматического надувания, можно пренебречь, так как в условиях ор-

биты невозможен конвективный теплообмен в силу отсутствия силы тяжести, и тепло-

проводность воздуха также пренебрежимо мала. Слои силикона введены для предотвра-

щения слипания структуры из препрега и уменьшения возможных испарений активных 

составляющих. Возможность расслоения не рассматривалась. 

 

Рис. 2. Распределение температур в цилиндре без фольги и силикона, °C  

Для оценки влияния внутреннего лучистого теплообмена на распределение и раз-

брос равновесных температур было проведено несколько численных расчетов. Струк-

туры, участвующие в них, отличаются от описанных ранее отсутствием некоторых ци-

линдрических слоев. 

Сходимость проверялась методом сравнения решений для разных реализаций КЭ 

сетки. Для решения находились значения температур в нескольких выбранных точках, 

далее размер элемента уменьшался, находилось значение температур для текущей сетки 

и сравнивалось с предыдущей. Изменение размера элемента проводилось, пока значение 

∆=|(T1-T2)/T1 |∙100 % не стабилизировалось в районе 5 % (T1,T2 – значения температур, 

полученные для разных размеров элемента).  

На рис. 2 приведено стационарное распределение температур в цилиндре только из 

препрега (без силикона и фольги), на рис. 3 – в цилиндре из препрега, обернутого в слои 

силикона (без фольги), на рис. 4 – в цилиндре из препрега, обернутого в слои силикона и 

в слой алюминиевой фольги снаружи.  
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На рис. 2–4 показана разница в распределении температур с учетом и без учета лу-

чистого теплообмена на границе внутренней полости, значения приведены для угла 90–

270° ввиду симметричности распределения. 

 

Рис. 3. Распределение температур в цилиндре без фольги, °C 

 

Рис. 4. Распределение температур в цилиндре, обернутом алюминиевой 

фольгой, °C 
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Таким образом, анализируя результаты, полученные на рис. 2–4, можно сделать 

вывод о необходимости учета теплового излучения. Лучистый теплообмен на внутрен-

ней границе  вносит  значительный  вклад  в  тепловые потоки, особенно в случае отсут-

ствия внешнего слоя изолирующей фольги. Это проявляется в сильном уменьшении раз-

броса равновесных температур при учете лучистого теплообмена. Также наличие фольги 

обуславливает более равномерное распределение температур вдоль внешней поверхно-

сти цилиндра. Во всех трех случаях учет лучистого теплообмена приводил к изменениям 

одинакового характера, то есть к увеличению минимальных, уменьшению максималь-

ных температур. 

Второй исследуемый фактор, главным образом определяющий температурное со-

стояние – материал внешнего слоя, в частности его оптические характеристики (коэффи-

циент излучения и отражения). В качестве материала внешнего слоя (фольги) рассмат-

ривались алюминий и медь, главным образом из-за их доступности. Материальные свой-

ства были приведены в табл. 1.  

На рис. 4 показаны результаты моделирования цилиндра, обернутого в алюминие-

вую фольгу, температуры такого цилиндра приходят к значениям в пределах 120–130°C, 

что по предварительным результатам исследования выбранной смолы недостаточно для 

её полноценного отверждения.  

На рис. 5 приведены равновесные температуры цилиндра, обернутого в силикон и 

слой медной фольги снаружи. 

 

Рис. 5. Распределение температур в цилиндре, обернутом медной фольгой, °C 

При использовании только медной фольги итоговая температура превышает 300°C, 

что уже может вызывать разрушение как препрега, так и силикона. Использование та-

кого варианта внешнего покрытия не актуально: цилиндр перегревается. 
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Рис. 6. Поглощаемые внешней поверхностью тепловые потоки при частичном  

покрытии медной фольгой, Вт/м2 

 

Рис. 7. Значения минимальных, средних и максимальных температур в цилиндре, 

обернутом частично алюминиевой и медной фольгой, в зависимости  

от центрального угла ψ, занимаемого медной полосой 

Исходя из полученных результатов, было предложено использовать частичное 

медное покрытие (полоска фольги), которое позволит поглощать достаточный для до-

стижения требуемой температуры поток солнечного излучения. Также наличие такой 

полоски предположительно позволит укрепить шов алюминиевой фольги, если она бу-

дет наложена поверх него. На рис. 6 приведена зависимость поглощаемых тепловых 

потоков от полярной координаты φ при покрытии медной и алюминиевой фольгой.  
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При частичном покрытии в поглощаемых тепловых потоках наблюдается верти-

кальный скачок, связанный с изменением материала покрытия. 
 

 

Рис. 8. Распределение температур в цилиндре, обернутом частично алюминиевой и мед-

ной фольгой, где медная фольга занимает центральный угол ψ, °C 

Использование такого частичного медного покрытия позволяет получать струк-

туры, стационарные температуры которых находятся приблизительно в интересующем 

нас диапазоне. Были получены аналогичные распределения температур для цилиндров 

при различной величине центрального угла 𝜓, занимаемого полоской медной фольги. 

Максимальная, средняя и минимальная температуры всей конструкции представлены в 

виде графика на рис. 7, также на рис. 8 для примера приведено несколько графиков по-

лученного стационарного распределения температур. 

Можно отметить возможность уменьшения стационарных температур в случае из-

менения угла падения солнечных лучей и перемещения поглощающей медной полосы в 

"тень". Таким образом, если структура из таких цилиндров ориентирована определен-

ным образом, она может нагреваться, а после отверждения будет перевернута и начнет 

охлаждаться. 

Заключение 

Была поставлена и решена задача о температурном равновесии цилиндрической 

трубы на орбите. Анализ результатов показал, что лучистый теплообмен на внутренней 

границе в значительной степени влияет на температурное поле, и его учет необходим для 

более качественной постановки задачи. Рассмотрено два материала внешнего покрытия 

– алюминиевая и медная фольга, а также их комбинации. Цилиндр, обернутый в алюми-

ниевую фольгу, не способен поглощать достаточное количество солнечного излучения и 

обеспечить температуры для полноценного протекания реакции полимеризации.  
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Оборачивание в медную фольгу приводит к слишком большим температурам и пе-

регреву конструкции. Комбинация двух покрытий, то есть частичное покрытие медной 

фольгой, позволяет получить итоговые температуры в промежуточном диапазоне, кото-

рый нас интересует.  

Таким образом, возможно создание разворачиваемых в условиях космоса кон-

струкций, которые длительное время могут храниться в свернутом состоянии, будучи 

выведенными в космос развернуться под действием внутреннего давления и пройти от-

верждение под действием солнечного и земного излучения при необходимом темпера-

турном режиме, обеспеченном за счет комбинации разных покрытий. 
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Аннотация. Для создания математической модели эластомерного материала требуется 

описать его равновесную кривую. Такую кривую можно получить путем очень медленно-

го растяжения или по точкам релаксации напряжений при заданной деформации. Прове-

дены экспериментальные исследования эластомеров, влияния их релаксации напряжений 

при 100 % деформации от скорости растяжения. Целью исследования явилось определить, 

может ли скорость растяжения материала отразиться на равновесном состоянии наноком-

позита. Испытывались бутадиен-нитрильный каучук, наполненный 40 массовыми частями 

технического углерода и бутадиен-стирольный каучук, наполненный 50 массовыми ча-

стями техуглерода. Образцы растягивались до 100 % деформации со скоростями 10, 100, 

1200 %/мин и проводилась выдержка в течение 120 мин. Проведено растяжение-сжатие 

образца до 100 % в количестве 200 циклов с последующей выдержкой при максимальной 

деформации 120 мин. Установлено, что скорость растяжения влияет на релаксацию толь-

ко в начальном этапе выдержки по времени – до 15 мин – потом кривые релаксации 

напряжений совпадают. При циклическом испытании падение напряжений в максималь-

ной точке деформации происходит очень медленно и до конца не совпадает с кривой ре-

лаксации. При дальнейшей временной выдержке кривая падения напряжения совпадает с 

кривой релаксации. Такое поведение эластомеров связано с их вязкоупругостью и с 

накоплением повреждений при релаксации напряжений при максимальной деформации и 

при циклических испытаниях. 
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Abstract. For a mathematical model of an elastomeric material, the researcher must describe its 

equilibrium curve. This curve can be obtained by very slow stretching or by stress relaxation 

points at a given deformation. Experimental studies of filled elastomers and the effect of stress re-

laxation at 100% deformation from the stretching rate were conducted. The aim of the study was 

to determine how the stretching rate of the material affects the equilibrium state of the nanocom-

posite. Tests were performed for the specimens of butadiene-nitrile rubber containing 40 parts by 

weight of black carbon and butadiene-styrene rubber containing 50 parts by weight of black car-

bon. The specimens were stretched to the strain of 100 % at the rates of 10, 100, 1200 %/min and 

then aged for 2 hours. The specimens were subjected to tensile-compressive loads up to the strain 

of 100 % during 200-cycle test, and then were aged at maximum strain for 2 hours. It was found 

that the tensile rate affects the stress relaxation only at the early stage of aging – up to 15 minutes 

– after which the stress relaxation curves coincide. In cyclic testing, a decrease in the stress mag-

nitude at the point of maximum strain is very slow and does not coincide with the relaxation 

curves, but with increasing time of holding one can observe a complete coincidence of the stress 

and relaxation curves. Such behavior of elastomers is due to their viscoelasticity and the accumu-

lation of damage during stress relaxation at maximum deformation and cyclic testing. 
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Введение 

В математических моделях эластомеров, как правило, присутствуют механизмы 

вязкоупругого поведения. Предложены различные математические модели, и продолжа-

ют появляться новые определяющие уравнения по описанию поведения эластомерных 

композитных материалов [1–8]. Для феноменологических моделей важно выделить и 

описать упругую составляющую свойств материала. В работе [9] предложен метод 

нахождения точек равновесной кривой из экспериментальных данных, используя цикли-

ческое растяжение с разными скоростями и вложенными циклами. Здесь, после первого 

цикла растяжения-разгрузки, когда материал максимально размягчился, проводятся цик-

лические испытания, когда последующие циклы нагружаются до меньших деформаций 

от максимальной и производится выдержка по времени в точках заданной деформации.  
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В результате временной выдержки в материале падают напряжения до постоян-

ной величины. При разгрузке разгрузочные деформации образца с каждым последую-

щем циклом делают нарастающими с определенным шагом, и также делается времен-

ная выдержка. В этих точках разгрузки структура материала частично возвращается в 

исходное состояние и напряжения возрастают. Так определяются равновесные точки 

материала после релаксации напряжений в результате временных выдержках при рас-

тяжениях и разгрузках. 

Известно, что в вязкоупругих материалах напряжения при растяжении зависят от 

скорости: чем скорость выше, тем выше кривая растяжения [10–14]. Такое поведение 

связано с перестройкой структуры материала, которая при больших скоростях растя-

жения не успевает осуществиться при больших скоростях. Размягчение материала свя-

зано с накоплением повреждений и с перестройкой структуры материала, которая не 

полностью осуществилась в результате разгрузки – эффект Маллинза [15, 16]. 

Для определения других характеристик, таких, как размягчение материала, гисте-

резисные потери, остаточная деформация, используются различные виды циклического 

нагружения – многократное циклическое нагружение [17], циклическое растяжение с 

нарастающей амплитудой [18] или сложное циклическое с уменьшающейся амплиту-

дой деформации, по сравнению с предыдущим нагружением и с увеличивающейся ам-

плитудой разгрузки [19]. В работе исследовано многократное циклическое деформиро-

вание до заданной величины для нахождения точки равновесной кривой на последнем 

цикле растяжения. 

Целью работы является показать, что при некоторой временной выдержке кривые 

релаксации напряжений совпадают и не зависят от скоростей растяжения. 

Программы механических испытаний 

В процессе испытания использовались резины на основе бутадиен-нитрильного 

каучука СКН-18СНТ, наполненного 40 массовыми частями (м.ч.) технического углеро-

да и бутадиен-стирольного каучука СКМС-30АРК, наполненного 50 м.ч. техуглерода. 

Образцы изготавливались в виде колец, чтобы исключить выползание из захватов. 

Испытания проводились на уникальном четырехвекторном испытательном стенде 

фирмы Zwick/Roell. Деформация отслеживалась по перемещению меток с помощью 

видеодатчика VideoXtens. 

Образцы растягивались с разными скоростями – 10, 100 и 1200 %/мин – до 100 % 

деформации. При этой деформации проводилась выдержка по времени 120 мин, и фик-

сировалось падение напряжений. 

Проведено исследование графика падения напряжений при циклическом испыта-

нии бутадиен-стирольного образца до деформации 100 % при 200 циклах испытания. 

При растяжении последним циклом образец фиксировался при 100 % деформации тоже 

на 120 мин для получения кривой релаксации напряжений. 

Эксперименты и обсуждение результатов  

На рис. 1 и 2 представлены графики релаксации напряжений при разных скоро-

стях растяжения резин из бутадиен-нитрильного каучука СКН-18СНТ + технического 

углерода (ТУ) 40 массовых частей (м. ч.) и бутадиен-стирольного каучука СКМС-

30АРК + ТУ 50 м. ч. Здесь по оси Y – истинное напряжение  – усилие, деленное на ис-

тинную площадь поперечного сечения: 

=0∙(1+ɛ/100), 



В. В. Шадрин 

98 

где 0=F/S0 – относительное напряжение (F – сила, S0 – начальная площадь поперечно-

го сечения), ɛ – деформация в %. 

Для более удобного сравнения кривых графики со скоростью растяжения 10 %/мин 

сдвинут влево на 9.5 мин (рис. 1, 2). 

 

Рис. 1. Графики релаксации напряжений резины из бутадиен-нитрильного каучука  

+ ТУ 40 м. ч. при деформации 100 %; 1 – скорость растяжения 1200 %/мин, 

2 – скорость 100 %/мин, 3 – скорость 10 %/мин 

 

Рис. 2. Графики релаксации напряжений резины из бутадиен-стирольного каучука  

+ ТУ 50 м. ч. при деформации 100 %; 1 – скорость растяжения 1200 %/мин, 

2 – скорость 100 %/мин, 3 – скорость 10 %/мин 

Эксперимент показал, что при больших скоростях вязкоупругая составляющая 

эластомеров не успевает сработать до конца, и графики растяжения проходят выше, 

чем при медленных скоростях. В результате, при достижении 100 %-ной деформации, 

напряжение заметно выше при скорости нагружения 1200 %/мин, чем при скоростях 

100 %/мин или 10 %/мин. Однако кривые релаксации материла, при растяжении с раз-

ными скоростями, быстро совпадают и уже при 10 мин выдержки сливаются. При 120 

мин выдержки кривые релаксации становится почти горизонтальными, падение напря-

жений очень медленно продолжается в связи с накоплением в материале микроповре-

ждений. Можно считать, что напряжение при 120 мин выдержки – это точка равновес-

ной кривой материала, т. е. точка, в которой завершилась диссипативная составляющая, 

вязкоупругость полностью реализовалась. 

Можно объяснить появление вязкоупругой составляющей в наполненных эласто-

мерах при растяжении скольжением растягивающихся полимерных волокон вдоль ча-

стиц наполнителя. В ненаполненных эластомерах вязкоупругость отсутствует.  
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При растяжении вязкоупругая составляющая имеет некую скорость, зависящую 

от скорости растяжения – вынужденная вязкоупругость. При разгрузке образца проис-

ходит процесс обратного скольжения полимерных волокон, возвращение их в началь-

ное состояние. Но этот процесс мало зависит от скорости разгрузки – естественная вяз-

коупругость, скорость которой отличается от скорости во время растяжения [20]. При 

обычных температурах окружающей среды подвижность молекул недостаточно высо-

кая и они не до конца возвращаются в исходное состояние. В механике это называет 

остаточной деформацией. Однако при нагреве материала, например, до +70 С подвиж-

ность полимерных молекул увеличивается, и материал может полностью восстановить 

свою первоначальную структуру и свои свойства [21]. Более полное восстановление 

свойств может происходить при и комнатной температуре, но при очень длительном 

времени отдыха [21]. При появлении микроповреждений полного восстановления 

структуры и механических свойств в материале не происходит. 

В наших экспериментах напряжение при выдержке 120 мин отличается от вы-

держки 15 мин на 6.0 %, в случае выдержки 20 мин. отличие на 4.9 % и не зависит от 

скорости деформации. Такие погрешности определения точки равновесной кривой 

весьма небольшие и соответствуют погрешности эксперимента. Это показывает, что 

выдержка по времени в течение 15–20 мин является эффективным способом исклю-

чить влияние вязкоупругости в точках остановки деформации при любой скорости 

растяжения. 

На рис. 3 приведен график циклической деформации до 200 раз со скоростью 

100 %/мин бутадиен-стирольной резины, наполненной техническим углеродом 50 мас-

совых частей. Это типичный график циклического нагружения, когда после первого 

цикла происходит размягчение материала, потом графики циклического растяжения 

стабилизируются, но с каждым новым циклом кривые немного опускаются вниз, про-

цесс размягчения продолжается. Здесь скорость вязкоупругой составляющей материала 

при его растяжении стабилизируется, как и стабилизируется скорость восстановления 

структуры при разгрузке. Одновременно происходит накопление повреждений. Но, при 

многократном нагружении до заданной деформации, вязкоупругая составляющая по-

степенно реализуется и стремится к нулю. 

Нижняя кривая разгрузки на рис. 3 соответствует разгрузке материала после ре-

лаксации напряжений при выдержке 120 мин в последнем растяжении. 

 

Рис. 3. График 200-кратного растяжения до деформации  

100 % бутадиен-стирольного каучука + ТУ 50 м.ч. 
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На рис. 4 представлены два графика релаксации напряжений – один после разово-

го растяжения, другой – после циклического деформирования 200 раз. В обоих случаях 

деформация составляла 100 %, скорость растяжения – 100 %/мин. 

 

Рис. 4. Кривые релаксации напряжений резины из бутадиен-стирольного каучука  

+ ТУ 50 м.ч.; 1 – после 200 циклов деформации последнее растяжение до 100 %, 

2 – после одноразового растяжения до 100 % 

Из графиков видно, что через 120 мин релаксации обе кривые совпадают. Однако 

200 циклов деформации недостаточно, чтобы вязкоупругая компонента полностью реа-

лизовалась, и материал пришел в равновесное состояние. Такое состояние наступает 

через 10 мин временной выдержки при заданной деформации. 

Циклический эксперимент показывает, что для достижения равновесной точки 

напряжения количество циклов должно быть существенно больше 200. Менее трудоем-

ко находить эту точку при однократной деформации с последующей выдержкой по 

времени с достаточной точностью 15–20 мин. 

Заключение 

Данное исследование по определению равновесной точки напряжения при задан-

ной деформации показало, что скорость испытания мало влияет на кривую релаксации 

напряжений и через 10 мин кривые релаксации при разных скоростях растяжения прак-

тически совпадают. Погрешность напряжений при выдержке 15 мин составляет 6.0 % 

по сравнению с напряжениями при 120 мин выдержки, при выдержке 20 мин погреш-

ность – 4.9 %. 

При испытании по программе растяжение-сжатие с количеством 200 циклов мак-

симальное напряжение при последнем растяжении приближается к равновесной точке, 

но так и не достигает ее. Для ее достижения требуется еще большее количество циклов. 

Определение равновесных точек таким способом трудоемко и нецелесообразно. 

Для определения точки равновесной кривой для заданной деформации вполне до-

статочно производить выдержку по времени в количестве 15–20 мин. За это время вяз-

коупругая составляющая практически реализуется с допустимой погрешностью. 
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Аннотация. В данной статье предложена методика сравнения эмоциональной составляю-

щей голосов спикеров, реально испытывающих эмоции, и тех, которые пытаются их вос-

произвести. Методика предполагает использование в качестве классификаторов отношение 

частот локальных максимумов спектра звуковой волны. В данной работе исследовались 4 

категории базовых эмоций: гнев, грусть, страх, радость. Для получения сравнительных ха-

рактеристик в каждой категории исследовалось по 30 записей с "фальшивой" и "истинной" 

эмоцией – всего 240 записей. Был проведен статистический сравнительный анализ класси-

фикаторов и обнаружены существенные различия в данных для искренних эмоций и их 

имитации. Также, была спроектирована модель искусственной нейронной сети, на основе 

которой создана программа для распознавания эмоционального посыла, содержащегося в 

записях голоса человека. На обученной искусственной нейронной сети проведен экспери-

мент по определению эмоционального состояния спикера и истинности или фальшивости 

его эмоционального посыла. Тестирование звуковых файлов с различными эмоциями пока-

зало хорошие результаты как для распознавания самого эмоционального состояния говоря-

щего, так и истинности его эмоционального посыла. 
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Abstract. This paper proposes a methodology for comparing the emotional component of the 

voices of speakers actually experiencing emotions and those trying to reproduce them. The tech-

nique assumes the use of as classifiers the ratio of frequencies of local maxima of the spectrum of 

the of a sound wave.  In this work we studied 4 categories of basic emotions: anger, sadness, fear, 

joy. To obtain comparative characteristics in each category 30 records with "fake" and " true" emo-

tion were investigated – 240 records in total. A statistical comparative analysis of the classifiers 

was performed and found a significant differences in the data for the genuine emotion and its imi-

tation.  Also, a model of an artificial neural network, based on which a program was created to 

recognize the emotional message contained in human voice recordings. On the trained artificial 

neural network, an experiment was conducted to determine the emotional state of the speaker and 

the truth or falsity of his emotional message.  Testing of sound files with different emotions showed 

good results for recognizing both the emotional state of the speaker and the truthfulness or falsity 

of the speaker's emotional message.  

Keywords:  emotion recognition; fake emotions; basic emotions; musical interval; emotional state clas-

sifiers; prosody 
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Введение 

Системы распознавания человеческих эмоций – одни из самых востребованных и 

быстро развивающихся программно-аппаратных комплексов. Они востребованы во мно-

гих сферах человеческой деятельности, от игровой индустрии до выявления криминала. 

При этом определение искренности эмоции может играть большую роль в работе спец-

служб, при прослушивании телефонных разговоров, а также допросах, при оформлении 

кредита или собеседования при приеме на работу. 

В настоящее время для выявления лжи используются различные инструменты. 

Наиболее известным инструментом является полиграф – устройство, позволяющее осу-

ществлять инструментальные психофизиологические исследования на основе записи по-

казателей дыхания, электрического сопротивления кожи, кровообращения и других фи-

зиологических параметров. 

Голосовой детектор лжи "RiskControl" использует другой принцип работы.  

Это уже алгоритм, определяющий требуемое человеку время для ответа на вопрос. 
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Он также оценивает продолжительность ответа, громкость и спектр голоса, сопоставляя 

их с эталонными значениями. Например, при длительной паузе повышается вероятность 

того, что собеседник говорит неправду, так как ему требуется время для придумывания 

ответа. Громкий разговор может говорить о нервозности человека. [1] 

Существует детектор лжи, который основан на определении миографического тре-

мора мышц. Он анализирует звукозаписи речевых высказываний и выявляет не воспри-

нимаемые на слух акустические особенности голоса, вызванные стрессом. [2] 

В данной работе предлагается определять искренность человека по его эмоцио-

нальному посылу, что позволяет не только определять ложность его высказываний, но 

также определять наигранность эмоций. Это, в свою очередь, может расширить круг ре-

шаемых задач. 

Американский психолог Полу Экман выделил семь базовых эмоций [3]: радость; 

грусть; гнев; отвращение; презрение; страх; удивление. В данной работе будут исследо-

ваться четыре базовые эмоции: гнев, грусть, страх, радость. Выбор этих эмоций обуслов-

лен тем, что для них легче всего найти соответствующие звуковые записи и их проще 

разделить на экспертном уровне. Записи, содержащие "истинные" и "фальшивые" эмо-

ции брались из разных источников: видеороликов, фильмов с актерами, записями 

аудиокниг… Иногда в записях не было даже слов, а например был только смех или крик. 

В работе [4] показано, что метод отношения частот локальных максимумов спектра 

звуковой волны может быть применен для распознавания эмоционального состояния че-

ловека, а сами отношения хорошо соотносятся с музыкальными интервалами, такими как 

терция, квинта… В отличие от других подходов [5], например, метода мел-частотных 

кепстральных коэффициентов (MFCC) [6], данный метод не зависит от многих таких фак-

торов, как паузы, высота тона, и, даже, языка говорящего [7, 8]. Суть метода заключается 

в том, что в спектре звуковой волны выделяют несколько локальных максимумов ампли-

туд. Затем частоты, которые им соответствуют, делятся попарно одна на другую, таким 

образом получаются классификаторы. Например, в записях с радостной эмоцией, часто 

встречается отношение 0,84, а оно, в свою очередь соответствует музыкальному интер-

валу – большая терция. Большая терция в теории музыки – это светлый, веселый, мягкий 

консонанс. В записях с грустной эмоцией часто встречается отношение 0,79 – мягкий, 

нежный, грустный консонанс. 

На рис. 1 показан спектр звуковой волны, полученный на основе дискретного пре-

образования Фурье, с выделенными локальными максимумами. 

 

Рис. 1. Пример нахождения 3-х локальных максимумов амплитуд 

Ниже в таблице 1 приведены отношения частот, соответствующие этим амплитудам. 
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Таблица 1. Полученные отношения частот 

Частота (Гц) 1203 718 955 

1203 1 1,69 1,27 

718 0,59 1 0,75 

955 0,79 1,33 1 

Здесь полужирным выделены отношения, соответствующие музыкальным интер-

валам: малая терция и чистая квинта.  

Постановка задачи 

Задача заключается в том, чтобы на основании построенных классификаторов 

научиться различать как эмоциональное состояние говорящего человека, так и искрен-

ность его эмоционального посыла. Для решения данной задачи потребовалось пройти 

несколько этапов, на каждом из которых требовалось решить свою подзадачу. Так, на 

начальном этапе нужно собрать необходимую библиотеку звуковых файлов с соответ-

ствующими эмоциями. Сами записи на экспертном уровне (решением не менее трех че-

ловек) необходимо определить в соответствующую категорию по типу эмоции и искрен-

ности эмоционального посыла. В дальнейшем необходимо создать программу, на основе 

которой, с помощью дискретного преобразования Фурье, можно построить спектр зву-

ковой волны и определить локальные максимумы амплитуд. После этого этапа необхо-

димо получить набор классификаторов (отношений частот) для каждой записи. Когда 

классификаторы получены, то можно переходить к их сравнению на основе статистиче-

ского анализа и нахождению отличий. Так как методы искусственных нейронных сетей 

являются, в свою очередь, частным случаем статистических методов, причем имеющих 

ряд некоторых преимуществ, то последним этапом предполагается проектирование, со-

здание, обучение программного модуля на основе искусственной нейронной сети и про-

ведение на его основе эксперимента по идентификации эмоций и их искренности. 

1. Нахождение отличий в классификаторах для записей разных категорий 

С помощью разработанной программы (рис. 2) на основе дискретного преобразо-

вания Фурье и автоматизации нахождения локальных максимумов амплитуд вычисля-

ются соответствующие отношения частот. 

 

Рис. 2. Интерфейс программы для нахождения отношений частот  

для локальных максимумов амплитуд 
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Каждая запись была разделена на 𝑛𝑖  отрезков в зависимости от длины записи, 

i=1,2,..5. Длина каждого отрезка составляла 1 сек, так как в работе [9] показано, что от-

ношения, соответствующие музыкальным интервалам, лучше всего находятся при дли-

тельности интервала 1 сек. 

В каждом отрезке определялись 7 частот 𝑣𝑖𝑗 (i≤n,1≤j≤7) с амплитудами локальных 

максимумов. В результате для каждой записи получались 𝑛𝑖 ∗ 7 измерений.  

Для понимания различий между классификаторами, для записей различных кате-

горий были построены диаграммы с наиболее часто встречающимися отношениями ча-

стот локальных максимумов. Полученные соотношения были сопоставлены с извест-

ными музыкальными интервалами. Абсолютная погрешность попадания в музыкальный 

интервал составляет не более 0,005, что является следствием математического округле-

ния вещественного числа до 2 знаков после запятой. В расчетах учитывались отношения 

меньше единицы и больше 0,5 (в рамках одной октавы).  

Так, на рис. 3 можно увидеть диаграмму с наиболее часто встречаемыми отноше-

ниями частот локальных максимумов. 

 

Рис. 3. Отношения частот для "истинной" радости 

 

При выборе трех локальных максимумов наиболее часто встречаемым отноше-

нием [4] было 0,84 – большая терция, однако при выборе семи отношений, больше 

стали проявлять себя второстепенные отношения, но как раз именно они хорошо по-

казывают различия между "истинными" и "фальшивыми эмоциями". Видно, что при 

таком подходе для искренней радости характерны: секста большая, чистая кварта, чи-

стая квинта.  

При сравнении с диаграммой ложной радости (рис. 4) можно заметить, что вместо 

большой сексты, проявляется малая секста, остальные музыкальные интервалы иден-

тичны истинной эмоции. 
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Рис. 4. Отношения частот для "фальшивой" радости 

Если проанализировать изменения, с учетом того, что: 

 большая секста – светлый, веселый, мягкий консонанс, 

 малая секста – мягкий, нежный, грустный консонанс, 

то здесь очевидны изменения в сторону грустного и мягкого звучания. 

На рис. 5. представлены отношения частот локальных максимумов, характерных 

для записей с грустным звучанием.  

 

Рис. 5. Отношения частот для "истинной" грусти 

 

А на рис. 6 можно увидеть существенные отличия. 
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Рис. 6. Отношения частот для "фальшивой" грусти 

Здесь видно, что отношение 0,79 – малая терция, характерное для грусти, перестает 

быть не только самым встречаемым, но и вообще становится самым наименее встречае-

мым из представленных. Для ложной грусти наиболее встречаемым оказалось отноше-

ние 0,67 – гордый, уверенный, твердый, яркий консонанс. 

Продолжим анализировать и сравнивать рис. 7 для искреннего и рис. 8 для ложного 

гнева. 

 

Рис. 7. Отношения частот для "истинного" гнева 
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Рис. 8. Отношения частот для "фальшивого" гнева 

Можно заметить существенные отличия. В искреннем гневе преобладают большая 

септима и большая секста – резкий, острый диссонанс и светлый, веселый, мягкий кон-

сонанс. В ложном гневе уже преобладает чистая кварта – гордый, уверенный, твердый, 

яркий консонанс. Очевидно, что при ложном гневе человек себя лучше контролирует. 

И последняя категория эмоций – страх. На рис. 9 представлены данные для искрен-

ней эмоции страха. 

 

Рис. 9. Отношения частот для "истинного" страха 

На рис. 10 так же, как и в предыдущих случаях, видны существенные отличия. 
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Рис. 10. Отношения частот для "истинного" страха 

Сравнения диаграмм показывают, что во втором случае, как и во всех предыдущих 

случаях, существенное значение приобретает отношение 0,67 – чистая кварта – гордый, 

уверенный, твердый, яркий консонанс.  

2. Создание и обучение искусственной нейронной сети  

Как показано в предыдущем пункте, с помощью "ручного" сравнения статистиче-

ских данных для отношений частот амплитуд локальных максимумов можно увидеть су-

щественные отличия, как для различных категорий эмоций, так и для степени их искрен-

ности. Для автоматизации процесса идентификации эмоционального посыла говорящего 

был применен метод искусственной нейронной сети. 

На основе предыдущего анализа был выбран набор из 10 входных параметров, ко-

торый представляет собой "One-Hot Encoding" вектор, где каждый параметр может при-

нимать значение либо 1, либо 0, в зависимости от наличия частоты определенного музы-

кального интервала:  

X1 – септима большая (0,53),  

X2 – септима малая (0,56),  

X3 – секста большая (0,6),  

X4 – секста малая (0,63),  

X5 – чистая кварта (0,67),  

X6 – чистая квинта (0,75),  

X7 – терция малая (0,79), 

X8 – терция большая (0,84), 

X9 – секунда большая (0,89), 

X10 – октава (0,5). 
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Выходные параметры также задаются вектором, в котором 8 элементов, по эле-

менту на каждую эмоцию. Вектор содержит одну единицу у элемента, который опреде-

ляет эмоцию записи, остальные значения равны нулю: 

D1 – Гнев, 

D2 – Страх, 

D3 – Грусть, 

D4 – Гнев (ложь), 

D5 – Грусть (ложь), 

D6 – Радость (ложь), 

D7 – Страх (ложь), 

D8 – Радость. 

Исходя из результата предыдущего этапа, количество входных нейронов пер-

септрона Nx =10, количество нейронов выходного слоя Ny = 8. 

Для определения объема обучающего множества существует эмпирическая 

формула Q = 7 Nx +15 = 85, однако на практике обычно бывает достаточно и меньшего 

количества примеров. В нашем же случае примеров для обучения больше, чем значение, 

высчитанное по формуле Q = 240. Множество примеров следует разбить на обучающее 

L и тестирующее T, где в тестирующем множестве должно содержаться около 10–15 % 

от общего количества примеров. В данном случае это составит L = 240 и T = 36 соответ-

ственно. 

По теореме Арнольда–Колмогорова–Хехт-Нильсена в качестве универсальной 

нейронной сети принято считать двухслойный персептрон с одним скрытым слоем, ак-

тивационные функции у которого являются сигмоидными. Поэтому нейронная сеть бу-

дет иметь один скрытый слой. Необходимое количество синаптических связей можно 

высчитать по формуле 

2

( 1)( 1)
1 log ( )

y

w y x y y

x

N Q Q
N N N N N

Q N


     


. 

Таким образом 215,56  Nw  3808. 

Исходя из полученных выше данных, можно сосчитать количество нейронов в 

скрытом слое по формуле 

w

x y

N
N

N N



. 

В результате N варьируется от 11 до 211, поэтому будет выбрано то количество, где 

ошибка тестирования будет минимальна. 

В результате оптимизации спроектированная нейронная сеть представляет собой 

персептрон, который имеет 10 входных нейронов, 11 нейронов на скрытом слое и 8 вы-

ходных нейронов (рис. 11).  

В качестве алгоритма обучения использовался алгоритм упругого распростране-

ния. 
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Рис. 11. Модель искусственной нейронной сети 

Обучение искусственной нейронной сети производилось на основе 240 записей, по 

30 записей на каждую категорию эмоции с учетом ее искренности. 

После обучения был проведен эксперимент с целью определения возможности или 

невозможности использования метода отношения частот локальных максимумов для 

распознавания искренности эмоции. Для этого были выбраны по 5 дополнительных зву-

ковых файлов на каждую группу эмоций, которые не присутствовали в обучающей и 

тестирующей выборке.  

Результат тестирования представлен в табл. 2. 

Таблица 2. Оценка количества корректно определенных эмоций 

Случаи, когда эмоция определялась верно или не верно, оценивались только с уче-

том ее истинности или ложности. 

В итоге с использованием искусственной нейронной сети удалось разделить все 40 

записей на соответствующие группы, при этом корректность распознавания эмоции и ее 

истинности составила 85 %. 

Эмоция Эмоция определена верно Эмоция определена не верно 

Страх 4 1 

Страх (ложная) 4 1 

Радость 5 0 

Радость(ложная) 3 2 

Гнев 5 0 

Гнев(ложная) 4 1 

Грусть 5 0 

Грусть(ложная) 4 1 
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Заключение 

В результате исследований удалось показать, что метод, в котором в качестве клас-

сификаторов используются отношения частот локальных максимумов спектра звуковой 

волны, может быть хорошо применим к распознаванию искренности эмоции. Было по-

казано, что в рассматриваемых категориях эмоций (радость, грусть, гнев, страх) в каж-

дом случае между статистическими данными "истинной" и "фальшивой" эмоциями име-

ются существенные отличия. Общим же для всех категорий оказалось то, что в случае 

ложных эмоций существенную роль играет параметр отношения частот 0,67, соответ-

ствующий   чистой кварте (гордый, уверенный, твердый, яркий консонанс). Данный кон-

сонанс показывает контроль говорящего человека над эмоцией. 

Применение метода отношения частот локальных максимумов в искусственной 

нейронной сети показало хорошие результаты. Эмоции тестового множества (с учетом 

их истинности) были идентифицированы в 85 % случаев. 
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Аннотация. В статье исследуются упорядоченные ветвящиеся диаграммы решений (OBDD 

– Ordered Binary Decision Diagrams) – модель для вычисления булевых функций. Целью 

работы является сравнительный сложностной анализ квантовых и классических недетер-

минированных OBDD большой ширины. Исследуется сложность вычисления булевой 

функции ''Равенство'' в недетерминированных квантовых OBDD для различных порядков 

считывания переменных в сравнении с классической сложностью. Показывается, что при 

использовании порядка чтения переменных, при котором ширина классической недетерми-

нированной OBDD константна, ширина квантовой модели линейна, и что доказанная ниж-

няя оценка точна. Определяется булева функция, для которой ширина квантовой недетер-

минированной OBDD экспоненциальна для любого порядка считывания. Предлагается 

квантовый алгоритм вычисления этой функции с нулевой ошибкой. Представляется резуль-

тат о соотношении сложностных классов для квантовых и классических недетерминиро-

ванных OBDD большой ширины. 
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Abstract. In this paper we investigate ordered binary decision diagrams (OBDD) – a model for 

computing Boolean functions. The aim of this work is a comparative complexity analysis of quan-

tum and classical nondeterministic OBDDs of large width. We study the complexity of computing 

the Boolean function "Equality" in nondeterministic quantum OBDDs for different order of reading 

variables in comparison with the classical complexity. We show that when using the order of read-

ing for which the width of the classical nondeterministic OBDD is constant, the width of the quan-

tum model is linear and the proved lower bound is tight. We define a Boolean function for which 

the width of nondeterministic quantum OBDD is exponential for any order of reading variables. 

We construct a quantum algorithm for computing this function with zero error. We present a result 

on the relationship between complexity classes for quantum and classical nondeterministic OBDDs 

of large width. 
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Введение 

Квантовая информатика зародилась в конце прошлого столетия. В 1980-х годах 

была высказана идея о возможном построении вычислительных моделей с использова-

нием законов квантовой механики [1, 2]. С тех пор эта область стремительно развивается: 

были определены и активно исследуются квантовые аналоги классических вычислитель-

ных моделей: автоматов, схем, ветвящихся программ и т. д., найдены задачи, для кото-

рых квантовые алгоритмы оказались значительно эффективнее, чем известные классиче-

ские. Недетерминированные модели не являются реалистичными, однако позволяют 

лучше понять возможности моделей реалистичных (детерминированных, вероятностных 

и т.д.). Недетерминизм играет важную роль в теории компьютерных наук. В частности, 

вопрос, являются ли недетерминированные модели более эффективными, чем детерми-

нированные, сформулирован как проблема о соотношении классов P и NP, являющихся 

одной из важнейших на сегодняшний день. Сравнительный анализ квантовых и класси-

ческих недетерминированных вычислительных моделей, и построение эффективных 

квантовых алгоритмов для моделей с различными ограничениями является актуальным 

направлением исследований. 

Ветвящиеся программы (BP – Branching Programs) – известная модель для вычис-

ления булевых функций, основанная на применении операций ''if'', ''then'', ''else'' и ''goto'' 

и имеющая приложения в различных областях: в области верификации моделей и про-

грамм, в базах данных и т.д. [3, c. 5–11]. Известно, что логарифм сложности BP соответ-

ствует объему памяти машины Тьюринга, а максимальная длина вычислительного пути 

– времени вычисления [4, 5]. Модель квантовых BP, как последовательность унитарных 

эволюций квантовой системы с заключительным измерением для извлечения результата 

вычислений, была определена в работе [6]. 
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В работах [7, 8] определены несколько иные модели BP, эквивалентные модели ра-

боты [6]. Упорядоченные ветвящиеся диаграммы решений (OBDD – Ordered Binary 

Decision Diagrams) – это модель BP, в которой на каждом вычислительном пути пере-

менные считываются в одном и том же порядке не более одного раза. Естественной ме-

рой сложности для этой модели является ширина. Различные варианты OBDD: детерми-

нированные, недетерминированные, вероятностные, квантовые исследовались разными 

авторами [9, 7, 10, 8, 11, 12]. В частности, было показано, что вероятностные OBDD мо-

гут быть экспоненциально эффективнее детерминированных и недетерминированных 

[9], а квантовые OBDD – эффективнее детерминированных и стабильных вероятностных 

[10].  

В работе [11] было продемонстрировано превосходство квантового недетерми-

низма над классическим: была представлена функция, вычислимая недетерминирован-

ными квантовыми OBDD (NQOBDD) константной ширины, в то время как ширина клас-

сических недетерминированных OBDD (NOBDD) для этой функции неконстантна.  

В работе [12] исследовались NQOBDD линейной и сублинейной ширины, для ко-

торых, в частности, было показано, что квантовые и классические недетерминированные 

модели не сравнимы между собой. 

Одной из особенностей модели OBDD является возможность выбора порядка счи-

тывания переменных. Во всех упомянутых выше работах результаты основывались на 

симметрических булевых функциях, для которых порядок считывания не важен, по-

скольку значение функции на конкретном наборе зависит от числа единиц в наборе, а не 

от их расположения. При этом ширина OBDD для таких функций не более чем линейна. 

Для получения высоких нижних оценок необходимо исследование несимметрических 

булевых функций. Для таких функций сложность OBDD может существенным образом 

зависеть от того, в каком порядке программа считывает переменные. Известны примеры 

функций, для которых разница в сложности в зависимости от используемого порядка 

считывания экспоненциальна. При этом задача нахождения наилучшего порядка считы-

вания для заданной функции является NP-полной [13, c. 135]. 

Целью данной работы является сравнительное исследование NOBDD и NQOBDD 

линейной и сверхлинейной ширины. Мы исследуем известную булеву функцию ''Ра-

венство'' и сложность ее вычисления в квантовых недетерминированных OBDD при 

использовании различных порядков считывания переменных в сравнении с классиче-

ской недетерминированной сложностью. С использованием метода доказательства 

нижней оценки сложности NQOBDD, впервые представленного в материалах конфе-

ренции [12], мы доказываем экспоненциальную нижнюю оценку сложности вычисле-

ния функции ''Равенство'' при ''наихудшем'' порядке считывания. Мы доказываем ли-

нейную нижнюю оценку сложности функции ''Равенство'' при вычислении в NQOBDD 

с использованием ''наилучшего'' порядка, при котором классическая сложность равна 

3. Мы показываем, что полученные нижние оценки точны. Мы конструируем функцию, 

для которой доказываем экспоненциальную нижнюю оценку сложности вычисления в 

квантовых NOBDD для любого порядка считывания и предлагаем квантовый алгоритм 

ее вычисления.  

На основе полученных результатов мы представляем результат об иерархии клас-

сов сложности, основанных на модели недетерминированных OBDD сверхлинейной ши-

рины. 
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1.  Предварительные сведения 

1.1. Определения моделей 

В работе мы используем верхний индекс для нумерации векторов и наборов, ниж-

ний индекс – для нумерации элементов векторов и наборов.  

Детерминированная ветвящаяся программа (BP – Branching Program) над множе-

ством переменных 𝑋 = {𝑥1, … , 𝑥𝑛} – это ориентированный ациклический граф с финаль-

ными вершинами, помеченными 0  и 1  (будем называть их отвергающими и принимаю-

щими вершинами, соответственно). Каждая внутренняя вершина помечена булевской 

переменной 𝑥  ∈ 𝑋, и имеет два исходящих ребра, помеченных 0  и 1, соответственно. BP 

обрабатывает входной набор 𝝈 ∈ {0,1}𝑛,  стартуя из выделенной начальной вершины. 

Для каждой внутренней вершины, помеченной переменной 𝑥𝑗, BP осуществляет переход 

из этой вершины либо по 0-ребру, либо по 1-ребру, в соответствии со значением 𝜎𝑗, ко-

торое принимает переменная 𝑥𝑗 во входном наборе. BP представляет булеву функцию 

𝑓: {0,1}𝑛 → {0,1}, если для любого 𝝈 ∈ {0,1}𝑛  она завершает работу в финальной вер-

шине, помеченной 𝑓(𝝈). 
Сложность 𝑆𝑖𝑧𝑒(𝑃)  BP 𝑃  – это количество ее внутренних вершин. Длина 

𝐿𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝑃) BP 𝑃 – это максимальная длина пути из начальной вершины в конечную. 

Длина BP оценивает время, требуемое для вычисления функции 𝑓  в худшем случае, 

сложность BP оценивает память, затрачиваемую в процессе вычисления. 

BP называется один раз читающей, если на любом вычислительном пути каждая 

переменная считывается не более одного раза. BP называется уровневой, если ее вер-

шины могут быть разбиты на уровни 0,1, … таким образом, что для каждого 𝑖  ребра, ис-

ходящие из вершин уровня 𝑖 , ведут только в вершины уровня 𝑖 + 1 . 

Ширина 𝑊𝑖𝑑𝑡ℎ(𝑃) уровневой BP 𝑃  – это максимальное число вершин на уровне. 

Очевидно, что 𝑆𝑖𝑧𝑒(𝑃) ≤ 𝐿𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝑃) ⋅ 𝑊𝑖𝑑𝑡ℎ(𝑃). 

Уровневая BP 𝑃  называется забывающей, если во всех вершинах одного уровня 𝑃  

тестируется одна и та же переменная. 

OBDD (Ordered Binary Decision Diagram) – это уровневая забывающая один раз чи-

тающая ветвящаяся программа.   

Поскольку длина OBDD не превосходит 𝑛, естественной мерой сложности явля-

ется ее ширина. Модель OBDD константной ширины с естественным порядком считы-

вания и одинаковыми преобразованиями на всех уровнях эквивалентна модели конечных 

автоматов [14].  

Недетерминированная OBDD (NOBDD) допускает переходы из вершины текущего 

уровня в более чем одну вершину последующего уровня при считывании одной и той же 

переменной. В этом случае для входного набора 𝝈 могут существовать несколько вычис-

лительных путей. NOBDD 𝑃  принимает входной набор 𝝈, если существует вычисли-

тельный путь, соответствующий данному набору, завершающийся в принимающей вер-

шине. В противном случае 𝑃  отвергает набор 𝝈.  

Для определения квантовой OBDD нам понадобятся некоторые сведения из теории 

квантовых вычислений. Для большей информации см., например [15]. Квантовая система 

(𝑄𝑆 ) с 𝑑  базисными состояниями (использующая log 𝑑 квантовых битов) может быть опи-

сана при помощи d-мерного комплекснозначного Гильбертова проcтранства ℋ𝑑.  



Недетерминированные квантовые OBDD большой ширины 

121 

Чистое состояние 𝑄𝑆  – это элемент пространства ℋ𝑑 , вектор-столбец |𝝍⟩ =

(𝑧0, … , 𝑧𝑑−1) с единичной нормой (унитарный вектор): ‖|𝝍⟩‖ = √⟨𝝍|𝝍⟩ = 1 (⟨𝝍| – со-

пряженный к |𝝍⟩ вектор-строка). Комплексное число 𝑧𝑖 (𝑖 = 0,… , 𝑑 − 1) называется ам-

плитудой базисного состояния |𝒊⟩, где |𝒊⟩ обозначает унитарный вектор со значением 1 в 

позиции 𝑖 (нумерация элементов вектора осуществляется с 0).  

Таким образом, чистое состояние – это суперпозиция базисных состояний 𝑄𝑆  с 

комплекснозначными амплитудами. Унитарная эволюция – это изменение состояния 

квантовой системы за определенный период времени, описывается 𝑑-мерной унитарной 

матрицей 𝑈 . Матрица 𝑈  называется унитарной, если выполняется 𝑈𝑈† = 𝐼 , где 𝑈†  – 

транспонированная комплексносопряженная к 𝑈 матрица, 𝐼 – единичная матрица. 

Квантовое измерение – это процедура извлечения классической информации из 

квантового состояния. Ортогональное измерение 𝑄𝑆 описывается системой операторов 

𝑂 = {𝑃1, … , 𝑃𝑡}, действующих в ℋ𝑑 таких, что 𝑃𝑖   =  𝑃𝑖
†
, 𝑃𝑖

2  =  𝑃𝑖, 𝑃𝑖𝑃𝑗 = 𝟎,  ∑ 𝑃𝑖
𝑡
𝑖=1 = 𝐼  

(𝑖, 𝑗 =  1, … , 𝑡, 𝑖 ≠  𝑗, 𝑡 ≤  𝑑). Если |𝜓⟩ – состояние 𝑄𝑆 до измерения, то результатом из-

мерения является одно из значений из множества {1, … , 𝑡}. При этом:  

1. 𝑝𝑘 = ‖𝑃𝑘 |𝝍⟩‖
2– вероятность того, что исход измерения – значение 𝑘; 

2. |𝜓′⟩ = 𝑃𝑘|𝝍⟩/‖𝑃𝑘 |𝝍⟩‖– состояние квантовой системы после измерения, ре-

зультатом которого является значение k. 

Квантовая OBDD 𝑄 ширины 𝑑 и длины 𝑙 ((𝑑, 𝑙)-QOBDD) определяется как 

𝑄 = ( |𝝍𝟎⟩, 𝑅, 𝑂𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 ) , 

где |𝝍0⟩ – начальная суперпозиция; 𝑅 – последовательность (длины 𝑙) инструкций, со-

держащих 𝑑-мерные унитарные преобразования квантовой системы 𝑄𝑆 с 𝑑 базисными 

состояниями, определенная следующим образом: 

𝑅 = {⟨ 𝑗𝑖, 𝑈𝑖(0), 𝑈𝑖(1)⟩}𝑖=1
𝑙 , 

где 𝑈𝑖(0) и 𝑈𝑖(1) – унитарные (𝑑 ×  𝑑)-матрицы, описывающие преобразования, приме-

няемые на i-ом шаге, 𝑂𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 = {𝑃𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡, 𝑃𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡} – система операторов, задающих финаль-

ное измерение с исходами 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡 и 𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡, соответственно.  

QOBDD 𝑄  обрабатывает вход 𝝈 = 𝜎1…𝜎𝑛 ∈ {0,1}
𝑛, начиная работу в суперпози-

ции |𝝍0⟩. Если после текущего шага 𝑄 находится в состоянии |𝝍⟩, то на следующем i-ом 

шаге (𝑖 =  1, … , 𝑛) 𝑄 считывает очередной символ 𝜎𝑗𝑖 входного слова 𝝈 ∈ Σ𝑛, определя-

емый последовательностью 𝑅 инструкций программы, и преобразует текущую суперпо-

зицию |𝝍⟩ в суперпозицию |𝝍′⟩ =  𝑈𝑖(𝜎𝑗𝑖)|𝝍⟩. После считывания входного набора про-

изводится измерение финальной суперпозиции |𝝍𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙⟩ = 𝑈𝑛(𝜎𝑖𝑛)⋯𝑈1(𝜎𝑖1)|𝝍
0⟩. Если 

исход измерения 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡, вход принимается, в противном случае – отвергается. Вероят-

ность принятия слова 𝝈 определяется как  

𝑃𝑟𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡
𝑄 (𝝈) =  ‖𝑃𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡|𝝍𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙⟩‖

2  .  

𝑄 недетерминированно вычисляет функцию 𝑓, если 𝑄 принимает вход 𝝈 с вероят-

ностью > 0 тогда и только тогда, когда 𝑓(𝝈) =1. Такую OBDD будем называть недетер-

минированной квантовой OBDD (NQOBDD). 𝑄 вычисляет функцию 𝑓 без ошибки, если 

𝑄 принимает с вероятностью 1 входы 𝝈, для которых 𝑓(𝝈) = 1 и принимает с вероятно-

стью 0 входы 𝝈, для которых 𝑓(𝝈) = 0. 
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1.2. Сведения из линейной алгебры 

Приведем некоторые сведения из линейной алгебры, которые понадобятся нам в 

дальнейшем (см. напр. [16]). 

Пусть 𝑉 – векторное пространство над полем комплексных чисел с нормой ‖ ⋅ ‖2. 

Система векторов 𝝍1, 𝝍2, … , 𝝍𝑑 ∈  𝑉  является линейно зависимой, если существуют 

числа 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑑 ∈ ℂ, одновременно не равные нулю такие, что 𝛼1 𝝍
1 +⋯+ 𝛼𝑑𝝍

𝑑 =
𝟎  (𝟎  обозначает нулевой элемент пространства 𝑉 ). Если это равенство выполняется 

только при 𝛼1 = 𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝑑 = 0, то система векторов является линейно независимой. 

Лемма 1. Пусть 𝝍1, 𝝍2, … ,𝝍𝑑 ∈  𝑉 – линейно независимая система векторов, 𝑈 – 

унитарное преобразование в пространстве 𝑉. Тогда вектора 𝑈𝝍1, 𝑈𝝍2, … , 𝑈𝝍𝑑 линейно 

независимы. 

Доказательство. Унитарное преобразование является взаимно-однозначным пре-

образованием, которое можно рассматривать как переход к другому базису. Взаимно-

однозначное линейное преобразование сохраняет свойство линейной независимости 

преобразуемых векторов. 

Лемма 2. Пусть вектора 𝝍1, … , 𝝍𝑚, 𝝍 ∈  𝑉, 𝝍1, … ,𝝍𝑚, – линейно независимы, 𝑈 – 

линейное преобразование пространства 𝑉 такое, что ‖𝑈𝝍𝑖‖ = 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚, ‖𝑈𝝍‖ ≠  0. 

Тогда система векторов {𝝍1, … ,𝝍𝑚, 𝝍} линейно независима. 

Доказательство. Докажем от противного. Предположим, вектор 𝝍 линейно зави-

сим с системой 𝝍1, … ,𝝍𝑚. Тогда существуют 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑚 ∈ ℂ, одновременно не равные 

нулю такие, что 𝝍 = 𝛼1𝝍
1 +⋯+ 𝛼𝑚𝝍

𝑚. 

В силу линейности имеем 𝑈𝝍 = 𝑈(𝛼1𝝍
1 +⋯+ 𝛼𝑚𝝍

𝑚) = 𝛼1𝑈𝝍
1 +⋯+ 𝛼𝑚𝑈𝝍

𝑚. 
По свойству нормы имеем  

‖𝑈𝝍‖ ≤ |𝛼1| ⋅ ‖𝑈𝝍
1‖ + ⋯+ |𝛼𝑚| ⋅ ‖𝑈𝝍

𝑚‖. 

По условию леммы ‖𝑈𝝍1‖ = ⋯ = ‖𝑈𝝍𝑚‖ = 0. Значит ‖𝑈𝝍‖ = 0. Получили про-

тиворечие.  

1.3. Нижняя оценка ширины NQOBDD  

Пусть f : {0,1}𝑛 → {0,1}  – произвольная булева функция, 𝜋 = (𝑖1, … , 𝑖𝑛)  – произ-

вольная перестановка индексов {1, … , 𝑛}. Для 𝑋 = {𝑥1, … , 𝑥𝑛}, целого 𝑘 (0 < 𝑘 < 𝑛) обо-

значим 𝑋𝑘
𝜋  =  {𝑥𝑖1 , … , 𝑥𝑖𝑘}. Набор значений 𝝈 ∈ {0,1}𝑘, сопоставленный переменным из 

множества 𝑋𝑘
𝜋 определяет подфункцию 𝑓𝜋,𝑘

𝝈 : {0,1}𝑛−𝑘 → {0,1}.  

Множество пар 𝑆𝑘
𝜋 = {(𝝈, 𝜸): 𝝈 ∈  {0,1}𝑘, 𝜸 ∈  {0,1}𝑛−𝑘} назовем строгим 1-полным 

множеством (strong 1-fooling set) для функции 𝑓, если выполняются следующие условия: 

1. 𝑓𝜋,𝑘
𝝈 (𝜸) = 1 для любой пары (𝝈, 𝜸) ∈  𝑆𝑘

𝜋, 

2. для любых двух пар (𝝈, 𝜸), (𝝈′, 𝜸′) ∈ 𝑆𝑘
𝜋 выполняется 𝑓𝜋,𝑘

𝝈 (𝜸′) = 0 и 𝑓𝜋,𝑘
𝝈′ (𝜸) = 0. 

Для двух наборов 𝝈, 𝝈′ ∈  {0,1}𝑘 будем говорить, что набор 𝜸 ∈ {0,1 }𝑛−𝑘 отличает 

набор 𝝈 от набора 𝝈′, если выполняется 𝑓𝜋,𝑘
𝝈 (𝜸) > 0 и 𝑓𝜋,𝑘

𝝈′ (𝜸) = 0. Отметим, что данное 

свойство не является симметричным.  

Теорема 1. [12] Для любой QOBDD 𝑄, недетерминированно вычисляющей функ-

цию 𝑓: {0,1}𝑛 → {0,1} и использующей порядок 𝜋 = (𝑖1, … , 𝑖𝑛) считывания переменных, 

выполняется 

𝑊𝑖𝑑𝑡ℎ(𝑄) ≥ 𝑚𝑎𝑥𝑘|𝑆𝑘
𝜋|. 
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2. Основные результаты 

2.1. Квантовая сложность вычисления функции ''Равенство'' 

Функция ''Равенство'' 𝐸𝑄2𝑛: {0,1}
2𝑛 → {0,1} определяется следующим образом: 

𝐸𝑄2𝑛(𝝈)  = {
1, если 𝜎1…𝜎𝑛 = 𝜎𝑛+1…𝜎2𝑛,
0, иначе.                                     

  

Известно, что сложность вычисления данной функции критическим образом зави-

сит от порядка считывания переменных. Так, ширина классической OBDD (детермини-

рованной и недетерминированной), вычисляющей 𝐸𝑄2𝑛 , равна 3, если переменные счи-

тываются в порядке 𝑥1, 𝑥𝑛+1, 𝑥2, 𝑥𝑛+2, … , 𝑥𝑛, 𝑥2𝑛 (назовем этот порядок ''наилучшим'') и 

равна Ω(2𝑛), если сначала считываются переменные первой половины набора и только 

потом – переменные второй половины набора (назовем такой порядок ''наихудшим'').  

Покажем, что сложность недетерминированной QOBDD для этой функции при ис-

пользовании ''наилучшего'' порядка считывания линейна.  

Теорема 2. Любая QOBDD, недетерминированно вычисляющая функцию 𝐸𝑄2𝑛 и 

использующая порядок считывания переменных 𝜋 = (1, 𝑛 + 1, 2, 𝑛 + 2,… , 𝑛, 2𝑛), имеет 

ширину не менее 𝑛 + 1. 

Доказательство. Пусть 𝑄 – NQOBDD, вычисляющая 𝐸𝑄2𝑛 и считывающая пере-

менные в порядке 𝜋 = (1, 𝑛 + 1, 2, 𝑛 + 2,… , 𝑛, 2𝑛).  
Вычисление на входе 𝝈 = 𝜎1…𝜎 2𝑛  начинается из начальной суперпозиции |𝝍0〉. 

На шаге 𝑙  программа считывает переменную 𝑥𝑖𝑙 = 𝜎𝑖𝑙  и преобразует суперпозицию 

|𝝍(𝜎𝑖1…𝜎𝑖𝑙−1)〉 в суперпозицию |𝝍(𝜎𝑖1 …𝜎𝑖𝑙)〉. После считывания входного слова 𝑄 про-

изводит финальное измерение финальной суперпозиции |𝝍(𝜎𝑖1 …𝜎𝑖2𝑛)〉  и принимает 

входной набор с вероятностью 𝑃𝑟𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡
𝑄 (𝝈) = ‖𝑃𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡 |𝝍(𝜎𝑖1 …𝜎𝑖2𝑛)‖

2 . 

На каждом уровне 𝑙 программы 𝑄 будем рассматривать множество Ψ𝑙  квантовых 

состояний, достижимых программой на этом уровне, а также подмножество Φ𝑙 ⊆ Ψ𝑙 со-

стояний, которые являются линейно независимыми векторами.  

Лемма 4. Пусть |𝝍1〉, … , |𝝍𝑚〉, |𝝍〉 ∈ Ψ𝑙 (𝑚 ≥ 1) и |𝝍1〉, … , |𝝍𝑚〉 – линейно незави-

симы, где |𝝍𝑖〉 = |𝝍(𝝈𝑖)〉  для 𝑖 = 1, … ,𝑚  и |𝝍〉  =  |𝜓(𝝈)〉 . Если существует стро-

ка  𝜸 ∈  {0,1}𝑛−𝑙 , отличающая строку 𝝈  от каждой из строк 𝝈1, … , 𝝈𝑚 , то множество 

{|𝝍1〉,… , |𝝍𝑚〉, |𝝍〉} линейно независимо.  

Доказательство. Пусть 𝑈 = 𝑈𝑛(𝛾𝑛−𝑙)⋯𝑈𝑙+1(𝛾1).  Тогда выполняется 

‖𝑃𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡 𝑈 |𝝍
𝑖 〉‖ = 0 для всех 𝑖 = 1,… ,𝑚, и ‖𝑃𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡𝑈| 𝝍〉‖ > 0. Согласно Лемме 2, мно-

жество { |𝝍1〉, … , |𝝍𝑚〉, |𝝍〉} является линейно независимым.  

Индукцией по 𝑖 (𝑖 =  1, … , 𝑛) покажем, что после считывания i-й пары: значений 

переменных 𝑥𝑖 и 𝑥𝑛+𝑖 (на уровне 𝑙 = 2𝑖) выполняется |Φ2𝑖| ≥  𝑖 + 1.  

База индукции. Φ0 = {|𝝍
0〉} . На первом шаге после считывания 𝑥1 = 𝜎1 (𝜎1 ∈

 {0,1}), согласно Лемме 4, множество Φ1 = {|𝝍(0)〉, |𝝍(1)〉} является линейно независи-

мым множеством, так как строка 12𝑛−1 отличает строку 1 от строки 0. После считывания 

𝑥𝑛+1 = 𝜎𝑛+1(𝜎𝑛+1 ∈  {0,1}), множество состояний Φ2 = {|00〉, |10〉} является линейно не-

зависимым по Лемме 1. Следовательно, |Φ2| ≥  2.  

Индукционный шаг (для 𝑖 = 2,… , 𝑛). По предположению индукции Ψ2(𝑖−1) содер-

жит не менее 𝑖 векторов. Обозначим их |𝝍𝑗0〉, … , |𝝍𝑗𝑖−1〉, а соответствующие им частич-

ные входы 𝝈𝑗0 , … , 𝝈𝑗𝑖−1 . После считывания 𝑥𝑖 = 𝜎𝑖 , по Лемме 1 множество Φ2(𝑖−1)
0 =

{𝑈(0)|𝝍𝑗0〉, … , 𝑈(0)|𝝍𝑗𝑖−1〉}  является линейно независимым, вектор |𝝍(12𝑖−1)〉 =
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𝑈2𝑖−1(1)⋯ 𝑈1(1)|𝝍
0〉  не входит в Φ2(𝑖−1)

0 , при этом строка 12𝑛−2𝑖+1  отличает строку 

12𝑖−1  от любой из строк 𝝈𝑗00,… , 𝝈𝑗𝑖−10 . Значит, множество Φ2𝑖−1 = Φ2(𝑖−1)
0 ∪

{|𝝍(12𝑖−1)〉} является линейно независимым. После считывания 𝑥𝑛+𝑖 = 𝜎𝑛+𝑖, по Лемме 1 

множество Ψ2𝑖 = Φ2𝑖−1
0 = {𝑈(0)|𝝍〉 ∶ |𝝍〉 ∈ Φ2𝑖−1} является линейно независимым. Сле-

довательно, |Φ2𝑖| ≥  𝑖 + 1. 

После считывания n-ой пары 𝑥𝑛,  𝑥2𝑛  на уровне 𝑙 = 2𝑛  получаем |Φ2𝑛| ≥  𝑛 + 1 . 

Таким образом, размерность пространства состояний программы 𝑄 не менее 𝑛 + 1, что 

завершает доказательство теоремы.  

Покажем, что доказанная нижняя оценка точна. 

Теорема 3. Существует QOBDD 𝑄 ширины 𝑛 + 1, вычисляющая функцию 𝐸𝑄2𝑛 

без ошибки и использующая порядок считывания переменных 𝜋 = (1, 𝑛 +

1, 2, 𝑛 +  2, … , 𝑛, 2𝑛).  
Доказательство. Программа 𝑄 использует регистр из 𝑛 + 1 состояния 𝑠0, 𝑠1, … , 𝑠𝑛, 

где 𝑠0 – начальное и принимающее состояние. При считывании пары значений перемен-

ных 𝑥𝑖,  𝑥𝑛+𝑖 (𝑖 =  1, … , 𝑛) программа применяет преобразования: 

 |𝑠0〉 →  |𝑠𝑖〉, |𝑠𝑖〉 →  |𝑠0〉, если считанное значение 1; 

 |𝑠0〉 →  |𝑠0〉, |𝑠𝑖〉 →  |𝑠𝑖〉, если считанное значение 0; 

 |𝑠𝑗〉 →  |𝑠𝑗〉, для всех 𝑗 = 1,… , 𝑛, 𝑗 ≠  𝑖. 

Докажем корректность работы программы. 

Пусть вход 𝝈 такой, что 𝐸𝑄2𝑛(𝝈) = 1. Это означает, что 𝜎𝑖 = 𝜎𝑛+𝑖 ∀ 𝑖 = 1,… , 𝑛. В 

этом случае программа будет завершать обработку каждой пары в состоянии |𝑠0〉 и при-

мет такой вход с вероятностью 1. 

Пусть вход 𝝈 такой, что 𝑄2𝑛(𝝈) = 0. Это означает, что ∃ 𝑖 ∈  {1, … , 𝑛}, для которого 

𝜎𝑖 ≠ 𝜎𝑛+𝑖. После обработки этой пары программа останется в состоянии 𝑠𝑖 и, таким об-

разом, амплитуда состояния 𝑠0 до конца обработки будет равна 0. Вероятность принятия 

такого набора равна 0. 

Рассмотрим сложность NQOBDD для ''наихудшего'' порядка считывания. 

Теорема 4. Любая QOBDD, недетерминированно вычисляющая функцию 𝐸𝑄2𝑛 и 

считывающая переменные одной из половин набора после считывания всех переменных 

второй половины набора, имеет ширину не менее 2𝑛. 

Доказательство. Пусть 𝑄  – QOBDD, недетерминированно вычисляющая 𝐸𝑄2𝑛 , 

использующая порядок считывания 𝜋 = (𝑖1, … , 𝑖2𝑛}, при котором любая переменная од-

ной из половин набора считывается после того, как считаны все переменные другой по-

ловины набора. Множество 𝑆𝑛
𝜋 = {(𝝈, 𝝈) ∶ 𝝈 ∈  {0,1}𝑛 } является строгим 1-полным мно-

жеством для функции 𝐸𝑄2𝑛. Согласно Теореме 1, 𝑊𝑖𝑑𝑡ℎ(𝑄) ≥  |𝑆𝑛
𝜋|. Заметим, что |𝑆𝑛

𝜋| =
2𝑛, что завершает доказательство теоремы.  

Покажем, что оценка теоремы 4 точна. 

Теорема 5. Пусть 𝜋 = (𝑖1, … , 𝑖2𝑛) – произвольная перестановка индексов {1, … , 2𝑛} 
такая, что выполняется одно из двух условий: либо 𝜋(𝑖) ≤  𝑛 ∀ 𝑖 ≤  𝑛 и 𝜋(𝑖)  >  𝑛 ∀ 𝑖 >
 𝑛, либо 𝜋(𝑖) >  𝑛 ∀ 𝑖 ≤  𝑛 и 𝜋(𝑖) ≤  𝑛 ∀ 𝑖 >  𝑛. Существует QOBDD ширины 2𝑛 , неде-

терминированно вычисляющая функцию 𝐸𝑄2𝑛 и считывающая переменные в порядке 𝜋.  

Доказательство. Пусть 𝑄 – NQOBDD, вычисляющая 𝐸𝑄2𝑛, использующая поря-

док 𝜋 = (𝑖1, … , 𝑖2𝑛) считывания переменных, удовлетворяющий условию теоремы. Для 

определенности считаем, что 𝑄  сначала считывает переменные первой половины 

набора, потом – переменные второй половины набора (противоположный случай дока-

зывается аналогично). 𝑄 имеет 2𝑛 состояний 𝑠0, … , 𝑠2𝑛−1, где 𝑠0 – начальное и принима-

ющее состояние. При считывании переменной 𝑥𝑖 = 𝜎𝑖 (𝑖 =  1, …   2𝑛, 𝜎𝑖 ∈  {0,1}) 𝑄 при-

меняет преобразования: 
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 |𝑠𝑗〉 → |𝑠(𝑗+2𝑖−1𝜎𝑖)𝑚𝑜𝑑 2𝑛〉,  𝑗 = 0,… , 2
𝑛 − 1, если 𝑖 ∈  {1, … , 𝑛}, 

 |𝑠𝑗〉 → |𝑠(𝑗−2𝑖−𝑛−1𝜎𝑖+2𝑛)𝑚𝑜𝑑 2𝑛〉, 𝑗 = 0,… , 2
𝑛 − 1, если 𝑖 ∈  {𝑛 + 1, … , 2𝑛}. 

После считывания первой половины входа состояние программы будет равно 

| 𝑠𝑚(𝜎1…𝜎𝑛)〉 , где 𝑚(𝜎1…𝜎𝑛)  – целое число, двоичное представление которого равно 

𝜎1…𝜎𝑛 . После считывания второй половины набора состояние программы равно 

|𝑠(𝑚(𝜎1…𝜎𝑛)+ 2𝑛− 𝑚(𝜎𝑛+1…𝜎2𝑛))𝑚𝑜𝑑2𝑛〉.  

Если 𝜎1…𝜎𝑛 = 𝜎𝑛+1…𝜎2𝑛 , финальное состояние программы будет |𝑠0〉  и про-

грамма примет такой набор с вероятностью 1.  

В противном случае программа завершит обработку входа в состоянии, отличном 

от |𝑠0〉 и примет такой набор с вероятностью 0.  

2.2. Функция ''XOR-перемешанное равенство'' 

Как было показано в предыдущем разделе, сложность вычисления функции 𝐸𝑄𝑛 

зависит от того, в каком порядке считываются переменные. Для устранения зависимости 

сложности вычисления от используемого порядка считывания, используют различные 

приемы для определения функций, при которых порядок следования битов входа опре-

делятся самим входным набором (или его частью). Для таких функций не удается подо-

брать оптимальный порядок считывания битов входа. В частности, в работе [17] рассмат-

ривалась функция ''Перемешанное равенство'', определенная на основе функции ''Равен-

ство'' и сложность ее вычисления в классических детерминированных и недетерминиро-

ванных OBDD. 

В данной работе мы определим и исследуем функцию 𝐸𝑄𝑋𝑆2𝑛  (Equality-Xor-

Shuffled), которая задается на основе функции 𝐸𝑄2𝑛 с использованием приема, аналогич-

ного описанному в работе [18]. Формально, функция 𝐸𝑄𝑋𝑆2𝑛 определяется следующим 

образом. 

Пусть 𝑥1 , 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, … , 𝑦𝑛 – последовательность переменных, от кото-

рых зависит функция (𝑛 кратно 2). Назовем переменные 𝑥1, … , 𝑥𝑛 – ''переменными при-

надлежности'', переменные 𝑦1, … , 𝑦𝑛 – ''переменными значения''. Переменную значения 

𝑦𝑖 назовем соответствующей переменной принадлежности 𝑥𝑖. 

По входной последовательности 𝝈𝜸 ∈  {0,1}𝑛 × {0,1}𝑛  формируются новые бито-

вые последовательности 𝝉 , 𝜶, 𝜷: 

 последовательность 𝝉  имеет длину 𝑛  и формируется по значениям 

𝜎1, … , 𝜎𝑛  переменных принадлежности 𝑥1, … , 𝑥𝑛  следующим образом: 𝜏1 = 𝜎1, 𝜏𝑖 =
𝜏𝑖−1⊕𝜎𝑖 (𝑖 = 2,… , 𝑛); 

 последовательности 𝜶, 𝜷 формируются по переменным значения, начиная 

с пустых последовательностей: для 𝑖 =  1, … , 𝑛 бит значения 𝛾𝑖 дописывается к по-

следовательности 𝜶, если 𝜏𝑖 = 0, в противном случае 𝛾𝑖 дописывается к последова-

тельности 𝜷; 

Например, для набора 𝝈 = 1011001101 получим последовательности 𝝉 =  10011, 

𝜶 = 10, 𝜷 = 011.   

Функция 𝐸𝑄𝑋𝑆2𝑛 = 1 тогда и только тогда, когда 𝜶 = 𝜷. 

Теорема 6. Существует квантовая OBDD, вычисляющая функцию 𝐸𝑄𝑋𝑆2𝑛 с нуле-

вой ошибкой, и имеющая ширину 2𝑛/2(2𝑛 + 4). 
Доказательство. Программа 𝑄  считывает переменные в порядке 𝑥1, 𝑦1, 𝑥2,

𝑦2, … , 𝑥𝑛, 𝑦𝑛. Состояние программы хранится в регистрах: |𝒏𝒖𝒎𝜶〉, |𝒏𝒖𝒎𝛽〉, |𝝓〉, |𝒃〉: 
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 однокубитный ''регистр активности'' |𝒃〉  хранит значение бита 𝜏𝑖 , соответ-

ствующего последнему считанному биту принадлежности; 

 регистр |𝒏𝒖𝒎〉  является ортогональной суммой двух регистров |𝒏𝒖𝒎𝛼〉  и 

|𝒏𝒖𝒎𝛽〉, которые устроены одинаково и хранят номер последнего считанного бита 

последовательности 𝜶 и 𝜷, соответственно;  

 регистр |𝝓〉  хранит информацию о значении (𝑚(𝜶) − 𝑚(𝜷)) 𝑚𝑜𝑑 2𝑛/2,  где 

𝑚(𝜶) и 𝑚(𝜷) − целые числа, двоичными представлениями которых являются после-

довательности 𝜶 и 𝜷, соответственно. 

Опишем подробнее каждый из регистров. 

Регистр |𝒃〉 имеет два состояния |0〉 и |1〉, изменяет свое состояние при считывании 

бита принадлежности 𝜎 ∈  {0,1} и не меняется при считывании бита значения. Преобра-

зования: 

𝑈(𝜎) = {
𝑁𝑂𝑇, если  𝜎 =  1,
 𝐼       , если 𝜎 =  0.    

 

где 𝑁𝑂𝑇 – однокубитное преобразование инвертирования квантового бита, 𝐼 – тожде-

ственное преобразование. 

Состояние данного регистра хранит значение текущего бита последовательности 𝝉 

и управляет преобразованиями на следующем шаге. Зона активности регистра |𝒏𝒖𝒎〉 
(|𝒏𝒖𝒎𝛼〉 или |𝒏𝒖𝒎𝛽〉) меняется, если считанный бит принадлежности равен 1, и сохра-

няется, если считанный бит принадлежности равен 0. Таким образом, на следующем 

шаге при считывании бита значения преобразования будут производиться в регистре 

|𝒏𝒖𝒎𝛼〉, если очередной бит значения принадлежит последовательности 𝜶 и в регистре 

|𝒏𝒖𝒎𝛽〉, если бит значения принадлежит 𝜷. 

Каждый из регистров |𝒏𝒖𝒎𝛼〉 и |𝒏𝒖𝒎𝛽〉 имеет 𝑛/2 +  1 состояние 

𝑠0, 𝑠1, … , 𝑠𝑛/2 

(состоит из 𝑙𝑜𝑔 (𝑛/2 + 1) кубитов). Начальное состояние |𝑠0〉. При считывании очеред-

ного бита принадлежности происходит преобразование |𝑠𝑖〉 →  |𝑠(𝑖+1)𝑚𝑜𝑑 (𝑛
2
+1)
〉 в реги-

стре |𝒏𝒖𝒎𝛼〉, если значение регистра активности |𝒃〉 = |0〉, и в регистре |𝒏𝒖𝒎𝛽〉, если 

|𝒃〉 = |1〉.  
2𝑛/2 -кубитный регистр |𝝓 〉  хранит неотрицательное значение 𝑐 =  (𝑚(𝜶) −

𝑚(𝜷)) 𝑚𝑜𝑑 2𝑛/2. Базисные состояния регистра соответствуют значениям 0, 1, … , 2
𝑛

2 − 1. 

При считывании бита из последовательности 𝜶 (𝜷) выполняется преобразование |𝑐〉 →

 |(𝑐 + 𝛼𝑗2
𝑗−1)𝑚𝑜𝑑 2

𝑛

2〉  (соответственно, |𝑐〉 →  |(𝑐 − 𝛽𝑗2
𝑗−1 + 2

𝑛

2)𝑚𝑜𝑑 2
𝑛

2〉 ), если по-

следний считанный бит значения является j-ым битом последовательности 𝜶 (𝜷). Управ-

ляют изменением регистра |𝝓〉 регистры |𝒏𝒖𝒎〉 и |𝒃〉. 
Состояние программы 𝑄 описывается в виде 

|𝝍〉 = |𝒃〉⊗ 1/√2 (|𝒏𝒖𝒎𝛼〉 ⊕ |𝒏𝒖𝒎𝛽〉) ⊗ |𝝓〉. 

Начальное состояние 

|𝝍0〉 = |𝟎〉 ⊗ 1√2(|𝒔0〉 ⊕ |𝒔0〉) ⊗ |𝟎〉. 
Подпространство принимающих состояний – это подпространство, в котором со-

стояние регистров |𝒏𝒖𝒎〉⊗ |𝝓〉  = 1√2(|𝒔𝑛
2
〉 ⊕ |𝒔𝑛

2
〉) ⊗ |𝟎〉.  

Опишем работу программы. 𝑄 попеременно считывает биты принадлежности и со-

ответствующие им биты значения. На очередном шаге при считывании бита принадлеж-

ности 𝜎𝑖 (𝑖 = 1,… , 𝑛) программа применяет преобразование 𝑈(𝜎𝑖) к регистру |𝒃〉. К реги-

страм |𝒏𝒖𝒎〉 и |𝝓〉 применяется тождественное преобразование. 
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При считывании бита значения 𝛾𝑖 (𝑖 = 1,… , 𝑛) программа применяет преобразова-

ние 𝑈𝜙, управляемое регистрами |𝒏𝒖𝒎〉 и |𝒃〉 и воздействующее на регистр |𝝓〉. Затем 

применяет преобразование 𝑈𝑛𝑢𝑚, управляемое регистром |𝒃〉 и воздействующее на ре-

гистр |𝒏𝒖𝒎〉 . При этом к регистру |𝝓〉  применяется тождественное преобразование. 

Матрицы данных преобразований описываются следующим образом: 

𝑈𝜙(0) = 𝐼,  𝑈𝜙(1) =

(

 
 

𝑈𝜙
𝛼 𝟎

𝟎 𝐼

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

 

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝐼 𝟎

𝟎 𝑈𝜙
𝛽

)

 
 
, 

где 

𝑈𝜙
𝛼 =

(

 
 

𝑀0
𝛼 𝟎

𝟎 𝑀1
𝛼 ⋯

𝟎
𝟎

⋮ ⋱ ⋮
𝟎 𝟎 ⋯ 𝑀𝑛

2
−1

𝛼

)

 
 
,  

𝑈𝜙
𝛽
=

(

  
 

𝑀0
𝛽

𝟎

𝟎 𝑀1
𝛽

⋯
𝟎
𝟎

⋮ ⋱ ⋮

𝟎 𝟎 ⋯ 𝑀𝑛

2
−1

𝛽

)

  
 

. 

Здесь 𝑀𝑗
𝛼  (𝑗 = 0,… , 𝑛/2 − 1) – унитарные (перестановочные) матрицы, реализующие 

преобразования: 

|𝑐〉 → |(𝑐 + 2𝑗)𝑚𝑜𝑑 2
𝑛
2〉. 

Соответственно, 𝑀𝑗
𝛽

 (𝑗 = 0, … ,
𝑛

2
− 1) – унитарные матрицы, реализующие преобразова-

ния: 

|𝑐〉 → |(𝑐 − 2𝑗  + 2
𝑛

2)𝑚𝑜𝑑 2
𝑛

2〉 , 𝑐 ∈  {0, … , 2
𝑛

2 − 1}. 

𝑈𝑛𝑢𝑚 = (

𝑆 𝟎
𝟎 𝐼

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

𝐼 𝟎
𝟎 𝑆

)⊗  𝐼, 

где 𝑆 =  

(

 
 

0 0
1 0
0 1

⋯
0 1
0 0
0 0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 1 0)

 
 

 – матрица циклического сдвига, применяемая к регистру 

|𝒏𝒖𝒎𝛼〉 и регистру |𝒏𝒖𝒎𝛽〉. 

Докажем корректность работы программы. После обработки входа финальные со-

стояния регистров |𝒏𝒖𝒎〉 и |𝝓〉 следующие: 

|𝒏𝒖𝒎𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙〉 = 1/√2(|𝑙𝛼 𝑚𝑜𝑑(
𝑛

2
+ 1)〉 ⊕ |𝑙𝛽 𝑚𝑜𝑑(

𝑛

2
+ 1)〉), где 𝑙𝛼 = |𝜶|, 𝑙𝛽 = |𝜷|, 

|𝝓𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙〉 = |𝑐〉, где 𝑐 = (𝑚(𝜶) − 𝑚(𝜷) + 2𝑛/2)𝑚𝑜𝑑 2𝑛/2. 

Пусть вход 𝝈𝜸 такой, что 𝐸𝑄𝑋𝑆𝑛(𝝈𝜸) = 1. Это означает одновременное выполне-

ние двух условий: 

1) |𝜶| =  |𝜷|, 

2) ∀ 𝑖: 𝛼𝑖  = 𝛽𝑖. 
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Выполнение условия 1) означает, что |𝜶| = |𝜷| = 𝑛/2 и после обработки входа со-

стояние регистров |𝒏𝒖𝒎𝛼〉 и |𝒏𝒖𝒎𝛽〉 равно |𝒔𝑛/2〉. Выполнение условия 2) означает, что 

числа, двоичными представлениями которых являются последовательности 𝜶  и 𝜷 , 

равны, откуда следует, что финальное состояние регистра |𝝓〉 равно |𝟎〉. Поэтому после 

обработки входа финальное состояние программы является одним из двух:  

|𝝍𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙〉 = |𝟎〉 ⊗ 1/√2(|𝒔𝑛
2
〉 ⊕ |𝒔𝑛

2
〉) ⊗ |𝟎〉, 

|𝝍𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙〉 = |𝟏〉 ⊗ 1/√2(|𝒔𝑛
2
〉 ⊕ |𝒔𝑛

2
〉) ⊗ |𝟎〉. 

Вероятность принятия такого набора равна 1.  

Пусть вход 𝝈𝜸 такой, что 𝐸𝑄𝑋𝑆𝑛(𝝈𝜸) = 0. В этом случае выполняется по крайней 

мере одно из двух условий: 

3) |𝜶| ≠  |𝜷|, 
4) ∃ 𝑖: 𝛼𝑖 ≠ 𝛽𝑖. 

Если произошел случай 3), то |𝜶| ≠ 𝑛/2  и |𝜷| ≠ 𝑛/2, следовательно, после завер-

шения работы и в регистре |𝒏𝒖𝒎𝛼〉 и в регистре |𝒏𝒖𝒎𝛽〉 амплитуда состояния |𝒔𝑛
2
〉 равна 

0. Следовательно, вероятность принятия таких наборов равна 0. 

Если |𝜶| =  |𝜷|, это означает, что произошел случай 4) и 𝜶 ≠ 𝜷. Покажем, что в 

этом случае состояние регистра |𝝓〉 не равно |𝟎〉. 

Действительно, предположим, это не так, и 𝑐 = 𝑚(𝜶) − 𝑚(𝜷) + 2
𝑛

2 = 0 𝑚𝑜𝑑 2𝑛/2. 

Это означает, что 𝑚(𝜶) = 𝑚(𝜷) 𝑚𝑜𝑑 2𝑛/2, но так как 𝑚(𝜶)  <  2𝑛/2 и 𝑚(𝜷)  <  2𝑛/2, по-

следнее равенство возможно только если 𝜶 = 𝜷. Следовательно, вероятность принятия 

в данном случае также равна 0. 

Ширина итоговой программы равна 2 ⋅ 2 ⋅ (
𝑛

2
+ 1) ⋅  2

𝑛

2 = 2
𝑛

2(2𝑛 + 4). 

Следствие. Функция 𝐸𝑄𝑋𝑆2𝑛 вычислима NQOBDD ширины 2𝑛/2(2𝑛 + 4). 
Доказательство. Квантовая OBDD, построенная в доказательстве Теоремы 6, вы-

числяет функцию 𝐸𝑄𝑋𝑆2𝑛 с нулевой ошибкой, а следовательно недетерминированно. 

Теорема 7. Для любого порядка считывания переменных QOBDD, недетерминиро-

ванно вычисляющая функцию 𝐸𝑄𝑋𝑆2𝑛, имеет ширину Ω(2𝑛/2). 
Доказательство. Пусть 𝑄  – произвольная NQOBDD, вычисляющая функцию 

𝐸𝑄𝑋𝑆2𝑛 и использующая порядок 𝜋 считывания переменных. Зафиксируем значения пе-

ременных принадлежности таким образом, чтобы в соответствии с порядком 𝜋 ровно 

𝑛/2 первых считанных переменных значения принадлежали последовательности 𝜶, 𝑛/2 

последних считанных переменных значения принадлежали последовательности 𝜷. Ра-

боту программы 𝑄  на получившихся наборах можно рассматривать как вычисление 

функции 𝐸𝑄𝑛 , при использовании порядка, когда одна половина набора считывается 

строго после другой половины. Согласно Теореме 4, ширина программы в этом случае 

Ω(2𝑛/2).  

2.3. Иерархия для NQOBDD 

Обозначим через 𝑁𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛
𝑑, и 𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛

𝑑 классы булевых функций, зависящих от 

𝑛 переменных, вычислимых недетерминированными и квантовыми недетерминирован-

ными OBDD шириной не более 𝑑, соответственно.  

В работе [12] представлена иерархия классов сложности для квантовых и класси-

ческих недетерминированных OBDD линейной и сублинейной ширины.  

В частности, было показано следующее: 



Недетерминированные квантовые OBDD большой ширины 

129 

Для любых 𝑛 > 1 и 1 <  𝑑 ≤  𝑛 выполняется: 

 𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛
𝑑−1 ⊊ 𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛

𝑑. 

 𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛
𝑑1  и 𝑁𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛

𝑑2  несравнимы для любых пар (𝑑1, 𝑑2), удовлетворя-

ющих условию 1 <  𝑑1, 𝑑2 ≤  𝑛/2. 

В данной работе мы представляем иерархию для квантовых недетерминированных 

OBDD сверхлинейной ширины. 

Теорема 8. Для любых 𝑛 >  3, 2 ≤  𝑑 ≤  2𝑛/4 выполняется 

𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛
𝑑−1 ⊊  𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛

4𝑑 (𝑙𝑜𝑔 𝑑 + 1)
  . 

Доказательство. Включение 𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛
𝑑−1 ⊆  𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛

4𝑑(𝑙𝑜𝑔 𝑑 + 1)
 очевидно. По-

кажем, что эти классы не совпадают. На основе функции 𝐸𝑄𝑋𝑆𝑛 определим функцию 

𝐸𝑄𝑋𝑆𝑛
𝑘, где 𝑘 ≤  𝑛, 𝑘 кратно 4, при этом 𝐸𝑄𝑋𝑆𝑛

𝑘 существенным образом зависит от пер-

вых 𝑘  переменных и 𝐸𝑄𝑋𝑆𝑛
𝑘  ≡ 𝐸𝑄𝑋𝑆𝑘  . Согласно Теореме 6, 𝐸𝑄𝑋𝑆𝑛

4𝑙𝑜𝑔 𝑑
∈

𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛
4𝑑(𝑙𝑜𝑔 𝑑 + 1)

 . Согласно Tеореме 7, 𝐸𝑄𝑋𝑆𝑛
4𝑙𝑜𝑔 𝑑

∉ 𝑁𝑄𝑂𝐵𝐷𝐷𝑛
𝑑−1. 

Заключение 

В статье исследуется модель недетерминированных квантовых упорядоченных 

диаграмм решений (NQOBDD) большой ширины. Рассматривается функция ''Равен-

ство'', для которой сложность вычисления в классических OBDD существенно зависит 

от порядка считывания переменных: ширина программы равна 3 для наилучшего по-

рядка и экспоненциальна для наихудшего порядка. В работе доказываются нижние 

оценки сложности вычисления этой функции в модели NQOBDD: линейная нижняя 

оценка для наилучшего порядка считывания и экспоненциальная нижняя оценка для 

наихудшего порядка. Показывается, что полученные нижние оценки точны. Конструи-

руется функция, для которой доказывается экспоненциальная нижняя оценка для кван-

товой модели для любого порядка считывания переменных. Строится квантовый алго-

ритм для вычисления данной функции в модели NQOBDD. Доказывается результат о 

соотношении классов сложности, основанных на квантовых и классических недетерми-

нированных OBDD большой ширины.  
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Аннотация. В настоящее время роль цифровых образовательных ресурсов очевидна. 

Наряду с обсуждением преимуществ использования онлайн-платформ для обучения про-

граммированию, поднимаются важные вопросы, касающиеся качества образовательного 

контента, необходимости критического мышления при выборе источников информации и 

важности практического применения полученных знаний. Отмечается необходимость ком-

плексного подхода, сочетающего самостоятельное онлайн-обучение с традиционными об-

разовательными методами. Целью исследования является анализ интернет-ресурсов для 

обучения программированию с учетом различных типов онлайн-платформ и их влияния на 

эффективность образовательного процесса. В статье рассмотрено пять типов интернет-ре-

сурсов для приобретения навыков программирования: онлайн-курсы и образовательные 

платформы, интерактивные среды разработки, форумы и сообщества программистов, от-

крытые репозитарии кода, платформы для решения алгоритмических задач. Осуществлен 

сравнительный анализ этих ресурсов по критериям: интерактивность, содержательность, 

практическая направленность, доступность, сопровождение. Проведено исследование влия-

ния различных типов интернет-ресурсов на студентов ИТ-направлений с учетом их образо-

вательных потребностей и выявлены сценарии их использования для различных целевых 

групп. Результаты исследования показывают, что использование комбинации различных ин-

тернет-ресурсов позволяет учащимся значительно ускорить процесс обучения, получить до-

ступ к актуальной информации и практиковаться в реальных проектах.  

Ключевые слова: программирование; интернет-ресурсы; онлайн-курсы; интерактивные 
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ческое применение, сценарии использования 
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Abstract. Nowadays the role of digital educational resources is obvious. Along with the discus-

sion of the advantages of using online platforms for learning programming, important issues are 

raised concerning the quality of educational content, the need for critical thinking when selecting 

information sources and the importance of practical application of the acquired knowledge. The 

need for an integrated approach that combines independent online learning with traditional edu-

cational methods is emphasized. The aim of the study is to analyze online resources for teaching 

programming, taking into account different types of online platforms and their impact on the ef-

fectiveness of the educational process. The article considers five types of online resources for 

acquiring programming skills: online courses and educational platforms, interactive development 

environments, forums and communities of programmers, open code repositories, platforms for 

solving algorithmic problems. A comparative analysis of these resources by the criteria of inter-

activity, content, practical orientation, accessibility, and support was carried out. The study of the 

influence of different types of Internet resources on IT students with regard to their educational 

needs was carried out and the scenarios of their use for different target groups were identified. 

The results of the study show that using a combination of different online resources allows stu-

dents to significantly accelerate their learning, access up-to-date information, and practice real-

world projects. 

Keywords: programming; Internet resources; online courses; interactive development environments; 

self-education; learning effectiveness; content quality; practical application; use-case scenarios 
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Введение 

С развитием информационных технологий и расширением доступа к сети Интер-

нет, процесс обучения программированию претерпел значительные изменения. Тради-

ционные методы обучения дополняются, а иногда и заменяются онлайн-ресурсами, 

предоставляющими широкие возможности для самообразования и практики. На данный 

момент индустрия онлайн-образования в сфере программирования активно развивается. 

Крупные платформы предлагают широкий спектр курсов от базового уровня до специа-

лизированных программ обучения по различным языкам и технологиям. Использование 

этих ресурсов существенно меняет подход к обучению программированию, делая его бо-

лее доступным, гибким и эффективным. Начальные навыки программирования помогут 

приобрести такие популярные интернет-ресурсы, как Яндекс.Практикум, Сodecademy, 

Skillbox, GeekBrains, HTML Academy и др. 

Различные аспекты использования цифровых образовательных ресурсов, интернет-

ресурсов рассматриваются в работах И.В. Абрамовой [1], А.Д. Зубкова [2], Т.В. Рихтер 

[1], О.В. Калимуллиной [3], И.В. Троценко [3], Т.Н. Филимоненковой [4] и др. 

Проблема использования интернет-сервисов в формировании у обучающихся ком-

петенций в области программирования исследуется в работе Ф.Э. Садыковой [5]. Автор 

отмечает, что интернет-сервисы "имеют значительный дидактический потенциал" [5, с. 21], 

который выражается в наглядности и доступности учебного материала, возможности вы-

бора способа и темпа его освоения, "в возможности участия в сетевых сообществах, бло-

гах, социальных сетях" [5, с. 21]. Т.В. Рихтер, И.В. Абрамова отмечают, что для форми-

рования компетенций при изучении программирования необходимо "активное обновле-

ние и расширение цифровой образовательной среды, внедрение цифровых образователь-

ных платформ, Web-приложений и мессенджеров" [1, с. 24]. 

Онлайн-платформы для обучения программированию активно используются как 

начинающими, так и опытными разработчиками для повышения квалификации и освое-

ния новых технологий. Основными преимуществами использования интернет-ресурсов 

для обучения программированию являются доступность информации, возможность са-

мостоятельного планирования обучения, а также возможность практики в реальных про-

ектах через платформы с открытым исходным кодом. Интерактивные среды разработки 

позволяют начинающим программистам практиковаться в написании кода непосред-

ственно в браузере, получая мгновенную обратную связь.  

Несмотря на преимущества, использование интернет-ресурсов в обучении про-

граммированию сопряжено с рядом проблем: 

1. Качество и достоверность информации. Отсутствие контроля над качеством 

учебного материала может привести к распространению устаревших или некорректных 

сведений. Решением может быть создание системы рейтингов и отзывов, а также сотруд-

ничество образовательных платформ с ведущими специалистами отрасли.  

2. Мотивация и самодисциплина. Онлайн-формат обучения требует от студентов 

высокой самоорганизации. Как показывает практика, значительное число учащихся не 
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завершают начатые онлайн-курсы из-за недостатка структурированного подхода и от-

сутствия непосредственного взаимодействия с преподавателем. Внедрение систем гей-

мификации и социального взаимодействия может повысить вовлеченность студентов. 

3. Практическое применение. Для формирования навыков программирования не-

достаточно только теоретического материала. Платформы, предлагающие реальные про-

екты и сотрудничество с компаниями, показывают наилучшие результаты в подготовке 

специалистов. 

В условиях цифровизации образования  целесообразно комбинировать традицион-

ные очные занятия и компьютерные технологии" [6, с. 10]. Исследования показывают, 

что студенты, активно использующие онлайн-ресурсы в дополнение к традиционному 

обучению, демонстрируют более высокие результаты в освоении практических навыков 

программирования. Интеграция онлайн-курсов и интерактивных платформ в образова-

тельный процесс способствует более глубокому пониманию концепций и принципов 

программирования. Форумы и сообщества программистов играют важную роль в обмене 

знаниями и решении практических задач. Эти платформы обеспечивают доступ к кол-

лективному опыту профессионального сообщества, что особенно ценно для начинаю-

щих разработчиков. Интеграция может происходить следующим образом: 

1) использование онлайн-курсов для предварительной подготовки перед углуб-

ленным изучением тем в университете; 

2) применение интерактивных платформ для практики и закрепления материала; 

3) участие в онлайн-проектах и хакатонах для развития практических навыков и 

работы в команде. 

Однако вопросы эффективности, качества контента и методологии онлайн-обуче-

ния требуют более глубокого рассмотрения. К тому же существующие исследования ча-

сто ограничиваются обзором популярных платформ, не углубляясь в анализ конкретных 

методик и их влияния на формирование практических навыков программирования.  

Данная статья направлена на исследование различных типов интернет-ресурсов и 

их роли в процессе обучения программированию. 

Постановка задачи 

Целью исследования является анализ интернет-ресурсов для обучения программи-

рованию с учетом различных типов онлайн-платформ и их влияния на эффективность 

образовательного процесса. Для достижения цели были поставлены следующие задачи: 

1) рассмотреть основные типы интернет-ресурсов для обучения программирова-

нию и провести анализ их эффективности; 

2) провести исследование влияния различных типов интернет-ресурсов на сту-

дентов ИТ-направлений с учетом их образовательных потребностей, а также сформули-

ровать рекомендации по эффективному использованию данных ресурсов для различных 

целевых групп. 
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Методы исследования 

В ходе исследования был проведен анализ научно-исследовательской литературы, 

специализированных публикаций и статей, а также данных популярных образователь-

ных платформ, что позволило определить ключевые тенденции и методики в области 

онлайн-обучения программированию. Осуществлено сопоставление различных подхо-

дов к использованию интернет-ресурсов, выделение общих черт и особенностей, а также 

оценка эффективности таких решений. 

Результаты 

Основные типы интернет-ресурсов для обучения программированию  

и их эффективность 

В рамках поставленных задач исследования рассмотрим основные типы интернет-

ресурсов для обучения программированию. Анализ информационных ресурсов сети Ин-

тернет позволил выделить следующие категории интернет-ресурсов для обучения про-

граммированию:  

1) онлайн-курсы и образовательные платформы; 

2) интерактивные среды разработки; 

3) форумы и сообщества программистов; 

4) открытые репозитории кода; 

5) платформы для решения алгоритмических задач. 

Каждая из этих категорий играет свою роль в процессе приобретения и совершен-

ствования навыков программирования. Рассмотрим каждую категорию подробнее.  

Наиболее популярны среди различных категорий пользователей образовательные 

платформы и онлайн-курсы по программированию. Мы провели их сравнительный ана-

лиз (табл.  1), выделив следующие критерии эффективности: 

1) интерактивность (обучение с использованием интерактивных форм и методов 

взаимодействия, например, игровых технологий, форм совместной разработки про-

грамм, возможность обмена знаниями и результатами работы, поддержка и обратная 

связь); 

2) содержательность (широкий выбор курсов по различным языкам программиро-

вания); 

3) практическая направленность (сочетание теоретического материала с практиче-

скими заданиями, практико-ориентированный подход к изучению программирования, 

проектное обучение); 

4) доступность (возможность бесплатного прохождения, дешевизна курсов, ди-

станционный формат обучения, русскоязычное содержание); 

5) сопровождение (менторская поддержка, подготовка к собеседованию, сертифи-

кация). 

Следует добавить, что доступность предполагает, что онлайн курсы "используют 

доступные технологии, содержат эквивалентные альтернативы слуховому и зритель-

ному содержанию; дизайн курсов выполнен таким образом, что читать материалы 

удобно, и отвлекающие факторы сведены к минимуму" [7, с. 70]. 
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Таблица 1. Сравнительный анализ онлайн-курсов и образовательных платформ  

по формированию навыков программирования 

№ 

п/п 

Образовательные  

платформы 

Интерак-

тивность 

Содержа-

тельность 

Практиче-

ская 

направлен-

ность 

Доступ-

ность 

Сопровож-

дение обу-

чения 

1.  Code Academy + + + + +/- 

2.  Harvard CS50 + + + + +/- 

3.  Coursera + + + + +/- 

4.  Udemy +/- + +/- + +/- 

5.  edX + +/- + + +/- 

6.  HackerRank + +/- +/- +/- +/- 

7.  aGupieWare - + - + - 

8.  Code.org + + + + - 

9.  BitDegree + + + + +/- 

10.  Udacity + + + +/- +/- 

11.  FreeCodeCamp + + + + +/- 

12.  GitHub + +/- + +/- - 

13.  Code School + +/- + +/- +/- 

14.  Khan Academy + + + + - 

15.  w3schools + +/- + + +/- 

16.  GeeksforGeeks + + + +/- +/- 

17.  MIT Open Courseware - + + + - 

18.  Dash + + + + - 

19.  Codewars + + - +/- +/- 

20.  Codementor + + - +/- +/- 

В табл. 1 приняты следующие обозначения: "+" – критерий реализован полностью, 

"+/-" – критерий выполняется частично или с ограничениями, "-" критерий не выполня-

ется. 

Несмотря на небольшие различия между структурной организацией и интерфейсами 

платформ, в основном, формат популярных онлайн платформ (Coursera, edX, Udacity) "пред-

полагает использование видео-лекций и тестовых вопросов с вариантом выбора, открытые 

и закрытые вопросы" [3, с. 67]. Можно отметить значимые преимущества для отдельных 

интернет-ресурсов. Так, Coursera имеет лучшее соотношение цена/качество для сертифици-

рованного обучения. CS50 является признанным в интернет-сообществе [8, 9] вводным кур-

сом по программированию, FreeCodeCamp известна как лучшая бесплатная платформа для 

веб-разработки, GitHub применяется для практической работы с кодом, а HackerRank высту-

пает лидером в подготовке к техническим собеседованиям. 

Обобщая вышесказанное, отметим важное для нашего исследования: онлайн курсы 

различаются по организации расписания обучения (курсы с фиксированными сроками 

обучения, без установленных сроков обучения), по доступности обучения, по формату 

обучения, по целевой аудитории.  

По доступности обучения:  

ˉ полностью бесплатные платформы (FreeCodeCamp, MIT OCW, Code.org, Khan 

Academy); 

ˉ частично бесплатные (Coursera, edX, CodeAcademy); 

ˉ платные платформы (Udacity, Udemy, Pluralsight). 
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По целевой аудитории:  

ˉ для начинающих (Code.org, Khan Academy, w3schools); 

ˉ для среднего уровня (Coursera, Udemy, CodeAcademy); 

ˉ для продвинутых (HackerRank, GeeksforGeeks, Udacity). 

По формату обучения:  

ˉ структурированные курсы (Coursera, edX, Udacity); 

ˉ проектное обучение (FreeCodeCamp, GitHub); 

ˉ практико-ориентированное обучение (HackerRank, Codewars); 

ˉ индивидуальное обучение (Codementor). 

Таким образом, большинство платформ предлагают интерактивные задания и про-

ектное обучение; русскоязычный контент доступен преимущественно на крупных плат-

формах; менторская поддержка редко включена в базовые планы; мобильные приложе-

ния становятся стандартом для большинства платформ. Практика показывает, что ис-

пользование комбинации из двух или более онлайн-курсов позволяет студентам достичь 

более высоких результатов в решении практических задач по программированию. Од-

нако эффективность сильно зависит от мотивации учащихся и их способности к самоор-

ганизации. 

Следующая категория – интерактивные среды разработки (например, Repl.it, 

CodePen, JSFiddle) позволяют писать и выполнять код непосредственно в браузере. Сле-

дует отметить критерии эффективности интерактивных сред разработки: поддержка раз-

личных языков программирования, удобство интерфейса, возможности отладки про-

грамм, интеграция с другими инструментами.  

Третья категория интернет-ресурсов для обучения программированию – форумы и 

сообщества программистов предоставляют платформу для обмена знаниями и решения 

конкретных проблем. Известны такие форумы, как Stack Overflow, GitHub Discussions, 

Reddit (r/programming, r/learnprogramming). Эффективность форумов и сообществ во 

многом зависит от активности данного сообщества, качества и скорости ответов, разно-

образия обсуждаемых тем. 

Четвертая категория – открытые репозитории кода (GitHub, GitLab, Bitbucket и др.) 

предоставляют доступ к исходному коду реальных проектов. Критериями эффективно-

сти для данной формы интернет-ресурса являются: разнообразие проектов, качество до-

кументации, возможность личного вклада в проекты, наличие инструментов для сов-

местной работы. 

Пятая категория – платформы для решения алгоритмических задач предлагают за-

дачи по программированию различной сложности. Из числа наиболее известных плат-

форм следует отметить LeetCode, HackerRank и CodeWars. При выборе платформы сле-

дует обратить внимание на следующие критерии их эффективности: разнообразие и ка-

чество задач, система оценки решений, возможность сравнения и обсуждения решений.  

Таким образом, приведенная классификация и анализ эффективности различных 

типов интернет-ресурсов для обучения программированию позволяют более структури-

рованно подойти к выбору и использованию онлайн-инструментов в образовательном 

процессе.  
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Исследование влияния различных типов интернет-ресурсов  

на студентов ИТ-направлений  

В исследовании приняли участие студенты Башкирского государственного педаго-

гического университета им. М. Акмуллы, обучающиеся по направлениям 09.03.02 "Ин-

формационные системы и технологии (профиль Проектирование и разработка программ-

ных решений)", 09.03.03 "Прикладная информатика (профили Прикладная информатика 

в цифровой экономике, Прикладная информатика в здравоохранении)". Исследование 

проводилось в течение одного учебного семестра (5 месяцев). 

Студенты были случайным образом распределены на 5 групп, каждая из которых 

преимущественно использовала один из типов интернет-ресурсов в дополнение к тради-

ционному обучению. На начальном этапе в начале семестра все обучающиеся прошли 

стандартизированный тест на оценку навыков программирования. В течение семестра 

отслеживалось время, проведенное студентами на различных образовательных платфор-

мах. Каждые две недели студенты выполняли стандартизированные практические зада-

ния по программированию. В конце семестра был проведен итоговый тест на оценку 

навыков программирования и опрос удовлетворенности обучением. 

Дидактический потенциал дисциплин был усилен внедренными в учебный процесс 

экспериментальных групп интернет-ресурсами. В контрольной группе учебный процесс 

характеризовался традиционным подходом к организации учебной деятельности студен-

тов. Для проверки у студентов сформированности навыков программирования были раз-

работаны практические задания, выявляющие умения и навыки программирования. Для 

проверки уровня удовлетворенности обучающихся форматом образовательного про-

цесса в анкету были включены вопросы, позволяющие определить отношение к типам 

образовательных интернет-ресурсов в области программирования. 

Таким образом, по результатам эксперимента выяснилось, что онлайн-курсы и об-

разовательные платформы улучшили результаты сформированности навыков програм-

мирования в среднем на 22 %, скорость выполнения практических заданий повысилась 

на 18 %, уровень удовлетворенности студентов составил 4.2 балл из 5. По результатам 

анкетирования студенты отметили, что структурированный подход и интерактивные 

элементы онлайн-курсов способствовали лучшему пониманию материала. Однако неко-

торые жаловались на недостаток персонализированной обратной связи. 

Использование интерактивных сред разработки улучшили результаты тестирова-

ния в среднем на 25%, скорость выполнения практических заданий повысилась на 30%, 

уровень удовлетворенности студентов составил 4.5 балл из 5. Следует подчеркнуть, что 

возможность немедленно применить полученные знания на практике значительно повы-

сила эффективность обучения. Студенты особенно оценили возможность эксперименти-

ровать с кодом в реальном времени. 

Использование форумов и сообществ программистов улучшили результаты тести-

рования в среднем на 15 %, скорость выполнения практических заданий повысилась на 

20 %, уровень удовлетворенности студентов составил 3.8 балл из 5. По завершению ра-

боты обучающиеся отметили, что участие в обсуждениях помогло студентам лучше по-

нять практические аспекты программирования. Однако некоторые отметили, что поиск 

релевантной информации на форумах может быть трудоемким. 
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Открытые репозитории кода улучшили результаты тестирования в среднем на 28%, 

скорость выполнения практических заданий повысилась на 35 %, уровень удовлетворен-

ности студентов составил 4 балла из 5. Изучение реальных проектов значительно улуч-

шило понимание студентами практик разработки. Однако некоторые новички отметили 

сложность в понимании крупных проектов без дополнительного руководства. Регуляр-

ная практика в решении алгоритмических задач значительно улучшила навыки програм-

мирования студентов. Геймификация процесса обучения повысила мотивацию, хотя не-

которые отметили, что не все задачи имеют прямое применение в реальных проектах. 

Таким образом, исследование показало, что все типы рассмотренных интернет-ре-

сурсов положительно влияют на процесс обучения программированию. Наибольшую эф-

фективность продемонстрировали платформы для решения алгоритмических задач и ин-

терактивные среды разработки. Однако важно отметить, что наилучшие результаты 

были достигнуты студентами, которые использовали комбинацию различных типов ре-

сурсов. Это подчеркивает важность комплексного подхода к обучению программирова-

нию, сочетающего теоретическую подготовку, практику написания кода, решение алго-

ритмических задач и изучение реальных проектов. 

Разработка сценариев обучения программированию  

с использованием интернет-ресурсов  

На основе проведенного исследования и анализа эффективности различных типов 

интернет-ресурсов, мы предлагаем сценарии обучения программированию, учитываю-

щие потребности обучающихся разного уровня подготовки: для новичков (1–2-й курс), 

студентов старших курсов и тех, кто углубленно изучает программирование.  

Рекомендуемая комбинация интернет-ресурсов для различных целевых групп от-

ражена в табл. 2. 

Таблица 2. Комбинация использования интернет-ресурсов для приобретения навыков  

программирования различными целевыми группами  

Целевая группа 

Вид интернет-ресурса 

Углублен-

ное изуче-

ние про-

граммиро-

вания 

Студенты 

старших 

курсов 

вузов 

Начинающие 

изучение 

программи-

рование 

Онлайн-курсы и образовательные платформы 20% 25% 40% 

Интерактивные среды разработки 0% 15% 30% 

Форумы и сообщества программистов 25% 5% 10% 

Открытые репозитории кода 35% 25% 0% 

Платформы для решения алгоритмических задач 20% 30% 20% 

Сценарий для начинающих программистов имеет цель заложить прочный фунда-

мент базовых знаний и навыков программирования. Исследование показало, что начина-

ющие программисты лучше усваивают материал при структурированном подходе с 

большим количеством практики.  
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Онлайн-курсы предоставляют необходимую теоретическую базу, в то время как 

интерактивные среды позволяют немедленно применять полученные знания. Простые 

алгоритмические задачи помогают развить логическое мышление, а форумы предостав-

ляют поддержку и ответы на возникающие вопросы. 
Сценарий для студентов старших курсов вузов позволит углубить теоретические 

знания и развить практические навыки решения сложных задач. Студенты вузов нужда-

ются в балансе между теорией и практикой. Продвинутые онлайн-курсы дополняют уни-

верситетскую программу, в то время как алгоритмические задачи развивают навыки ре-

шения сложных проблем. Изучение открытых репозиториев позволяет познакомиться с 

реальными проектами, а интерактивные среды обеспечивают возможность эксперимен-

тировать с различными технологиями. 
Сценарий для тех, кто углубленно изучает программирование, нацелен поддержи-

вать актуальность навыков и осваивать новые технологии. Профессионалам важно быть 

в курсе последних тенденций, что обеспечивается специализированными курсами. Изу-

чение открытых репозиториев позволяет ознакомиться с лучшими практиками в инду-

стрии. Активное участие в профессиональных сообществах способствует обмену опы-

том, а решение сложных алгоритмических задач помогает поддерживать навыки на вы-

соком уровне. 

Заключение 

В заключение следует отметить, использование онлайн-платформ делает процесс 

обучения более доступным и гибким. Эффективность обучения повышается благодаря 

разнообразию интернет-ресурсов и возможности отработки практических навыков в ре-

альных проектах, но также возникают вопросы о качестве контента и необходимости 

структурированного подхода. 

Обобщая результаты исследования, сформулируем основные выводы. 

1. Рассмотрены основные типы интернет-ресурсов для обучения программирова-

нию и проведен анализ их эффективности. Выделены критерии эффективности онлайн-

курсов и образовательных платформ: интерактивность, содержательность, практическая 

направленность, доступность, сопровождение обучения. Большинство ресурсов предла-

гают бесплатный доступ к учебным материалам, интерактивное содержание и возмож-

ность получить сертификат. Доказано, что использование интернет-ресурсов на прак-

тике поддерживает процесс освоения материала, повышает мотивацию учащихся и раз-

вивает навыки самостоятельного обучения. Кроме того, такие ресурсы способствуют за-

креплению знаний, благодаря практическим заданиям и обратной связи, что делает обу-

чение более результативным и доступным для широкого круга пользователей. 

2. Проведено исследование влияния различных типов интернет-ресурсов на студен-

тов ИТ-направлений и сформулированы сценарии обучения программированию, учиты-

вающие потребности обучающихся разного уровня подготовки: для новичков (1–2-й 

курс), студентов старших курсов и тех, кто углубленно изучает программирование.  

Внимание к этим аспектам и разработка комплексных стратегий обучения явля-

ются ключевыми факторами для успешного использования интернет-ресурсов для при-

обретения навыков программирования. Для будущих исследований важно сосредото-

читься на долгосрочной эффективности онлайн-обучения и разработке методологий, оп-

тимально сочетающих онлайн и офлайн образовательные ресурсы. 
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Краткая биографическая справка  

Л.Н. Ясницкий работает в Пермском государственного 

национальном исследовательском университете ровно 50 

лет: c 1974 г. – инженер-математик-программист вычисли-

тельного центра Пермского государственного университета 

им. А.М. Горького (ныне Пермский государственный нацио-

нальный исследовательский университет, ПГНИУ); с 1983 г. 

– старший научный сотрудник; с 1990 г. – заведующий 

межвузовской научно-исследовательской лабораторией при-

кладной математики при ПГНИУ; с 1998 г. – профессор ка-

федры прикладной математики и информатики. С 2004 по 

2006 гг. был заместителем декана механико-математического 

факультета ПГНИУ по научной работе. 

В 1981 г. Л.Н. Ясницкий заочно окончил аспирантуру Всесоюзного НИИ металлурги-

ческой теплотехники в Свердловске (Екатеринбург) и в 1983 г. защитил кандидатскую дис-

сертацию в Уральском политехническом институте (Уральский федеральный университет 

имени Первого президента России Б.Н. Ельцина) на тему "Математическое моделирование 

тепловых и гидродинамических явлений при кристаллизации стали". В 1988 г. ему было 

присвоено ученое звание старшего научного сотрудника по специальности "Механика жид-

кости, газа и плазмы". В 1997 г. защитил докторскую диссертацию в Московском институте 

электроники и математики (Москва) "Метод фиктивных канонических областей, его разви-

тие и применение", посвященную решению краевых задач математической физики.  

В 2002 г. получил ученое звание профессора по кафедре прикладной математики и 

информатики ПГНИУ.  

В годы перестройки (1983–1999) работал заместителем директора Завода горно-

шахтного машиностроения (г. Пермь, Закамск). Одновременно, являясь по совмести-

тельству профессором кафедры динамики и прочности машин Пермского государствен-

ного технического университета (Ныне Пермский национальный исследовательский по-

литехнический университет), на базе этой кафедры создал Центр наукоемких технологий 

и конструкций.  Являясь его директором, занимался изобретением, расчетом, разработ-

кой, внедрением и производством высокотехнологичных изделий и оборудования на та-

ких промышленных предприятиях Пермского края, как "ПНОС", "Морион", "Протон", 

"Инкар", "Пермские моторы", Осинский машиностроительный завод, а также на Прибо-

ростроительном заводе г. Трехгорный Челябинской области и др.    

В 2003 г. создал кафедру прикладной информатики в Пермском государственном 

гуманитарно-педагогическом университете (ПГГПУ), специализирующуюся на выпуске 

студентов по специальности "Прикладная информатика в экономике", был ее заведую-

щим (по совместительству) с 2003 по 2013 гг.  

В 2005 г. на базе ПГНИУ и ПГГПУ организовал Пермское отделение Научного Со-

вета по методологии искусственного интеллекта и когнитивных исследований (НСМИИ) 

и по настоящее время является его председателем [1].  
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Под эгидой НСМИИ на базе ПГНИУ под руководством Л.Н. Ясницкого с 2015 г. про-

водится ежегодная Всероссийская научно-практическая конференция "Искусственный ин-

теллект в решении актуальных социальных и экономических проблем XXI века" [2].  
Л.Н. Ясницкий является членом редакционных коллегий журналов: "Нейрокомпь-

ютеры: разработка, применение" (г. Москва, журнал ВАК); "Прикладная математика и 

вопросы управления" (г. Пермь, журнал ВАК); "Вестник Пермского университета. Ма-

тематика. Механика. Информатика" (г. Пермь, журнал ВАК); "Mathematics and Statistics" 

(США, журнал Scopus). 

Леонид Нахимович Ясницкий успешно занимается научной работой, практически 

ежегодно руководит и принимает участие в выполнении проектов по грантам РФФИ и 

РНФ, периодически руководит и принимает участие в выполнении проектов по заказам 

промышленных предприятий. Руководимые им коллективы в числе первых применили и 

показали возможности методов искусственного интеллекта в промышленности, эконо-

мике, медицине, политологии, социологии, психологии, криминалистике, спорте и др. об-

ластях. Благодаря этому на 263 публикации Л.Н. Ясницкого в системе РИНЦ зафиксиро-

вано более трех с половиной тысяч цитирований, а индекс Хирша по РИНЦ равен 28.  

В 2016–2017 гг. Л.Н. Ясницкий входит в списки ТОП-100 самых цитируемых и са-

мых продуктивных ученых России в области кибернетики. 

Л.Н. Ясницкий имеет 26 патентов на изобретения и свидетельств о государствен-

ной регистрации программ для ЭВМ, среди которых "Нейро-экспертная система прогно-

зирования и диагностики рисков сердечно-сосудистых заболеваний KARDIONET", бо-

лее 10 лет успешно эксплуатирующаяся в учреждениях здравоохранения Пермского 

края; "Системы искусствен-

ного интеллекта управления 

качеством отливок "Defect 

Predictor" и "Deviation Pre-

dictor"" до сих пор успешно 

применяющиеся на АО 

"ОДК-Пермские моторы" 

для настройки технологиче-

ских параметров производ-

ства изделий ответственного 

назначения с целью сниже-

ния процента брака и повы-

шения качества изделий. 

В 2002 г. Л.Н. Ясницкий награжден Серебряной медалью Всемирного салона ин-

новаций, научных исследований и новых технологий "Брюссель–2002" (Бельгия), меда-

лью Л. Эйлера "За заслуги" механико-математического факультета ПГНИУ (2005), 

нагрудным знаком "Почетный работник высшего профессионального образования Рос-

сийской Федерации" (2008). С 2002 г. – ветеран труда. 

Л.Н. Ясницкий ведет активную учебно-воспитательную работу, читает лекции по 

проблематике создания систем искусственного интеллекта и их приложениям в эконо-

мике, финансах, промышленности, педагогике, социологии, психологии, криминали-

стике, медицине и др. студентам ПГНИУ, НИУ "Высшая школа экономики" (Москва, 

Санкт-Петербург, Нижний Новгород, Пермь).  
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О его заслугах в этой области свидетельствуют дипломы, почетные грамоты, бла-

годарственные письма, среди которых: Диплом лауреата конкурса на лучшую научную 

книгу 2008 г., выданный Фондом развития отечественного образования; Диплом луч-

шего ученого механико-математического факультета ПГНИУ за 2011 г; Диплом лауреата 

конкурса ПГНИУ за лучшую научно-исследовательскую работу среди ведущих ученых 

в 2021 г. Диплом призера конкурса ПГНИУ "Цифровой мастер в образовании" (2023 г.) 

и т.д. В 2021 г. Л.Н. Ясницкий стал победителем Всероссийского конкурса "Золотые 

имена высшей школы", о чем сделана запись в Книге Почета преподавателей вузов Рос-

сийской Федерации. 

Л.Н. Ясницкий осуществляет научное руководство диссертационными работами ас-

пирантов ПГНИУ и Московского финансово-юридического университета. Является членом 

диссертационного совета Д ПНИПУ.05.01 (2.3.1. Системный анализ, управление и обра-

ботка информации, статистика; 2.3.4. Управление в организационных системах). Под его 

научным руководством защищены пять кандидатских и одна докторская диссертации.  

По данным РИНЦ [3] учебники и учебные пособия Л.Н. Ясницкого цитируют и 

используют преподаватели и сотрудники практически всех без исключения вузов Рос-

сии, а также некоторых вузов Беларуси, Украины, ДНР, Казахстана, Кыргызстана и др. 

На этом основании в 2024 г. его учебник "Интеллектуальные системы" (Москва: Лабо-

ратория знаний, 2016. Гриф УМО по классическому университетскому образованию РФ) 

Ученым советом ПГНИУ был выдвинут на соискание премии Правительства Российской 

Федерации. 

Несколько слов коллеги профессора Л. Н. Ясницкого  

О себе и о людях, с которыми встречался Леонид Нахимович, он написал в доку-

ментально-художественной повести "Исповедь" [4]. Поэтому многое узнать о нем вы 

можете из собственных слов юбиляра и его книги. Я лишь остановлюсь на моих личных 

впечатлениях о профессоре Ясницком и о некоторых фактах, которые не упомянуты в 

книге. Я знаком с Леонидом Нахимовичем более тридцати лет. И за время нашего зна-

комства впечатления о нем ни разу не претерпели изменений. При первом разговоре с 

профессором, а тогда еще кандидатом наук и инженером вычислительного центра ПГУ, 

Ясницким, меня удивили его дружеское участие и внимательное отношение к собесед-

нику, доброжелательность и искренность. Он невольно располагает к себе с первых ми-

нут общения. Леонид Нахимович в общении всегда весьма корректен и интеллигентен, 

обладает хорошим чувством юмора, однако при необходимости, когда этого требует 

дело, может быть жестким и требовательным. В делах – инициативен. И, наверное, его 

выдержка и юмор помогали и помогают ему в решении многих вопросов. В тяжелые 

времена переходного периода Леонид Нахимович Ясницкий не ушел из Пермского гос-

университета (хотя предложений было много), а, наоборот, защитил докторскую дис-

сертацию и продолжал работать в вузе, сначала в вычислительном центре, а затем – на 

кафедре прикладной математики и информатики. Даже в самые трудные годы Л.Н. Яс-

ницкий умудрялся заключать и выполнять хозяйственные договоры с еле дышащими 

промышленными предприятиями Перми, и Пермской области, исследовательскими ин-

ститутами Свердловска, Москвы, Таллина, тем обеспечивая работу и зарплату многим 

сотрудникам университета.  
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Именно в это время Леонид Нахимович начал тесное сотрудничество с ведущими 

учеными пермских вузов. Он был хорошо знаком с ректором ПНИПУ членом-корре-

спондентом РАН Анатолием Александровичем Бартоломеем, который высоко ценил Яс-

ницкого за неимоверную предприимчивость, научную деловитость и человеческие ка-

чества. Именно Леонид Нахимович поддерживал Бартоломея в трудные минуты его 

жизни, как поддерживал и многих других в критических ситуациях. Леонид Нахимович 

обожает талантливых, одаренных и трудоспособных молодых людей и буквально но-

сится с ними, "как с писаной торбой", оберегая их от жизненных невзгод, решая за них 

бытовые проблемы. Бывали случаи, когда иногородние аспиранты, не имея жилья, по-

долгу жили у него дома, находя в профессоре настоящего друга, который всегда придет 

на помощь в трудную минуту. Сейчас кандидаты наук, защитившие под его руковод-

ством диссертации, успешно работают в вузах Перми, руководят инновационными 

предприятиями. Леонид Нахимович много лет занимался задачами теории упругости и 

теплопроводности, теории электрических и магнитных полей, гидродинамики. Реше-

нию этих же задач были посвящены его кандидатская и докторская диссертации, он по-

лучил большое количество патентов на изобретения, добился их промышленных внед-

рений. Еще с 1970-х гг. увлекся методами искусственного интеллекта, привлек к иссле-

дованию проблем этого передового направления науки молодежь: студентов и аспиран-

тов. Выпустил несколько монографий, в том числе в соавторстве со студентами.  

Последним фактом он вызвал усмешки недоброжелателей:  

– Какую монографию могут написать студенты?!  

На этот вопрос Леонид Нахимович уверенно отвечает:  

– Студенты старших курсов мехмата и магистранты при трудолюбии могут выда-

вать научно значимый продукт. Да и я являюсь фильтром, который не пропустит в пе-

чать слабую работу и сам устранит студенческие недоработки. Главное – то, что сту-

денты-соавторы монографии, видя результат своего труда в напечатанной книге, приоб-

ретают стремление работать в науке, получая общественное признание построенной 

ими теории и глубже проникая в прикладные аспекты проблем искусственного интел-

лекта.  

Следует отметить то, что профессор Ясницкий является инициатором и главным 

организатором ставшей уже традиционной ежегодной Всероссийской научно-практиче-

ской конференции с международным участием "Искусственный интеллект в решении 

актуальных социальных и экономических проблем XXI века". В октябре 2024 года ра-

ботала уже девятая по счету конференция. Ниже приведем выдержки одного из отзывов 

об этой конференции. 

В настоящее время перед человечеством все острее и острее становится задача его 

совместного существования с искусственным интеллектом. Поэтому актуальность 

темы конференции несомненна. 

Всего в качестве докладчиков конференции подали заявки 106 человек: от студен-

тов и до профессоров. 

Все доклады разбиты на 11 разделов, что позволяет провести активную работу по 

соответствующим секциям. Пленарными докладчиками являлись лица с учеными степе-

нями от технических до философских наук.  
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Содержание некоторых тем докладов, отражающих взгляды авторов на будущее ис-

кусственного интеллекта и человечества, порой, кардинально отличались один от дру-

гого. В одних докладах это будущее описывается как светлое, в других докладах – как 

неизбежная смерть человечества. 

Поэтому, на мой взгляд, одной из задач конференции была задача выяснения наиболее 

благоприятного совместного существования искусственного интеллекта и человечества. 

Так как в работе конференции одновременно принимали участие как маститые ученые, 

так и студенты, то конференция послужила стимулом к росту профессионализма студентов, 

то есть, конференция несла не только научный, но и образовательный характер. 

Работа одиннадцати секций конференции рассматривала вопросы от применения 

искусственного интеллекта в экономике и техники до искусственного интеллекта в линг-

вистке, педагогике и социологии. Поэтому одой из актуальных задач конференции явля-

лось, например, обсуждение вопросов адекватного применения искусственного интел-

лекта в педагогике, так как именно педагогика наиболее тесно связана с формированием 

личности. 

В целом, доклады конференции, несмотря на разный профессиональный уровень 

докладчиков. вызвали несомненный интерес и требуют обсуждения, прежде всего, для 

оценки идей адекватного применения методов искусственного интеллекта в социуме. 

"Конференция была интересна, прежде всего тем, что носила проблемный характер и 

может послужить постановке новых задач искусственному интеллекту на пользу людям".  

Леонид Нахимович публикует свои статьи не только в значимых научных журналах, 

но и в изданиях для молодежи, даже для школьников. Немало шума вызвала его статья в 

научно-популярном пермском печатном журнале для школьников "Живая математика", 

вышедшая в печать в 2012 г. В печати завязалась дискуссия по поводу опубликованных в 

молодежном издании материалов, в которой, по мнению многих читателей, победил про-

фессор Ясницкий. Примерно такая же ситуация возникла с его статьей "Интуиция 

цифры" в Пермской газете "Новый компаньон", которую научная общественность сна-

чала приняла в штыки, а спустя пять лет ее почти без изменений перепечатали в качестве 

вступительной статьи к сборнику научных трудов своей конференции авторитетные 

санкт-петербургские ученые. Нестандартный, нетрадиционный подход к решению мно-

гих задач, полное отсутствие равнодушия к судьбам людей – это, пожалуй, главное, что 

присуще профессору Пермского государственного национального исследовательского 

университета, доктору технических наук Леониду Нахимовичу Ясницкому. 

Следует отметить очень хороший литературный язык профессора Ясницкого, о чем 

свидетельствуют его учебники, научно-популярные статьи и авторская художественная 

книга "Исповедь". Его книги читаются легко, и свои мысли он выражает в очень доступ-

ной для читателя форме. Наверное, если бы Леонид Нахимович не стал ученым и препо-

давателем вуза, он бы мог стать замечательным писателем. 

В заключение отметим то, что Леонид Нахимович является представителем потом-

ственной интеллигенции. Его прадед Алексей Алексеевич Ясницкий был православным 

священником, протоиереем [5]. Его двоюродный дед, Петр Алексеевич Ясницкий, окон-

чил Императорский Юрьевский университет, был профессором медицины, заведовал ка-

федрой в Пермском медицинском университете, был основателем известного не только 

на Урале, но и в России, курорта Усть-Качка [6] (на главном корпусе курорта размещена 
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мемориальная доска, посвященная памяти этого человека), бабушка, Людмила Ивановна 

Ясницкая, была учителем средней школы № 22 в г. Перми. За заслуги в области народного 

образования была награждена орденом Трудового Красного Знамени СССР. Его дед, Ми-

хаил Андреевич Ясницкий, в молодости офицер царской армии, впоследствии работал 

учителем математики и завучем Пермской школы № 77. Его мать – Ольга Михайловна 

Ясницкая, преподавала химию в Пермском фармацевтическом училище.  

Продолжателями династии интеллигенции Ясницких являются дети Леонида Нахи-

мовича и его супруги Ирины Афанасьевны, окончившие Пермский госуниверситет. Один 

из их сыновей – кандидат экономических наук. 

 

Профессор Л.Н. Ясницкий среди учеников 

В год 75-летнего юбилея профессора Л.Н. Ясницкого и 50-летнего юбилея работы 

в ПГНИУ, мы хотим пожелать Леониду Нахимовичу неутомимости, новых неожиданных 

решений в науке и вызывать у оппонентов лишь чувство признания собственных ошибок. 
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ры в латинице – References, стандарт "Harvard" находится по ссылке 

 http://www.psu.ru/files/docs/ob-universitete/smi/nauchnyj-hurnal/metodicheskie_materialy/standart_Harvard.doc. 

ПОРЯДОК РЕЦЕНЗИРОВАНИЯ И ПУБЛИКАЦИИ СТАТЕЙ 

Все рукописи проходят двойное слепое рецензирование двумя специалистами в научной области иссле-
дования. При возникновении спорной ситуации назначается третий рецензент. Окончательное решение о публи-

кации рукописи принимает главный редактор журнала.  
Датой поступления статьи считается день ее отправки через личный кабинет на сайте журнала или по элек-

тронной почте журнала (главного редактора). Рукописи рассматриваются в порядке их поступления в течение одного 

месяца в зависимости от сложности ситуации и объема работы. Редакция оставляет за собой право без согласования 
с автором проводить литературную правку текстов статей, не изменяющую их основного смысла. Одобренные статьи 
публикуются бесплатно. Полнотекстовая версия каждой рукописи выставляется на сайте журнала и в системе 

РИНЦ (e-library). 

http://www.psu.ru/files/docs/ob-universitete/smi/nauchnyj-hurnal/metodicheskie_materialy/standart_Harvard.doc
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Scientific periodical journal ʺBulletin of Perm University. Mathematics. Mechanics. Computer Scienceʺ is 

published since 1994 in the series of the journal ʺBulletin of Perm Universityʺ. Then it was registered as an inde-

pendent publication in 2007. 

An author is allowed to publish no more than one article (also as co-author) in any section for each issue 

of the journal.  

Article’s structure should be accordant with the rules below and should be sent through the author's per-

sonal account on the journal's website. Articles should be sent in two formats: a text document and a pdf-file 

without information about the author(s) (for review). Authors contact data (name, position and place of work with 

address, e-mail, phone number in a text document) and an expert letter on the open publication possibility 

should be sent with the manuscript. Author(s) must make and sign an agreement. 

Abstract (in Russian and English) should contain main information of research: a problem including the 

goals and objectives of the study; research methods with novelty indication, if any; significant results and findings. 

The abstract size is approximately 250 words. 

Text should contain sections: Introduction, Materials and Methods, Results, Discussion, Conclusion, Ac-

knowledgments. The manuscript size is at least 6 typewritten pages. 

An article text must be formatted in the editor Word. The sheet format is A4. The top and bottom margins 

are 2.6 cm, the right and left margins are 2.5 cm. The distances to the header and footer are 1.25 cm. Times New 

Roman Cyr font, size – 12 pt, single spacing. Legends for figures and tables are typed in italics style. Formulas 

are typed in the Equation editor. 

The structure of the article 

Article’s type 

UDC  

TITLE in Russian (Times New Roman font – 16 pt, bold). 

Name: author (s) name in full (Times New Roman font – 12 pt). 

Place of work (with departments), city, country (Times New Roman font – 11 pt), e-mail 

Abstract in Russian (Times New Roman font – 11 pt). 

Keywords in Russian: 5–7 words or phrases (Times New Roman font – 11 pt, italic). 

Information for citation in English (Times New Roman font – 11 pt, italic). 

Acknowledgments in English (Times New Roman font – 11 pt, italic). 

Submitted, approved, accepted dates of receipt in English (Times New Roman font – 11 pt, italic). 

TITLE in English (Times New Roman font – 16 pt, bold). 

In English author (s) name in full, place of work (with departments), city, country (Times New Roman font – 

11 pt), e-mail.  

Abstract in English (Times New Roman font – 11 pt). 

Keywords in English: 5–7 words or phrases (Times New Roman font – 11 pt). 

Information for citation in English (Times New Roman font – 11 pt). 

Acknowledgments in English (Times New Roman font – 11 pt). 

Submitted, approved, accepted dates of receipt in English (Times New Roman font – 11 pt). 

The article text is typed the paragraph indent is 1.0 cm (set automatically, not spaces). No other indents are al-

lowed. Justify the text in width (Times New Roman font – 16 pt).. 

References are formed in a single format with using GOST R 7.0.100–2018 without a dash. If a source from an 

electronic resource is used, the author should indicate the request date. To indicate a source in text author uses 

square brackets after the quotation mention. References must be submitted in Russian and English.  

The References list in Latin, called References, is prepared separately from the References List in Russian and 

placed below. Foreign sources references should be repeated in the References Lists in Russian and English. It 

is inadmissible to use Russian GOSTs in References. It is necessary to follow the requirements of international 

standards. Instructions on the References in Latin script design – References, Harvard standard can be found 

at http://www.psu.ru/files/docs/ob-universitete/smi/nauchnyj-

zhurnal/metodicheskie_materialy/standart_Harvard.doc 

 

REVIEW AND PUBLICATION OF ARTICLES 

All manuscripts are double-blind peer-reviewed by two research scientists. If a disputable situation arises, 

a third reviewer is appointed. The final decision on the manuscript publication is made by the editor-in-chief of the 

journal. 

The receipt date of the article is the day of its submission through the personal account on the journal's 

website or by e-mail of the journal (or editor-in-chief). Manuscripts are reviewed in the order they are received 

within one month, review period may be changed depending on a situation complexity and a works amount. The 

journal editors can to edit the article text without basic meaning change. 

Approved articles are published free. The full-text version of each manuscript is posted on the journal's 

website and in the RSCI system (e-library). 

http://www.psu.ru/files/docs/ob-universitete/smi/nauchnyj-zhurnal/metodicheskie_materialy/standart_Harvard.doc
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