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Введение

Для контроля прочности тяг рулевого устрой-
ства самолета (рис. 1) согласно действующим 
на предприятии техническим условиям приме-
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А Н Н О ТА Ц И Я

Для технологического контроля прочности тяги рулевого устройства самолета применяют 
выборочные разрушающие испытания готовых изделий при статической и повторно-статической 
осевой нагрузке. Для уменьшения времени и применения неразрушающих методов контроля 
тяги испытывают на установке, имеющей двухмассовую колебательную систему. Колебательная 
система состоит из тяги постоянного поперечного сечения с двумя одинаковыми концевыми гру-
зами и подвешена на тонкой стальной струне в вертикальном положении. В тяге под воздействи-
ем переменной продольной силы P(t) = P cos Ωt создаются резонансные продольные колебания, 
имеющие место в реальных условиях эксплуатации. Продольные колебания тяги реализуются по 
второй собственной форме. Первая собственная форма колебаний соответствует движению тяги 
с грузами как жесткого целого и не представляет практического интереса. Эксперименты по-
казали, что при продольных колебаниях существует потеря устойчивости тяги в форме параме-
трического резонанса. В этом случае кроме продольных колебаний дополнительно появляются 
поперечные (изгибные) колебания. Представляет интерес определение условий возникновения 
параметрического резонанса тяги рулевого устройства самолета в процессе технологических ис-
пытаний. Аналитическое решение задачи приводит к уравнению Матье, результаты решения ко-
торого для различных комбинаций коэффициентов уравнения представляются в виде диаграммы 
Айнса-Стретта. Расчет тяги с размерами D×d×l = 35×32×1200 (мм) по уравнению Матье пока-
зал, что при рабочих напряжениях 10 МПа тяга работает в зоне динамической неустойчивости. 
Этот факт подтвержден экспериментально. Эксперимент с короткой тягой, имеющей размеры 
D×d×l = 25×22×600 (мм), показал, что тяга испытывает продольные колебания без поперечных 
колебаний до напряжений 68 МПа. Таким образом, для коротких тяг имеется больший диапазон 
рабочих напряжений на данной экспериментальной установке. Уравнение Матье справедливо 
для всех типоразмеров тяг. Уравнение позволяет определять такие параметры колебательной си-
стемы, при которых тяга будет испытывать только продольные колебания, адекватные для рабо-
ты тяги в реальных условиях.
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няются выборочные разрушающие испытания 
готовых изделий при статической и повторно-
статической (циклической) нагрузке по схеме, 
изображенной на рис. 2. Циклическая нагрузка 
при испытании плавно увеличивается от нуля до 
значения Pmax = 0,5 Pрасчет в соответствии с гра-
фиком, приведенным на рис. 2. Здесь Pрасчет = 
= σв /А, где σв – предел прочности материала 
тяги; А – площадь поперечного сечения тяги. 

Обработка металлов (технология • оборудование • инструменты). 2017 № 3(76) с. 35–41
ISSN: 1994-6309 (print) / 2541-819X (online)
DOI: 10.17212/1994-6309-2017-3-35-41

Обработка металлов
(технология • оборудование • инструменты)

Сайт журнала: http://journals.nstu.ru/obrabotka_metallov



ОБРАБОТКА  МЕТАЛЛОВ

№ 3 (76) 201736

ОБОРУДОВАНИЕ.  ИНстРУмЕНты

Рис. 1. Эскиз тяги
Fig. 1. Rough drawing of the rod

Рис. 2. Схема нагружения тяги и график 
изменения нагрузки от времени t при 
повторно-статических испытаниях:

1 – датчик; 2 – ползун; 3 – тяга 

Fig. 2. The load configuration of the rod 
and the load-time curve at repeated-

static tests:
1 – sensor; 2 – slider; 3 – rod

Испытания проводятся до базового числа Nб = 
=  5 ∙ 104 циклов (испытания изделий, выдержав-
ших 5 ∙ 104 циклов, прекращаются). Частота на-
гружения составляет 10…20 циклов в минуту. 

Заводской метод контроля прочности тяг 
имеет ряд недостатков:

1) большая длительность контроля одной 
партии изделий (состоит из пяти одновременно 
контролируемых тяг) – 80 ч;

2) при контроле разрушаются годные тяги, 
так как это – разрушающий метод контроля;

3) отсутствует надлежащая гарантия в пра-
вильной оценке генеральной совокупности, так 
как это – выборочный контроль. 

Анализ технической литературы по нераз-
рушающим методам контроля и эксперимен-
тальным установкам [1–3] показывает, что 
альтернативу заводским испытаниям может со-
ставить неразрушающий метод испытаний с ре-
гистрацией логарифмического декремента при 

свободных колебаниях на установке, позволяю-
щей осуществлять свободные и вынужденные 
колебания тяги. Расчетная схема такой экспе-
риментальной установки показана на рис. 3, а. 
Прямолинейный стержень (тяга) 3 постоянно-
го поперечного сечения с двумя одинаковыми 
концевыми грузами 2 подвешен вертикально 
на тонкой стальной струне 1 и испытывает воз-
действие продольной силы P(t) = P cos Ωt, где  
Ω – частота вынужденных колебаний. Мас-
са концевого груза M >> ml, где m – погонная 
масса стержня; l – длина стержня. Реализуют-
ся резонансные продольные колебания тяги с 
грузами. Эксперименты показали, что при ис-
пытании имеет место динамическая потеря 
устойчивости тяги в форме параметрического 
резонанса [4, 5].

Цель работы заключается в изучении усло-
вий возникновения параметрического резонанса 
и в анализе способов его устранения при техно-
логических испытаниях тяги рулевого устрой-
ства самолета.

Теория

В стержне (тяге) возбуждаются вынужден-
ные резонансные продольные колебания по 
второй собственной форме, первая собствен-
ная форма колебаний соответствует движению 
стержня с грузами как жесткого целого и не 
представляет практического интереса. При рас-
чете необходим учет влияния продольных сил 
инерции. Силы инерции, связанные с поворо-
тами поперечных сечений относительно глав-
ных осей, не учитываются, так как их влияние 
ощутимо только для элементов, поперечные 
размеры которых соизмеримы с их длиной. При 
продольных колебаниях по второй собственной 
форме вследствие симметрии системы посере-
дине стержня образуется узел колебаний, по-
этому в дальнейшем при анализе продольных 
колебаний рассматривается половина стержня 
(рис. 3, б). При анализе поперечных колебаний 
рассматривается шарнирно-опертый по концам 
стержень (рис. 3, в). Принятые расчетные схе-
мы колебаний стержня подтверждаются экспе-
риментально.

Дифференциальные уравнения, учитываю-
щие взаимное влияние продольных и попереч-
ных колебаний, имеют следующий вид [4]:
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Здесь u(x,t) и v(x,t) – продольное и поперечное 
перемещения текущего сечения стержня соот-
ветственно; EA и EI – жесткость поперечного 
сечения стержня при растяжении-сжатии и из-
гибе соответственно [6, 7]; E – модуль упругости 
материала стержня;  I – осевой момент инерции 
поперечного сечения стержня.

Совместное решение (1) и (2) затруднитель-
но. Однако для выяснения незатухающих по-
перечных колебаний можно пренебречь нели-
нейными членами правой части уравнения (1), 
которые по своему смыслу учитывают влияние 
«нелинейной инерционности». Тогда уравне-
ние (1) содержит только u(x,t) и может быть раз-
решено независимо от уравнения (2):

∂ ∂
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2 2
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.

Стационарные вынужденные продольные ко-
лебания происходят с частотой возбуждения и 
описываются законом

 u(x,t) = u(x) cos Ωt. (3)

При граничных условиях (рис. 3, б) [4, 5]

x = 0      u = 0,

x = l/2    Ω′ = +
2P M

u u
EA EA

имеем полное решение уравнения (3) в виде
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При стремлении знаменателя в выражении (4) 
к нулю u(x,t) обращается в бесконечность. Это 

Рис. 3. Расчетная схема установки (а), расчетная схема для продольных 
(б) и поперечных (в) колебаний

Fig. 3. The analytical model of the installation (а), the analytical model for 
longitudinal (б) and transverse (в) oscillations
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соответствует резонансу продольных колебаний, 
и частотное уравнение имеет следующий вид:

kl tg(kl/2) = ml/M.

В нашем случае ml << M и решающее влия-
ние на частоту продольных колебаний оказывает 
масса концевого груза. В этом случае для низ-
шей собственной частоты приближенно можно 
принять [4]

 
( )

Ω =
+ α

2

1 / 3

EA
Ml

, (5)

где α = ml/M.
Найденное выражение u(x,t) подставляем в 

уравнение (2) и получаем
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Решение уравнения (6) разыскиваем с помощью 
вариационного метода Бубнова–Галеркина [8].  
В качестве аппроксимирующей функции проги-
ба принимаем

v(x,t) = f (t) cos (πx/l),

отвечающей граничным условиям задачи: 

при x = ± l/2   v = 0, ∂ =
∂

2

2
0

v

x
.

Окончательно с учетом (5) получаем следую-
щее уравнение:

 ( )+ ω − µψ Ω =

2 1 2 cos 0f t f ,  (7)

где ω2 = π4EI/ml 

4 – частота поперечных колеба-
ний стержня; μ = P/2P*; P* = π2EI/l2 – критиче-
ская сила по Эйлеру [7];
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Вычисление ψ дает следующее выражение:
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Если положить Ωt = 2τ, a = 4ω2/Ω2, q = 
= 4μψω2/Ω2, уравнение (7) приводится к уравне-
нию Матье [4, 5]:

 ( )∂
+ − τ =

∂τ

2

2
2 cos 2 0

f
a q f . (8)

Результаты решения уравнения Матье для раз-
личных комбинаций коэффициентов а и q пред-
ставляются в виде диаграммы Айнса-Стретта 
[5, 9]. Различные аспекта исследования уравне-
ния Матье и представлений диаграммы Айнса-
Стретта изложены в работах [10–16]. 

Результаты и обсуждение

Расчеты выполнены для тяги с размерами 
D×d×l = 35×32×1200 (мм), материал Д16Т, кон-
цевой груз с размерами D×h = 120×100 (мм), ма-
териал – сталь 45. Вычисленные коэффициенты 
уравнения (8), например при рабочем напряже-
ния σ = 10 МПа, имеют следующие значения:  
а = 0,36, q = 0,89. На диаграмме Айнса-Стрет-
та (рис. 4) эта точка находится в белой зоне (не-
устойчивость), и, как показали эксперименты, 
стержень при этом напряжении испытывает со-
вместные продольные и поперечные колебания. 
Для устранения поперечных колебаний тяги дан-
ного типоразмера следует изменить условия ис-
пытания, в частности, за счет изменения длины 
тяги, массы концевых грузов, вариации частот 
продольных и поперечных колебаний. Так, про-
веденные эксперименты для тяги с размерами 

(6)
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Рис. 4. Фрагмент диаграммы Айнса-Стрет-
та [5] (зона устойчивости заштрихована)

Fig. 4. Fragment of the Ains-Strett diagram [5] 
(the zone of stability is shaded)

D×d×l = 25×22×600 (мм) и уменьшенными гру-
зами на концах тяги показали их динамическую 
устойчивость до уровня рабочих напряжений  
σ = 68 МПа. Таким образом, для коротких тяг 
имеет место больший диапазон рабочих напря-
жений на данной экспериментальной установке.

Полученное уравнение (8) позволяет подо-
брать необходимые параметры колебательной 
системы для проведения испытаний в условиях 
только продольных колебаний. 

Выводы

Уравнение (8) справедливо для всех типораз-
меров тяг. Оно позволяет определять такие пара-
метры колебательной системы, при которых тяга 
будет испытывать только продольные колебания. 
Показана возможность проведения технологиче-
ских испытаний тяг рулевого устройства на рас-
смотренной двухмассовой установке с учетом 
использования уравнения (8).
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A B S T R A C T

For technological control strength of the fl ight control connecting rod (further rod) selective destructive tests 
of ready details in static and pulsating axial loads are used. In order to decrease the time and to use non-destructive 
control methods rods are tested on the experimental installation, which has the two-mass oscillating system. The 
oscillating system consists of a rod with two identical tipweights and hanging on a thin steel string vertically. A rod 
under action a longitudinal force P (t)= =P cos Ωt has the resonant longitudinal oscillations which occur in actual 
use. A rod is the resonant longitudinal oscillations for the second natural form. The fi rst natural form corresponds to 
the movement of a rod with end loads as a rigid body and has no practical interest. Experiments showed that there 
is a dynamic instability in the form of parametric resonance of longitudinal oscillations. In this case, besides the 
longitudinal oscillations further transverse (bending) oscillations appear. It is interesting to determine the conditions 
for the emergence of parametric resonance of a rod in the process of technological tests. The analytical solution of 
the problem results in the Mathieu’s equation. The results of solving this equation for various combinations of the 
coeffi cients of the equation represented as Ince-Strutt diagram. The calculation of the Mathieu’s equation of the rod 
with dimensions D × d × l = 35 × 32 × 1200 (mm) shows that at operating stress of 10 MPa the rod works in the 
zone of dynamic instability. This fact is confi rmed experimentally. Experiment with the short rod by dimensions 
D × d × l = 25×22×600 (mm) showed that the rod is experiencing longitudinal oscillations without transverse 
oscillations up to stress 68 MPa. Thus, the short rods have a bigger range of working stresses at the experimental 
installation. The Mathieu’s equation is valid for all rod sizes. The equation allows determining such parameters of 
the oscillating system, in which the rod would experience only the longitudinal oscillations, which takes place in 
real conditions.
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(in Russian).
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