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АННОТАЦИЯ 
Введение. Вантовые системы принадлежат к числу перспективных направлений развития конструкций покрытия. 
Анализ вантовых конструкций в специализированных расчетных комплексах, не нацеленных на поиск оптимальных 
параметров и вариантную проработку, приводит к неэффективным проектным решениям. Совершенствование ме-
тодов расчета и проектирования вантовых систем — важная задача. Предлагается методика расчета гибких вант, 
включающая однотипные операции суммирования коэффициентов и их произведений, что позволяет реализовать 
ее в общедоступных математических программных комплексах, обладающих инструментами численного моделиро-
вания и оптимизации.
Материалы и методы. Разработанная методика основана на разложении функции формы гибкой ванты и внешней 
нагрузки в тригонометрические ряды с последующим преобразованием дифференциального уравнения равновесия 
ванты в систему алгебраических уравнений. Интегральное выражение длины пологой ванты преобразовано в алге-
браическую форму, используя выражения квадратов и четвертых степеней суммы ряда.
Результаты. Получено уравнение гибкой ванты, связывающее ее ординату, продольную жесткость, относительную 
деформацию и параметры внешней нагрузки. Предложены методика нахождения продольной жесткости из усло-
вия обеспечения работоспособного состояния ванты, методика расчета вертикальных перемещений от действия 
внешних нагрузок, а также методика нахождения стрелы и начальной длины ванты в исходном состоянии. Получено 
выражение для расчета длины ванты под нагрузкой и выражение для определения ординаты по известной длине.
Выводы. Разработанная методика позволяет выполнить расчет вант на действие распределенных по длине проле-
та поперечных нагрузок. Коэффициенты разложения сложной нагрузки являются суммой коэффициентов отдельных 
составляющих. Методика нацелена на выполнение автоматизированного расчета, способствуя глубокой проработке 
конструкции на предпроектной стадии в части получения оптимальных параметров. Дальнейшее развитие пред-
ложенной методики находится в области анализа работы под нагрузкой не пологих вант, многоярусных вантовых 
систем, вантовых конструкций с балками жесткости, шпренгельных систем и пространственных покрытий.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: тригонометрический ряд, ряд Фурье, пологая ванта, гибкая нить, длина ванты, функция формы,  
деформация
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ABSTRACT 
Introduction. Cable structures belong to perspective roof systems. Specialized software packages for structural analysis, 
however, do not provide optimization tools for obtaining efficient design solutions of the cable structures. Thus, development 
of improved methods for design and analysis of cable systems is an important task to be solved. An advanced technique for 
flexible cable analysis is proposed. It includes ordinary operations of summing the coefficients and their products. The tech-
nique is applicable for non-commercial mathematical software packages with numerical simulation tools included, thus 
providing structural optimization capabilities.
Materials and methods. The technique proposed is based on the sine-series expansion of the external load and the shape 
function of the flexible cable. The differential equation of cable equilibrium is thus transformed into the set of algebraic equa-
tions. The cable length is expressed in algebraic form by means of the power expressions for the sum of the series.
Results. The equation for the flexible cable is derived. It includes cable ordinate, axial stiffness, relative elongation and 
the external load parameters. The technique for determination of the axial stiffness of the cable is proposed under the op-
erability conditions. The techniques for finding load-induced vertical displacements, as well as the initial cable sag and 
the undeformed length are given. The length of the cable under load and the ordinate given the cable length are proposed.
Conclusions. The technique for flexible cable analysis allows taking into account distributed transverse external loads. For 
a combined load the coefficients of the series are the sum of the particular load coefficients. The technique is intended for auto-
mated structural solution. It allows facilitating the preliminary design stage, thus providing optimal parameters determination and 
in-depth design study implementation. Further development of the proposed technique encompasses the fields of non-shallow ca-
ble analysis, multy-chord cable systems, cable structures with stiffening girders, strutted cable systems and spatial roof structures.
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ВВЕДЕНИЕ 

Вантовые системы принадлежат к числу пер-
спективных направлений развития конструкций 
покрытия зданий и сооружений. Они обладают ма-
лым собственным весом и хорошей архитектурной 
выразительностью, а их применение способствует 
повышению эффективности использования высо-
копрочных сталей при перекрытии значительных 
по размеру пролетов, свободных от промежуточных 
опор [1, 2]. 

В работе [3] приводится критический анализ 
конструктивных решений вантовых систем с вы-
делением области их эффективного применения. 
Гибкие ванты (нити), структурно объединенные 
со сжатоизогнутыми элементами, образуют так на-
зываемые комбинированные конструкции: арочно- 
вантовые [4, 5], шпренгельные [6], подвесные систе-
мы с жесткой пролетной конструкцией [7–9], ком-
бинированные тросовые купола [10–12], а также 
bending-active системы [13, 14]. Комбинированные 
конструкции обладают большими перспективами 
практического применения [15].

Высокопрочные гибкие ванты выполняют раз-
гружающую, поддерживающую и стабилизирую-
щую роль в комбинированных конструкциях, обес-
печивая выполнение требований второй группы 
предельных состояний [16, 17]. Они являются ос-
новными несущими элементами tensegrity-систем, 
в которых отдельные сжатые распорки объединяют 
непрерывные растянутые элементы, охватывающие 
конструкцию в целом [18]. Сокращение доли сжа-
тых элементов делает tensegrity-системы перспек-
тивными для большепролетных зданий с редкой 
сеткой колонн.

Развитие теории гибкой нити вносит вклад 
в разработку методов создания предварительных на-
пряжений в сложных вантовых конструкциях [19]. 
Гибкие нити находят применение для разработки 
упрощенных расчетных схем тентовых строитель-
ных конструкций и пневматических оболочек [20], 
для которых получение точного аналитического 
решения осложняется проявлением физически не-
линейной работы материала, влиянием изменения 
температуры эксплуатации и вариацией внутренне-
го давления воздуха [21, 22]. 

В исследовании [23] гибкая нить применена 
для создания расчетной схемы железобетонно-
го перекрытия при разрушении несущей колонны 
нижерасположенного этажа с целью оценки несу-
щей способности усиленной конструкции, а также 
для выполнения расчета здания на прогрессирую-
щее обрушение. Расчетная схема гибкой нити ис-

пользуется для теоретического обоснования ме-
ханизма взаимодействия податливого опорного 
контура и вантового покрытия, определения рав-
новесной формы поверхности покрытия [24, 25], 
а также для разработки методик расчета многопро-
летных вантовых покрытий [26].

Анализ чувствительности комбинированных 
конструкций к повреждению и провисанию ванто-
вых элементов служит неотъемлемой частью про-
цесса оценки обеспечения их работоспособного со-
стояния [27].

Таким образом, разработка и совершенствова-
ние методов расчета гибких вантовых элементов — 
важная задача, решение которой позволит повысить 
эффективность современной строительной отрасли.

Вывод, что анализ работы под нагрузкой ванто-
вых строительных конструкций должен выполнять-
ся «в больших перемещениях» с учетом нелинейной 
зависимости между перемещениями узлов и дефор-
мациями элементов приведен в публикации [28]. 
Один из наиболее распространенных приемов ана-
лиза нелинейных конструкций — применение ите-
рационных методик, позволяющих найти решение 
за конечное число шагов и включающих этап по-
строения касательной матрицы жесткости дефор-
мируемой системы. 

В труде [29] предложена касательная матрица 
жесткости двухузлового вантового элемента, учи-
тывающая его начальную кривизну. Предложена 
уточненная матрица жесткости криволинейного 
вантового элемента в деформированном состоянии 
с учетом геометрической и физической нелинейно-
сти, а также изменения температуры [30]. Рассмо-
трены усовершенствованные вантовые элементы 
для применения в геометрически нелинейном ко-
нечно-элементном анализе [31]. 

Для определения горизонтального распора 
при установлении длины ванты используется ме-
тод Ньютона – Рафсона [26], который также нахо-
дит применение в задаче нахождения равновесного 
состояния вантовой фермы, состоящей из ряда эле-
ментарных модулей [32].

Двухстадийная методика статического анали-
за вантовых конструкций предложена в исследова-
нии [33]. На первой стадии для определения исходной 
формы гибких вантовых элементов и их начальных 
натяжений (преднапряжений) разработана модифи-
кация метода плотности сил catenary force density 
method, учитывающая собственный вес вантовых 
элементов. Вторая стадия, заключающаяся в анализе 
вантовой конструкции на действие внешних нагрузок, 
состоит в итерационном поиске решения путем ми-
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нимизации узловых неуравновешенностей методом 
Ньютона – Рафсона. 

Несмотря на множество преимуществ числен-
ных методов и постоянный рост доступных ресур-
сов современной компьютерной техники, их при-
менение вместе с тем требует предварительного 
задания основных параметров вантовых конструк-
ций. Аналитические подходы к статическому рас-
чету, таким образом, сохраняют свою актуальность, 
позволяя оценить требуемые жесткостные характе-
ристики и уровень начальных напряжений элемен-
тов вантовых систем [34].

Уравнения равновесия в дифференциальной 
форме для вантового элемента приведены в публи-
кации [35]. В результате их интегрирования с учетом 
граничных условий получены перемещения концов 
ванты. Данный подход применим для статического 
анализа вантовых систем, несущих равномерно рас-
пределенные нагрузки.

С целью установления приращений распоров 
вантовых поясов, используемых при вычислении 
прогиба вантовой фермы от внешней нагрузки [36], 
предлагается система нелинейных уравнений, полу-
чение коэффициентов которой сопряжено с постро-
ением эпюр изгибающих моментов в фиктивной 
шарнирно опертой балке, а также с операциями ин-
тегрирования. Для вычисления длины ванты даны 
выражения [37], использующие интеграл от квадра-
та балочных поперечных сил (характеристика на-
грузки). Статический анализ вантовых конструкций 
сопряжен с трудоемкими процедурами расчета ко-
эффициентов и итерационного решения нелиней-
ных систем.

Упрощение методик анализа строительных 
конструкций и составляющих их элементов дости-
гается использованием тригонометрических рядов. 
В работах [38, 39] тригонометрические ряды при-
менены для расчета мембраны и композитной балки, 
в труде [40] — для анализа прямоугольной пластины,  
в [41] — для выполнения геометрически нелинейного 
расчета подвесных мостов с балкой жесткости. Делает-
ся вывод, что применение тригонометрических рядов 
позволяет вести расчеты конструкций на действие про-
извольных нагрузок. Выражения для получения коэф-
фициентов ряда имеют стандартную форму, не требу-
ют построения эпюр внутренних силовых факторов 
и могут быть реализованы в программных комплексах 

(ПК) математических расчетов общего назначения, на-
пример MathCad или MathLab.

Из приведенного литературного обзора следу-
ет вывод о том, что, несмотря на хорошо прорабо-
танные к настоящему времени численные методы 
расчета вантовых систем, реализуемые в специ-
ализированных ПК конечно-элементного анализа, 
аналитические подходы к статическому расчету 
сохраняют свою актуальность, позволяя получить 
оптимальные параметры вантовых конструкций, 
а также служа инструментом оценки правильности 
принятых расчетных схем и полученных численны-
ми методами результатов. 

Среди основных требований, предъявляемых 
к аналитическим решениям, можно выделить их при-
менимость в ПК математических расчетов общего 
назначения, обладающих широким спектром инстру-
ментов численного моделирования для решения за-
дач оптимизации и аппроксимации, а также для гра-
фического представления полученных результатов. 
Разработанные к данному моменту аналитические 
решения для гибких вант вместе с тем связаны с ре-
шением систем нелинейных уравнений, а также с по-
строением и последующим интегрированием эпюр 
поперечных сил или изгибающих моментов в фик-
тивной балке, что представляет сложности при вы-
полнении практических расчетов. 

Цель исследования — разработка эффективно-
го инструмента анализа гибких вант, требующего 
выполнения однотипных операций суммирования 
коэффициентов и их произведений, реализуемых 
в ПК математических расчетов общего назначения.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Расчетная схема одиночной ванты представ-
ляет собой гибкую нить, подверженную действию 
внешней распределенной нагрузки и закрепленную 
в опорных узлах (рис. 1).

Приняты следующие предпосылки для даль-
нейших расчетов. Опорные узлы неподвижны, 
внешние нагрузки действуют вертикально, а ма-
териал работает в линейно-упругой стадии. В ис-
ходном (условно ненапряженном) состоянии ванта 
подвержена действию бесконечно малой попереч-
ной нагрузки, задающей ее начальную форму. Рас-

Рис. 1. Расчетная схема гибкой ванты
Fig. 1. Design diagram of the flexible cable
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смотрены только пологие ванты, подчиняющиеся 
следующему условию:

k k k� �� ��lim, lim,
... ,1 2 (1)

где klim,1 = 1/24, klim,2 = 1/8, — границы диапазона k, яв-
ляющегося отношением стрелы ванты f к пролету L: 

k = f /L. (2)
С учетом пологости ванты вариация усилия 

N(x) по длине незначительна и можно записать при-
ближенное равенство:

N(x) ≈ H, (3)
где H — горизонтальная реакция (распор).

Представим форму ванты и внешнюю нагрузку 
в виде тригонометрических рядов:

1
( ) ψ sin( π );

Mn

m
m

y x m x L
�

� � � �� (4)

1
( ) sin( π ),

Mn

m
m

q x kq m x L
�

� � � �� (5)

где y(x) — функция формы ванты; q(x) — функ-
ция, аппроксимирующая заданную внешнюю по-
перечную нагрузку на ванту qg(x); m — номер эле-
мента ряда; nM — число учитываемых элементов; 
ψm и kqm — коэффициенты рядов, представленные 
в векторной форме:

� � � �
�

� � �1
... ... ;m n

T

M
; (6, а)

kq kq kq kqm n
T

M

�

� � �1
... ... .. (6, б)

Коэффициенты разложения внешней нагруз-
ки [42]:

kq
L

q x m x
L

dxm g

L
� � �

� ��
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
��

2

0
( ) sin .

�
(7)

Дифференциальное уравнение гибкой ванты, 
подверженной внешней поперечной нагрузке [37], 
с учетом формулы (3):

d
dx

y x q x
N

2

2
( )

( )
,�

� (8)

где N N� � ��  — среднее продольное усилие в ван-
те, определяемое по закону Гука вследствие линей-
ной упругости материала:

N EA c� �� , (9)

где EA — жесткость ванты на растяжение; εc = ε(


ψ) —  
относительная деформация:

,0

ε –1,g
c

c

L
L

� (10)

где Lg = Lg(


ψ ) — длина ванты под нагрузкой; Lc,0 — 
начальная длина ванты в исходном состоянии.

Начальная длина одиночной ванты Lc,0 совпа-
дает с так называемой геометрической длиной кри-
вой, имеющей ординату (стрелу) в центре пролета f0  
в исходном (условно ненапряженном) состоянии. 
Длина ванты под нагрузкой представляет собой 
геометрическую длину кривой Lg, определяемой 
функцией формы (4), на участке между опорными 
узлами. С учетом пологости геометрическая дли-
на может быть выражена следующим образом [37]:

L dy x
dx

dy x
dx

dxg

L

� � ��
�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
�

�

�
��

�

�
��� 1

1

2

1

8

2 4

0

( ) ( )
. (11)

Представим производную от функции y(x) (4) 
в виде суммы ряда Am:

d
dx
y x

L
Am

m

nM
( ) ,� �

�
��

1

(12)

где

A m m
L

xm m cos . (13)

Для выражения длины ванты (11) через коэф-
фициенты функции формы применим выражения 
для суммы ряда Am, возведенной во вторую и чет-
вертую степени:

A A Am
m

n

m m
m

n

m

nM MM

� ��
� ��
�

�
�

�

�
� � �

1

2

11
1 2

21

; (14)

1 2 3

1 2 3 4

4

4

1 1 1 1

1

.

M M M M

M

n n n n

m
m m m m

n

m m m m
m

A

A A A A

� � � �

�

� �
� �� �

� �

� � � �

� � � �

�
(15)

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Основное уравнение гибкой ванты
Подставив функцию формы гибкой ванты (4) 

и внешнюю нагрузку (5) в дифференциальное урав-
нение (8), получим зависимость компонентов векто-
ра 


ψ  от коэффициентов разложения нагрузки kqm:

m
kq N

Lm

m

2

2

2

1
� � �
�

� �( )
,


(16)

где m = 1...nM.
При kqm = 0 имеет место тривиальное решение: 

ψm = 0. Ненулевые коэффициенты функции формы ψm  
имеют место при kqm ≠ 0. Правые части всех уравне-
ний, входящих в выражение (16), не зависят от индек-
са m и являются одинаковыми при заданном векторе 


ψ. Таким образом, для левых частей, соответствую-
щих индексам m и j, можно записать равенство:

m
kq

j
kq

m

m

j

j

2 2� � �
� �

(17)

при kqm ≠ 0 и kqj ≠ 0.
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Из формулы (17) получена зависимость между 
коэффициентами ряда (4):

2
,ψ ( ) ψ ,m m j jj m k� � � (18)

где km, j — приведенный коэффициент разложения 
нагрузки по базовому индексу j:

km, j = kqm/kqj . (19)

Приведенные коэффициенты зависят от типа 
внешней нагрузки и не зависят от ее интенсивности. 
Так как ряд (4) — убывающий, следует принимать 
как можно меньший базовый индекс при условии 
kqj ≠ 0. Для всех нагрузок, кроме обратно симме-
тричных, рекомендуется j = 1, в то время как для об-
ратно симметричных нагрузок: j = 2.

Подставив выражение (18) в (16), получено 
уравнение для определения неизвестного коэффи-
циента функции формы ψj: 

�
� �j
j

j

kq
N

L
j

� �
�( )
.

2

2 2 (20)

Для получения усилия в ванте N(ψj) необходи-
мо выразить длину ванты в зависимости от коэффи-
циента ψj. Подставив (14) и (15) в (11), с учетом (12), 
получим длину ванты в следующем виде:

1 2 1 2
1 2

2

,2
1 1

π ν ν ...
2

M Mn n

g m m m m
m m

L L I
L � �

� � � � � �
� � �

1 2 3

1 2 3 4 1 2 3 4

4

4

4
1 1 1

, , ,

1

π
...

8

ν ν ν ν ,

M M M

M

n n n

m m m

n

m m m m m m m m
m

L

I

� � �

�

� �
�

� � � � �

� � �

�
(21)

где v mm i mi i
, m ni M�� �1... ;  I — интегральные 

выражения произведения тригонометрических 
функций:

I x x dxm m m m

L

1 2 1 2

0

, cos( ) cos( ) ; (22, а)

1 2 3 4 1 2

3 4

, , ,
0

cos(τ ) cos(τ )

cos(τ ) cos(τ ) ,

L

m m m m m m

m m

I x x

x x dx

� � � � �

� � � �

� (22, б)

где τ π .
im im L� �

Преобразовав выражения (22, а) и (22, б), полу-
чим:

� �1
1 2

1 2 1
1 1 2

2

,
1

sin ( 1) τ τ1 ;
2 ( 1) τ τ

i
m m

m m i
i m m

L
I

�

� �� � � �� �� �
� � �� (23, а)

�

�

1 2 3 4

1 2

1 2

1

1 2

3 1

3

2 3 4

3

2 3 4

2 2

, , ,

1 1

2

1

1

8

sin ( 1) τ ( 1)

( 1) τ ( 1)

τ ( 1) τ τ
.

τ ( 1) τ τ

m m m m
i i

i i
m

i i
i m

i
m m m

i
m m m

I

L

� �

�

� � �

� � � � � ���
� � � � �

�� � � � � � �
� � � � �

� �

� (23, б)

Учитывая, что индексы mi являются целыми 
положительными числами, числители выражений 
(23, а) и (23, б) стремятся к нулю. Таким образом, 
ненулевые слагаемые в суммах (23, а) и (23, б) бу-
дут лишь при условии, когда их знаменатели также 
стремятся к нулю:

D m mm m
i i

1 2

1 11 01 2, ( ) ; (24, а)

1 2 3 31 2

1 2 3 4

, ,

, , , 1 2

3 4

( 1) ( 1) ( 1)

0,

i i i ii i
m m m mD m m

m m

� � � � � � � � �

� � �
(24, б)

где i1, i2, i3 — индексы, принимающие значения 1 
или 2.

Учитывая, что

lim
sin( )

,
a

a L
a

L
�

��
�
�

�
�
� �

0
(25)

преобразуем выражения (23, а) и (23, б):

Im1, m2
 = L/2 при условии m1 = m2; (26, а)

Im1, m2
 = 0 при условии m1 ≠ m2 (26, б)

и

I L
m m m m m m m m1 2 3 4 1 2 3 48

, , , , , , , (27)

где �m m m m1 2 3 4, , ,
 — количество нулевых комбинаций 

при заданных значениях индексов mi: Dm m m m
i i i

1 2 3 4

1 2 3 0, , ,

, ,
.�

Учитывая формулы (26), (27) и (18), преобразу-
ем выражение для длины ванты (21) к следующему 
виду:

2 4
2 4(ψ ) χ ψ χ ψ ,g j j jL L� � � � � (28)

где χ2 и χ4 — коэффициенты:

�
�

�
2

2 4

2

14 1

1

�
�
� �
�jL m
m

nM

; (29, а)

1

1 2 3

2 3 4

1 2 3

4 8

4 3
1 1 1

2 2 2

1 1 1

π
χ ξ

64

ξ ξ ξ

M M Mn n n

m
m m m

m m m
i i i

j
L � � �

� � �

�
� � �

�

� � �

� � �

� � �
(29, б)

при
31 2

4 1 2 3( 1) ( 1) ( 1) .
ii im m m m� � � � � � � � � (30)

Коэффициенты ξm1
...ξm3

  являются отношени-
ями приведенных коэффициентов разложения на-
грузки к соответствующему номеру элемента ряда:

,ξ .m m jk m� (31)

Коэффициент ξm4 также определяется по фор-
муле (31), если значение m4, найденное по выра-
жению (30), принадлежит интервалу [1...nm]. При  
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m4 ∉ [1 ... nm] коэффициент ξm4
 принимается равным 

нулю.
Подставив формулу (18) в (4), получим орди-

нату ванты в заданной точке пролета x ∈ (0 ... L) 
в зависимости от коэффициента ψj:

y(x) = ψj · Ψ(x), (32)
где Ψ(x) — следующая функция:

�( ) sin ,x j m x
Lm

m

nM
� � �

� ��
�
�

�
�
�

�
�2

1

�
�

(33)

где μm — коэффициент:
2

,μ .m m jk m� (34)

Выразив коэффициент ψj из выражения (32) 
и подставив его в формулу (28), получим зависи-
мость длины ванты от типа внешней нагрузки, опре-
деляемого коэффициентами km,j, и ее ординаты y(x):

4 2
4 2Φ ( ) ( ) Φ ( ) ( ) ,gL x y x x y x L� � � � � (35)

где
4

4 4Φ ( ) χ Ψ( ) ;x x� � (36, а)

2
2 2Φ ( ) χ Ψ( ) .x x� (36, б)

Подставив выражения (9) и (32) в (20), учиты-
вая (10), получим основное уравнение одиночной 
ванты, связывающее ее ординату y(x) в точке x, про-
дольную жесткость EA, относительную деформа-
цию εc и параметры внешней нагрузки:

y x L
j

x kq
EA

j

c

( )
( )

,�
�

�

�
�

�

�
� �

�

�� �

2 �
(37)

где kqj — коэффициент разложения внешней нагруз-
ки (7), имеющий индекс j.

Учитывая, что компоненты (37), за исключени-
ем ординаты y(x) и функции Ψ(x), не зависят от аб-
сциссы x, запишем соотношение между ординатами 
ванты:

y x y x x
xg
g

( ) ( )
( )

( )
,� �

�
� (38)

где x и xg — абсциссы двух узлов ванты в пределах 
пролета; y(x) и y(xg) — ординаты данных узлов.

Для широко распространенного на практике 
случая действия нагрузки, состоящей из равномер-
ного загружения левой и правой половин пролета 
интенсивностью qL и qR, при qL ≠ –qR получено вы-
ражение значения функции (33) в центре пролета 
(при x = L/2):

* 3Ψ π 32.c � (39)

Из (39) видно, что при данном характере загру-
жения ванты значение функции (33) в центре про-
лета не зависит от значений qL и qR (за исключением 

случая qL = –qR) и является константой, а выраже-
ние (38) принимает упрощенный вид: 

*( ) Ψ( ) Ψ ,cy x f x� � (40)
где f  = y(L/2).

Расчет ванты на действие наиболее неблагопри-
ятной внешней нагрузки

Продольная жесткость ванты EA, подвержен-
ной действию внешней нагрузки qg и имеющей за-
данную ординату y(x) и относительную деформа-
цию εc, определяется из решения уравнения (37). 
Выбор нагрузки qg из множества нагрузок qg,i, дей-
ствующих на ванту, следует осуществлять по макси-
муму произведения:

1Ψ( 2) .tD L kq� � (41)
Величина Dt является аналогом так называемой 

«грузовой характеристики», которая используется 
в работе [37] для выбора предельной нагрузки, т.е. 
нагрузки, создающей наибольшее растягивающее 
усилие в ванте.

Для назначения величины относительной де-
формации εc запишем условия обеспечения несущей 
способности и нормальной эксплуатации вантового 
элемента:

� � �
lim, lim,

,
1 2
� �c (42)

где Θlim,1 ... Θlim,2 — допустимый диапазон для Θc, яв-
ляющегося отношением нормального напряжения 
в ванте σc к ее расчетному сопротивлению Rc (коэф-
фициент использования несущей способности):

σΘ ,
γ
c

c
c cR

�
� (43)

где γc — коэффициент, учитывающий неравномер-
ность усилий по длине ванты:

� c
H
N

�
max

, (44, а)

где H — распор в ванте; Nmax — максимальное уси-
лие в ванте.

При равномерной поперечной нагрузке, дей-
ствующей на ванту:

� c
k

�
� �

1

1 16
2
, (44, б)

где k — отношение стрелы ванты к пролету (2).
С учетом формулы (1) диапазон изменения ко-

эффициента γc составит:

� c �� �0 89 0 98, ... , . (44, в)

Применяя закон Гука, запишем отношение 
Θc (43) через относительную деформацию вантово-
го элемента εc: 

�c
c

c

�
�
�

, (45)

где ζc — предельно допустимая деформация:
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ζ γ ,c c

c
c
R
E
�

� (46)

где Ec — модуль упругости ванты.
Учитывая формулы (42) и (45), запишем допу-

стимый диапазон относительных деформаций ван-
тового элемента: 

� � �c c c� �� ��, ,
... ,1 2 (47)

где εc,1 = Θlim,1 · ζc и εc,2 = Θlim,2 · ζc.
Для диапазона Θlim,1 ... Θlim,2 предлагается при-

нять следующие граничные значения: Θlim,1 = 0,01 
и Θlim,2 = 1,0. При этом верхняя граница Θlim,2 со-
ответствует максимально допустимому напряже-
нию, не приводящему к разрыву ванты, в то время 
как нижняя граница диапазона Θlim,1 соответству-
ет минимальному растягивающему напряжению, 
обеспечивающему работоспособное состояние ван-
тового элемента.

Таким образом, выбрав относительную дефор-
мацию ванты εc из допустимого диапазона (47), про-
изводится определение ее продольной жесткости 
EA по выражению (37) при ординате yq(x), которую 
должна иметь ванта под действием данной нагрузки.

В случае, если вместо ординаты yq(x) задан-
ной является стрела ванты f0 в исходном состоянии, 
для нахождения продольной жесткости необходимо 
предварительно определить значение yq(x) в соот-
ветствии со следующим алгоритмом: 

• найти начальную длину ванты Lc,0 по форму-
ле (35) при y = f0 и коэффициентах Φ2 и Φ4, полу-
ченных по (36, а) и (36, б) для нагрузки исходного 
состояния;

• найти длину ванты Lg под заданной нагрузкой 
из выражения (10) при относительной деформации 
εc, выбранной из допустимого диапазона (47);

• определить искомую ординату yq(x) при из-
вестной длине Lg и коэффициентах Φ2 и Φ4, полу-
ченных по выражениям (36, а) и (36, б) для заданной 
нагрузки qg и абсциссы x:

y x
L Lg

( )

( )

.�
� � � � � � � �� �

� �

2 4

2

4 2 2

2

4

4

� � � �

�
(48, а)

В частном случае при равномерно распределен-
ной нагрузке ордината ванты длиной Lg пролетом L 
в сечении xc = L/2 составит:

� � 5

2 6

1 1 3,6 1 .

c

g

Lf y x

L
L

� � � �

� �
� � � � �� �

� �

(48, б)

Для проверки деформативности ванты произ-
водится определение вертикальных перемещений 
относительно исходного состояния:

�y x y x y x( ) ( ) ( )� �
0

, (49)

где  y(x) — ордината ванты при действии нагрузки  
qg (38); y0(x) — ордината ванты исходного состояния.

Если стрела в исходном состоянии f0 и началь-
ная длина ванты Lc,0 неизвестны, их определение 
выполняется в следующей последовательности, 
требуется:

• найти значения функций (36, а) и (36, б) 
при заданной нагрузке qg и абсциссе узла ванты xg;

• найти длину ванты под нагрузкой Lg (35) 
при известной ординате узла ванты y(xg);

• найти начальную длину ванты Lc,0 (10) при из-
вестной длине Lg и относительной деформации εc;

• определить искомую стрелу f0 при Lg = Lc,0 
для равномерно распределенной нагрузки исходно-
го состояния по выражению (48, б), в общем слу-
чае — по (48, а).

Вертикальные перемещения узлов ванты от дей-
ствия всех внешних нагрузок

Рассмотрим действие нагрузки p, которая отли-
чается от нагрузки qg. Продольная жесткость ванты 
EA, а также стрела в исходном состоянии f0 и на-
чальная длина ванты Lc,0, найденные для нагрузки 
qg, должны остаться неизменными. Выразим орди-
нату ванты в центре пролета fp:

f f fp p� �
0

� , (50)

где Δfp — искомое вертикальное перемещение в цен-
тре пролета от нагрузки p относительно исходного 
состояния.

Подставив выражения (10) и (50) в (37), учи-
тывая формулу (35) при x = L/2 и y(x) = fp, получим 
нелинейное уравнение относительно искомого при-
ращения Δfp. Учитывая, что величины перемеще-
ний намного меньше, чем геометрические размеры 
конструкции, предлагается отбросить члены урав-
нения, содержащие перемещения в третьей и более 
высоких степенях. Получив таким образом квадрат-
ное уравнение, решение которого может быть запи-
сано в следующем виде:

2
1 1 2 3 0 0

2

4 ( )
Δ ,

2p

A A A A A f
f

A
� � � � � � �

�
�

(51)

где A0, A1, A2 и A3 — коэффициенты:

A f f L Lc0 4 0

4

2 0

2

0
� � � � � �� �

,
; (52, а)

A A f f
1 0 0

2

4 0

2

2
2 2� � � � � � �[ ];� � (52, б)

A f f
2 0 4 0

2

2
10 3� � � � � �[ ];� � (52, в)

A
kq
EA

L
j

Lj
c x3

2

2 2 0
� �

�
� �

� ,
,� (52, г)

где Ψx, Φ2 и Φ4 — коэффициенты, вычисляе-
мые для нагрузки p в сечении с абсциссой x = L/2 
по уравнениям (33) и (36); kqj — коэффициент раз-
ложения внешней нагрузки p (7), имеющий индекс j.
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Вертикальные перемещения узлов ванты в про-
извольном сечении x в пределах пролета определя-
ются по формуле (49) с использованием (38), где 
y(xg) = fp, а значения функции Ψ вычисляются по (33) 
для нагрузки p, в сечениях с абсциссами x и xg = L/2.

Численный пример
Рассмотрим ванту пролетом L = 40 м, несущую 

нагрузку, распределенную по треугольнику с мак-
симумом на правой опоре: p(x) = p0 · x/L, где p0 = 
= 4,905 кН/м (0,5 тс/м) [43]. Расчетная схема ванты 
с обозначением номеров узлов, расположенных с ша-
гом 5,0 м по длине пролета, приведена на рис. 2. На-
чальная длина ванты задана и составляет Lc,0 = 41 м. 
Продольная жесткость ванты EA = 9,633 · 104 кН (ар-
матурная сталь с модулем упругости 2 · 106 кгс/см2  
и площадью поперечного сечения 4,91 см2).

Ордината в центре пролета под нагрузкой p 
без учета деформирования ванты найдена из вы-
ражения (48, а) при Lg = Lc,0 и коэффициентах 
Φ2 = 0,0711 и Φ4 = –1,35 · 10–4 (36) для x = L/2: y5 =  
= 3,803 м, где нижний индекс означает номер узла 
по рис. 2. Ординаты остальных узлов ванты полу-
чены из формулы (38) при x = 5,0 · (i – 1), где i — 
номер узла; xg = L/2; y(xg) = y5; Ψ(xg) = 0,969 (33). 
Вертикальное перемещение узла ванты в центре 
пролета от действия внешней нагрузки получено 
по выражению (51): Δfp = 0,104 м. Ордината ванты 
в центре пролета в деформированном состоянии: 

fp = 3,907 м. Ординаты ванты во всех рассматрива-
емых сечениях и узловые перемещения получены 
по формулам (38) и (49). 

Сравнение результатов предложенной методи-
ки и результатов, полученных в работе [43], приве-
дено в таблице. Процентные расхождения определе-
ны по формуле:

� � �
�
�

200
1 2

1 2

V V
V V| |

, %, (53)

где V1 и V2 — сравниваемые значения.
Длина ванты под нагрузкой получена по фор-

муле (35) при y(x) = fp. Относительная деформация 
ванты и продольное усилие найдены по выражени-
ям (9) и (10): εc = 1,304 · 10–3 и N = 125,6 кН. Расхож-
дение с усилием, приведенным в публикации [43] 
Ne = 127,3 кН (12,98 тс), составляет ϖ = 1,34 % (53).

При найденной ординате в центре пролета fp 
и относительной деформации под нагрузкой εc оце-
ним величину продольной жесткости ванты по фор-
муле (37): EAchk = 9,628 · 104 кН. Расхождение с за-
данной жесткостью EA составляет 0,05 % (53).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

Предложена методика статического анализа 
гибкой ванты, основанная на применении тригоно-
метрических рядов для решения дифференциаль-
ного уравнения равновесия. Методика позволяет 

Сравнение ординат недеформированной ванты и вертикальных перемещений от действия внешней нагрузки, полу-
ченных по предложенной методике, с результатами работы [43]
Comparison of the cable ordinates in the undeformed state and load-induced vertical displacements, obtained by means 
of the proposed technique, with the results by [43]

Номер 
узла ванты

Node 
number of 
the cable

Ординаты
Ordinates

Вертикальные перемещения
Vertical displacements

Предложенная 
методика, мм
The proposed 
technique, mm

Результаты 
работы [43], мм

Results by [43], mm

Расхождение 
ϖ, % (53)

Discrepancy 
ϖ, % (53)

Предложенная 
методика, мм
The proposed 
technique, mm

Результаты 
работы [43], мм
Results by [43], 

mm

Расхождение 
ϖ, % (53)

Discrepancy 
ϖ, % (53)

2 1248 1233 1,21 34 34 0,00
3 2377 2349 1,18 65 64 1,55
4 3268 3231 1,14 89 87 2,27
5 3803 3761 1,11 104 101 2,93
6 3862 3822 1,04 105 103 1,92
7 3327 3297 0,91 91 89 2,22
8 2080 2069 0,53 57 56 1,77

Рис. 2. Схема ванты к численному примеру: показана нумерация узлов и схема действия внешней нагрузки
Fig. 2. Diagram of the cable for the numerical example: node numbering and the external load are shown

p(x)
p
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X
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выполнять расчет вант на действие произвольных 
поперечных нагрузок. Коэффициенты разложения 
внешней нагрузки (7) могут быть найдены для со-
ставляющих нагрузки по отдельности и затем про-
суммированы для получения коэффициентов разло-
жения нагрузки в целом.

Получено уравнение гибкой ванты, связы-
вающее ее ординату, продольную жесткость, от-
носительную деформацию и параметры внешней 
нагрузки. Предложены методика для определения 
продольной жесткости ванты в зависимости от за-
данной относительной деформации, принятой 
из допустимого диапазона, методика для нахож-
дения вертикальных перемещений ванты от внеш-
ней нагрузки, методика определения формы ванты 
под нагрузкой, а также методика нахождения стре-
лы и начальной длины ванты в исходном состоянии.

Приведены выражения для получения коэффи-
циентов (29), (33), (36), используемых при расчете 
длины ванты, которые в отличие от предшествую-
щих работ не требуют построения и последующего 
интегрирования эпюр поперечных сил и изгибаю-
щих моментов в фиктивной шарнирно опертой бал-
ке, но содержат однотипные операции суммирова-
ния коэффициентов и их произведений. Это более 
предпочтительно с точки зрения выполнения авто-
матизированного расчета, способствуя упрощению 
численного моделирования и оптимизации ванто-
вых конструкций при помощи математических про-
граммных комплексов.

Результаты работы вносят вклад в развитие ме-
тодов анализа многоярусных вантовых систем, ван-
товых конструкций с балками жесткости, шпренгель-
ных систем и пространственных вантовых покрытий.
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