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АННОТАЦИЯ 
Введение. Несущая способность при расчете по методу предельных усилий нормальных сечений внецентренно 
сжатых железобетонных конструкций при малых эксцентриситетах, согласно действующим нормативным докумен-
там, определяется с учетом линейной аппроксимации нелинейной зависимости напряжений в растянутой арматуре 
от высоты сжатой зоны. Данный подход является в значительной степени упрощенным и приводит в некоторых 
случаях к необоснованному завышению несущей способности элементов. Цель исследования — аналитическим 
путем получить наиболее универсальную и точную зависимость для определения высоты сжатой зоны бетона, на-
пряжений в растянутой арматуре и, как следствие, уточнить величину предельной несущей способности нормаль-
ного сечения внецентренно сжатых элементов при разрушении по бетону сжатой зоны. Задачи исследования: ана-
литическое получение зависимости для высоты сжатой зоны бетона в сечении в предельном состоянии; сравнение 
получаемой несущей способности с учетом полученной зависимости с наиболее простой зависимостью, принятой 
в нормативных документах, а также с результатами расчетов по нелинейной деформационной модели; установле-
ние степени необоснованного завышения несущей способности внецентренно сжатых железобетонных конструкций 
с малыми эксцентриситетами в действующих нормативных документах.
Материалы и методы. Приняты основные методики, применяемые в современной теории прочности бетона и же-
лезобетона.
Результаты. Аналитическое выражение для высоты сжатой зоны получено на основании упрощенной трехлиней-
ной диаграммы деформирования бетона при сжатии. Обоснованное уточнение высоты сжатой зоны позволяет до-
стичь максимальной сходимости с результатами расчетов по нелинейной деформационной модели без применения 
итерационных подходов в решении задачи.
Выводы. Предлагаемые аналитические зависимости дают возможность определить фактическое напряженно-
деформированное состояние в нормальных сечениях внецентренно сжатых железобетонных элементов при дей-
ствии малых эксцентриситетов приложения продольного сжимающего усилия в предельном состоянии.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: железобетон, железобетонные конструкции, внецентренно сжатые конструкции, нелинейная 
деформационная модель, диаграмма деформирования бетона
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Resistance of compressed elements with small eccentricity taking 
into account actual height of the compressed concrete zone
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ABSTRACT
Introduction. The load-bearing capacity of normal sections of eccentrically compressed reinforced concrete structures at 
small eccentricities, according to current regulatory documents, is determined taking into account the linear approximation 
of the nonlinear dependence of stresses in tensile reinforcement on the height of the compressed zone. This approach is 
largely simplified and in some cases leads to an unreasonable overestimation of the bearing capacity of elements. The aim 
of the study is to obtain analytically the most universal and accurate dependence for determining the height of the com-
pressed zone of concrete, the stresses in tensile reinforcement and, as a result, to clarify the value of the maximum bearing 
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capacity of the normal section of eccentrically compressed elements during destruction of the compressed zone in con-
crete. Objectives of the research: analytical obtaining the dependence for the height of the compressed zone of concrete 
in the section in the limit state; comparison of the obtained load-bearing capacity, taking into account the obtained depen-
dence, with the simplest dependence adopted in regulatory documents, as well as with the results of calculations using 
a nonlinear deformation model; determination of the degree of unreasonable overestimation of the bearing capacity of ec-
centrically compressed reinforced concrete structures with small eccentricities in current regulatory documents.
Materials and methods. The main methods used in the modern theory of concrete and reinforced concrete strength were 
adopted.
Results. The analytical expression for the height of the compressed zone is obtained based on the simplified three-linear 
diagram of the deformation of concrete under compression. Reasonable refinement of the height of the compressed zone 
makes it possible to achieve maximum convergence with the results of calculations using a nonlinear deformation model 
without the use of iterative approaches to solving the problem.
Conclusions. The proposed dependencies make it possible to determine the actual stress-strain state in normal sections 
of eccentrically compressed reinforced concrete elements under the action of small eccentricities of application of the longi-
tudinal compressive force in the limit state.

KEYWORDS: reinforced concrete, reinforced concrete structures, eccentrically compressed structures, nonlinear deforma-
tion model, deformation diagram of concrete
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ВВЕДЕНИЕ

Как известно, расчет нормальных сечений 
внецентренно сжатых конструкций согласно дей-
ствующим нормативным документам1 по методу 
предельных усилий сводится к определению высо-
ты сжатой зоны бетона из рассмотрения равенства 
проекций, действующих сжимающих и растягиваю-
щих внутренних усилий на продольную ось элемен-
та при замене криволинейной фактической эпюры 
сжатой зоны бетона, эквивалентной прямоугольной. 
При этом, в отличие от изгибаемых конструкций, раз-
рушение внецентренно сжатых элементов во многих 
случаях происходит по сжатой зоне сечения от раз-
дробления сжатого бетона (случай малых эксцентри-
ситетов приложения продольного усилия).

Применение подхода деформационной расчет-
ной модели нормального сечения к внецентренно 
сжатым элементам впервые был предложен А.С. За-
лесовым и Е.А. Чистяковым [1]. Впоследствии были 
проведены множественные исследования по кор-
ректному использованию итерационных подходов 
нелинейной деформационной модели к решению 
задачи по определению несущей способности таких 
элементов [2–8]. Среди зарубежных трудов, рассма-
тривающих деформационную модель нормального 
сечения, в том числе применительно к внецентрен-
но сжатым железобетонным элементам, стоит отме-
тить исследования [9–11]. 

Многие экспериментальные исследования осо-
бенностей напряженно-деформированного состояния 
внецентренно сжатых элементов и сопротивления 
их нормальных сечений были выполнены и в нашей 
стране, среди них опытные работы [12–14]. Изучено 

1 СП 63.13330.2018. СНиП 52-01–2003. Бетонные и же-
лезобетонные конструкции. Основные положения. М. : 
Минстрой России,  2018.

влияние различных параметров на несущую способ-
ность сжатых с эксцентриситетами элементов [15, 16]. 

Попытка применить упрощенную деформа-
ционную модель для внецентренно сжатых с ма-
лыми эксцентриситетами элементов предпринята 
Т.А. Мухамедиевым [17, 18]. Метод использования 
упрощенного подхода к решению деформационной 
постановки задач для случаев разрушения по сжа-
той зоне бетона с модифицированной кусочно- 
линейной диаграммой представлен авторами в пу-
бликациях [19, 20].

В случае малых эксцентриситетов приложения 
продольного усилия к железобетонному элементу 
напряжения в растянутой арматуре не достигают 
предела текучести стали, что необходимо учитывать 
в расчетной методике. Для этого в методе предель-
ных усилий в действующих нормативных докумен-
тах1 принята предложенная Е.А. Чистяковым [21] 
линейная аппроксимация нелинейной зависимо-
сти между напряжениями в растянутой арматуре 
и относительной высотой сжатой зоны в интервале 
от ξR до 1,0. Данная аппроксимация представлена 
графически для арматуры класса А500 на рис. 1. 

Линейная аппроксимация этой зависимости 
описывается выражением:

� �ξ ξσ .
1 ξ

R
s s s sc

R

R R R�
� � �

� (1)

При этом выражение для определения высоты 
сжатой зоны бетона для случая малого эксцентриси-
тета приложения нагрузки (при ξ > ξR) преобразует-
ся к следующему виду:

0

ξ

1 ξ
.

( )
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Однако в нормативном документе1 выраже-
ние (2) преобразовано к виду, при котором Rs = Rsc, 
что, очевидно, не всегда так с учетом того, что напря-
жения в сжатой арматуре ограничиваются напряже-
ниями, соответствующими деформациям в вершине 
диаграммы сжатого бетона εb0 = 0,002 (для стержне-
вой арматуры класса А500 и выше Rsc = 400 МПа):

0

1 ξ

1 ξ
 .

2

(1 ξ )

IR
s s sc s

R

s s
b

R

N R A R A
x R AR b

h

�
� �

�
�

�
�

(3)

При этом замена Rsc на Rs в выражении (2) 
не приводит к какому-либо значительному влия-
нию на изменение величины сжатой зоны бетона 
для прямоугольной эпюры. Поэтому в нормативных 
документах принята окончательная форма выраже-
ния для определения x по уравнению (3). Следует 
отметить, что зависимость (1) была получена на ос-
новании экспериментальных исследований на эле-
ментах из бетонов классов по прочности до В30 
и арматуре классов А240–А400.

Таким образом, в действующих нормативных 
документах1 приняты две основные расчетные пред-
посылки, позволяющие получить достаточно про-
стую зависимость (3): замена фактической криволи-
нейной эпюры в сжатой зоне бетона прямоугольной 
и линейная зависимость между напряжениями в рас-
тянутой арматуре и высотой сжатой зоны бетона 
за пределами граничной высоты. Каждая из указан-
ных расчетных предпосылок приводит к погрешно-
сти вычисления фактической предельной несущей 
способности внецентренно сжатого железобетон-
ного элемента в сравнении с предельной несущей 
способностью, получаемой по результатам расчетов 
на основе нелинейно-деформационной модели нор-
мального сечения.

Для устранения данного расхождения результа-
тов расчета основной целью ставится получение ана-
литического выражения для определения фактиче-
ской высоты сжатой зоны бетона на основе наиболее 
близкой к криволинейной, трехлинейной диаграммы 
деформирования, представленной в СП 63.133301.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Основным преимуществом принятой в данной 
работе для дальнейшего исследования трехлинейной 
диаграммы является хорошее совпадение описывае-
мой формой диаграммы величины внутренней энер-
гии деформирования бетона в сравнении с опытными 
кривыми деформирования, что может быть хорошо 

Сравнение значений коэффициента полноты эпюры в сжатой зоне бетона ω
Comparison of plot completeness coefficient values in the compressed concrete zone ω

Метод 
Method

Коэффициент полноты эпюры сжатой зоны при классе бетона 
Coefficient values in the compressed concrete zone

В10 В15 В20 В25 В30 В35 В40 В50 В60
1 0,845 0,843 0,841 0,838 0,836 0,834 0,832 0,828 0,824
2 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8
3 0,786 0,786 0,786 0,786 0,786 0,786 0,786 0,786 0,786
4 0,859 0,855 0,850 0,844 0,841 0,837 0,833 0,824 0,814
5 0,873 0,866 0,857 0,849 0,844 0,839 0,834 0,824 0,814

Примечание: 1 — экспериментальная зависимость2 [22]; 2 — значения, приведенные в действующем нормативном 
документе1; 3 — двухлинейная диаграмма деформирования бетона1; 4 — трехлинейная диаграмма деформирования 
бетона1; 5 — криволинейная диаграмма деформирования бетона (СП 63.13330.2018, прил. Г1) [23].
Note: 1 — experimental dependence2 [22]; 2 — values given in the current normative document1; 3 — two-line diagram of concrete 
deformation1; 4 — three-line diagram of concrete deformation1; 5 — curvilinear diagram of concrete deformation (CP 63.13330.2018,  
appendix G1) [23].

2 СНиП 2.03.01–84*. Бетонные и железобетонные конструкции. М. : Госстрой СССР, 1989.

Рис. 1. Линейная аппроксимация нелинейной зависимо-
сти σs от ξ для арматуры класса А500
Fig. 1. Linear approximation of the nonlinear dependence 
of σs on ξ for reinforcement class of A500
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оценено сравнением площадей, ограничиваемых 
рассматриваемой диаграммой, или коэффициентом 
полноты эпюры в сжатой зоне (таблица).

Как видно из таблицы и рис. 2, среднее рас-
хождение коэффициента полноты эпюры, а значит 
и значений внутренней энергии деформирования 
бетона, принятой далее в расчетной методике трех-
линейной диаграммы деформирования (рис. 3), 
относительно экспериментальных данных [22] со-
ставляет менее 0,5 %. Расхождение между значени-
ями, вычисленными по более сложной и совершен-
ной криволинейной диаграмме деформирования, 
и опытными значениями [22] — 1,0 %.

Рассмотрим нормальное сечение внецентренно 
сжатого элемента с малым эксцентриситетом прило-
жения продольного усилия при трехлинейной эпюре 
в сжатой зоне бетона (рис. 3). Очевидно, что эпюра 
в сжатой зоне бетона будет полностью повторять 

принятую в методике диаграмму деформирования, 
представленную на рис. 2. В сечении при достиже-
нии максимума несущей способности неизвестными 
являются две величины: полная высота сжатой зоны 
бетона и напряжения в арматуре у растянутой грани 
сечения, которые связаны между собой следующим 
соотношением, получаемым исходя из гипотезы со-
хранения плоского поворота нормального сечения:

0
2

  σ ε ;s s b
h x

E
x
�

� (4)

2σ .  ε
I

I s
s s b

x a
E

x
�

� (5)

Запишем уравнение равенства внешних и вну-
тренних усилий на продольную ось элемента:

� �1 2 30,3 0,8 σ σ 0,I I
b s s s sN x x x R b A A� � � � � � (6)

где
1

1
2

ε ;
ε
b

b

x x� (7)

0 1
2

2

ε  ε ;
ε

b b

b

x x�
� (8)

2 0

3

2

ε  ε
.

ε

b b

b

x x�
� (9)

Уравнение (6) с учетом зависимостей (4), (5) 
представляет собой квадратное уравнение относи-
тельно одной неизвестной — полной высоты сжа-
той зоны бетона x. В совместном решении уравне-
ния (6), уравнений  (4), (5) и (7)–(9) зависимость 
для определения полной высоты сжатой зоны бето-
на запишется следующим образом:

Рис. 2. Нормированная трехлинейная диаграмма дефор-
мирования сжатого бетона
Fig. 2. Three-line diagram of compressed concrete deformation

0,6Rb

εb1

arctg(Eb)

Rb

σb

εb0 εb2 εb

Рис. 3. Схема к определению усилий, напряжений и относительных деформаций в нормальном сечении
Fig. 3. Scheme for determining forces, stresses and relative deformations in a normal section
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Упрощая выражение (10) и принимая Es = 2 · 106 МПа, εb0 = 2,0 · мм/м, εb2 = 3,5 · мм/м, εb1 = 0,6 · Rb/Eb, 
запишем упрощенную форму выражения для установления полной высоты сжатой зоны бетона x для пред-
лагаемой методики:
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0
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� �2 0,885 85b b bR b R E�

(11)

В случае симметричного армирования выражение (11) приводится к следующему упрощенному виду:
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(12)

Для определения предельной несущей способно-
сти необходимо вычислить расстояния от центра тяже-
сти растянутой арматуры до центра тяжести каждого 
участка эпюры в сжатой зоне a1, a2, a3 (рис. 3). Однако 
в этом случае получаемое выражение для определения 
предельного момента относительно центра тяжести 
растянутой арматуры значительно усложняется.

С целью упрощения расчетного выражения 
по установлению предельного изгибающего момен-
та, воспринимаемого сечением относительно центра 
тяжести растянутой арматуры, перейдем от полной 
высоты сжатой зоны бетона к условной высоте сжа-
той зоны с прямоугольной эпюрой через коэффици-
ент полноты эпюры в сжатой зоне (таблица), который 
определяется из равенства площадей прямоугольной 
и кусочно-линейной эпюры в сжатой зоне (рис. 3). 
Для принятой трехлинейной диаграммы коэффици-
ент полноты эпюры определяется выражением:

0 1

2 2

ε ε
ω 1 0,2 0,5 ,

ε ε

b b

b b

� � � (13)

где 1 0 2
0,6ε ;   ε 0,002; ε 0,0035b

b b b
b

R
E

� � �  — фик-

сированные для данного класса бетона параметри-
ческие точки диаграммы деформирования сжатого 
бетона.

После введения значений параметрических то-
чек трехлинейной диаграммы в формулу (13) коэф-
фициент полноты эпюры в сжатой зоне ω с доста-
точной точностью окончательно будет равен:

ω = 0,885 – 85 Rb/Eb. (14)
Рассматривая расчетное сечение (рис. 3), со-

ставим упрощенное выражение для определения 
предельного изгибающего момента, воспринимае-
мого нормальным сечением с учетом замены фак-
тической кусочно-линейной эпюры на прямоуголь-
ную для предлагаемой методики метода предельных 
усилий:

� � � �0 0ω 0,5ω .I I
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Или с учетом выражения (14) для коэффициен-
та полноты эпюры в сжатой зоне ω:
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Таким образом, условие прочности нормально-
го сечения железобетонного элемента, сжатого с ма-
лым эксцентриситетом при ξ > ξR, представляется 
в следующем виде:
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(17)

где полная высота сжатой зоны x определяется 
для симметричного армирования элемента по вы-
ражению (12), а для несимметричного армирования 
элемента по выражению (11).

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Результаты по определению несущей способно-
сти внецентренно сжатых с малым эксцентрисите-
том приложения продольного усилия железобетон-
ных элементов при разном проценте армирования, 
прочности бетона и эксцентриситете приложения 
нагрузки, получаемые по зависимостям (12), (17), 
в сравнении с результатами, получаемыми по фор-
муле (3), представлены на рис. 4. 

В качестве эталонных значений предельной не-
сущей способности на рис. 4 приняты значения, по-
лучаемые по нелинейной деформационной модели 
с криволинейной диаграммой деформирования бе-
тона в сжатой и растянутой зонах, которая представ-
лена в приложении Г1 (черная штрихпунктирная 
линия). Всего было рассмотрено 50 различных вари-
аций безразмерного условного параметра RsAs/Rbbh0  
при трех величинах эксцентриситета приложения 
вертикального усилия e = 0,2h, 0,4h и 0,6h.

Горизонтальными штриховыми линиями на рис. 4 
показаны средние значения отклонений получаемых 
результатов в сравнении с нелинейной деформацион-
ной моделью нормального сечения среди всей выборки 
результатов для обеих методик. Для общей рассмотрен-
ной выборки среднее значение отношения предельной 
продольной силы Nult и педельной продольной силы, 
вычисленной согласно нелинейной деформацион-
ной модели, составило:

• 1,022 при среднеквадратичном отклонении 
0,186 — при расчете по условной высоте сжатой 
зоны (3);
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• 0,994 при среднеквадратичном отклонении 
0,139 — при расчете по фактической высоте сжатой 
зоны (12).

В целом результаты, получаемые при вычисле-
нии предельной несущей способности внецентрен-
но сжатых с малым эксцентриситетом элементов, 
близки для обеих рассмотренных зависимостей. Од-
нако использование экспериментальной зависимо-
сти (3) в некоторых случаях приводит к переоценке 
несущей способности элементов до 5,0 %. Примене-
ние зависимости (12) для определения полной вы-
соты сжатой зоны и зависимости (17) для вычисле-
ния предельной несущей способности не приводит 
к переоценке или недооценке несущей способности 
внецентренно сжатого элемента более 2,5 % или бо-
лее 3,5 % соответственно.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

Применение аналитического выражения для опре-
деления фактической высоты сжатой зоны бетона, по-
лученного на основе нормируемой трехлинейной диа-
граммы деформирования сжатого бетона, при расчете 
прочности нормальных сечений внецентренно сжатых 
элементов для случаев малых эксцентриситетов позво-
ляет достичь максимальной сходимости с результата-
ми расчетов по нелинейной деформационной модели 
без необходимости использования итерационных под-
ходов в решении задачи.

Предлагаемая расчетная методика может быть 
применима в качестве замены существующего нор-
мативного подхода метода предельных усилий при-
менительно к внецентренно сжатым железобетонным 
элементам для случаев малых эксцентриситетов.
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