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Аннотация. В статье доказана вычислительная эффективность вероятностного подхода к извлечению знаний с 
помощью бинарной операции сходства. В дополнении к ранее доказанному автором результату о достаточности 
полиномиального числа гипотез о причинах исследуемого целевого свойства, в настоящей работе дана полино-
миальная верхняя оценка на среднее время работы алгоритма порождения одного кандидата в гипотезы. Дока-
занный результат касается семейства алгоритмов, основанных на спаривающих цепях Маркова. Чтобы получить 
хорошую оценку на длину траектории (до попадания в эргодическое состояние) такой цепи потребовалось обога-
тить обучающую выборку добавлением столбцов-отрицаний для существующих бинарных признаков. 
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Введение 

Извлечение знаний с использованием би-

нарной операции сходства началось в начале 

1980-х годов в трудах В.К. Финна, предложив-

шего ДСМ-метод автоматического порождения 

гипотез [1]. Этот подход получил свое имя в 

честь английского философа, экономиста и ло-

гика Джона Стьюарта Милля, чьи идеи по ин-

дуктивной логике [2] послужили стартовой 

точкой ДСМ-метода. Ключевой компонентой 

этого подхода является бинарная операция 

сходства [3]. Первоначально эта операция рас-

сматривалась изолировано: наиболее часто – 

как пересечение множеств бинарных призна-

ков, описывающих обучающие примеры. В та-

ком случае – это был способ нахождения набо-

ра общих признаков. В дальнейшем удалось 

применить технику анализа формальных поня-

тий (АФП) – раздела теории решеток [4].  

Однако ДСМ-метод имеет несколько суще-

ственных ограничений, которые не позволяют 

ему справиться с обучающими выборками даже 

небольшого размера. Для преодоления этих ог-

раничений автор [5] предложил использовать 

вероятностные алгоритмы. В их основе лежат 

операции «Замыкай по одному» CbOUp и 

CbODown, вторая из которых ранее встреча-

лась в одноименном алгоритме С.О. Кузнецова 

[6] для исчерпывающего порождения всех кан-

дидатов в гипотезы, число которых в некото-

рых случаях может оказаться экспоненциально 

велико. С помощью этих операций предлагает-

ся порождать малое случайное подмножество 

кандидатов в гипотезы о причинах исследуемо-

го целевого свойства, каждый элемент которого 

соответствует одной траектории случайного 

блуждания по соответствующей решетке. 

С использованием идей В.Н. Вапника и А. Я.  

Червоненкиса в работе автора [7] было показано, 

что достаточно породить (n·ln 2−ln δ)/ε случай-

ных кандидатов, чтобы с надежностью 1−δ пра-

вильно доопределить ε-важные примеры. 

На пути доказательства вычислительной  

эффективности (полиномиальной вычислимо-

сти) предложенного вероятностного метода из-

влечения знаний, названного ВКФ-методом, 

осталась единственная проблема – получение 
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полиномиальной границы на длину траектории 

алгоритма, порождающего кандидатов. В рабо-

те [5] было рассмотрено 3 алгоритма: 

1. Немонотонной.  

2. Монотонной. 

3. Спаривающей цепи Маркова.  

От первых двух пришлось отказаться, так 

как лежащие в их основе цепи Маркова не яв-

ляются обратимыми (относительно какого-либо 

стационарного распределения). Получить для 

них полиномиальную границу на время пере-

мешивания не удалось, что пока не позволяет 

оценить длину траекторий соответствующих 

случайных блужданий. 

Третья цепь, точнее, целое семейство цепей 

(например, имеются также ленивый и останов-

ленный ее варианты), имеет естественный мо-

мент остановки соответствующего алгоритма. 

Состояниями этой цепи (она, как и соответст-

вующий Алгоритм 1, называется спаривающей) 

являются упорядоченные пары сходств, которые 

одновременно подвергаются преобразованию с 

помощью операций CbODown для случайно вы-

бранного обучающего примера и CbOUp для слу-

чайно выбранного признака. Алгоритм спари-

вающей цепи Маркова останавливается тогда, 

когда обе компоненты состояния совпадут (скле-

ятся).  

Так как состояния с совпадающими компо-

нентами являются эргодическими состояниями, 

то классическая теорема о невозвратных со-

стояниях [8] влечет, что траектории алгоритма 

спаривающей цепи Маркова конечны с вероят-

ностью 1. Таким образом, оставшимся откры-

тым вопросом для ВКФ-метода [9] являлась за-

дача получения полиномиальной верхней 

границы на среднюю длину траектории. 

1. Необходимые определения и факты 

Под обучающей выборкой следует понимать как бинарное отношение между элементами  

множества O, которые мы называем именами объектов (или просто объектами), и элементами 

множества F, которые мы называем признаками. Если в строке, соответствующей объекту o ∈  O, 

и столбце, соответствующем фрагменту f ∈  F, стоит единица, то мы говорим, что объект o облада-

ет признаком f, и обозначаем это через o I f . В противном случае, говорим, что объект o не имеет 

признака f. 

Для подмножества A ⊆ O объектов его сходством называется подмножество  

A′ = {f ∈  F:  ∀ o ∈  A [o I f]} ⊆ F. Поэтому ∅ ′ =F. Для подмножества B ⊆ F признаков его сходст-

вом называется подмножество B′ = {o ∈  O: ∀ f ∈  B [o I f]} ⊆ O. Теперь ∅ ′ = O. 

Определение 1. Пару ⟨ A, B⟩  назовем кандидатом, если A = B′ ⊆ O и B = A′ ⊆ F.  

Введем ключевое понятие для последующего изложения. 

Определение 2. Операция замыкай-по-одному-вниз на ВКФ-кандидате ⟨ A, B⟩  и объекте o ∈  O 

порождает пару CbODown(⟨ A, B⟩ , o) = ⟨ (B ∩ {o}′)′, B ∩ {o}′⟩ . Операция замыкай-по-одному-

вверх на ВКФ-кандидате ⟨ A, B⟩  и признаке f ∈  F порождает пару CbOUp(⟨ A, B⟩ , f) = 

⟨ A ∩ {f}′, (A ∩ {f}′)′⟩ . Операция CbODown соответствует шагу алгоритма «Замыкай-по-одному», 

который был предложен С.О. Кузнецовым [6] для вычисления всех кандидатов обходом остовного 

дерева решетки методом «в глубину с откатом». 

Определение 3. Порядок между кандидатами зададим правилом:  

⟨ A, B⟩  ≤ ⟨ C, D⟩  ⇔ B ⊆ D. 

Легко проверить, что множество всех кандидатов (для фиксированной обучающей выборки)  

образует решетку. Главный шаг извлечения знаний – нахождение сходств между обучающими приме-

рами – осуществляется с помощью Алгоритма 1, основанного на спаривающей цепи Маркова. 

Алгоритм 1: Спаривающая цепь Маркова. 

Data: I ⊆ O×F - обучающая выборка 

Result: случайный кандидат ⟨ A, B⟩  

R := O ⊔ F; Min := ⟨ O, O′⟩ ; Max := ⟨ F′, F⟩ ; 

while (Min ≠ Max) do 

 Выбираем случайный элемент r ∈  R; 

 if (r ∈  O) then 
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  Min := CbODown(Min, r); Max := CbODown(Max, r); 

 else 
  Min := CbOUp(Min, r); Max := CbOUp(Max, r); 

 end 

end 

⟨ A, B⟩  := Min; 

Для доказательства корректности Алгоритма 1 нам необходима следующая лемма. 

Лемма 1. Для всякой упорядоченной пары кандидатов ⟨ A, B⟩  ≤ ⟨ C, D⟩  и любого o ∈  O име-

ем: 

CbODown(⟨ A, B⟩ , o) ≤ CbODown(⟨ C, D⟩ , o). 

Для всякой упорядоченной пары кандидатов ⟨ A, B⟩  ≤ ⟨ C, D⟩  и любого f ∈  F имеем: 

CbOUp(⟨ A, B⟩ , f) ≤ CbOUp(⟨ C, D⟩ , f). 

Определение 4. Множество состояний E = {(⟨ A, B⟩  = ⟨ A, B⟩ ): ⟨ A, B⟩ } спаривающей цепи 

Маркова (совпадающих пар кандидатов) называется эргодическим множеством. Состояния 

si ∈  E называются эргодическими. Состояние вида (⟨ A, B⟩  < ⟨ C, D⟩ ) называется невозвратным. 

Классическая теорема о невозвратных состояниях цепи Маркова [8] может быть сформулирована 

как утверждение: 

 lim t→∞ P[Xt ∉  E| X0 = si] → 0 для любого si ∉  E. (1) 

Из нее легко выводится одна из ключевых теорем. 

Теорема 1. Алгоритм 1 останавливается с вероятностью 1. 

Доказательство. Мы докажем немного более общее утверждение о том, что моменты  

Ti(E) = min{t: Xt ∈  E, X0 = si} первого попадания в E, стартуя с некоего невозвратного состояния 

si = (⟨ A, B⟩  < ⟨ C, D⟩ ) ∉  E, являются марковскими, т.е. P[Ti(E) < ∞| X0 = si] = 1. 

Имеем {Xt ∈  E, X0 = si} = ∪ n≤t Un(si), где Un(si) = {Xn ∈  E, Xn−1 ∉  E, …, X1 ∉  E, X0 = si}. Из-за дизъ-

юнктности разных Un(si) из соотношения (1) получаем 

P{Xt ∈  E| X0 = si} = Σn≤tP[Un(si)| X0 = si] → 1 

при t → ∞. Так как Un(si) = {Ti(E) = n}, то по σ-аддитивности получаем нужное утверждение. 

Автором [10] был предложен некоторый подход для оценки средней длины траекторий Алго-

ритма 1 через рекуррентные соотношения. 

Лемма 2. Для любого состояния si ∉  E  

 E[Ti(E)] = 1 + Σ*E[Tj(E)] · P[X1 = sj|X0 = si],  (2) 

где суммирование Σ* идет по всем sj ∉  E. 

Доказательство. Из-за аддитивности среднего имеем 

 E[Ti(E)] = Σn=1
∞
n · P[Un(si)| X0 = si], (3) 

где Un(si) = {Xn ∈  E, Xn−1 ∉  E, …, X1 ∉  E, X0 = si}. 

Тогда  

E[Ti(E)] = Σn=1
∞
n · P[Un(si)| X0 = si] = Σn=1

∞
P[Un(si)| X0 = si] + Σn=2

∞
(n-1) · P[Un(si)| X0 = si] =  

= 1 + Σk=1
∞
k · P[Xk+1 ∈  E, Xk ∉  E, …, X1 ∉  E, X0 = si| X0 = si] =  

= 1 + Σk=1
∞
k · ΣP[Xk+1 ∈  E, Xk ∉  E, …, X1 = sj, X0 = si| X0 = si] =  

= 1 + Σk=1
∞
k · Σ*P[Xk+1 ∈  E, Xk ∉  E, …, X1 = sj| X1 = sj] · P[X1 = sj|X0 = si] =1 +  

+Σn=1
∞
n · Σ*P[Xn ∈  E, Xn-1 ∉  E, …, X0 = sj| X0 = sj] · P[X1 = sj|X0 = si] = 1+ Σ*E[Tj(E)] · P[X1 = sj|X0 = si]. 

Здесь мы последовательно используем тождество (3), условие марковости момента Ti(E) (Теорема 

1), формулу полной вероятности и однородность цепи Маркова и независимость суммы абсолютно 

сходящегося ряда от порядка суммирования. Этим способом совсем легко получить оценку порядка 

O(n·ln n) на среднюю длину траектории Алгоритма 1 для n-мерной булевой алгебры. Еще более пора-

зительный результат из [10] касается средней длины траектории Алгоритма 1 для линейных порядков. 

Тут верхняя граница 4 на среднюю длину не зависит от числа элементов линейного порядка! 
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Продемонстрируем работу этого подхода на еще одном примере. 

Пример 1. Для кандидатов из обучающей выборки из Табл. 1 введем обозначения:  

⊤  =⟨ ∅ , {f1, f2, f3, f4}⟩ , o1 =⟨ {o1}, {f1, f3}⟩ , o2 =⟨ {o2}, {f1, f4}⟩ , o3 =⟨ {o3}, {f2, f3}⟩ , o4 =⟨ {o4}, {f2, f4}⟩ , 

f1 =⟨ {o1, o2}, {f1}⟩ , f2 =⟨ {o3, o4}, {f2}⟩ , f3 =⟨ {o1, o3}, {f3}⟩ , f4 =⟨ {o2, o4}, {f4}⟩  и ⊥=⟨ {o1, o2, o3, o4}, ∅⟩  

В этих обозначениях решетка кандидатов показана на Рис. 1. Замечательным свойством этой ре-

шетки является возможность задания расстояния между упорядоченными парами кандидатов. Рас-

стояние 3 имеет состояние s0 = (⊥  ≤ ⊤). Состояния s1 = (⊥  ≤ o1), …, s4 = (⊥  ≤ o4) и s5 = (f1 ≤ ⊤), …, 

s8 = (f4 ≤ ⊤) имеют расстояние 2. Состояния с расстоянием 1 разбиваются на две группы (средние и 

крайние). Крайние состояния c расстоянием 1 таковы: s9 = (⊥  ≤ f1), …, s12 = (⊥  ≤ f4) и s13 = (o1 ≤ ⊤), …, 

s16 = (o4 ≤ ⊤). Средние состояния с расстоянием 1 соответствуют ребрам: s17 = (o1 ≤ f1), …, s24 = (o4 ≤ f4). 

Остальные состояния (с расстоянием 0) — эргодические. 

Обозначим через T3 длину траектории, стартуя из s0. Стартовые состояния с расстоянием 2  

задают длину траектории T2. Крайние состояния расстояния 1 запускают траектории длины T1
E
,  

а средние – траектории длины T1
M

. 

С помощью Леммы 2 выводим ET3 = 1 + ET2 и систему уравнений: 

ET2 = 1+ 3/8 · ET2 + 2/8 · ET1
E
 + 2/8 · ET1

M
. 

ET1
E

 = 1+ 1/8 · ET2 + 2/8 · ET1
E
 + 2/8 · ET1

M
. 

ET1
M

 = 1+ 2/8 · ET1
E
 + 2/8 · ET1

M
. 

Решая эту систему, получаем, что ET2 = 288/72 = 4 и ET3 = 1 + 4 = 5. 

Индуктивное обобщение обучающих примеров осуществляется следующей процедурой. 

Алгоритм 2: Процедура индуктивного обобщения. 

Data: множество обучающих (+)- и (-)-примеров; число N порождаемых гипотез 

Result: случайное подмножество S гипотез объема N 

O := (+)-примеры, F := признаки; I ⊆ O×F - обучающая выборка; 

С := (-)-примеры, S := ∅ ; i := 0; 

while (i < N) do 

 Породить кандидата ⟨ A, B⟩  с помощью алгоритма 1; 

 hasObstacle := false; 

 for (c ∈  C) do 

  if (B ⊆ {c}′) then 

   hasObstacle := true; break; 

  end 

 end 
 if (hasObstacle = false) then 

  S := S ∪  {⟨ A, B⟩ }; i := i+1; 

 end 

end 

Проверка условия B ⊆ {c}′ в Алгоритме 2 означает, что фрагмент B кандидата ⟨ A, B⟩  вклады-

вается в фрагмент (множество признаков) контрпримера c, т. е. (-)-примера.  

Табл. 1. Обучающая выборка для Примера 1 

O×F f1 f2 f3 f4 

o1 1 0 1 0 

o2 1 0 0 1 

o3 0 1 1 0 

o4 0 1 0 1 
 

Рис. 1. Решетка кандидатов  

для Примера 1 
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Любое такое вложение означает, что кандидат нарушает условие «запрета на контр-пример». 

Если кандидат преодолевает все такие проверки, то он становится гипотезой (о причине наличия 

целевого свойства). 

Процедура предсказания по аналогии (Алгоритм 3) пытается найти вложение фрагмента 

B ⊆ {o}′ хотя бы одной из порожденных гипотез ⟨ A, B⟩  в фрагмент каждого тестового примера o. 

Если такое вложение имеется, то для этого примера предсказывается наличие целевого свойства 

по аналогии с родителями A ⊆ O гипотезы ⟨ A, B⟩ , чей фрагмент B вложился. Иначе предсказыва-

ется отсутствие целевого свойства у этого тестового примера o. 

Алгоритм 3: Процедура предсказания по аналогии. 

Data: множество S гипотез, файл ()-примеров 

Result: предсказанные свойства ()-примеров 

X := ()-примеры; 

for (o ∈  X) do 

 PredictPositively(o) := false; 

 for (⟨ A, B⟩  ∈  S) do 

  if (B ⊆ {o}′) then 

   PredictPositively(o) := true; 

  end 

 end 

end 

Для выбора числа N запусков спаривающей цепи Маркова (Алгоритма 1) в Алгоритме 2 полез-

но применение следующей теоремы (мы используем объекты, представленные для предсказания). 

Определение 5. Тестовый пример o назовем ε-важным, если суммарная вероятность появления 

таких гипотез ⟨ A, B⟩ , что B ⊆ {o}′, будет больше ε. В работе [7] автор получил улучшенную 

нижнюю оценку. 

Теорема 2. Для n-признаков и любых ε > 0 и 1 > δ > 0 достаточно породить 

N ⩾ (n · ln 2 − ln δ)/ε гипотез, чтобы с вероятностью, большей 1 − δ, все ε-важные тестовые 

примеры были предсказаны положительно. 

2. Основной результат 

Перед формулировкой и доказательством основной теоремы докажем вспомогательные факты. 

Определение 6. Зададим операции CbODown и CbOUp на состояниях (упорядоченных парах 

кандидатов) ⟨ A, B⟩  ≤ ⟨ C, D⟩ : 

CbODown((⟨ A, B⟩  ≤ ⟨ C, D⟩ ), o) = (CbODown(⟨ A, B⟩ , o) ≤ CbODown(⟨ C, D⟩ , o)) 

и 

CbOUp((⟨ A, B⟩  ≤ ⟨ C, D⟩ ), f) = (CbOUp(⟨ A, B⟩ , f) ≤ CbOUp(⟨ C, D⟩ , f)). 

Определение 7. Введем частичный порядок между состояниями si = (⟨ Ai, Bi⟩  ≤ ⟨ Ci, Di⟩ ) и 

sj = (⟨ Aj, Bj⟩  ≤ ⟨ Cj, Dj⟩ ) спаривающей цепи: 

sj ⩽ si ⇔ ⟨ Ai, Bi⟩  ≤ ⟨ Aj, Bj⟩  ≤ ⟨ Cj, Dj⟩  ≤ ⟨ Ci, Di⟩ . 

Из Леммы 1 легко доказывается лемма. 

Лемма 3. Для любой упорядоченной пары состояний sj ⩽ si и любых o ∈  O выполняется 

CbODown(sj, o) ⩽ CbODown(si, o), а для любых f ∈  F верно CbOUp(sj, f) ⩽ CbOUp(si, f). 

Обозначим через k = |O| число обучающих примеров, а через n = |F| — число признаков. 

Лемма 4. Для любой упорядоченной пары невозвратных состояний sj ⩽ si спаривающей цепи 

Маркова выполняется ETj(E) ≤ ETi(E). 

Доказательство. Зададим спаренное блуждание упорядоченной пары состояний Xt ⩽ Yt формулой: 

P[X1 = sj′, Y1 = si′| X0 = sj, Y0 = si] = m/(n + k), 

где m = |{o ∈  O: sj′ = CbODown(sj, o), si′ = CbODown(si, o)}| + |{f ∈  F: sj′ = CbOUp(sj, f), si′ = CbOUp(si, f)}|  
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и P[X1 = sj′, Y1 = si′| X0 = sj, Y0 = si] = 0, если ¬∃ o ∈  O [sj′ = CbODown(sj, o), si′ = CbODown(si′, o)] & 

¬∃ f ∈  F [sj′ = CbOUp(sj, f), si′ = CbOUp(si, f)]. 

Из Леммы 1 следует, что P[X1 ⩽ Y1| X0 ⩽ Y0] = 1. 

Так как из ⟨ Ai, Bi⟩  = ⟨ Ci, Di⟩  для ⟨ Ai, Bi⟩  ≤ ⟨ Aj, Bj⟩  ≤ ⟨ Cj, Dj⟩  ≤ ⟨ Ci, Di⟩  следует 

⟨ Ai, Bi⟩  = ⟨ Aj, Bj⟩  = ⟨ Cj, Dj⟩  = ⟨ Ci, Di⟩ , то с помощью Определений 4 и 7 получаем: 

 P[Xt = Yt ∈  E| X0 = sj ⩽ Y0 = si] ≥ P[Yt ∈  E| X0 = sj ⩽ Y0 = si]. (4) 

Напомним, что для целочисленной случайной величины Z выполнено равенство  

EZ = Σt=0
∞ 

P[Z > t]. Но Xt ∉  E ⇔ Ti(E) > t и Yt ∉  E ⇔ Tj(E) > t. Из неравенств (4) следуют неравенства 

P[Tj(E) > t| X0 = sj, Y0 = si] ≤ P[Ti(E) > t| X0 = sj, Y0 = si], 

сумма которых по t завершает доказательство леммы. 

Теперь рассмотрим случай, где возможно получение полиномиальной верхней границы на 

среднюю длину траектории Алгоритма 1. Мы будем предполагать в дальнейшем, что O′ = ∅ . Это-

го легко добиться, устраняя все признаки, общие для всех обучающих примеров. 

Обогатим обучающую выборку, добавляя к каждому бинарному признаку fj ∈  F его отрицание 

~fj. Эта конструкция часто имеет полезный смысл: мы хотим, чтобы отсутствие признака могло бы 

быть частью причины проявления целевого свойства. 

Обогащенное множество признаков будем обозначать через F
+
, а его мощность – через 2n = |F

+
|. 

Обычно 2n ≪ k = |O|, что мы будем предполагать в дальнейшем. Обогатим выборку I ⊆ O × F
+
 по 

правилу o I (~fj) ⇔ ¬(o I fj). 

Разделим все невозвратные состояния на две группы: 

V = {s = (⟨ A, B⟩  < ⟨ C, D⟩ ): ∃ f ∈  F
+ 

[f ∈  B]} и W = {s = (⟨ A, B⟩  < ⟨ C, D⟩ ): ∀ f ∈  F
+ 

[f ∉  B]}. 

Ясно, что состояние s0 = (⊥  < ⊤ ) ∈  W. По Лемме 4 для любого sj ∈  W выполнено 

ETj(E) ≤ ET0(E). 

По определению множества V и Лемме 4 для любого sj ∈  V выполнено ETj(E) ≤ ETi(E), где 

si = (⟨ {f}′, {f}′′⟩  < ⊤ ) ∈  V для любого f ∈  B при sj = ⟨ A, B⟩ . 

Введем целочисленную случайную величину Z, принимающую значение m на множестве 

{Xm = (⊥  = ⊥ ), Xm−1 ∉  V, …, X1 ∉  V, X0 = s0}, которая определяет минимальное число шагов Алго-

ритма 1 по состояниям из Xt ∈  W до тех пор, пока не получим Xm = (⊥  = ⊥ ). 

Лемма 5. Для выборки I ⊆ O × F
+
 с k = |O| и |F

+
| = k имеем EZ ≤ k · k! · (k + 2n)/(2n)

k+1
. 

Доказательство. События {Z = m} возникают если будут добавлены все объекты и не будет до-

бавлен ни один признак. Худший случай будет, если при добавлении объекта никакой другой объект 

не добавится в замыкание (так будет, например, в случае булевой алгебры). Если мы в нашей схеме не 

будем вычислять замыкание после присоединения каждого объекта, то длина цепочек объектов с по-

вторениями, не содержащих никакого признака, которые породят все O, только увеличится. 

Если m ≥ k, то нам нужно выбрать m!/k! · (m−k)! способами (m − k) мест, куда с вероятностью 

(k/(k+2n))
m−k

 выберутся любые o ∈  O. Оставшиеся k мест нужно заполнить различными объектами 

o ∈  O. Вероятность этого ≤ k!/(k+2n)
k
. 

Итак, нам нужно просуммировать EZ ≤ k!/(k+2n)
k
 · Σl=0

∞
(k+l) · ((k+l)!/k! · (l)!) · (k/(k+2n))

l
. По-

следнюю сумму разложим на 2 слагаемых: 

k · Σl=0
∞
((k+l)!/k! · (l)!) · (k/(k+2n))

l 
+ (k/(k+2n)) · Σl=0

∞
l · ((k+l)!/k! · (l)!) · (k/(k+2n))

l-1
. 

Воспользовавшись биномом Ньютона (1 − x)
-k
 = Σl=0

∞
((k+l)!/k! · (l)!) · x

l
 и его производной 

k · (1 − x)
-k-1

 = Σl=0
∞
l · ((k+l)!/k! · (l)!) · x

l-1
 при x = k/(k+2n), получаем: 

EZ ≤ k!/(k+2n)
k
 · Σl=0

∞
(k+l) · ((k+l)!/k! · (l)!) · (k/(k+2n))

l
 = k · k! ·/(2n)

k
 · (1-k/(k+2n))

-k
 +  

+ (k/(k+2n)) · k! ·/(2n)
k
 · (1-k/(k+2n))

-k-1
 = k · k! · (k + 2n)/(2n)

k+1
. 

Для Примера 1 k = 4 = 2n и Лемма 5 дает верхнюю границу 3/4. Однако, в большинстве случаев 

число k объектов в обучающей выборке больше числа n признаков. Например, такая ситуация встреча-

ется в обобщении примера 1, когда f2k = ~f2k−1 (число признаков в обогащенной матрице равно 2n),  

а число примеров k = 2
n
 для всевозможных комбинаций признаков {f1, …, f2k−1, …, f2n−1}. При 2n ≪ k  

значительно меньше оценка. 
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Лемма 6. Для выборки I ⊆ O×F
+
 с 2n = |F

+
|≤k = |O| имеем:  

EZ = Σt=1
∞ 

P[Z ≥ t]≤ (k+2n)·(ln 2n +(1-e
-1

)
-1

). 

Доказательство. Разобъем слагаемые в сумме на непересекающиеся подмножества I0 ∪ r=1
∞ 

Ir, 

где I0 = {1 ≤ l < (k + 2n) · ln(2n)} и Ir = {(k + 2n) · (ln(2n) + r − 1) ≤ l < (k + 2n) · (ln(2n) + r)}. 

Ясно, что Σl=1
s
P[Z ≥ l] ≤ (k + 2n) · ln(2n) для s = (k + 2n) · ln(2n). 

Для того, чтобы произошло событие Z ≥ l необходимо, чтобы нашелся хотя бы один признак (из 

2n), чтобы не был выбран ни один пример в серии длины l, в котором этого признака нет. Поэтому 

по неравенству Буля P[Z > l] ≤ 2n · (1 −1/(k+2n))
l
. 

Для Ir имеем Σ P[Z > l] ≤ 2n · Σ (1 −1/(k+2n))
l
 ≤ 2n · (k+2n) · (1 −1/(k+2n))

(k + 2n) · (ln(2n) + r-1)
 ≤  

(k + 2n) · e
ln 2n 

·  e
−(ln(2n)+r−1) 

= (k + 2n) · e
−r+1

. 

Суммируя по r, получим на ∪ r=1
∞ 

Ir оценку Σ P[Z > l] ≤ (k+2n)·(1-e
-1

)
-1

. 

Обозначим наименьшую границу из Лемм 5 и 6 через tail. 

Рассмотрим непересекающиеся события Hl(s) = {Xl = s ∈  V, Xl−1 ∉  V, …, X1 ∉  V, X0 = s0}. Обо-

значим событие {Xt+l ∈  E, Xt+l-1 ∉  E, …, Xl+1 ∉  E} ∩ Hl(s) через Gt,l(s), а ∪ s ∈  Vgt,l(s) — через Ut,l. 

Очевидно, имеем разложение события на дизъюнктные части:  

{Xt+l ∈  E, Xt+l-1 ∉  E, …, X1 ∉  E, X0 = s0} = 

= ∪  {Xt+l ∈  E, Xt+l-1 ∉  E, …, Xl+1 ∉  E} ∩ Hl(sj) ∪   {Xt+l = (⊥  = ⊥ ), Xt+l-1 ∉  V, …, X1 ∉  E, X0 = s0} = 

= Ut,l ∪   {Xt+l = (⊥  = ⊥ ), Xt+l-1 ∉  V, …, X1 ∉  E, X0 = s0}. 

Нас интересует ET0(E) = Σl=0
∞
m · P[Xm ∈  E, Xm-1 ∉  E, …, X1 ∉  E, X0 = s0]. Ясно, что  

ET0(E) = ET0′(E) + EZ, где ET0′(E) — ограничение ET0(E) на ∪ t=1
∞∪ l=1

∞
Ut,l. 

Теорема 3. Для обогащенной выборки I ⊆ O×F
+
 с 2n = |F

+
| ≤ k = |O| имеем верхнюю границу на 

среднюю длину траектории Алгоритма 1:  

ET0(E) ≤ (k + 2n)(k
2 
+ k(2n + 1)/2n(k

2 
+ k + 2n) + (k + 1)(k + 2n) · tail/(k

2 
+ k + 2n). (5) 

Доказательство. Введем обозначения R = Σl=1
n
 (1/(k+2n)) · [Ti(l)(E) + Tj(l)(E)], где  

si(l) = (⟨ {fl}′, ({fl}′)′⟩  < ⊤ ), аналогично для sj(l) = (⟨ {~fl}′, ({~fl}′)′⟩  < ⊤ ). Тогда по марковскому 

свойству и однородности:  

               ET0′(E) = Σt=1
∞
Σl=1

∞
(t+l) · P[Ut,l] = Σt=1

∞
Σs ∈  V t · P[{Xt ∈  E, Xt-1 ∉  E, …, X1 ∉  E|    

X0 = s}] · Σl=1
∞
P[Hl(s)] +  

Σl=1
∞
Σs ∈  V l · P[Hl(s)] · Σt=1

∞
P[{Xt ∈  E, Xt-1 ∉  E, …, X1 ∉  E| X0 = s}] ≤ 

 ≤ Σs ∈  V ETs(E) · P[X1 = s| X0 = s0] + Σs ∈  V Σl=1
∞

 l · P[Hl(s)] =  

= Σs ∈  V ETs(E) · P[X1 = s| X0 = s0] + (k +2n)/2n, 

где последнее слагаемое – математическое ожидание геометрически распределенной случайной 

величины ожидания выбора первого признака. 

По формуле полной вероятности и Лемме 4 имеем: 

ETi(l)(E) ≤ 1+ Σm=1
n
 (1/(k+2n)) · [ETi(m)(E) + ETj(m)(E)] - (1/(k+2n)) · ETj(l)(E) + k/(k + 2n) · ET0(E). 

Отсюда следует: ER ≤ 2n/(k + 2n) · [1 + ER + k/(k + 2n) · ET0(E)] - (1/(k+2n)) · ER. Поэтому  

(k+1) · ER/(k + 2n) ≤ 2n/(k + 2n) +2kn/(k + 2n)
2
 · ET0(E). 

Подставив ER ≤ 2n/(k+1) + 2kn·ET0(E)/(k+1)(k + 2n) в неравенство ET0(E) ≤ ER + (k +2n)/2n + 

EZ, получим (k
2 
+ k + 2n)·ET0(E)/(k+1)(k + 2n) ≤ 2n/(k+1) + (k +2n)/2n + tail, что и приводит к нуж-

ной оценке. 
 

Заключение 

Статья содержит описание значительного 

продвижения в решении открытой проблемы 

ВКФ-метода [9] о нахождении полиномиальной 

верхней границы на среднее время склеивания 

для спаривающей цепи Маркова–средней дли-

ны траектории вероятностного алгоритма по-

рождения кандидатов в гипотезы о причинах 

целевого свойства. Соединяя описанный ре-

зультат с ранее полученной полиномиальной 

нижней оценкой на достаточное число гипотез, 

получаем полностью полиномиальную схему 

извлечения знаний с помощью бинарной опе-

рации сходства, реализованную в ВКФ-методе.  
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