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Аннотация. В данной работе исследованы случайные процессы с нечеткими состояниями и непрерывным време-
нем. Основное внимание уделено классу нечетко-случайных процессов с ортогональными и независимыми прира-
щениями. Установлены характерные свойства дисперсий и ковариационных функций таких процессов. Рассмот-
рены гауссовские и винеровские нечетко-случайные процессы, являющиеся аналогами соответствующих 
вещественных случайных процессов. Полученные результаты опираются на свойства нечетко-случайных величин 
и классические результаты теории вещественных случайных процессов с ортогональными и независимыми прира-
щениями. Примеры характеризуют возможность применения развитой теории к нечетко-случайным процессам тре-
угольного вида. 
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Введение 

В настоящей работе изучены случайные процессы с нечеткими состояниями (нечетко-случайные 
процессы). При этом предполагается, что сечение нечетко-случайного процесса в любой момент 
времени из заданного промежутка вещественной оси представляет собой нечетко-случайную вели-
чину. В работе [1] изучены свойства нечетких ожиданий (ожиданий) и ковариационных функций 
нечетко-случайных процессов. 

В данной работе основное внимание уделено введенному в статье классу нечетко-случайных 
процессов с ортогональными и независимыми приращениями. Для них установлены характерные 
свойства дисперсий и ковариационных функций, являющиеся модификацией известных утвержде-
ний для вещественных случайных процессов с ортогональными и независимыми приращениями. А 
именно – монотонность дисперсий и специальное представление ковариационной функции посред-
ством дисперсии. 

Кроме того, в настоящей статье введены и исследованы гауссовские и винеровские нечетко-слу-
чайные процессы, являющиеся аналогами соответствующих вещественных случайных процессов. 
В частности, рассмотрены гауссовские и винеровские нечетко-случайные процессы треугольного 
вида. Полученные в данной работе результаты ранее не отмечались. Представляется, что они зна-
чимы и актуальны в задачах математического моделирования динамики стохастических систем с 
неполными данными. 

В своем исследовании мы опираемся на известные результаты по теории нечетко-случайных ве-
личин [2-5] и классические результаты теории вещественных случайных процессов [6, гл. V, 7]. 
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Отметим отличие нашего подхода и результатов от работ, посвященных случайным процессам с 
дискретными нечеткими состояниями и непрерывным временем (см., напр., [8-10]). 

Ниже, под нечетким числом ̃ݖ, заданным на универсальном пространстве R – вещественных чи-
сел, будем понимать совокупность упорядоченных пар ൫ݔ, μ௭෤ሺݔሻ൯, где функция принадлежности 
μ௭෤: ܴ → ሾ0,1ሿ, определяет степень принадлежности ∀ݔ ∈ ܴ множеству ̃ݖ ([11, гл. 5, 12, гл. 2-3]). 

Мы будем использовать интервальное представление нечетких чисел. А именно, каждому нечет-
кому числу поставим в соответствие совокупность его α-интервалов. 

Как известно, множество α-уровня нечеткого числа ̃ݖ с функцией принадлежности μ௭෤ሺݔሻ опреде-
ляется соотношением 

ܼఈ ൌ ሼߤ|ݔ௭෤ሺݔሻ ൒ ߙሺ	ሽߙ ∈ ሺ0,1ሿሻ, ܼ଴ ൌ ݈ܿሼߤ|ݔ௭෤ሺݔሻ ൐ 0ሽ, 
где cl – обозначает замыкание множества 

Будем считать, что все α-уровни нечеткого числа – замкнутые и ограниченные интервалы веще-
ственной оси. Обозначим левую границу интервала ܼఈ через ିݖሺߙሻ, а правую через ݖାሺߙሻ. Таким 
образом, ܼఈ ൌ ሾିݖሺߙሻ,  ሻ называют, соответственно, левым и правымߙାሺݖ ሻ иߙሺିݖ ሻሿ. Функцииߙାሺݖ
α-индексами (индексами) нечеткого числа. Ниже предполагается, что они квадратично суммируемы 
на [0,1]. Совокупность таких нечетких чисел будем обозначать J. 

Под суммой нечетких чисел понимается нечеткое число, индексы которого являются суммами 
соответствующих индексов слагаемых. Умножение нечеткого числа на положительное число озна-
чает умножение индексов на это число. Умножение на отрицательное вещественное число означает 
умножение индексов на это число и перемену их местами. Равенство нечетких чисел понимается 
как равенство всех соответствующих α-индексов (при ∀α ∈ ሾ0,1ሿ). 

Множество J можно метризовать различными способами. В частности, для нечетких чисел 
,ଵݖ̃ ଶݖ̃ ∈  определяют метрику следующим равенством (см., напр., [13]) ܬ
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где ݖ௜
ିሺߙሻ и ݖ௜

ାሺߙሻ являются левым и, соответственно, правым индексами ̃ݖ௜ሺ݅ ൌ 1,2ሻ. 

1. Нечетко-случайные величины. Нечеткие ожидания, ожидания и ковариации 

Пусть ሺΩ, ,ߑ ܲሻ – вероятностное пространство, где Ω – множество элементарных событий, ߑ – σ-
алгебра, состоящая из подмножеств множества Ω, ܲ – вероятностная мера. 

В метрическом пространстве J с метрикой (1) рассмотрим семейство борелевских подмножеств 
࣠, как наименьшую σ-алгебру подмножеств из J, содержащих все открытые и все замкнутые под-
множества J. 

Отображение ෨ܺ: Ω →  ,называют измеримым или нечетко-случайной величиной (кратко Н.С.В.) ܬ
если для любого подмножества ܯ ∈ ࣠ подмножество из Ω вида ሼ߱ ∈ Ω: ෨ܺሺ߱ሻ ∈ -ሽ входит в σ-алܯ
гебру Σ. 

Индексы нечеткого числа ෨ܺሺ߱ሻ будем обозначать ܺିሺ߱, ,ሻ и ܺାሺ߱ߙ ,ሻ. Функции ܺିሺ߱ߙ  ሻ иߙ
ܺାሺ߱,  ሻ называются, соответсвенно, левым и правым индексом Н.С.В. ෨ܺሺ߱ሻ .Как отмечено в [2, 3]ߙ
(см. также [5]) при ∀ߙ ∈ ሾ0,1ሿ индексы ܺିሺ߱, ,ሻ и ܺାሺ߱ߙ -ሻ являются измеримыми по ߱ вещественߙ
ными функциями, т.е. случайными величинами. 

В дальнейшем рассматривается класс 	ࣲ Н.С.В., для которых индексы ܺିሺ߱, ,ሻ и ܺାሺ߱ߙ   ሻߙ
являются квадратично суммируемыми на Ω ൈ ሾ0,1ሿ функциями. 

Для Н.С.В. ෨ܺሺ߱ሻ положим 
ሻߙሺିݔ ൌ ,ሺ߱ିܺܧ ,ሻߙ ሻߙାሺݔ ൌ ,ାሺ߱ܺܧ  ሺ2ሻ																																			ሻ.ߙ

Здесь и ниже символ E обозначает математическое ожидание случайной величины, т.е. для случай-

ной величины ߦሺ߱ሻ полагаем ߦܧ ൌ ׬ ሺ߱ሻ݀ܲΩߦ . 
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Нечеткое число с индексами, определяемыми формулой (2), называют нечетким ожиданием 
Н.С.В. ෨ܺ (см., напр., [5]). Будем обозначать его ܯሺ ෨ܺሻ, а его индексы – ሾܯሺ ෨ܺሻሿఈ

േ	. 
Определенное формулой (2) нечеткое ожидание обладает свойствами, аналогичными свойствам 

математических ожиданий вещественных случайных величин (см., напр., [5, 14]). 
Рассмотрим вопрос о дефазификации нечеткого ожидания. 
Как известно, среднее нечеткого числа ̃ݖ при интервальном подходе определяется равенством [15] 

срݖ ൌ
1
2
න൫ିݖሺߙሻ ൅ ߙሻ൯݀ߙାሺݖ

ଵ

଴

,																																																				ሺ3ሻ 

где ݖേሺߙሻ – индексы нечеткого числа ̃ݖ. 
В связи с (3) ожидание ݉ሺ ෨ܺሻ Н.С.В. ෨ܺ ∈ ࣲ определяют как усредняющий функционал посред-

ством формулы 

݉൫ ෨ܺ൯ ൌ
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где ܯേሺߙሻ – индексы нечеткого ожидания ܯ൫ ෨ܺ൯, задаваемые формулой (2). По существу, это один 
из способов дефазификации нечеткого ожидания. 

Свойства ожиданий Н.С.В. обсуждаются, например, в [5, 14]. 
Для Н.С.В. ෨ܺ	и	 ෨ܻ  ковариацию определяют формулой ([3], [16, гл. 6]) 

൫ݒ݋ܿ ෨ܺ, ෨ܻ൯ ൌ
1
2
න ൫ܿݒ݋ሺܺఈି, ఈܻ

ିሻ ൅ ,ሺܺఈାݒ݋ܿ ఈܻ
ାሻ൯݀ߙ

ଵ

଴
,																													ሺ5ሻ 

а дисперсию ܦሺ ෨ܺሻ ൌ ൫ݒ݋ܿ ෨ܺ, ෨ܺ൯. В (5) ковариации вещественных случайных величин ܺఈ
േ и ఈܻ

േ опре-
делены стандартной [6, гл. I] формулой 

൫ܺఈݒ݋ܿ
േ, ఈܻ

േ൯ ൌ ܧ ቀܺఈ
േ െ ൫ܺఈܧ

േ൯ቁ ቀ ఈܻ
േ െ ൫ܧ ఈܻ

േ൯ቁ. 
Свойства ковариации Н.С.В. описаны в [3, 16, гл. 6]. 

2. Случайные процессы с нечеткими состояниями и непрерывным временем 

Пусть ሾݐ଴, ܶሿ расширенный отрезок числовой оси, ࣲ – совокупность Н.С.В. с квадратично сум-
мируемыми на Ω ൈ ሾ0,1ሿ индексами. 

Случайным процессом с нечеткими состояниями и непрерывным временем или нечетко-случайным 
процессом (Н.С.П.) будем называть отображение ෨ܺ: ሾݐ଴, ܶሿ → ࣲ, т.е. функцию ෨ܺሺ߱, -ሻ, значениями коݐ
торой при ∀ݐ ∈ ሾݐ଴, ܶሿ являются Н.С.В. из ࣲ. Обозначим α-индексы Н.С.П. ෨ܺሺ߱, ሻ через ܺఈݐ

േሺ߱,  .ሻݐ
Ниже будем рассматривать такие Н.С.П., для которых вещественные функции ܺఈ

േሺ߱, -ሻ квадраݐ
тично суммируемы по совокупности переменных на Ω ൈ ሾ0,1ሿ ൈ ሾݐ଴, ܶሿ. 

Определим нечеткое ожидание ܯቀ ෨ܺሺ߱, ,ሻቁ Н.С.П. ෨ܺሺ߱ݐ ݐ ሻ при каждомݐ ∈ ሾݐ଴, ܶሿ как нечеткое 

ожидание, соответствующей Н.С.В., т.е. нечеткозначную функцию, имеющую индексы 

ቂܯ ቀ ෨ܺሺ߱, ሻቁቃݐ
ఈ

േ
ൌ ׬ ܺఈ

േሺ߱, ሻ݀ܲΩݐ . 

Ниже будем обозначать Н.С.П. ܺ ෨ሺ߱, ܺ ሻ короткоݐ ෨ሺݐሻ. Из определения нечеткого ожидания Н.С.П. 
и свойств нечетких ожиданий Н.С.В. вытекает 

Утверждение 1 [1]. Справедливы следующие свойства нечетких ожиданий Н.С.П.: 
1) Нечеткое ожидание от неслучайной функции ̃ݖ: ሾݐ଴, ܶሿ →  равно самой этой функции ܬ

ሻ൯ݐሺݖ൫̃ܯ ൌ  .ሻݐሺݖ̃
2) Неслучайный скалярный множитель ߮ : ሾݐ଴, ܶሿ → ܴ можно выносить за знак нечеткого ожидания 

ሻݐቀ߮ሺܯ ෨ܺሺݐሻቁ ൌ ߮ሺݐሻܯ ቀ ෨ܺሺݐሻቁ, 

где ෨ܺሺݐሻ – Н.С.П. 
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3) Нечеткое ожидание суммы двух Н.С.П. равно сумме нечетких ожиданий слагаемых 

ቀܯ ෨ܺሺݐሻ ൅ ෨ܻሺݐሻቁ ൌ ܯ ቀ ෨ܺሺݐሻቁ ൅ ܯ ቀ ෨ܻሺݐሻቁ. 

Ожидание ݉ቀ ෨ܺሺݐሻቁ Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ определим при каждом ݐ ∈ ሾݐ଴, ܶሿ как ожидание соответствую-

щей Н.С.В. ෨ܺሺݐሻ. Ожидание ݉ቀ ෨ܺሺݐሻቁ при любом ݐ ∈ ሾݐ଴, ܶሿ обладает свойствами, аналогичными 

приведенным в утверждении 1 [1]. 
Пример 1. Пусть случайные числовые (вещественные) процессы ߦ௜ሺ߱, ሺ݅	ሻݐ ൌ 1,2,3; 	߱ ∈ Ω, ݐ ∈

ሾݐ଴, ܶሿሻ квадратично суммируемы на Ω ൈ ሾݐ଴, ܶሿ и таковы, что ߦଵሺ߱, ሻݐ ൏ ,ଶሺ߱ߦ ሻݐ ൏ ,ଷሺ߱ߦ  ሻ при всехݐ
߱ ∈ Ω, ݐ ∈ ሾݐ଴, ܶሿ. 

Рассмотрим Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ, для которого при каждом ߱ ∈ Ω, ݐ ∈ ሾݐ଴, ܶሿ нечеткое число ෨ܺሺ߱,  ሻݐ
имеет треугольный вид ൫ߦଵሺ߱, ,ሻݐ ,ଶሺ߱ߦ ,ሻݐ ,ଷሺ߱ߦ ,ሻ൯. То есть функция принадлежности ෨ܺሺ߱ݐ  ሻ приݐ
любом ߱ ∈ Ω, ݐ ∈ ሾݐ଴, ܶሿ описывается формулой 

ሻݔఠ,௧ሺߤ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

ݔ െ ,ଵሺ߱ߦ ሻݐ

,ଶሺ߱ߦ ሻݐ െ ,ଵሺ߱ߦ ሻݐ
, если	ݔ ∈ ሾߦଵሺ߱, ,ሻݐ ,ଶሺ߱ߦ ;ሻሿݐ

ݔ െ ,ଷሺ߱ߦ ሻݐ

,ଶሺ߱ߦ ሻݐ െ ,ଷሺ߱ߦ ሻݐ
, если	ݔ ∈ ሾߦଶሺ߱, ,ሻݐ ,ଷሺ߱ߦ 	;ሻሿݐ

0,																																в	противном	случае.

 

В этом случае 
ܺఈିሺ߱, ሻݐ ൌ ሺ1 െ ,ଵሺ߱ߦሻߙ ሻݐ ൅ ,ଶሺ߱ߦߙ ,ሻݐ ܺఈାሺ߱, ሻݐ ൌ ሺ1 െ ,ଷሺ߱ߦሻߙ ሻݐ ൅ ,ଶሺ߱ߦߙ  ሺ6ሻ							ሻݐ

Тогда нечеткое ожидание ܯ൫ ෨ܺሺݐሻ൯ определяется формулами для α-индексов 

൫ܯൣ ෨ܺ൯൧
ఈ

ି
ሺݐሻ ൌ ሺ1 െ ሻනߙ ,ଵሺ߱ߦ ሻ݀ܲݐ

Ω

൅ ߙ න ,ଶሺ߱ߦ ሻ݀ܲݐ
Ω

ൌ 

ൌ ሺ1 െ ଵߦܧሻߙ ൅ ߙ∀ሺ	ଶߦܧߙ ∈ ሾ0,1ሿሻ 
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൫ܯൣ ෨ܺ൯൧
ఈ

ା
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Ω

ൌ 

ൌ ሺ1 െ ଷߦܧሻߙ ൅ ߙ∀ሺ	ଶߦܧߙ ∈ ሾ0,1ሿሻ. 
Ниже рассмотрим понятие ковариационной функции Н.С.П. и ее свойства. Ковариационной 

функцией Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ в соответствии с (5) назовем вещественную величину 

,ݐ௑෨ሺܭ ሻݏ ൌ ݒ݋ܿ ቀ ෨ܺሺݐሻ, ෨ܺሺݏሻቁ ൌ
1
2
නቀܭ௑ഀషሺݐ, ሻݏ ൅ ,ݐ௑ഀశሺܭ ሻቁݏ ߙ݀

ଵ

଴

.																	ሺ7ሻ 

Здесь ܭ௑ഀషሺݐ, ,ݐ௑ഀశሺܭ ሻ иݏ  ሻ – ковариационные функции вещественных случайных процессовݏ
ܺఈିሺ߱, ,ሻ и ܺఈାሺ߱ݐ  ሻ соответственно, равныеݐ

,ݐ௑ഀേሺܭ ሻݏ ൌ ܧ ቂቀܺఈ
േሺ߱, ሻݐ െ ఈܺܧ

േሺ߱, ሻቁݐ ቀܺఈ
േሺ߱, ሻݏ െ ఈܺܧ

േሺ߱,  .ሻቁቃݏ

Дисперсия Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ определяется равенством ܦ௑෨ሺݐሻ ൌ ,ݐ௑෨ሺܭ  .ሻݐ
Отметим, что (7) является модификацией на нечеткий случай стандартного определения ковари-

ационной функции вещественных случайных процессов (см., напр., [6, гл. V]). 
Согласно (7) и свойствам ковариации Н.С.В. имеет место 
Утверждение 2 [1]. Ковариационная функция Н.С.П. обладает следующими свойствами: 
1) Симметричность. Для Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ при ∀ݐଵ, ଶݐ ∈ ሾݐ଴, ܶሿ имеет место равенство 

,ଵݐ௑෨ሺܭ ଶሻݐ ൌ ,ଶݐ௑෨ሺܭ  .ଵሻݐ
2) Если ෨ܺሺݐሻ – Н.С.П. и ߮ሺݐሻ – неслучайная числовая функция, то для случайного процесса ෨ܻሺݐሻ ൌ

߮ሺݐሻ ෨ܺሺݐሻ ковариационная функция ܭ௒෨ሺݐଵ, ,ଵݐ௒෨ሺܭ ଶሻ имеет видݐ ଶሻݐ ൌ ߮ሺݐଵሻ߮ሺݐଶሻܭ௑෨ሺݐଵ, -ଶሻ при услоݐ
вии, что ߮ሺݐଵሻ߮ሺݐଶሻ ൐ 0. 
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3) Если ෨ܻሺݐሻ ൌ ෨ܺሺݐሻ ൅ ߮ሺݐሻ, то ܭ௒෨ሺݐଵ, ଶሻݐ ൌ ,ଵݐ௑෨ሺܭ  .ଶሻݐ
4) Справедливо соотношение |ܭ௑෨ሺݐଵ, |ଶሻݐ ൑ ඥܦ௑෨ሺݐଵሻܦ௑෨ሺݐଶሻ. 
Пример 2 [1]. Пусть выполнены условия примера 1 и дополнительно вещественные случайные 

процессы ߦଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺߦ ሻ, а такжеݐଶሺߦ -ሻ попарно некоррелированны. Тогда ковариационная функݐଷሺߦ
ция ܭ௑෨ሺݐଵ, ሻݐଶሻ Н.С.П. треугольного вида ෨ܺሺݐ ൌ ൫ߦଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺߦ -ሻ൯ выражается через ковариационݐଷሺߦ
ные функции ܭకభሺݐଵ, ,ଶሻݐ ,ଵݐకమሺܭ ,ଶሻݐ ,ଵݐకయሺܭ  ሻ формулойݐଷሺߦ ሻ иݐଶሺߦ ,ሻݐଵሺߦ ଶሻ случайных процессовݐ

,ଵݐ௑෨ሺܭ ଶሻݐ ൌ
1
6
൛ܭకభሺݐଵ, ଶሻݐ ൅ ,ଵݐకమሺܭ2 ଶሻݐ ൅ ,ଵݐకయሺܭ  ሺ8ሻ																						ଶሻൟ.ݐ

3. Нечетко-случайные процессы с ортогональными приращениями 

Пусть ሼߦሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ – вещественный гильбертов случайный процесс, т.е. ܧሼߦଶሺݐሻ ൏ ∞ሽ для ∀ݐ ൐
0. Как известно, приращением случайного процесса ߦሺݐሻ на промежутке ሺݐ, ሿ, где 0ݏ ൑ ݐ ൑ -назы ,ݏ
вается случайная величина ∆ߦሺݐ, ሻݏ ൌ ሻݏሺߦ െ  ሻ. Важным классом случайных процессов являютсяݐሺߦ
случайные процессы с ортогональными приращениями. Таковы, в частности, винеровские случай-
ные процессы. 

Вещественный случайный гильбертов процесс ߦሺݐሻ называют процессом с ортогональными при-
ращениями (см., напр., [17, гл. III, §10]), если для произвольных моментов времени 0 ൑ ଵݐ ൑ ଶݐ ൑
ଷݐ ൑  ସ выполнено соотношение для ковариацийݐ

,ଵݐሺߦ∆൫ݒ݋ܿ ,ଶሻݐ ,ଷݐሺߦ∆ ସሻ൯ݐ ൌ 0.																																													ሺ9ሻ 
Определим понятие Н.С.П. с ортогональными приращениями. 
Назовем Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ процессом с ортогональными приращениями, если при всех ߙ ∈ ሾ0,1ሿ его α-

индексы ܺఈ
േሺݐሻ являются вещественными случайными процессами с ортогональными приращени-

ями, т.е. согласно (9) для произвольных моментов времени 0 ൑ ଵݐ ൑ ଶݐ ൑ ଷݐ ൑ -ସ выполнены соотݐ
ношения 

ݒ݋ܿ ቀ∆ܺఈ
േሺݐଵ, ,ଶሻݐ ∆ܺఈ

േሺݐଷ, ସሻቁݐ ൌ 0	ሺ∀ߙ ∈ ሾ0,1ሿሻ.																												ሺ10ሻ 

Вещественный случайный процесс ߦሺݐሻ называют выходящим из нуля, если ߦሺ0ሻ ൌ 0 с вероят-
ностью 1. 

Ниже будем называть Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ выходящим из нуля, если все его α-индексы ܺఈ
േ выходят из 

нуля, т.е. с вероятностью 1 выполнены соотношения 
ܺఈ
േሺ0ሻ ൌ 0	ሺ∀ߙ ∈ ሾ0,1ሿሻ.																																																						ሺ11ሻ 

Как и в случае вещественных случайных процессов с ортогональными приращениями, ковариа-
ция и дисперсия Н.С.П. с ортогональными приращениями обладают рядом характерных свойств. 

Теорема 1. Пусть ෨ܺሺݐሻ – Н.С.П. с ортогональными приращениями. Пусть дополнительно α-ин-
дексы ܺఈ

േሺݐሻ при ∀ߙ ∈ ሾ0,1ሿ непрерывны в среднем квадратичном по t и при ∀ݐ ൒ 0 по α. Пусть, 

кроме того, выполнены соотношения (11). Тогда дисперсия ܦ ቀ ෨ܺሺݐሻቁ ൌ  ሻ является монотонноݐ௑෨ሺܦ

неубывающей функцией. 
Действительно, согласно условию теоремы дисперсии ܦ௑ഀേሺݐሻ непрерывны по t при ∀ߙ ∈ ሾ0,1ሿ и 

непрерывны по α при ∀ݐ ൒ 0. Заметим, что согласно (7) справедлива формула 

ሻݐ௑෨ሺܦ ൌ
1
2
නቀܦ௑ഀషሺݐሻ ൅ ሻቁݐ௑ഀశሺܦ ߙ݀

ଵ

଴

.																																								ሺ12ሻ 

При этом в силу (10) и (11) каждая из дисперсий ܦ௑ഀേሺݐሻ монотонно неубывает по t (см., напр., 

[17, гл. III, §10]). Тогда утверждение теоремы 1 следует из формулы (12). 
Теорема 2. Пусть для Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ выполнены условия теоремы 1. Тогда для ковариационной 

функции ܭ௑෨ሺݐ, ܺ .ሻ Н.С.Пݏ ෨ሺݐሻ с ортогональными приращениями при ∀ݐ, ݏ ൒ 0 справедливо представ-
ление через дисперсию 
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,ݐ௑෨ሺܭ ሻݏ ൌ ௑෨ܦ ቀminሺݐ,  .ሻቁݏ

Действительно, согласно [17, гл. III, §10] в условиях теоремы 2 ковариационные функции 

,ݐ௑ഀേሺܭ ሻݏ ൌ ௑ഀേܦ ቀminሺݐ,  ሻቁ. Тогда в силу формул (7), (12) имеемݏ

,ݐ௑෨ሺܭ ሻݏ ൌ
1
2
නቆܦ௑ഀష ቀminሺݐ, ሻቁݏ ൅ ௑ഀశܦ ቀminሺݐ, ሻቁቇݏ ߙ݀

ଵ

଴

ൌ ௑෨ܦ ቀminሺݐ,  .ሻቁݏ

Пример 3. Пусть выполнены условия примера 2 при ݐ ൒ 0 и дополнительно вещественные слу-
чайные процессы ߦ௜ሺݐሻሺ݅ ൌ 1,2,3ሻ имеют ортогональные приращения. Тогда треугольный Н.С.П. 
෨ܺሺݐሻ ൌ ൫ߦଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺߦ  .ሻ൯ имеет ортогональные приращенияݐଷሺߦ
Действительно, пусть заданы произвольные моменты времени 0 ൑ ଵݐ ൑ ଶݐ ൑ ଷݐ ൑  ସ. Тогда дляݐ

приращений левых индексов Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ из формулы (6) вытекает 
∆ܺఈିሺݐଵ, ଶሻݐ ൌ ሺ1 െ ,ଵݐଵሺߦ∆ሻߙ ଶሻݐ ൅ ,ଵݐଶሺߦ∆ߙ  ,ଶሻݐ

а для приращений правых индексов 
∆ܺఈାሺݐଵ, ଶሻݐ ൌ ሺ1 െ ,ଵݐଷሺߦ∆ሻߙ ଶሻݐ ൅ ,ଵݐଶሺߦ∆ߙ  .ଶሻݐ

Рассмотрим случай левых индексов. Согласно предыдущему, 
,ଵݐ൫∆ܺఈିሺݒ݋ܿ ,ଶሻݐ ∆ܺఈିሺݐଷ, ସሻ൯ݐ ൌ ሺ1 െ ,ଵݐଵሺߦ∆൫ݒ݋ሻଶܿߙ ,ଶሻݐ ,ଷݐଵሺߦ∆ ସሻ൯ݐ ൅ 
൅ߙଶܿݒ݋൫∆ߦଶሺݐଵ, ,ଶሻݐ ,ଷݐଶሺߦ∆ ସሻ൯ݐ ൅ ሺ1ߙ2 െ ,ଵݐଵሺߦ∆൫ݒ݋ሻܿߙ ,ଶሻݐ ,ଷݐଶሺߦ∆  .ସሻ൯ݐ

Заметим, что первые два слагаемых справа в этой формуле обращаются в ноль в силу предполо-
жений об ортогональности приращений случайных процессов ߦଵሺݐሻ, -ሻ. Тогда указанное равенݐଶሺߦ
ство можно переписать в виде 

,ଵݐ൫∆ܺఈିሺݒ݋ܿ ,ଶሻݐ ∆ܺఈିሺݐଷ, ସሻ൯ݐ ൌ 
ൌ ሺ1ߙ2 െ ଶሻݐଵሺߦ൫ݒ݋ሻܿߙ െ ,ଵሻݐଵሺߦ ସሻݐଶሺߦ െ ଷሻ൯ݐଶሺߦ ൌ 0. 

Здесь правая часть равенства обращается в ноль в силу предположения о некоррелированности про-
цессов ߦଵሺݐሻ	и	ߦଶሺݐሻ. 

Аналогично для приращений правых индексов при любых 0 ൑ ଵݐ ൑ ଶݐ ൑ ଷݐ ൑ -ସ справедливо соݐ
отношение 

,ଵݐ൫∆ܺఈାሺݒ݋ܿ ,ଶሻݐ ∆ܺఈାሺݐଷ, ସሻ൯ݐ ൌ 0	ሺ∀ߙ ∈ ሾ0,1ሿሻ. 
Таким образом, выполнены соотношения (10). 
Пример 4. Пусть выполнены условия примера 1 при ݐ ൒ 0 и дополнительно при ∀ݐ ൒ 0 случай-

ные величины ߦଵሺݐሻ и ߦଶሺݐሻ, а также ߦଶሺݐሻ и ߦଷሺݐሻ попарно независимы. Пусть, кроме того, все слу-
чайные процессы ߦ௜ሺݐሻሺ݅ ൌ 1,2,3ሻ выходят из нуля (т.е. ߦ௜ሺ0ሻ ൌ 0 с вероятностью 1). Тогда Н.С.П. 
෨ܺሺݐሻ ൌ ൫ߦଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺߦ  .ሻ൯ выходит из нуля в смысле определения (11)ݐଷሺߦ
Действительно, покажем, что левый α-индекс ܺఈିሺݐሻ выходит из нуля, т.е. ܲሺܺఈିሺ0ሻ ൌ 0ሻ ൌ 1. Со-

гласно 6 следует показать, что ܲ൫ሺ1 െ ଵሺ0ሻߦሻߙ ൅ ଶሺ0ሻߦߙ ൌ 0൯ ൌ 1. 
По условию ܲሺߦଵሺ0ሻ ൌ 0ሻ ൌ 1 и ܲሺߦଶሺ0ሻ ൌ 0ሻ ൌ 1. Тогда ܲ൫ሺ1 െ ଵሺ0ሻߦሻߙ ൌ 0൯ ൌ 1 и ܲሺߦߙଶሺ0ሻ ൌ

0ሻ ൌ 1. Кроме того, согласно предположениям события ܣ ൌ ሼሺ1 െ ଵሺ0ሻߦሻߙ ൌ 0ሽ и ܤ ൌ ሼߦߙଶሺ0ሻ ൌ 0ሽ 
независимы. Рассмотрим событие ܥ ൌ ሼሺ1 െ ଵሺ0ሻߦሻߙ ൅ ଶሺ0ሻߦߙ ൌ 0ሽ. Оно следует из произведения 
событий AB. Поэтому для вероятностей имеем ܲሺܤܣሻ ൑ ܲሺܥሻ. При этом из независимости событий 
A и B следует ܲሺܤܣሻ ൌ ܲሺܣሻܲሺܤሻ ൌ 1. Так что ܲሺܥሻ ൌ 1, что и влечет требуемое. Аналогично рас-
сматривается случай правых α-индексов ܺఈାሺݐሻ. 

Вещественный случайный процесс ߦሺݐሻ называется однородным (по времени), если для любых 
,ݐ ݏ ൒ 0 закон распределения приращений ∆ߦሺݐ, ݐ ൅  .ሻ зависит только от sݏ

В соответствии с этим Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ назовем однородным, если для любых ߙ ∈ ሾ0,1ሿ и ݐ, ݏ ൒ 0 
закон распределения приращения α-индексов ∆ܺఈ

േሺݐ ൅ -ሻ зависит только от s, т.е. совпадает с закоݏ
ном распределения сечения ܺఈ

േሺݏሻ при ∀ߙ ∈ ሾ0,1ሿ. 
Оказывается, что требование однородности Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ позволяет получить явный вид функции 

ковариации ܭ௑෨ሺݐ,  .ሻݐ௑෨ሺܦ ሻ и дисперсииݏ
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Теорема 3. Пусть для Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ выполнены условия теоремы 1 и дополнительно ෨ܺሺݐሻ – одно-
родный Н.С.П. Тогда справедливы равенства 

ሻݐ௑෨ሺܦ ൌ  ሺ13ሻ																																																																												,ݐଶߪ
,ݐ௑෨ሺܭ ሻݏ ൌ ଶߪ ݉݅݊ሺݐ,  ሺ14ሻ																																																													ሻ.ݏ

для некоторой постоянной ߪଶ ൐ 0. 
Действительно, по предположению теоремы все α-индексы ܺఈ

േሺݐሻ являются однородными слу-
чайными процессами с ортогональными приращениями, выходящими из нуля. Тогда, согласно из-
вестному результату (см., напр., [17, гл. III, §10]), их дисперсии ܦ௑ഀേሺݐሻ имеют вид 

ሻݐ௑ഀേሺܦ ൌ ൫ߪఈ
േ൯

ଶ
 ,ݐ

где ൫ߪఈ
േ൯

ଶ
 – интенсивности соответствующих вещественных случайных процессов ܺఈ

േሺݐሻ. При этом 

интенсивности ൫ߪఈ
േ൯

ଶ
 непрерывно зависят от α, поскольку таковы индексы ܺఈ

േሺݐሻ, а, следовательно, 
и дисперсии ܦ௑ഀേሺݐሻ. 

Тогда, согласно формуле (12), 

ሻݐ௑෨ሺܦ ൌ
1
2
න൫ܦ௑ഀష ൅ ߙ௑ഀశ൯݀ܦ

ଵ

଴

ൌ
1
2
ݐ නሺሺߪఈିሻଶ ൅ ሺߪఈାሻଶሻ݀ߙ.

ଵ

଴

 

Таким образом, в качестве константы ߪଶ в формуле (13) теоремы 3 выступает величина 

ଶߪ  ൌ
ଵ

ଶ
׬ ሺሺߪఈିሻଶ ൅ ሺߪఈାሻଶሻ݀ߙ.
ଵ
଴  

Кроме того, ковариации случайных процессов ܺ ఈ
േሺݐሻ, согласно (10), (11) и результату для веществен-

ных случайных процессов с ортогональными приращениями, имеют вид (см., напр., [17, гл. III, §10]) 

,ݐ௑ഀേሺܭ ሻݏ ൌ ൫ߪఈ
േ൯

ଶ
݉݅݊ሺݐ,  .ሻݏ

Поэтому формула (14) следует из формулы (7) и определения ߪଶ, приведенного выше. 

4. Нечетко-случайные процессы с независимыми приращениями 

Важным частным случаем случайных процессов с ортогональными приращениями являются 
процессы с независимыми приращениями. 

Как известно [7, гл. II], случайная функция ሼߦሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ называется процессом с независимыми 
приращениями, если для любых моментов 0 ൑ ଵݐ ൑ ଶݐ ൑. . . ൑ ,௡ݐ ݊ ൒ 1 случайные величины 
,ሺ0ሻߦ ,ሺ0ߦ∆ ,ଵሻݐ ,ଵݐሺߦ∆ ,ଶሻݐ … , ,௡ିଵݐሺߦ∆  .௡ሻ независимы в совокупностиݐ

Назовем Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ процессом с независимыми приращениями, если все его α-индексы ܺఈ
േሺݐሻ 

являются случайными процессами с независимыми приращениями. 
Как известно (см., напр., [17, гл. III, §10]) имеет место 
Лемма 1. В случае ܧሼߦଶሺݐሻሽ ൏ ∞ при всех ݐ ൒ 0 случайный процесс с независимыми приращени-

ями является также процессом с ортогональными приращениями. 
Замечание 1. В соответствии с леммой 1 утверждения теорем 1-3 сохраняют силу, если в них 

условие ортогональности приращений Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ заменить условием независимости приращений 

и дополнительно предположить, что ܧ ቀܺఈ
േሺݐሻቁ

ଶ
൏ ∞ при всех ݐ ൒ 0. 

Пример 5. Пусть выполнены условия примера 1 при ݐ ൒ 0 и дополнительно при ∀ݐ ൒ 0 случай-
ные величины ߦଵሺݐሻ и ߦଶሺݐሻ, а также ߦଶሺݐሻ и ߦଷሺݐሻ попарно независимы. Пусть, кроме того, все слу-
чайные процессы ߦ௜ሺݐሻሺ݅ ൌ 1,2,3ሻ имеют независимые приращения. Тогда Н.С.П.  
෨ܺሺݐሻ ൌ ൫ߦଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺߦ  .ሻ൯ имеет независимые приращенияݐଷሺߦ
Действительно, поскольку линейная комбинация двух независимых случайных процессов, имеющих 

независимые приращения, также имеет независимые приращения, то при ∀ߙ ∈ ሾ0,1ሿ α-индексы ܺఈାሺݐሻ 
и ܺఈିሺݐሻ Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ, определяемые формулами (6), являются случайными процессами с независимыми 
приращениями. 
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Как известно [7, гл. VI], всякий случайный процесс с независимыми приращениями является 
марковским случайным процессом. Марковские случайные процессы характеризуются важным 
свойством независимости будущего поведения от всего прошлого (отсутствием последействия). А 
именно, случайный процесс ሼߦሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ называется марковским, если для всех ݊ ൐ 1 любых веще-
ственных неотрицательных ݐଵ ൏ ଶݐ ൏. . . ൏ ܤ ௡ и любого борелевского множестваݐ ∈ -ሺܴሻ выполняܤ
ется равенство для условных вероятностей 

ܲሼߦሺݐ௡ሻ ∈ ଵሻݐሺߦ|ܤ ൌ ,ଵݔ ଶሻݐሺߦ ൌ ,ଶݔ … , ௡ିଵሻݐሺߦ ൌ ௡ିଵሽݔ ൌ ܲሼߦሺݐ௡ሻ ∈ ௡ିଵሻݐሺߦ|ܤ ൌ  ,௡ିଵሽݔ
где ݔଵ, ,ଶݔ … , ,ଵሻݐሺߦ ௡ – произвольные и допустимые значения случайных величинݔ ,ଶሻݐሺߦ … ,  .௡ିଵሻݐሺߦ

Назовем Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ марковским, если все его α-индексы ܺఈ
േሺݐሻ являются марковскими случай-

ными процессами. Пример 5 дает пример треугольного марковского Н.С.П. 
Рассмотрим гауссовские случайные процессы. Обратное к лемме 1 утверждение в общем случае 

не справедливо. Однако имеет место (см., напр., [17, гл. III, §10]) 
Лемма 2. Всякий гауссовский случайный процесс с ортогональными приращениями, выходящий 

из нуля, также является и процессом с независимыми приращениями. 
Как известно, действительный случайный процесс ሼߦሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ, называют гауссовским процес-

сом, если ൫ߦሺݐଵሻ, … , ݊∀ ௡ሻ൯ есть гауссовский вектор дляݐሺߦ ∈ ܰ и любого конечного набора точек 
,ଵݐ … , ௡ݐ ൒ 0. При этом случайный вектор ߦ ൌ ሺߦଵ, … , -௡ሻ называют гауссовским или нормально расߦ
пределенным, если его характеристическая функция ߮కሺݐሻ имеет следующий вид: 

߮కሺݐሻ ൌ ݁௜ሺ௧,௠ሻି
ଵ
ଶሺ௄௧,௧ሻ, 

где ݐ ൌ ሺݐଵ, … , ݉,௡ሻݐ ൌ ሺ݉ଵ,… ,݉௡ሻ, ܭ ൌ ሺ݇௚௟ሻ симметричная неотрицательно определенная мат-
рица порядка ݊ ൈ ݊. Скалярное произведение ሺݐ,݉ሻ ൌ ∑ ௝ݐ ௝݉

௡
௝ୀଵ . Вектор m состоит из средних зна-

чений ௝݉ ൌ ௝, а K – матрица ковариаций ݇௚௟ߦܧ ൌ ,௚ߦሺݒ݋ܿ  .ሻܭ,ሺ݉ܰ~ߦ ௟ሻ. Этот факт обозначаютߦ
Назовем Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ гауссовским, если при любых ߙ ∈ ሾ0,1ሿ его α-индексы ܺఈ

േሺݐሻ являются гаус-
совскими случайными процессами. 

В соответствии с леммой 2 имеет место 
Утверждение 3. Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ с ортогональными приращениями является процессом с независи-

мыми приращениями, если все его α-индексы ܺఈ
േሺݐሻ являются гауссовскими процессами, выходя-

щими из нуля. 
Пример 6. Пусть выполнены условия примера 2 при ݐ ൒ 0 и дополнительно все вещественные 

случайные процессы ߦ௜ሺݐሻሺ݅ ൌ 1,2,3ሻ являются гауссовскими случайными процессами. Тогда Н.С.П. 
෨ܺሺݐሻ ൌ ൫ߦଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺߦ  .ሻ൯ является гауссовскимݐଷሺߦ
Действительно, поскольку линейная комбинация двух некоррелированных гауссовских случай-

ных процессов является гауссовским случайным процессом, то при каждом ߙ ∈ ሾ0,1ሿ сумма 
ሺ1 െ ሻݐଵሺߦሻߙ ൅ -ሻ, будет гауссовским случайным процессом. Анаݐሻ, равная, согласно (6), ܺఈିሺݐଶሺߦߙ
логично для ܺఈାሺݐሻ ൌ ሺ1 െ ሻݐଷሺߦሻߙ ൅   .ሻ. Поэтому треугольный Н.С.Пݐଶሺߦߙ
෨ܺሺݐሻ ൌ ൫ߦଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺߦ  .ሻ൯ является гауссовским случайным процессомݐଷሺߦ
Как известно [7, гл. II], вещественный случайный процесс ሼݓሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ называют винеровским, если 
а) ݓሺ0ሻ ൌ 0 с вероятностью 1, ܧ൫ݓሺݐሻ൯ ൌ 0; 
б) ݓሺݐሻ – однородный процесс с независимыми приращениями; 
в) ݓሺݐሻ – гауссовский процесс. 
В соответствии с этим, назовем Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ, ݐ ൒ 0 винеровским Н.С.П., если все его α-индексы 

ܺఈ
േሺݐሻ являются винеровскими случайными процессами, т.е. при всех ߙ ∈ ሾ0,1ሿ выполнены условия: 
а) ܺఈ

േሺ0ሻ ൌ 0 с вероятностью 1,	ܧ൫ܺఈ
േሺݐሻ൯ ൌ 0; 

б) ܺఈ
േሺݐሻ – однородный процесс с независимым приращением; 

в) ܺఈ
േሺݐሻ – гауссовский процесс. 

Пример 7. Пусть выполнены условия примера 1 при ݐ ൒ 0, причем при ∀ݐ ൒ 0 случайные вели-
чины ߦଵሺݐሻ и ߦଶሺݐሻ, а также ߦଶሺݐሻ и ߦଷሺݐሻ попарно независимы. Пусть, кроме того, все случайные 
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процессы ߦ௜ሺݐሻሺ݅ ൌ 1,2,3ሻ являются винеровскими случайными процессами. Тогда треугольный 
Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ ൌ ൫ߦଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺߦ  .ሻ൯ является винеровским Н.С.Пݐଷሺߦ

Действительно, по предположению случайные процессы ߦ௜ሺݐሻ выходят из нуля. Тогда, согласно 
примеру 4, и все α-индексы ܺఈ

േሺݐሻ при ߙ ∈ ሾ0,1ሿ выходят из нуля. Далее, на основании формул (6), 
ሺܺఈିሻܧ ൌ ሺ1 െ ሻݐଵሺߦܧሻߙ ൅ ሺܺఈାሻܧ ሻ иݐଶሺߦܧߙ ൌ ሺ1 െ ሻݐଷሺߦܧሻߙ ൅  ሻ. По предположениюݐଶሺߦܧߙ
ሻ൯ݐ௜ሺߦ൫ܧ ൌ 0	ሺ݅ ൌ 1,2,3ሻ. Тогда ܧ൫ܺఈ

േሺݐሻ൯ ൌ 0 при всех ߙ ∈ ሾ0,1ሿ. 
Кроме того, в силу формул (6) 

Δܺఈିሺݐ, ݐ ൅ ሻݏ ൌ ሺ1 െ ,ݐଵሺߦ∆ሻߙ ݐ ൅ ሻݏ ൅ ,ݐଶሺߦ∆ߙ ݐ ൅  ሻݏ
и 

Δܺఈାሺݐ, ݐ ൅ ሻݏ ൌ ሺ1 െ ,ݐଷሺߦ∆ሻߙ ݐ ൅ ሻݏ ൅ ,ݐଶሺߦ∆ߙ ݐ ൅  .ሻݏ
Поэтому однородность процессов ܺఈ

േሺݐሻ обеспечивается однородностью случайных процессов 
ሻሺ݅ݐ௜ሺߦ ൌ 1,2,3ሻ. 

По предположению, ߦ௜ሺݐሻ имеют независимые приращения, следовательно, они имеют ортого-
нальные приращения. Тогда по примеру 3 α-индексы ܺఈ

േሺݐሻ имеют ортогональные приращения. К 
тому же, ܺఈ

േሺݐሻ являются гауссовскими случайными процессами согласно примеру 6, поскольку та-
ковы ߦ௜ሺݐሻ. Тогда согласно утверждению 3 ܺఈ

േሺݐሻ имеют независимые приращения. Резюмируя, за-
ключаем, что Н.С.П. ෨ܺሺݐሻ ൌ ൫ߦଵሺݐሻ, ,ሻݐଶሺߦ  .ሻ൯ является винеровскимݐଷሺߦ

 

Заключение 

Теоремы 1-3 показывают полезность выделе-
ния класса нечетко-случайных процессов с ор-
тогональными и независимыми приращениями. 
Существенным в данной работе является введе-
ние понятий гауссовского и винеровского не-
четко-случайных процессов. 

Как известно, вещественные гауссовские и 
винеровские случайные процессы используются 
при моделировании различных прикладных  
динамических процессов. Соответствующие 
Н.С.П. могут быть применены в стохастических 
динамических моделях, содержащих неполную 
информацию. 

Важную роль в настоящей работе имеют при-
меры. Примеры 1, 2 носят иллюстративный ха-
рактер. Примеры 3-7 показывают возможность 
применения развитой теории к треугольным не-
четко-случайным процессам, в частности, гаус-
совским и винеровским Н.С.П. Аналогичные 
выводы могут быть установлены для трапеце-
идальных и других Н.С.П. 

Результаты настоящей работы могут быть ис-
пользованы при подготовке данных для приня-
тия обоснованных решений в различных при-
кладных задачах. 

Отметим, что результаты представленной ста-
тьи дополняют известные по работам [18, 19]. 
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Abstract. In this paper, random processes with fuzzy states and continuous time are investigated. 
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increments. The characteristic properties of the variances and covariance functions of such pro-
cesses are established. Gaussian and Wiener fuzzy random processes, which are analogs of the 
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