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Введение 

Современные автономные многоагентные 

системы применяются в различных прикладных 

областях, включая автоматизированные склады 

[1], транспортные системы [2], сельское хозяй-

ство [3], при ликвидации ЧП [4]. В случае, ко-

гда множество автономных агентов оперируют 

в общем рабочем пространстве, возникает не-

обходимость решения задачи планирования со-

вокупности траекторий, причем таких, что их 

исполнение не приводит к столкновениям меж-

ду агентами или с препятствиями. 

Несмотря на то, что в реальных практиче-

ских задачах алгоритмы многогаентного пла-

нирования должны учитывать различные ас-

пекты прикладной области, в которой они 

применяются, они имеют общий принцип рабо-

ты. Классическим подходом является исполь-

зование эвристических алгоритмов планирова-

ния траектории на графе особой структуры.  

В качестве вершин графа выступают возмож-

ные положения агентов в пространстве, а ребра 

соответствуют элементарным переходам, вдоль 

которых агенты могут перемещаться. При  

планировании совокупности траекторий для 

множества агентов необходимо учитывать вре-

менную компоненту, так как между агентами 

могут происходить конфликты. В простейшем 

случае – это одновременное нахождение двух 

агентов в одной и той же вершине графа, либо 

одновременный переход по одному и тому же 

ребру графа. 

Необходимость учитывать временную компо-

ненту существенно повышает вычислительную 

сложность задачи планирования, так как одному 

положению агента может соответствовать мно-

жество состояний в пространстве поиска, кото-

рые отличаются лишь моментом времени. В свя-

зи с этим большинство существующих на 

сегодняшний день алгоритмов используют ряд 

допущений, позволяющих осуществлять плани-

рование в дискретном времени. Считается, что 
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все действия агентов имеют одинаковую про-

должительность и за один такт времени каждый 

агент может совершить одно действие – либо пе-

реход в смежную вершину графа, либо действие 

ожидания в текущей вершине. 

Одним из простейших и наиболее эффек-

тивных с вычислительной точки зрения являет-

ся приоритизированный подход [5]. Основной 

принцип его заключается в том, что каждому 

агенту назначается приоритет, и траектории 

агентов планируются последовательно в поряд-

ке приоритета. Для того чтобы между агентами 

не происходили конфликты, каждый после-

дующий должен избегать агентов с более высо-

ким приоритетом, фактически воспринимая их 

как динамические препятствия. Высокая вы-

числительная эффективность сделала приори-

тизированный подход довольно распростра-

ненным решением, зачастую использующимся 

на практике. Недостатком этого подхода явля-

ется отсутствие свойств оптимальности и пол-

ноты, так как между агентами, фактически, нет 

кооперативного взаимодействия. 

Однако существуют и другие подходы, в том 

числе те, что обладают этими свойствами. Одним 

из первых алгоритмов, решающих задачу много-

агентного планирования и гарантирующих нахо-

ждение оптимальных решений, был алгоритм 

OD+ID [6]. В своей основе он использует алго-

ритм A*[7], а также процедуры декомпозиции 

операторов (англ. Operator decomposition) и де-

текции независимых агентов (англ. Independence 

detection). В последующем появились и другие 

алгоритмы, способные находить оптимальные 

решения задачи многоагентного планирования, 

например, CBS [8], M* [9], ICTS [10] и др. 

Наибольшее развитие в последние годы по-

лучил подход конфликтно-ориентированного 

поиска, используемый алгоритмом CBS. Для 

него было разработано большое количество 

различных модификаций, которые позволяют 

повысить вычислительную эффективность ал-

горитма – ICBS [11], CBS-H [12] и др. В рабо-

тах [13, 14] были предложены модификации ал-

горитма CBS, ориентированные на поиск 

субоптимальных и ограниченно-субоптималь-

ных решений. В отличие от субоптимальных 

решений, которые могут иметь произвольную 

стоимость, ограниченно-субоптимальные ре-

шения характеризуются тем, что их стоимость 

гарантировано не превышает стоимость опти-

мального решения более чем в w раз, где w – 

коэффициент субоптимальности, заранее зада-

ваемый пользователем. 

Существенным недостатком всех вышепере-

численных алгоритмов является их упрощенная 

модель движения агентов. Ограниченный набор 

возможных действий агентов, вызванный дис-

кретностью времени, приводит к снижению ка-

чества (увеличению стоимости) отыскиваемых 

решений. Этот недостаток был устранен в ал-

горитмах CCBS [15] и E-ICTS [16].  

Наибольший интерес представляет алгоритм 

CCBS, который позволяет агентам совершать 

действия произвольной продолжительности. 

Как и оригинальный алгоритм CBS, алгоритм 

CCBS обладает свойствами полноты и опти-

мальности, но при этом имеет довольно низкую 

вычислительную эффективность в сравнении со 

многими другими алгоритмами. В первую оче-

редь это связано с более сложной постановкой 

задачи и необходимостью рассмотрения боль-

шого количества альтернативных вариантов 

для гарантии того, что найденное алгоритмом 

решение является оптимальным.  

Одним из возможных способов устранения 

проблемы низкой вычислительной эффектив-

ности является поиск ограниченно-субопти-

мальных решений. Разработке такой модифи-

кации алгоритма и посвящена данная работа. В 

ней будут описаны две модификации алгоритма 

CCBS, которые позволяют находить ограни-

ченно-субоптимальные решения. Также будут 

проведены модельные экспериментальные ис-

следования, позволяющие сравнить эти моди-

фикации друг с другом и оценить прирост вы-

числительной эффективности в сравнении с 

оригинальным алгоритмом CCBS. 

1. Постановка задачи 

В качестве модели пространства поиска ис-

пользуется граф G = <V, E>, где V – множество 

вершин графа, каждая из которых соответству-

ет некоторой проходимой области рабочего 

пространства, а E – множество ребер графа, со-

ответствующее элементарным переходам меж-

ду центрами двух вершин графа. Область, в ко-

торой агенты могут оперировать, представляет 

собой двумерную плоскость, поэтому каждая 

вершина графа имеет произвольные координа-

ты        принадлежащие этой плоскости.  



Эффективный поиск ограниченно-субоптимальных решений задачи многоагентного планирования 

ИСКУССТВЕННЫЙ ИНТЕЛЛЕКТ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ 1/2022 
59 

Помимо графа, дано множество   агентов 

                      . Каждый         
обладает собственным стартовым и целевым 

положением                          
                             . Без ограни-

чения общности будем считать, что каждый 

агент представляет собой диск радиусом r. Ка-

ждый агент обладает возможностью перемеще-

ния вдоль множества ребер   с постоянной 

скоростью  . Помимо этого, каждый агент мо-

жет осуществлять ожидание произвольной 

продолжительности, находясь в центре одной 

из вершин множества  . При этом сделаны до-

пущения, что агенты могут мгновенно менять 

ориентацию, т.е. направление движения, мгно-

венно ускоряться до скорости   и мгновенно 

останавливаться. На Рис. 1. изображен пример 

графического представления задачи много-

агентного планирования, где задан граф и 3 

агента. Их стартовые положения – A, E, G, це-

левые – I, J, D соответственно. На осях отмече-

ны координаты вершин. 

Имея заданное множество агентов   и граф  , 

необходимо построить совокупность некон-

фликтных траекторий            , в которой 

каждая траектория     позволяет за конечное 

время перевести        из его стартового поло-

жения        в целевое      . Траектория    

представляет собой конечную последователь-

ность действий             . Каждое дейст-

вие    описывается в виде четверки 

       
 

     
 

       
 

     
 

 , где       
 

     
 

 – на-

чальная и конечная вершины, принадлежащие 

множеству вершин  , а       
 

     
 

 – моменты 

начала и окончания совершения действия   . При 

этом для любого пути    выполняются следую-

щие условия:       
             

  

          
 

       
   

           . В случае, 

когда       
 

     
 

, действие    является дейст-

вием ожидания. 

Траектории         являются неконфликт-

ными, если не существует ни одного момента 

времени, в котором расстояние между центра-

ми агентов        и        меньше чем  

сумма их радиусов, т.е. 

                                       , 

где               – положение центра агента 

       в момент времени  , а      – функция 

расчета расстояния между положениями. Ана-

логичным образом определяется неконфликт-

ность пары действий. 

Стоимость траектории    соответствует сум-

марной продолжительности всех действий, кото-

рые ее составляют:                  
 
   , где 

        – продолжительность действия   , опре-

деленная как         =     
 

       
 

. Критерием 

оценки качества найденного решения является 

суммарная стоимость всех траекторий: 

                         
 
   . Решение счи-

тается оптимальным, если при использовании 

того же набора входных данных и при тех же 

допущениях не существует решения меньшей 

стоимости. 

Рассматриваемая задача заключается в сле-

дующем. Пусть задан граф G и множество A, 

состоящее из N агентов. Необходимо построить 

совокупность неконфликтных траекторий, т.е. 

таких, которые позволяют всем агентам дос-

тичь их целевых положений из их стартовых 

положений, не создавая конфликтов. При этом 

стоимость найденного решения должна не пре-

вышать стоимость оптимального решения бо-

лее чем w раз, т.е. должна быть ограниченно-

субоптимальной. 

2. Ограниченно-субоптимальный  
алгоритм конфликтно-
ориентированного поиска  
в непрерывном времени 

Для решения поставленной задачи предлага-

ется взять за основу алгоритм Continuous-time 

Conflict Based Search (CCBS) [17], который яв-

 
Рис. 1. Пример задачи многоагентного  

планирования 
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ляется модификацией алгоритма конфликтно-

ориентированного поиска [8]. Однако, в отли-

чие от оригинального алгоритма, CCBS может 

решать задачу многоагентного планирования в 

постановке, когда действия агентов имеют про-

извольную продолжительность. 

Подход алгоритма конфликтно-ориенти-

рованного поиска является двухуровневым. На 

верхнем уровне он оперирует так называемым 

деревом альтернативных решений. Корень это-

го дерева – начальное решение, содержащее со-

вокупность траекторий всех агентов, которые 

были спланированы независимо. На каждом 

шаге алгоритм извлекает из этого дерева аль-

тернативное решение минимальной стоимости 

и проверяет его на наличие конфликтов. 

Если конфликтов в выбранном альтернатив-

ном решении нет, значит искомое решение 

найдено. Если же в нем содержится хотя бы 

один конфликт, то создается два новых альтер-

нативных решения, где найденный конфликт 

устраняется путем наложения ограничения на 

одного из двух агентов. После того как на аген-

та было наложено ограничение, его траектория 

перепланируется. Если траектория агента най-

дена, то получившееся новое альтернативное 

решение добавляется в дерево. 

На каждом шаге алгоритм выбирает текущее 

лучшее альтернативное решение и осуществляет 

поиск конфликтов. В случае обнаружения кон-

фликтов создаются два новых альтернативных 

решения, устраняющие один выбранный кон-

фликт. Процесс продолжается до тех пор, пока не 

будет найдено решение, не содержащее конфлик-

тов. Благодаря тому, что алгоритм в процессе 

своей работы рассматривает все доступные аль-

тернативные варианты и делает это в порядке 

возрастания их стоимости, он обладает свойства-

ми полноты и оптимальности. Доказательство 

этих свойств смотри в работе [8]. 

На Рис. 2 показаны примеры конфликтов, 

возникающие в рассматриваемой постановке 

задачи. В первом случае конфликт возникает 

из-за того, что агенты движутся друг за другом, 

но их направления  различаются. В результате 

чего агент, движущийся позади, «догоняет» пе-

реднего агента и происходит конфликт. Во вто-

ром случае конфликт возникает из-за того, что 

агенты движутся по пересекающимся ребрам. В 

последнем случае, несмотря на то что ребра, по 

которым движутся агенты, не пересекаются, 

конфликт возникает из-за их слишком близкого 

расположения. Помимо представленных типов 

конфликтов, возможны и стандартные вариан-

ты, возникающие в классической постановке 

задачи многоагентного планирования, когда 

два агента одновременно движутся по одному и 

тому же ребру графа, либо находятся в одной и 

той же вершине графа. Для описания всех воз-

можных типов конфликтов используется набор 

<ai, ti, aj, tj>, где ai, aj – действия агентов i и j, ti, 

tj – моменты начала совершения этих действий. 

Как уже упоминалось ранее, для устранения 

конфликта необходимо наложить ограничение 

на одного из агентов. При этом недостаточно 

наложить ограничение лишь на один момент 

времени, так как если, например, запретить 

агенту i совершать действие ai в момент време-

ни ti, то он сможет совершить его в момент 

времени ti+ε, что снова приведет к конфликту. 

Требуется наложить ограничение на интервал 

времени, в течение которого агент не может со-

вершать действие. То есть ограничение пред-

ставляется в виде набора <i, ai, [tbegin, tend)>,  

которое запрещает агенту i совершать действие 

ai в течение интервала [tbegin, tend). Для иденти-

фикации конфликтов и расчета интервалов ог-

раничений применяется подход, описанный в 

работе [18]. Он позволяет вычислить мини-

мальное расстояние между парой агентов, имея 

заданные начальные положения и направления 

движений. 

В качестве планировщика нижнего уровня, 

т.е. алгоритма, осуществляющего планирование 

 
Рис. 2. Примеры конфликтов, возникающие в рассматриваемой постановке задачи 
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индивидуальных траекторий, используется ал-

горитм безопасно-интервального планирования 

(от англ. Safe Interval Path Planning или SIPP) 

[19]. Отличительной особенностью этого алго-

ритма является то, что каждое состояние в про-

странстве поиска задано парой <cfg, interval>, 

где cfg – конфигурация, описывающая положе-

ние агента, т.е. вершину графа, в которой нахо-

дится агент, а interval – безопасный интервал, 

т.е. промежуток времени, в течение которого 

агент может находиться в этой вершине не соз-

давая конфликтов. Таким образом одной вер-

шине графа соответствует множество различ-

ных состояний, которые могут отличаться 

безопасными интервалами. 

Недостатком алгоритма CCBS можно на-

звать его относительно низкую вычислитель-

ную эффективность. Этот недостаток напря-

мую связан с его свойством – оптимальностью. 

Достигается она в том числе за счет того, что 

на каждом шаге алгоритма из дерева альтерна-

тивных решений извлекается решение мини-

мальной стоимости, т.е., по сути, верхний уро-

вень алгоритма работает по принципу 

алгоритма Дейкстры. Фактически, для того 

чтобы гарантировать, что найденное решение, 

не содержащее конфликтов, является опти-

мальным, необходимо рассмотреть все альтер-

нативные решения меньшей стоимости. 

Одним из возможных путей решения этой 

проблемы является отказ от поиска оптимальных 

путей и поиск ограниченно-субоптимальных ре-

шений вместо них. Для этого необходимо изме-

нить принцип выбора альтернативных решений, 

извлекаемых из дерева на каждой итерации рабо-

ты алгоритма. Для этого предлагается использо-

вать подход, используемый в таких алгоритмах 

как   
  [20] и EES [21]. Ключевой особенностью 

этих алгоритмов является то, что они исполь-

зуют вторичную эвристику, влияющую на по-

рядок раскрытия вершин в процессе работы  

алгоритма. Применяя подход этих алгоритмов  

к алгоритму CCBS, можно получить модифи-

кацию, обладающую повышенной вычисли-

тельной эффективностью, которая отыскивает  

ограниченно-субоптимальные решения. 

CCBS+FOCAL. В отличие от классических 

алгоритмов эвристического поиска, таких как 

A*, в которых используются два списка – 

OPEN и CLOSED, в алгоритме   
  используется 

третий список – FOCAL. Он содержит в себе 

все вершины,  -значение которых не превыша-

ет минимальное  -значение из списка OPEN 

более чем в (     раз. Таким образом множе-

ство вершин, находящихся в FOCAL, является 

подмножеством всех вершин, находящихся в 

OPEN. На каждом шаге алгоритм раскрывает 

не ту вершину, которая обладает минимальным 

 -значением в списке OPEN, а ту, что находит-

ся в начале списка FOCAL. При этом сам спи-

сок FOCAL может быть отсортирован по абсо-

лютно любому критерию. Гарантия того, что 

итоговое найденное решение не превысит 

стоимость оптимального решения более чем в 

(     раз достигается за счет того, что в спи-

сок FOCAL попадают только те вершины, ко-

торые удовлетворяют ограничению субопти-

мальности. 

Применительно к алгоритмам, использую-

щим подход конфликтно-ориентированного 

поиска, которые оперируют деревом альтерна-

тивных решений на верхнем уровне алгоритма, 

список FOCAL может использоваться для вы-

бора текущего альтернативного решения на 

каждом шаге алгоритма. Наиболее подходящим 

критерием, когда решения сортируются в спи-

ске FOCAL, представляется количество кон-

фликтов, которые присутствуют в том или 

ином альтернативном решении. Предпочитая 

рассматривать те решения, которые содержат 

наименьшее число конфликтов, алгоритм может 

найти решение, не содержащее конфликтов, за 

меньшее число итераций. Подобный подход был 

ранее применен в алгоритме ECBS [13]. 

CCBS+EES. В работе [14] был предложен 

альтернативный вариант субоптимальной вер-

сии алгоритма CBS. В ней вместо подхода ал-

горитма   
  используется принцип метода EES 

(англ. Explicit Estimation Search) [21]. Помимо 

списка FOCAL, аналогичного тому, что исполь-

зуется в алгоритме   
 , EES оперирует еще од-

ним списком – CLEANUP. Он, по сути, являет-

ся регулярным списком OPEN, в котором все 

вершины отсортированы в порядке возрастания 

 - значения. Список OPEN в свою очередь от-

сортирован по   - значению, посчитанному с 

использованием произвольной эвристической 

функции   . Список FOCAL содержит подмно-

жество вершин из списка OPEN, удовлетво-

ряющие ограничению                      , 

где            –   -значение вершины, обладаю-
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щей минимальным   - значением в списке 

OPEN. В свою очередь вершины в списке 

FOCAL отсортированы по собственному про-

извольному критерию  . 

На каждом шаге алгоритма выбирается вер-

шина из начала одного из этих списков. Прин-

цип выбора заключается в следующем: 

1) Берется первая вершина из списка 

FOCAL, если она удовлетворяет ограничению 

на коэффициент субоптимальности: 

                          . 

2) Если условие п.1 не выполняется, то бе-

рется первая вершина из списка OPEN, если 

она удовлетворяет ограничению на коэффици-

ент субоптимальности:                    

          
3) Если п.1 и п.2 не удовлетворяют услови-

ям, то берется первая вершина из списка 

CLEANUP, отсортированного по  - значениям. 

Для вычисления значений функции    в ориги-

нальном алгоритме EES используется онлайн-

обучение, которое основано на расчете ошибок 

оценки стоимости и расстояния в процессе поис-

ка решения. Пусть заданы две эвристические 

функции:   – допустимая, которая оценивает 

стоимость пути от произвольной вершины до це-

левой;   – функция, оценивающая расстояние до 

целевой вершины. Используя их, можно рассчи-

тать ошибку стоимости или расстояния за одну 

итерацию работы алгоритма: 

                         , 

                                       

где       – лучший потомок  , т.е. тот, кото-

рый имеет наименьшее   -значение, а 

           – стоимость перехода от   к      .  

Значения ошибок вычисляются на каждой 

итерации работы алгоритма и на их основе рас-

считываются средние значения ошибок       и      , 

которые используются для расчета функции    

[24]: 

           
    

          
           

Для использования алгоритма EES на верхнем 

уровне алгоритма CCBS возможно применение 

формулы, предложенной в работе [17]. В алго-

ритмах CBS и CCBS на верхнем уровне не ис-

пользуется какая-либо эвристическая функция. 

Поэтому  -значениями вершин являются стоимо-

сти альтернативных решений, а для расчета оши-

бок используются следующие формулы: 

                               , 

                             , 

где         – стоимость альтернативного  

решения, содержащегося в вершине  , а       – 

количество конфликтов соответствующего  

решения  
В свою очередь    рассчитывается как:  

      
     

           
         , 

т.е. имеет линейную зависимость от числа кон-

фликтов, содержащихся в альтернативном ре-

шении вершины  . 

Таким образом, в алгоритме CCBS+EES 

вершины в списке FOCAL отсортированы по 

возрастанию значения   , т.е. по количеству 

конфликтов, в списке OPEN вершины отсорти-

рованы по возрастанию значения       
             , а список CLEANUP – стоимо-

сти решения          

3. Псевдокод алгоритма CCBS  
и предложенных модификаций 

На Рис. 3 представлен псевдокод основного 

цикла работы алгоритма CCBS. В строках 1-6 

происходит инициализация. Сперва осуществля-

ется планирование индивидуальных траекторий 

агентов (строки 1-3), затем инициализируются 

ограничения начального решения (строка 4), по-

сле чего создается дерево альтернативных реше-

ний CT_Tree (строка 5), в которое добавляется 

начальное решение (строка 6). В основном цикле 

(строки 7-15) на каждой итерации из дерева ре-

шений выбирается лучший кандидат N. Если со-

держащиеся в нем пути не имеют конфликтов, то 

искомое решение найдено (строки 9-10). В про-

тивном случае происходит поиск и выбор кон-

фликта (строка 11). После чего создаются два но-

вых альтернативных решения    и   , в которых 

были изменены траектории агентов с индексами   
и  , участвующие в рассматриваемом конфликте 

(строки 12-13). В завершении итерации новые 

созданные решения добавляются в дерево реше-

ний CT_Tree (строка 15). 

С точки зрения основного цикла работы алго-

ритма, предложенные модификации почти не от-

личаются от оригинального алгоритма CCBS.  
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Рис.3. Основной цикл работы алгоритма CCBS 

 

Исключением является строка 14, отвечающая за 

обновление значений       и      , используемых в ал-

горитме CCBS+EES. Все основные изменения за-

ключены в процедурах getBestNode и addNode. 

Процедура addNode различается тем, в какие спи-

ски попадает альтернативное решение, так как  

у субоптимальных модификаций помимо списка 

OPEN есть дополнительные списки – FOCAL у 

CCBS+FOCAL или FOCAL и CLEANUP у 

CCBS+EES. На Рис. 4 представлен псевдокод 

процедуры getBestNode в зависимости от моди-

фикации. Предполагается, что списки OPEN, 

FOCAL и CLEANUP являются отсортированны-

ми по соответствующему критерию. 

В случае оригинального алгоритма CCBS 

процедура выбора лучшего решения тривиаль-

на – из списка OPEN выбирается вершина ми-

нимальной стоимости. 

В случае CCBS+FOCAL выбирается реше-

ние, обладающее минимальным числом кон-

фликтов, так как именно по этому критерию 

отсортирован список FOCAL. При этом нет не-

обходимости проверять ограничение субопти-

мальности, поскольку в списке FOCAL содер-

жатся только те решения, которые ему 

удовлетворяют. Стоит учесть ситуацию, когда 

после удаления выбранного решения меняется 

значение минимальной стоимости в списке 

OPEN. Она возникает в случае, когда текущее 

выбранное решение находилось в начале не 

только списка FOCAL, но и OPEN. В этом слу-

чае необходимо обновить список FOCAL, так 

как возможно, что в него можно добавить 

большее число решений, которые теперь удов-

летворяют ограничению на субоптимальность 

(строки 3-4 Алгоритма 3). 

 
Рис.4. Принцип работы процедуры getBestNode в зависимости от модификации алгоритма CCBS 
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В свою очередь алгоритм CCBS+EES выби-

рает решение из начала списка FOCAL, если 

оно удовлетворяет ограничению на субопти-

мальность (строки 2-3 Алгоритма 4). В против-

ном случае выбирается решение из начала  

списка OPEN, если оно удовлетворяет ограни-

чению на субоптимальность (строки 4-5 Алго-

ритма 4). В крайнем случае берется решение из 

начала списка CLEANUP, которое гарантирован-

но удовлетворяет ограничению на субоптималь-

ность, т.к. этот список отсортирован именно по 

критерию стоимости (строки 6-7 Алгоритма 4). 

Затем решение удаляется из соответствующих 

списков (строки 8-9 Алгоритма 4) и в случае из-

менения минимального   -значения происходит 

обновление списка FOCAL, так как теперь в него 

могут быть добавлены дополнительные решения 

(строки 11-12 Алгоритма 4). 

4. Теоретические свойства 

Предложенные модификации алгоритма 

CCBS, а именно CCBS+FOCAL и CCBS+EES, 

обладают свойствами ограниченной субопти-

мальности, т.е. гарантируют, что отыскиваемые 

решения имеют стоимость, не превышающую 

стоимость оптимального решения более чем в 

w раз. Доказательства этого свойства основано 

на следующем утверждении. 

Утверждение 1. Значение минимальной 

стоимости решения в списке OPEN монотонно 

не убывает. 

Доказательство. Предположим, что Утвер-

ждение 1 является ложным. Следовательно, су-

ществует итерация алгоритма  , на которой стои-

мость минимального решения в списке OPEN 

была         
, а на итерации     –           

, 

при этом           
         

. Стоимость лю-

бого решения, содержащегося в дереве решений 

на начало итерации  , не может быть меньше 

        
. Так как на каждой итерации алгоритма 

из списка OPEN извлекается одно решение и до-

бавляется не более двух новых, получается, что 

стоимостью           
 обладает, по крайней ме-

ре, одно из новых решений, добавленных в спи-

сок OPEN на итерации  . Таким образом, получа-

ется, что, по крайней мере, один из потомков, 

сгенерированных на итерации  , обладает стои-

мостью меньшей, чем его родитель. Решение 

потомка отличается от решения родителя толь-

ко траекторией того агента, на которого было 

наложено дополнительное ограничение. При 

этом траектория, спланированная с дополни-

тельным ограничением, может иметь стоимость 

меньшую, чем спланированная без него только в 

том случае, если алгоритм планирования нижнего 

уровня не обладает свойством оптимальности. 

Что вызывает противоречие, так как алгоритм 

SIPP, используемый в алгоритме CCBS и пред-

ложенных модификациях, этим свойством обла-

дает. В результате возникшего противоречия Ут-

верждение 1 является истинным. 

Утверждение 2. Алгоритм CCBS+FOCAL 

является ограниченно-субоптимальным, т.е. га-

рантирует, что стоимость найденного им реше-

ния не превышает стоимость оптимального ре-

шения более чем в   раз, где   – коэффициент 

субоптимальности. 

Доказательство. Доказательство этого ут-

верждения основано на том, что, во-первых, ал-

горитм CCBS является оптимальным, т.е. ми-

нимальная стоимость решения, содержащегося 

в списке OPEN, не превышает стоимость опти-

мального решения. Во-вторых, в список 

FOCAL попадают только те альтернативные 

решения, стоимость которых удовлетворяет ог-

раничению на субоптимальность. Проверка на 

ограничение осуществляется в момент, когда 

решение попадает в список FOCAL. При этом 

на любой последующей итерации все решения, 

содержащиеся в списке FOCAL, продолжают 

удовлетворять ограничению на субоптималь-

ность. Доказательство этого утверждения не 

требуется, так как оно является прямым следст-

вием Утверждения 1. Таким образом, какое бы 

решение не было извлечено из списка FOCAL 

на любой итерации алгоритма, оно удовлетво-

ряет ограничению на субоптимальность. Сле-

довательно, итоговое решение, извлеченное на 

последней итерации работы алгоритма, являет-

ся ограниченно-субоптимальным. 
Утверждение 3. Алгоритм CCBS+EES явля-

ется ограниченно-субоптимальным, т.е. гаран-

тирует, что стоимость найденного им решения 

не превышает стоимость оптимального реше-

ния более чем в   раз, где   – коэффициент 

субоптимальности. 

Доказательство. Как и в случае с алгорит-

мом CCBS+FOCAL, доказательство этого ут-

верждения основано в первую очередь на том, 

что алгоритм CCBS является оптимальным,  
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т.е. значение минимальной стоимости решения, 

содержащегося в списках OPEN и CLEANUP, 

не превышает стоимость оптимального реше-

ния. В отличие от алгоритма CCBS+FOCAL, в 

алгоритме CCBS+EES списки OPEN и FOCAL 

могут содержать решения, которые не удовле-

творяют ограничению на субоптимальность. 

Однако проверка на ограничение осуществля-

ется на каждой итерации работы алгоритма не-

посредственно в момент выбора текущего луч-

шего решения. Если решение не удовлетворяет 

ограничению, то оно не извлекается из списка. 

В крайнем случае, если оба лучших решения в 

списках OPEN и FOCAL не удовлетворяют ог-

раничению на субоптимальность, то в качестве 

лучшего выбирается то из списка CLEANUP, 

которое отсортировано по стоимости, т.е. фак-

тически выбирается решение минимальной 

стоимости. Таким образом, на любой итерации 

алгоритма в качестве текущего лучшего реше-

ния может быть выбрано только то, которое 

удовлетворяет ограничению на субоптималь-

ность. Следовательно, итоговое решение, из-

влеченное на последней итерации работы алго-

ритма, является ограниченно-субоптимальным. 

5. Экспериментальные исследования 

Для проведения модельных эксперимен-

тальных исследований были написаны про-

граммные реализации обеих модификаций ал-

горитма CCBS – CCBS+FOCAL и CCBS+EES. 

Экспериментальные исследования производи-

лись на картах и заданиях, взятых из открытой 

коллекции MovingAI [22]. Всего было исполь-

зовано 4 карты (Рис. 5): empty-16-16 (16x16 

вершин), room-64-64-8 (64х64 вершины), ware-

house-10-20-10-2-2 (172x84 вершины), den520d 

(256х257 вершин). 

Для каждой из карт даны 25 сценариев, со-

держащих стартовые и целевые положения для 

сотен агентов. Решить их полностью за ограни-

ченное время не представляется возможным, 

поэтому тестирование каждого сценария про-

водилось по схеме постепенного увеличения 

числа агентов. Изначально берутся лишь пер-

вые 2 агента. Если алгоритм смог решить это 

задание, то добавляется следующий агент из 

сценария, и процесс повторяется. Таким обра-

зом количество агентов в задании постепенно 

увеличивается, а вместе с их количеством по-

вышается и сложность задания. Процесс тести-

рования одного сценария продолжается до тех 

пор, пока алгоритм может решить задание в ус-

тановленное время. 

Во время проведения экспериментальных 

исследований агентам были разрешены пере-

мещения, как в ортогонально- так и диагональ-

но-смежные вершины. Все агенты считались 

гетерогенными, движущимися с постоянной 

скоростью и имеющими радиус     /4. 

Результаты предварительного тестирования 

показали, что для получения более наглядных ре-

зультатов необходимо использовать различные 

значения коэффициента субоптимальности в за-

висимости от размера карты. Это связано с тем, 

что на картах большого размера, таких как 

den520d и warehouse, агенты преодолевают 

большие расстояния и итоговая стоимость реше-

ния, не содержащая конфликтов, в процентном 

соотношении мало отличается от начального ре-

шения, полученного путем независимого плани-

рования траектории каждого агента. В связи с 

этим, для карт den520d и warehouse были протес-

тированы следующие значения  : 1.001, 1.003, 

1.005, 1.01 и 1.03, а для карт 16x16_empty и rooms 

– 1.01, 1.03, 1.05, 1.1, 1.25. 

 

Рис.5. Графическое представление карт empty-16-16, room-64-64-8, warehouse-10-20-10-2-2 и den520d,  

использовавшиеся для проведения первой серии экспериментов 
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Для оценки вычислительной эффективности 

работы алгоритмов были проанализированы 

такие показатели как общее число решенных 

заданий и среднее число итераций работы алго-

ритма. Было также проведено сравнение каче-

ства найденных решений и оценка их фактиче-

ской субоптимальности. 

На Рис. 6 приведены показатели общего 

числа решенных заданий каждым из алгорит-

мов. Числа над столбцами показывают абсо-

лютные значения, а шкала – процентное соот-

ношение относительно числа заданий, 

решенных оптимальной версией алгоритма 

CCBS. Как показывают результаты экспери-

ментов, обе субоптимальные версии алгоритма 

CCBS способны решать значительно более 

сложные задания, содержащие до двух и более 

раз большее число агентов. При этом нельзя 

однозначно сказать какая из версий работает 

лучше, так как на разных картах результаты 

демонстрируют разные тенденции. 

Стоит отметить, что дальнейшее увеличение 

значения коэффициента w не провидит к суще-

ственному увеличению числа решаемых зада-

ний, т.е. полученные значения числа решаемых 

заданий близки к максимальным, что можно 

получить на данных картах, сценариях и соот-

ветствующих параметрах. При этом не во всех 

случаях увеличение значения коэффициента 

субоптимальности приводит к увеличению 

числа заданий, решаемых алгоритмом. В от-

дельных сценариях наблюдались случаи, когда 

алгоритм, использующий более высокое значе-

ние w, не может найти решение в установлен-

ный лимит времени, в то время как версия ал-

горитма с меньшим значением находит его за 

доли секунды. Такое поведение объясняется 

тем, что в зависимости от значения коэффици-

ента субоптимальности алгоритм может выби-

рать для раскрытия разные ветви дерева реше-

ний и часть из них либо требуют наложения 

слишком большого числа различных ограниче-

ний, что приводит к необходимости выполне-

ния большого числа итераций, либо в принципе 

не способны привести алгоритм к решению, не 

содержащему конфликтов. 

В Табл. 1 представлено среднее число ите-

раций работы алгоритма CCBS. Для усредне-

ния были взяты те задания, которые были ус-

пешно решены всеми версиями алгоритма. При 

этом из общей базы были исключены слишком 

простые задания, т.е. те, которые не содержали 

конфликтов в начальном решении, так как по-

иск их решения невозможно ускорить. Из ус-

реднения были также исключены задания, в ко-

торых оптимальный алгоритм CCBS совершал 

более 10000 итераций. Таких заданий на каж-

дой карте было порядка 2-5% от общего числа 

решенных заданий и их можно считать стати-

стическими выбросами. Данные в таблице  

показывают, что на поиск решений тех заданий, 

которые способен решить оптимальный  

 
Рис. 6. Общее число и соотношение решенных заданий на картах 16x16_empty,  

rooms, warehouse и den520d 
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алгоритм CCBS в течение установленного ли-

мита времени, субоптимальным версиям алго-

ритма требуется на порядок меньшее число 

итераций. При этом разница между алгоритма-

ми CCBS+FOCAL и CCBS+EES в большинстве 

случаев незначительная.  

Далее был проанализирован показатель фак-

тического превышения стоимости решений, 

найденных субоптимальными версиями алго-

ритма, по сравнению с оптимальными реше-

ниями, в зависимости от используемого коэф-

фициента (Рис. 7). Как и в случае с анализом 

числа раскрытых вершин, для подсчета исполь-

зовалась общая база заданий, решенных всеми 

версиями алгоритма. При этом из усреднения 

были исключены задания, которые не содержа-

ли конфликтов в начальном решении. Для  

наглядной демонстрации полученного распре-

деления была использована «ящичковая  

диаграмма» или «ящик с усами». Границами 

ящика являются первый и третий квартили ли-

ния в середине ящика – медиана, концы усов – 

края статистически значимой выборки. Точки, 

показанные на графике – выбросы, т.е. кон-

кретные задания, на которых были достигнуты 

соответствующие превышения стоимости. Гра-

фик показывает, что в подавляющем большин-

стве случаев фактическое увеличение стоимо-

сти найденного решения не превышает 1% вне 

зависимости от используемого коэффициента. 

При этом есть ряд заданий, в которых алгорит-

мы могут существенно превысить это значение 

и приблизиться к границе установленного по-

рога по субоптимальности. 

Результаты проведенных экспериментов  

показали значительное повышение вычисли-

тельной эффективности алгоритма CCBS,  

при переходе от поиска гарантированно-

Табл. 1. Среднее число итераций работы верхнего уровня алгоритма на картах 16x16_empty,  

rooms, warehouse и den520d 

  CCBS СCBS+FOCAL CCBS+EES 

  1.0 1.01 1.03 1.05 1.1 1.25 1.01 1.03 1.05 1.1 1.25 

16x16_empty 134.8 19.2 12.7 12.7 12.2 12.2 15.4 12.9 12.7 12.7 12.7 

rooms 157.3 31.0 13.8 13.1 13.3 13.3 21.1 18.5 19.3 14.3 13.1 

 CCBS CCBS+FOCAL CCBS+EES 

  1.0 1.001 1.003 1.005 1.01 1.03 1.001 1.003 1.005 1.01 1.03 

warehouse 122.7 12.5 24.3 32.8 16.8 50.6 15.3 41.9 32.8 55.6 55.6 

den520d 168.3 9.8 9.8 9.8 13.0 10.1 10.5 9.8 9.8 10.0 10.0 

 

 

Рис. 7. Фактическое превышение стоимости решений на картах 16x16_empty, rooms, warehouse и 

den520d 
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оптимальных решений к поиску ограниченно-

субоптимальных. В большинстве случаев, даже 

используя коэффициент 1.01, что эквивалентно 

максимально возможному превышению стои-

мости решения в 1%, алгоритмы CCBS+FOCAL 

и CCBS+EES способны решать задания, содер-

жащие до двух раз большее число агентов, что 

говорит о существенно возросшей вычисли-

тельной эффективности. С точки зрения срав-

нения двух различных субоптимальных версий 

алгоритма между собой, то проведенные экспе-

риментальные исследования показали, что эф-

фективность их работы и качество отыскивае-

мых решений в большинстве случаев находятся 

на одном уровне. При этом наблюдается тен-

денция, что при малых значениях коэффициен-

та субоптимальности, предпочтительнее ис-

пользовать CCBS+EES. 

Заключение 

В статье рассматривалась задача многоагент-

ного планирования с учетом возможности совер-

шения действий произвольной продолжительно-

сти. Для решения этой задачи рассматривался 

алгоритм Continuous-time Conflict Based Search 

(CCBS), использующий подход конфликтно-

ориентированного поиска. Были предложены две 

модификации этого алгоритма, позволяющие на-

ходить ограниченно-субоптимальные решения – 

CCBS+FOCAL и CCBS+EES. Результаты прове-

денных модельных экспериментальных исследо-

ваний продемонстрировали существенное увели-

чение вычислительной эффективности работы 

алгоритма. В сравнении с оригинальным алго-

ритмом CCBS, предложенные модификации спо-

собны решать задания, содержащие в 2-3 раза 

большее число агентов. При этом на поиск реше-

ний тех заданий, которые успешно решаются ал-

горитмом CCBS в течение установленного лими-

та времени, CCBS+FOCAL и CCBS+EES 

затрачивают на порядок меньшее число итера-

ций, что соответствующим образом сокращает 

время их работы.  

Одним из дальнейших направлений работ 

может стать разработка anytime-версии алго-

ритма CCBS, т.е. такой версии, которая за ог-

раниченное время будет находить решение, а 

затем, с увеличением доступного лимита вре-

мени, пытаться улучшить качество этого реше-

ния, при этом повторно используя результаты 

предыдущих вычислений. 
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