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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Исследования течения вязкой жидкости между 
вращающимися цилиндрами (известного как течение Куэтта), как эксперименталь-
ные, так и теоретические, актуальны до настоящего времени и находят широкое при-
менение в технических приложениях (теплообменные аппараты, атомные и химиче-
ские реакторы, сепараторы, астрофизика). Данный класс задач усложняется, когда 
наряду с гидродинамикой имеет место теплообмен вязкой жидкости. Степень слож-
ности таких задач возрастает при совместном рассмотрении теплообмена и течения 
вязкой электропроводной жидкости между вращающимися с разной угловой скоро-
стью цилиндрами. Для изучения и более глубокого понимания таких сложных про-
цессов необходимы дальнейшие исследования, которые послужат уточнению мате-
матических моделей теплообмена и магнитной гидродинамики. Рассматривается теп-
лообмен и магнитная гидродинамика жидкости (при заданном поле скорости) между 
двумя вращающимися коаксиальными цилиндрами. Целью работы является исследо-
вание влияния угловых скоростей вращения цилиндров, диссипации джоулева тепла, 
внутренних источников/стоков тепла, толщины цилиндрического слоя и магнитного 
числа Рейнольдса на поля температуры и магнитной индукции жидкости в цилин-
дрическом слое. Материалы и методы. Задача теплообмена и магнитной гидродина-
мики электропроводной жидкости решается численно методом контрольного объема 
(Патанкара) в цилиндрической системе координат. Результаты. Исследовано влия-
ние поля скорости, внутренних источников/стоков тепла, диссипации джоулевой 
теплоты, толщины цилиндрического слоя на поля температуры, радиальной и угло-
вой составляющих магнитной индукции электропроводной жидкости между двумя 
коаксиальными вращающимися цилиндрами. Установлено, что изменение направле-
ния вращения цилиндров приводит к изменению вида экстремума угловой составля-
ющей магнитной индукции. Уменьшение магнитного числа Рейнольдса увеличивает 
интенсивность теплообмена в жидкости. Выводы. Полученные результаты могут 
быть использованы как при исследовании тепловых и магнитогидродинамических 
процессов, так и проектировании энергетических и химических аппаратов, сепарато-
ров, приборов и установок.  
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Abstract. Background. Studies of viscous fluid flow between rotating cylinders (known as 
the Couette flow), both experimental and theoretical, are still relevant and are widely used 
in technical applications (heat exchangers, nuclear and chemical reactors, separators, astro-
physics). This class of problems becomes more complicated when heat exchange takes 
place along with hydrodynamics. The complexity of such problems increases with a joint 
consideration of heat exchange and the flow of viscous conductive fluid between cylinders 
rotating with different angular velocities. Further research is needed to study and better un-
derstand such complex processes, which will serve to clarify the mathematical models of 
heat exchange and magnetohydrodynamics. The paper considers heat exchange and magne-
tohydrodynamics of fluid (for a given velocity field) between two rotating coaxial cylin-
ders. The purpose of the work is to study the influence of angular velocities of cylinder ro-
tation, Joule heat dissipation, internal heat sources/sinks, cylindrical layer thickness and 
magnetic Reynolds number on the temperature and magnetic induction fields of liquid in 
the cylindrical layer. Materials and methods. In dimensionless form, the problem of heat 
exchange and flow of electrically conductive liquid between two rotating cylinders is 
solved numerically in a cylindrical coordinate system. The control volume method 
(Patankar method) is used to solve the problem. Results. The influence of the velocity field, 
internal heat sources/sinks, Joule heat dissipation, cylindrical layer thickness on the tem-
perature fields, radial and angular components of the magnetic induction of an electrically 
conducting liquid between two coaxial rotating cylinders is investigated. It is found that 
changing the direction of rotation of the cylinders leads to a change in the type of extremum 
of the angular component of magnetic induction. Reducing the magnetic Reynolds number 
increases the intensity of heat exchange in the liquid. Conclusions. The results obtained can 
be used both in the study of thermal and magnetohydrodynamics processes and in the de-
sign of power and chemical devices, separators, instruments and installations. 
Keywords: mathematical modeling, convective heat exchange, magnetohydrodynamics, 
Joule heat dissipation, cylindrical layer 
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Введение 
Задачи магнитной гидродинамики имеют большое значение и находят 

широкое применение в различных областях физики, магнитногидродинами-
ческих генераторах, атомной промышленности и астрофизики [1−12]. Одним 
из классов задач гидродинамики является исследование движения жидкости 
между вращающимися цилиндрами (течение Куэтта), которое имеет большое 
значение в технических установках, например в тепловых генераторах, где 
наличие вязкости жидкости, движущейся между двумя вращающимися ци-
линдрами, приводит к диссипации энергии, переходящей в тепло. Эта задача 
усложняется, если рассматривается электропроводная жидкость. В этом слу-
чае к энергии диссипации, связанной с вязкостью жидкости, добавляется 
энергия диссипации, связанная с электрической проводимостью жидкости 
(джоулево тепло) [13]. И эта суммарная энергия переходит в тепло. Задачи 
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магнитной гидродинамики становятся еще более сложными, когда приходит-
ся учитывать процессы теплообмена. В этом случае математический аппарат 
магнитной гидродинамики составляют уравнения электродинамики, энергии 
и уравнения движения электропроводной среды, в которых учитываются все 
действующие силы. Аналитическое решение таких уравнений представляет 
собой довольно сложную задачу, поэтому применение численных методов 
является актуальным.  

Целью настоящей работы является исследование путем математическо-
го моделирования уравнений магнитной гидродинамики и теплообмена элек-
тропроводящей жидкости, заключенной между двумя вращающимися вокруг 
своей оси коаксиальными бесконечными (по оси z) цилиндрами с заданным 
полем скорости (рассматривается кинематическая модель).  

Математическая постановка задачи 
Математическая постановка задачи в безразмерной форме, описываю-

щая теплообмен электропроводной жидкости между двумя коаксиальными 
цилиндрами с учетом внутренних, равномерно распределенных объемных 
источников/стоков тепла, и диссипации джоулевой теплоты, описывается си-
стемой уравнений магнитной индукции и теплообмена: 

 rot( ) m
B V B Pe Pr B
Fo
∂ = × + Δ
∂

,  (1) 

 
2

2
2 ( ) (rot )

Re
v

m

Ha Ec PrPe V Q B
Fo
∂θ ⋅ ⋅+ ∇ θ = Δθ + +

∂
,  (2) 

которая может быть представлена в виде системы дифференциальных урав-
нений в частных производных в цилиндрической системе координат r, ϕ: 
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Для составляющих магнитной индукции и температуры на внутренней 
и наружной поверхности цилиндров задавались граничные условия первого 
рода: 

1 1B ,  В const,r r= =  
1 1

const
r r

B Bϕ ϕ =
= = , 

1 1,  constr r=θ θ = .  

На оси симметрии выполнялись условия:  

0, 0,
0r BB ϕ

ϕ= π ϕ= π

∂∂ = =
∂ϕ ∂ϕ

, 
0,

0
ϕ= π

∂θ =
∂ϕ

. 

В качестве начальных условий задавались нулевые значения составля-
ющих магнитной индукции и температуры. При записи уравнений (1)−(5) 
приняты следующие обозначения: ,rB  ,Bϕ  2 1 2( ) / ( ),T T T Tθ = − −  

( )2
2 1 2/V VQ q R T T= λ −  − радиальная и угловая составляющие магнитной ин-

дукции, температура и внутренний объемный источник/сток тепла; 
2

2/ ,Fo at R=  0 2 / ,m mRe V R= ν  0 2 / ,Re V R= ν  / ,m mPr a= ν  / ,Pr a= ν  

Pe Re Pr= ⋅ , ( )2
0 1 2/ pEс V c T T= − , 0 2 /Ha B R= σ η  − числа Фурье, магнит-

ные и динамические числа Рейнольдса и Прандтля, Пекле, Эккерта и Гарт-
манна; R1, R2 − размерные радиусы внутреннего и внешнего цилиндров,  
r = R/R2, r1 = R1/R2; V0 − масштаб скорости. Численное решение задачи осу-
ществлялось методом контрольного объема [14]. Фрагмент контрольного 
объема приведен на рис. 1.  

Проинтегрировав дифференциальные уравнения (3)−(5) по всем кон-
трольным объемам, получим систему дискретных аналогов. 

 

 
Рис. 1. Фрагмент сетки контрольного объема 

 
Для магнитной индукции имеем: 

,P E W S N
P r E r W r S r N ra B a B a B a B a B a= + + + +  
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P E W S N

P E W S Nc c c c c cθ = θ + θ + θ + θ + , 

( )
1 ,

2

P

E
P e

V r rc Pe
r

ϕ Δ Δ= − +
δϕ

 
( )

1 ,
2 2

P
r P

W
P

V r rc Pe
r ω

Δϕ Δ Δϕ= + −
δϕ

 

( )
,

2 2

P
r P P

N
n

V r rc Pe
r

Δϕ Δϕ Δϕ= − + +
δ

 
( )

,
2 2

P
r P P

S
s

V r rc Pe
r

Δϕ Δϕ Δϕ= + −
δ

  

0 ,P E W N S Pc c c c c b= + + + +  

( )
2

0
2 2

Re
P n s

P P r
m

Ha Ec Prc b Q r r B B BV ϕ ϕ
⋅ ⋅= + Δ Δϕ + Δϕ − −


 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2025. № 1 

 98

( ) ( ) ( ) 2
2 22

n s
P e P

r r P
P P

B Br rB B B B r
r r r

ϕ ϕω
ϕ ϕ

 −Δ Δ Δϕ  − − + + Δϕ + Δ 
 

 

( ) ( ) ( )( ) 2 ,
e

r r e e n s
r r r r

P

B Br B B B B B B
r

ω
ω ω

ϕ ϕ

−Δ + − − − − Δϕ 
 

,   ,   ,   ,
2 2 2 2

W P E P N P S P
e n sВ B B В B В B В

В В В Вϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕω
ϕ ϕ ϕ ϕ

+ + + +
= = = =  

,   ,
2 2

W P E P
er r r r

r
В B B ВВ Вω

ϕ
+ += =  ,   ,

2 2

N P S P
n sV V V V

V Vϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

+ +
= =  

0,   ,   ,
2 2

W P E P
e P

P
V V V V r rV V b

Fo
ϕ ϕ ϕ ϕω

ϕ ϕ
+ + Δ Δϕ= = =

Δ
 

E P W P
e V V V VV ,   V ,

2 2
r r r r

r r
ω+ += = ,  .

2 2

N P S P
n sr r r r

r r
V V V VV V+ += =  

Для решения системы дискретных аналогов использовался метод  
Зейделя. Вычисления прекращались при достижении заданной степени точ-
ности 10–7.  

В качестве кинематической модели, когда внутренний и внешний ци-
линдры вращаются с разными угловыми скоростями Ω1 и Ω2,  принято следу-
ющее распределение скорости жидкости [15]: 

0z rV V= = , 
2

2 1 1 1 2 1 1
2 02 2

1 1

( ) /
1 1

r R rV R r V
rr r

ϕ
 Ω − Ω Ω − Ω= +  − − 

. 

На рис. 2−9 приведены поля скорости течения жидкости, магнитной 
индукции и температуры при граничных условиях вида  

1 1 1r rr rB B == = , 
1 1

0
r r

B Bϕ ϕ =
= = , 

1 1=1, 0r r=θ θ = . 

Результаты 

На рис. 2 приведены результаты расчетов для стационарного режима  
с учетом диссипации джоулевой теплоты, когда внутренний и внешний ци-
линдры вращаются с угловыми скоростями Ω1 = −1 и Ω2 = 1 соответственно. 
Расчеты выполнены для следующих значений критериев подобия Ре = Prm= 
= Pr = Ha = Ec = 1, Rem = 0,1, Qv = 0, r1 = 0,5 (R1 = 1, R2 = 2).  

На рис. 2,а приведено поле скорости течения жидкости в цилиндриче-
ском слое. Вблизи внутренней границы слоя жидкость движется по направ-
лению часовой стрелки, а вблизи внешней границы − по направлению против 
часовой стрелки. 
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а) б) в) 

 
г) 

 
д) 

Рис. 2. Поля скорости (а),  магнитной индукции (б), радиальной (в) и угловой (г)  
составляющих магнитной индукции, температуры (д) 

 
На рис. 2,б приведено поле магнитной индукции (сумма радиальной и 

угловой составляющих магнитной индукции B = Brer + Bϕeϕ). Векторы маг-
нитной индукции («магнитные стрелки») направлены по направлению против 
часовой стрелки (рис. 2,б). Поля и распределения радиальной и угловой со-
ставляющих магнитной индукции представлены на рис. 2,в,г. Векторы ради-
альной составляющей магнитной индукции направлены по радиусу от внут-
ренней границы цилиндрического слоя жидкости к наружной (рис. 2,в). Век-
торы угловой составляющей магнитной индукции направлены по направле-
нию против часовой стрелки (рис. 2,г). Профили распределений радиальной  
и угловой составляющих магнитной индукции (рис. 2,в,г) параболические, 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2025. № 1 

 100

причем минимумы величин rB  и Bϕ  расположены при r ≈ 0,7. Значения ра-
диальной составляющей магнитной индукции положительные, находятся  
в узком интервале rB ∈[0,948; 1] (рис. 2,в). Значения угловой составляющей 
магнитной индукции отрицательные (рис. 2,г). Из сравнения полей индукции 
(рис. 2,б) и ее угловой составляющей (рис. 2,г) можно заметить, что различие 
между ними незначительное. Данный факт свидетельствует о малом влиянии 
поля радиальной составляющей магнитной индукции (рис. 2,в) на поле ин-
дукции (рис. 2,б).  

На рис. 2,д показано поле и распределение температуры. Теплообмен  
в жидкости осуществляется теплопроводностью. Учет диссипации джоулевой 
теплоты увеличивает интенсивность теплообмена в жидкости, что приводит  
к возрастанию ее температуры до максимального значения maxθ = 4,017. 
Практически во всей расчетной области температура жидкости превышает 
значение θ  > 1 (выделено красным цветом) и лишь в окрестности внешней 
поверхности цилиндрического слоя жидкости ее температура θ  < 1 (выделе-
но синим цветом). 

На рис. 3 приведены поле и распределение температуры в слое жидко-
сти для условий рис. 2, но без учета диссипации джоулевой теплоты и при  
Qv  = 0, ± 20. 

Для всех трех режимов перенос тепла в жидкости происходит тепло-
проводностью. Неучет диссипации джоулевой теплоты приводит к измене-
нию поля и распределения температуры (рис. 3,а) по сравнению с результа-
том, представленным на рис. 2,д. В этом случае (рис. 3,а) температура жидко-
сти не превосходит максимального значения maxθ  = 1. Значительная часть 
поля температуры жидкости (выделено синим цветом) имеет температуру из 
интервала 0 ≤ θ  < 1, и лишь вблизи поверхности внутреннего цилиндра поле 
температуры (окрашено в оттенки красного цвета) имеет температуру жидко-
сти θ  ≤ 1. При учете внутренних источников тепла (Qv = 20, рис. 3,б) макси-
мальное значение температуры жидкости maxθ = 1,181. В случае внутренних 
стоков тепла (Qv = −20, рис. 3,в) температура  жидкости принимает как отри-
цательные, так и положительные значения, а ее минимальная температура 

minθ = − 0,278. При учете внутренних источников/стоков тепла профиль тем-
пературы параболический с максимумом для  Qv = 20 (рис. 3,б) и с миниму-
мом для Qv = −20 (рис. 3,в). Оказалось, что поля магнитной индукции и ее  
составляющих качественно и количественно аналогичны результатам  
рис. 2,б,в,г. 

На рис. 4 приведены результаты расчетов для условий рис. 2, за 
исключением значений угловых скоростей: Ω1 = 1, Ω2 = −1. Изменение угло-
вых скоростей на противоположные, по сравнению с режимом рис. 2, приво-
дит к изменению поля скорости (рис. 4,а), магнитной индукция и ее угловой 
составляющей (рис. 4,б,в).  

Векторы индукции и ее угловой составляющей (рис. 4,б,в) направлены 
по часовой стрелке, в отличие от результатов, показанных на рис. 2,б,г.  
Профиль распределения угловой составляющей магнитной индукции Bϕ   
(рис. 4,в) параболический, имеющий максимум (при r ≈ 0,7), а не минимум, 
как в случае результата, приведенного на рис. 2,г. Изменение угловых скоро-
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стей привело к изменению отрицательных значений Bϕ  (рис. 2,г) на положи-
тельные (рис. 4,в). Оказалось, что поля и распределения температуры и ради-
альной составляющей магнитной индукции качественно и количественно 
аналогичны результатам  рис. 2,д,в. 
 

  
а) 

  
б) 

 
в) 

Рис. 3. Поле и распределение температуры: а − Qv  = 0; б − Qv  = 20; в − Qv  = −20 
 
На рис. 5,а,б представлены поля скорости и магнитной индукции. Уве-

личение скорости вращения цилиндров в два раза привело к возрастанию 
значений угловой составляющей магнитной индукции (рис. 5,в) практически 
в два раза по сравнению с результатом, представленным на рис. 2,г. Поле и 
распределение радиальной составляющей магнитной индукции не измени-
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лись и аналогичны результатам рис. 2,в. Температура жидкости (рис. 5,г) уве-
личивается в 3,7 раза по сравнению с результатом, приведенным на рис. 2,д, 
достигнув своего максимального значения maxθ  ≈ 15. 

 

   
а) б) в) 

Рис. 4. Поля скорости (а),  магнитной индукции (б),  
угловой составляющей магнитной индукции (в) 

 
На рис. 5 приведены результаты расчетов для условий рис. 2 за исклю-

чением значений угловых скоростей: Ω1 = −2 и Ω2 = 2.  
 

   
а) б) в) 

 
г) 

Рис. 5. Поля скорости (а), магнитной индукции (б), угловой  
составляющей магнитной индукции (в), температуры (г) 
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На рис. 6 приведены результаты расчетов для условий режима, приве-
денного на рис. 2, когда Rem = 0,05 и 0,2. 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 6. Поле и распределение температуры: а − Rem = 0,05; б − Rem = 0,2 
 
Уменьшение значения магнитного числа Рейнольдса в два раза  

(рис. 6,а) по сравнению с режимом, приведенным на рис. 2,д, приводит к уве-
личению интенсивности теплообмена в жидкости за счет возрастания вклада 
диссипации джоулевой теплоты. При этом максимальная температура жидко-
сти увеличивается в 3,8 раза (рис. 6,а) до значения maxθ ≈ 15 по сравнению  
с режимом, показанным на рис. 2,д. Увеличение значения магнитного числа 
Рейнольдса в два раза (рис. 6,б) по сравнению с режимом, приведенным на 
рис. 2,д, приводит к снижению интенсивности теплообмена в жидкости за 
счет уменьшения вклада диссипации джоулевой теплоты. При этом макси-
мальная температура жидкости уменьшается в 2,7 раза (рис. 6,б) до значения 

maxθ ≈ 1,5 по сравнению с режимом, представленным на рис. 2,д. Поля со-
ставляющих магнитной индукции и суммарной магнитной индукция каче-
ственно и количественно аналогичны результатам рис. 2,б,в,г.  

На рис. 7 приведены результаты  расчетов для условий режима, приве-
денного на рис. 2, когда внешний цилиндр не вращается (Ω2 = 0), а внутрен-
ний  цилиндр вращается со скоростью Ω1 = −1.  

В расчетной области жидкость движется по направлению часовой 
стрелки (рис. 7,а). Поле магнитной индукции и ее угловой составляющей 
представлено на рис. 7,б,в. Задание Ω2 = 0 (условие прилипания жидкости на 
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поверхности внешнего цилиндра) приводит к уменьшению в 2,7 раза макси-
мальной температуры жидкости θmax = 1,497 (рис. 7,г) по сравнению с резуль-
татом, приведенным на рис. 2,г,д (θmax = 4,017). Распределение температуры 
жидкости (рис. 7,г) достигает своего максимального значения θmax = 1,497 при 
r ≈ 0,61. Поле и распределение радиальной составляющей магнитной индук-
ции качественно и количественно аналогично результату, представленному 
на рис. 2,в. 

 

   
а) б) в) 

 
г) 

Рис. 7. Поля скорости (а), магнитной индукции (б),  
угловой составляющей магнитной индукции (в), температуры (г) 

 
На рис. 8 приведены результаты расчетов для условий режима, приве-

денного на рис. 2, но для r1  = 1/3 (R1 = 1, R2 = 3). 
Увеличение толщины цилиндрического слоя в полтора раза по сравне-

нию с режимом, представленным на рис. 2, приводит к незначительному ка-
чественному отличию распределения температуры (рис. 8,д) от результата 
рис. 2,д и к уменьшению максимального значения температуры (θmax = 2,032, 
рис. 8,д) практически в два раза (θmax = 4,017, рис. 2,д). Максимум температу-
ры (рис. 8,д) расположен при r ≈ 0,48. Оказалось, что поля скорости, магнит-
ной индукции и ее составляющих (рис. 8,а,б,в,г) качественно аналогичны со-
ответствующим полям, представленным на рис. 2.  

На рис. 9 представлены результаты расчетов для условий режима, при-
веденного на рис. 2, при r1  = 0,25 (R1 = 1, R2 = 4).  
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а) б) в) 

 
г) 

 
д) 

Рис. 8. Поля скорости (а), магнитной индукции (б), радиальной (в)  
и угловой (г) составляющих магнитной индукции, температуры (д) 

 
При дальнейшем увеличении толщины цилиндрического слоя по 

сравнению с результатами, приведенными на рис. 8, имеет место изменение 
распределения температуры (рис. 9,д). Максимальное значение температу-
ры жидкости θmax = 1,298 (рис. 9,д) уменьшается примерно в 1,6 раза по 
сравнению с результатом, приведенным на рис. 8,д (θmax = 2,032). Максимум 
температуры (рис. 9,д) расположен при r ≈ 0,32. Поля скорости, магнитной 
индукции, радиальной и угловой составляющих магнитной индукции  
(рис. 9,а,б,в,г) качественно аналогичны соответствующим полям, представ-
ленным на рис. 8. 
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а) б) в) 

  
г) д) 

Рис. 9. Поля скорости (а), магнитной индукции (б), радиальной (в) и угловой (г)  
составляющих магнитной индукции, температуры (д) 

Заключение 
Предложена математическая модель теплообмена электропроводной 

жидкости между двумя вращающимися коаксиальными цилиндрами. Прове-
ден вычислительный эксперимент, результаты которого позволяют сделать 
следующие выводы:  

1. Изменение направления вращения цилиндров приводит к изменению 
типа экстремума (с минимума на максимум) угловой составляющей магнит-
ной индукции. Увеличение скорости вращения цилиндров приводит к росту 
температуры жидкости. При увеличении толщины цилиндрического слоя 
максимальная температура жидкости снижается, а положение максимума θmax 
сдвигается в сторону внутреннего цилиндра: при r1 = 1/3, θmax = 2,032,  
rmax ≈ 0,48; при r1  = 0,25, θmax = 1,298, rmax ≈ 0,32). 

2. При уменьшении магнитного числа Рейнольдса вклад диссипации 
джоулевой теплоты возрастает, интенсифицируя теплообмен в жидкости. 
При увеличении магнитного числа Рейнольдса ситуация противоположная. 
Учет внутренних источников/стоков тепла (без учета диссипации джоулевой 
теплоты) практически не оказывает влияния на поле магнитной индукции и 
ее составляющих.  

3. Для всех рассмотренных режимов поле радиальной составляющей 
магнитной индукции Br качественно сохраняется. Количественные изменения 
Br связаны с толщиной цилиндрического слоя. Установлено, что интервал 



University proceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2025;(1) 

 107 

значений Br уменьшается с увеличением толщины цилиндрического слоя: 
Br∈[0,943; 1] при r1 = 0,5; Br∈[0,866; 1] при r1 = 1/3; Br∈[0,802; 1] при  
r1 = 0,25.  

Математическая модель и полученные результаты могут быть приме-
нены при исследовании магнитогидродинамических и тепловых процессов на 
этапе проектирования энергетических и химических установок, сепараторов, 
аппаратов и приборов, создании новых моделей и расширении знаний о теп-
лообмене электропроводной жидкости. 
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