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Аннотация. Актуальность и цели. Краевые задачи сопряжения для уравнений Макс-
велла находят широкое применение в различных областях электродинамики благода-
ря своей способности моделировать сложные физические ситуации, связанные с вза-
имодействием электромагнитных волн с границами и тонкими слоями материалов. 
Задачей данной работы является вывод и анализ системы интегральных уравнений 
для задачи дифракции электромагнитной волны на диэлектрическом шаре, покрытом 
графеном, и доказательство существования и единственности решения краевой  
задачи. Материалы и методы. С помощью комбинации формул Стрэттона-Чу полу-
чена система векторных интегральных уравнений по поверхности шара. Результаты. 
Получена система скалярных сингулярных интегральных уравнений для поиска че-
тырех неизвестных функций. Доказана теорема о существовании и единственности 
решения системы уравнений, а также существование и единственность решения кра-
евой задачи дифракции. Вывод. Выполнено исследование задачи дифракции элек-
тромагнитной волны на диэлектрическом шаре, покрытом графеном, получена си-
стема уравнений для численного решения. 
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Abstract. Background. Boundary value problems for Maxwell's equations are widely used 
in various fields of electrodynamics due to their ability to model complex physical situa-
tions associated with the interaction of electromagnetic waves with boundaries and thin 
layers of materials. The objective of this work is to derive and analyze a system of integral 
equations for the problem of electromagnetic wave diffraction on a dielectric ball coated 
with graphene, and to prove the existence and uniqueness of a solution to the boundary val-
ue problem. Materials and methods. Using a combination of Stratton-Chu formulas, a sys-
tem of vector integral equations over the surface of a sphere is obtained. Results. A system 
of scalar singular integral equations is obtained for searching for four unknown functions. 
The theorem on the existence and uniqueness of the solution of the system of equations, as 
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well as the existence and uniqueness of the solution of the boundary value problem of dif-
fraction is proved. Conclusions. The problem of electromagnetic wave diffraction on a die-
lectric ball coated with graphene has been studied, and a system of equations for numerical 
solution has been obtained. 
Keywords: singular integral equation, Maxwell equations, dielectric body, graphene 
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Введение 
Краевые задачи имеют широкую применимость на практике: анализ 

дифракции и рассеяния электромагнитных волн, исследование собственных 
колебаний и резонансов, моделирование взаимодействия с тонкими слоями  
и наноструктурами, учет нелинейных эффектов. 

Стандартные задачи сопряжения в математической физике (и, в частно-
сти, в электродинамике) достаточно хорошо изучены [1–5]. В последнее вре-
мя появился интерес к краевым задачам с особыми условиями сопряжения, 
которые предполагают наличие тонкого слоя «двумерного» материала на 
границе раздела сред. Такая постановка приводит к новому классу задач со-
пряжения [6–13]. 

Для решения задачи дифракции электромагнитной волны на однород-
ном диэлектрическом шаре, покрытом графеном, выбран метод интегральных 
уравнений. С помощью этого метода можно свести задачу к системе инте-
гральных уравнений по поверхности тела. Преимущество такого подхода –  
он позволяет использовать численные методы и эффективные параллельные 
алгоритмы для решения задачи. 

В статье рассмотрена задача дифракции на теле с заданным внешним 
полем и получена система скалярных уравнений в сферических координатах. 
Доказана теорема о существовании и единственности решения системы урав-
нений, а также существование и единственность решения краевой задачи ди-
фракции. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим ограниченную область 3
1 RΩ ∈  с границей Γ  класса глад-

кости 2C  и значениями диэлектрической и магнитной проницаемости 1ε , 1μ  

в области 1Ω  и 2ε , 2μ  в 3
2 1: RΩ = Ω , причем 0iε >  и 0iμ > . 

Электромагнитное поле { , }E H  в области 1Ω  представим как 1 1{ , }E H , 
а в области 2Ω  как 2 2{ , }E H . Компоненты 2E  и 2H  выражаются как 

 2 0

2 0

,
,

s

s

= +
= +

E E E
H H H

  (1) 

где 0 0{ , }E H  – падающее поле, удовлетворяющее системе уравнений Макс-
велла: 
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 0 2 0 3

0 2 0

rot
в ,

rot
i

i
= − ωε

 = ωμ

H E
R

E H
  (2) 

а { , }s sE H  – рассеянное поле. Для определения указанных компонент необ-
ходимо решить систему уравнений Максвелла: 

 1 1 1
1

1 1 1

rot
в ,

rot
i

i
= − ωε

Ω = ωμ

H E
E H

  (3) 

 2
2

2

rot
в ,

rot
s s

s s

i
i

= − ωε
Ω = ωμ

H E
E H

  (4) 

где ω  – круговая частота. 
На границе Γ  должны выполняться условия сопряжения: 

 
[ ]
[ ]

,

0,
τΓ

Γ

× = σ

× =

ν H E

ν E
  (5) 

где [ ] 2 1f f fΓ = −  означает разность следов функции с разных сторон Γ ; ν  – 
вектор нормали к границе Γ , направленный в область 2Ω ; индекс τ  означает 
взятие касательных компонент; ×  – векторное произведение; 

 2
1 3 τσ = σ + σ E  –  (6) 

нелинейная проводимость графена [14, 15], выраженная законом Керра.  
Также должны выполняться условия на бесконечности: 

 2

2

1( ) ( ( ))  при ,r s r r s o r
r

μ  × + × × = →∞ ε  
e E e e H   (7) 

где re  – вектор внешней нормали к единичной сфере, : | |r x=  и 

1 2 3( , , )x x x x= . 
В статье мы будем считать, что 1 0σ ≠ , 3 0σ = , т.е. рассматривать толь-

ко линейный случай. 

2. Система интегро-дифференциальных уравнений 

Выразим поле 1 1{ , }E H  в области 1Ω  в виде комбинации электрических 
и магнитных токов на поверхности с помощью формул Стрэттона-Чу  
[4, с. 124]: 

1 1 1
1

1rot rot ( , )( ( ) ( )) ( )x y y y ds y
i

Γ

= Φ × −
ωε E ν H  

1 1rot ( , )( ( ) ( )) ( ),x y y y ds y
Γ

− Φ × ν E  

1 1 1
1

1rot rot ( , )( ( ) ( )) ( )x y y y ds y
i

Γ

= − Φ × −
ωμ H ν E  
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 1 1rot ( , )( ( ) ( )) ( )x y y y ds y
Γ

− Φ × ν H ,  (8) 

где 1x∈Ω . В области 2Ω  имеем представление [4, с. 124]: 

2 0
2

,0 1rot rot ( )( ( ) ( )) ( )x y y y ds y
i

Γ

− Φ ×= +
ωε  ν H  

2 0rot ( , )( ( ) ( )) ( ),x y y y ds y
Γ

+ Φ × ν E  

2 0
2

10 rot rot ( , )( ( ) ( )) ( )x y y y ds y
i

Γ

= Φ × +
ωμ  ν E  

 2 0rot ( , )( ( ) ( )) ( ),x y y y ds y
Γ

+ Φ × ν H   (9) 

где 2x∈Ω . 
Также можем записать рассеянное поле как [4, с. 124]: 

2
2

1( ) rot rot ( , )( ( ) ( )) ( )s sx x y y y ds y
i

Γ

= − Φ × +
ωε E ν H  

2rot ( , )( ( ) ( )) ( ),sx y y y ds y
Γ

+ Φ × ν E  

2
2

1( ) rot rot ( , )( ( ) ( )) ( )s sx x y y y ds y
i

Γ

= Φ × +
ωμ H ν E  

 2rot ( , )( ( ) ( )) ( ),sx y y y ds y
Γ

+ Φ × ν H   (10) 

где 2x∈Ω . 
Сложим (9) и (10) с учетом (1), получим: 

2 0 2 2
2

1( ) ( ) rot rot ( , )( ( ) ( )) ( )x x x y y y ds y
i

Γ

− = − Φ × +
ωε E E ν H  

2 2rot ( , )( ( ) ( )) ( ),x y y y ds y
Γ

+ Φ × ν E  

2 0 2 2
2

1( ) ( ) rot rot ( , )( ( ) ( )) ( )x x x y y y ds y
i

Γ

− = Φ × +
ωμ H H ν E  

 2 2rot ( , )( ( ) ( )) ( ).x y y y ds y
Γ

+ Φ × ν H   (11) 
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Определим 

1 2| | | |
2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2( , ) , , ( , ) , .
4 | | 4 | |

ik x y ik x ye ex y k x y k
x y x y

− −
Φ = = ω ε μ Φ = = ω ε μ

π − π −
 

Выполним замену: 

 1 1 1 1

2 2 2 2

, ,
, .

= × = ×
= × = ×

j ν H m ν E
j ν H m ν E

  (12) 

Перепишем условия (5) с учетом замены (13), получим: 

 2 1

2 1

,
0.
τ− = σ

− =
j j E
m m

  (13) 

С помощью (13) неизвестные 1j , 2j , 1m , 2m  выразим через j  и m  
следующим образом: 

 ( ) ( )
1 2

1 2 1

,
, .

= =
= = + σ × = + σ ×

m m m
j j j j m ν j m ν

  (14) 

В (8)–(11) применим замены (12)–(14), используем условия сопряжения 
на границе, получим: 

1 2
0

1 2

( , ) ( , )( ) rot rot ( ) ( )x y x yx y ds y
i i

Γ

 Φ Φ− × = − × + − ωε ωε 
ν E ν j  

( )2

2

( , )rot rot ( ) ( ) ( )x y y y ds y
i

Γ

Φ− × σ × +
ωεν m ν  

 ( )1 2rot ( , ) ( , ) ( ) ( ),x y x y y ds y
Γ

+ × Φ +Φν m   (15) 

1 2
0

1 2

( , ) ( , )( ) rot rot ( ) ( )x y x yx y ds y
i i

Γ

 Φ Φ− × = × + + ωμ ωμ 
ν H ν m  

( )1 2rot ( , ) ( , ) ( ) ( )x y x y y ds y
Γ

+ × Φ +Φ +ν j  

 2rot ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y y y ds y x x
Γ

+ × Φ σ × −σ ×ν m ν m ν .  (16) 

Для численного решения требуется понизить порядок сингулярности 
системы (15)–(16) и перейти к системе скалярных уравнений. 

Преобразуем двойной ротор по следующей формуле [16]: 

 2rot rot grad div grad div k= − Δ = + ,  (17) 

перенесем операцию дивергенции на функции токов (см. [17, с. 92–93]) и по-
лучим 
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1 2

1 2

( , ) ( , )grad Div ( ) ( )x y
x y x y y ds y

i iτ
Γ

 Φ Φ− + − ωε ωε 
 j  

2 2
1 1 2 2

1 2

( , ) ( , ) ( ) ( )k x y k x y y ds y
i i

Γ

 Φ Φ− + −  ωε ωε 
 j  

2

2

( , )grad Div ( ( ) ( )) ( )x y
x y y y ds y

iτ
Γ

Φ− σ × −
ωε m ν  

2
2 2

2

( , ) ( ) ( ) ( )k x y y y ds y
i

Γ

Φ− σ × +
ωε m ν  

 1 2 0rot ( ( , ) ( , )) ( ) ( ) ( ),x x y x y y ds y xτ
Γ

+ Φ +Φ = − × m ν E   (18) 

1 2

1 2

( , ) ( , )grad Div ( ) ( )x y
x y x y y ds y

i iτ
Γ

 Φ Φ+ + ωμ ωμ 
 m  

2 2
1 1 2 2

1 2

( , ) ( , ) ( ) ( )k x y k x y y ds y
i i

Γ

 Φ Φ+ + +  ωμ ωμ 
 m  

1 2rot ( ( , ) ( , )) ( ) ( )x x y x y y ds yτ
Γ

+ Φ +Φ + j  

 2 0rot ( , )( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ).x x y y y ds y x x xτ
Γ

+ Φ σ × −σ × = − × m ν m ν ν H   (19) 

Так как рассматривается задача на сфере, то будем использовать фор-
мулы перехода: 

ˆ ˆ ˆsin cos cos cos sin ,
ˆ ˆ ˆsin sin cos sin cos ,

ˆ ˆcos sin .

x

y

z

F F F F

F F F F

F F F

ρ θ ϕ

ρ θ ϕ

ρ θ

= θ ϕ + θ ϕ− θ

= θ ϕ + θ ϕ+ ϕ

= θ − θ

 

Представим дивергенцию и градиент в сферической системе координат 
[16], а также введем обозначение: 

 , ,( , ) ( , ), ( , ) ( , );
x xk k k k

x x
x y G x y x y G x yφ θ

∂ ∂Φ = Φ =
∂φ ∂θ

  (20) 

1, 2,

1 2

( , ) ( , ) ( )1 1 ( ( )sin ) ( ) ( )
sin

x x
y

x y y y

G x y G x y j y
j y ds y x

r r i i
θ θ φ

θ θ
Γ

 ∂  ∂− + θ + −    θ ωε ωε ∂θ ∂φ  
 I  

1, 2,

1 2

( , ) ( , )1 1 ( ( )sin )
sin sin

x x
y

x x y y y

G x y G x y
j y

r r i i
φ φ

θ
Γ

  ∂− + θ +  θ θ ωε ωε ∂θ 
  
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2 2
1 1 2 2

1 2

( ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )
j y k x y k x yds y x y ds y

i i
φ

φ
Γ

 ∂  Φ Φ+ − + −   ∂φ ωε ωε  
I j  

2,

2

( , ) ( )1 1 ( ( )sin ) ( ) ( )
sin

x
y

x y y y

G x y m ym y ds y x
r r i

θ θ
φ θ

Γ

 ∂σ∂− σ θ − −  θ ωε ∂θ ∂φ 
 I  

2,

2

( , ) ( )1 1 ( ( )sin ) ( ) ( )
sin sin

x
y

x x y y y

G x y m ym y ds y x
r r i

φ θ
φ φ

Γ

 ∂σ∂− σ θ − −  θ θ ωε ∂θ ∂φ 
 I  

2
2 2

2

( , ) ( ) ( ) ( )k x y y y ds y
i

Γ

Φ− σ × +
ωε m ν  

 { }1 2 0rot ( ( , ) ( , )) ( ) ( ) ( ) ( ),x x y x y y ds y x xτ
Γ

+ Φ +Φ = − × m ν E   (21) 

1, 2,

1 2

( , ) ( , ) ( )1 1 ( ( )sin ) ( ) ( )
sin

x x
y

x y y y

G x y G x y m y
m y ds y x

r r i i
θ θ φ

θ θ
Γ

 ∂  ∂+ θ + +    θ ωμ ωμ ∂θ ∂φ  
 I  

1, 2,

1 2

( , ) ( , )1 1 ( ( )sin )
sin sin

x x
y

x x y y y

G x y G x y
m y

r r i i
φ φ

θ
Γ

  ∂+ + θ +  θ θ ωμ ωμ ∂θ 
  

2 2
1 1 2 2

1 2

( ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )
m y k x y k x yds y x y ds y

i i
φ

φ
Γ

 ∂  Φ Φ+ + + +   ∂φ ωμ ωμ  
I m  

{ }1 2rot ( ( , ) ( , )) ( )x x y x y y dyτ
Γ

+ Φ +Φ + j  

 { }2 0
1rot ( , )( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ).
2x x y y y dy x x x xτ

Γ

+ Φ σ × − σ × = − × m ν m ν ν H   (22) 

Ротор, который действует на произведение вектора и скаляра, можно 
представить, как [16, с. 172]: 

 rot ( ( , ) ( )) grad ( ( , )) ( ).x xx y y x y yΦ = Φ ×m m   (23) 

Применим (23) и снова преобразуем градиент: 

1, 2,

1 2

( , ) ( , ) ( )1 1 ( ( )sin ) ( ) ( )
sin

x x
y

x y y y

G x y G x y j y
j y ds y x

r r i i
θ θ φ

θ θ
Γ

 ∂  ∂− + θ + −    θ ωε ωε ∂θ ∂φ  
 I  

1, 2,

1 2

( , ) ( , )1 1 ( ( )sin )
sin sin

x x
y

x x y y y

G x y G x y
j y

r r i i
φ φ

θ
Γ

  ∂− + θ +  θ θ ωε ωε ∂θ 
  
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2 2
1 1 2 2

1 2

( ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )
j y k x y k x yds y x y ds y

i i
φ

φ
Γ

 ∂  Φ Φ+ − + −   ∂φ ωε ωε  
I j  

2,

2

( , ) ( )1 1 ( ( )sin ) ( ) ( )
sin

x
y

x y y y

G x y m ym y ds y x
r r i

θ θ
φ θ

Γ

 ∂σ∂− σ θ − −  θ ωε ∂θ ∂φ 
 I  

2,

2

( , ) ( )1 1 ( ( )sin ) ( ) ( )
sin sin

x
y

x x y y y

G x y m ym y ds y x
r r i

φ θ
φ φ

Γ

 ∂σ∂− σ θ − −  θ θ ωε ∂θ ∂φ 
 I  

2
2 2

1, 2,
2

( , ) 1( ) ( ) ( ) ( ( , ) ( , )) ( )
x x

x

k x y y y ds y G x y G x y x
i r θ θ θ

Γ Γ

Φ−

σ × + +


+
ωε m ν I  

 1, 2, 0
1 ( ( , ) ( , )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

sin x x
x x

G x y G x y x y ds y x x
r φ φ φ+ + × = − ×


θ 

I m ν E   (24) 

1, 2,

1 2

( , ) ( , ) ( )1 1 ( ( )sin ) ( ) ( )
sin

x x
y

x y y y

G x y G x y m y
m y ds y x

r r i i
θ θ φ

θ θ
Γ

 ∂  ∂+ θ + +    θ ωμ ωμ ∂θ ∂φ  
 I  

1, 2,

1 2

( , ) ( , )1 1 ( ( )sin )
sin sin

x x
y

x x y y y

G x y G x y
m y

r r i i
φ φ

θ
Γ

  ∂+ + θ +  θ θ ωμ ωμ ∂θ 
  

2 2
1 1 2 2

1 2

( ) ( , ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )
m y k x y k x yds y x y ds y

i i
φ

φ
Γ

 ∂  Φ Φ+ + + +   ∂φ ωμ ωμ  
I m  

1, 2, 1, 2,
1 1( ( , ) ( , )) ( ) ( ( , ) ( , )) ( ) ( ) ( )

sinx x x x
x x x

G x y G x y x G x y G x y x y ds y
r rθ θ θ φ φ φ

Γ

 
+ + + + × + θ 
 I I j  

2, 2,
1 1( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )) ( )

sinx x
x x x

G x y x G x y x m y y m y y ds y
r rθ θ φ φ φ θ θ φ

Γ

 
+ + × − σ − θ 
 I I I I  

 0( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ) ( ),
2

m x x m x x x xφ θ θ φ
σ− − = − ×I I ν H   (25) 

где единичные векторы ( )xθI  и ( )xφI  образуют базис на поверхности в точ-
ке x . 

Для окончательного вида системы уравнений умножим (24) и (25) на 
( )xθI  и ( )xφI . В итоге получаем систему из четырех скалярных уравнений: 

1, 2,

1 2

( , ) ( , ) ( )1 1 ( ( )sin ) ( )
sin

x x
y

x y y y

G x y G x y j y
j y ds y

r r i i
θ θ φ

θ
Γ

 ∂  ∂− + θ + −    θ ωε ωε ∂θ ∂φ  
  

{(
2 2
1 1 2 2

1 2

( , ) ( , ) cos( )cos( )cos( )y x y x
k x y k x y

i i
Γ

 Φ Φ− + θ θ φ − φ +  ωε ωε 
  
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} )sin( )sin( ) ( ) cos( )sin( ) ( ) ( )y x x x yj y j y ds yθ φ+ θ θ + θ φ − φ −  

2,

2

( , ) ( )1 1 ( ( )sin ) ( )
sin

x
y

x y y y

G x y m ym y ds y
r r i

θ θ
φ

Γ

 ∂σ∂− σ θ − −  θ ωε ∂θ ∂φ 
  

{ }(
2
2 2

2

( , ) cos( )cos( )cos( ) sin( )sin( ) ( )y x y x y x
k x y m y

i φ
Γ

Φ− σ θ θ φ − φ + θ θ −
ωε  

) ( 1,
1cos( )sin( ) ( ) ( ) ( , )

sin xx x y
x x

m y ds y G x y
rθ φ

Γ

− θ φ − φ + +
θ  

) { }(2, ( , ) cos( )sin( )cos( ) sin( )cos( ) ( )
x y x y x y xG x y m yφ θ+ θ θ φ − φ − θ θ +  

 ) 0sin( )sin( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),x x y m y ds y x x xφ θ+ θ φ − φ = − × ⋅ν E I   (26) 

1, 2,

1 2

( , ) ( , )1 1 ( ( )sin )
sin sin

x x
y

x x y y y

G x y G x y
j y

r r i i
φ φ

θ
Γ

  ∂− + θ +  θ θ ωε ωε ∂θ 
  

{ }(
2 2
1 1 2 2

1 2

( ) ( , ) ( , )( ) cos( )sin( ) ( )y y x
j y k x y k x yds y j y

i i
φ

θ
Γ

 ∂  Φ Φ+ − + θ φ − φ +   ∂φ ωε ωε  
  

) 2,

2

( , )1 1cos( ) ( ) ( ) ( ( )sin )
sin sin

x
y x y

x x y y y

G x y
j y ds y m y

r r i
φ

φ φ
Γ

∂+ φ − φ − σ θ −θ θ ωε ∂θ
  

{ }(
2
2 2

2

( ) ( , )( ) cos( )sin( ) ( )y y x
m y k x yds y m y

i
θ

φ
Γ

∂σ Φ− − − σ θ φ − φ +∂φ ωε   

) {(1, 2,
1cos( ) ( ) ( ) ( ( , ) ( , )) cos( )sin( )cos( )

x xy x y x y x
x

m y ds y G x y G x y
rθ θ θ

Γ

+ φ −φ − + θ θ φ −φ −  

 } )sin( )cos( ) ( ) sin( )sin( ) ( ) ( )y x x x ym y m y ds yθ φ− θ θ + θ φ − φ =  

 0( ) ( ) ( ),x x xφ= − × ⋅ν E I   (27) 

1, 2,

1 2

( , ) ( , ) ( )1 1 ( ( )sin ) ( )
sin

x x
y

x y y y

G x y G x y m y
m y ds y

r r i i
θ θ φ

θ
Γ

 ∂  ∂+ θ + +    θ ωμ ωμ ∂θ ∂φ  
  

{ }(
2 2
1 1 2 2

1 2

( , ) ( , ) cos( )cos( )cos( ) sin( )sin( ) ( )y x y x y x
k x y k x y m y

i i θ
Γ

 Φ Φ+ + θ θ φ − φ + θ θ +  ωμ ωμ 
  

) ( 1,
1cos( )sin( ) ( ) ( ) ( , )

sin xx x y
x x

m y ds y G x y
rφ φ

Γ

+ θ φ − φ + +
θ  
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) { }(2, ( , ) cos( )sin( )cos( ) sin( )cos( ) ( )
x y x y x y xG x y j yφ θ+ θ θ φ − φ − θ θ +  

)sin( )sin( ) ( ) ( )x x y j y ds yφ+ θ φ − φ +  

}{(2,
1 ( , ) cos( )sin( )cos( ) sin( )cos( ) ( )

sin x y x y x y x
x x

G x y m y
r φ φ

Γ

+ θ θ φ − φ − θ θ −
θ  

 ) 0sin( )sin( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
2x x y m y ds y m x x x xθ φ θ
σ− θ φ − φ σ − = − × ⋅ν H I   (28) 

1, 2,

1 2

( , ) ( , ) ( )1 1 ( ( )sin ) ( )
sin sin

x x
y

x x y y

G x y G x y m y
m y ds y

r r i i
φ φ φ

θ
Γ

∂  ∂+ θ + +   θ θ ωμ ωμ ∂θ ∂φ  
  

(
2 2
1 1 2 2

1 2

( , ) ( , ) cos( )sin( ) ( )y y x
k x y k x y m y

i i θ
Γ

 Φ Φ+ + θ φ − φ +  ωμ ωμ 
  

) 1,
1cos( ) ( ) ( ) ( ( , )

xy x
x

m y ds y G x y
rφ θ

Γ

+ φ − φ − +  

{ }(2, ( , )) cos( )sin( )cos( ) sin( )cos( ) ( )
x y x y x y xG x y j yθ θ+ θ θ φ − φ − θ θ +  

)sin( )sin( ) ( ) ( )x x y j y ds yφ+ θ φ − φ −  

{ }(2,
1 ( , ) cos( )sin( )cos( ) sin( )cos( ) ( )

x y x y x y x
x
G x y m y

r θ φ
Γ

− θ θ φ − φ − θ θ −  

 ) 0sin( )sin( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
2x x y m y ds y m x x x xθ θ φ
σ− θ φ − φ σ + = − × ⋅ν H I   (29) 

Отметим, что система уравнений (26)–(29) остается в силе и в случае 
графена с учетом нелинейности. 

3. Теорема о существовании и единственности  
решения задачи дифракции 

Рассмотрим вопрос о существовании и единственности решения задачи 
дифракции (2)–(7) и системы интегральных уравнений (26)–(29). 

Лемма 1 (о единственности) [18, теорема 1]. Если Re 0σ ≥  и 0ω> , то 
задача (2)–(7) имеет единственное решение. 

Введем оператор: 

 T 2 ( ) rot rot ( , ) ( ) ( ), 1,2.i x x ix x y y ds y i
Γ

= × Φ =a ν a   (30) 

Будем рассматривать все операторы в пространстве [5, с. 204]: 
0, (Div, ),C α Γ  0 1,< α <  
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{ }0, 0, 0,(Div, ) : ( ) : Div ( ) ,tC C Cα α αΓ = ∈ Γ ∈ Γa a  

0, , ,(Div, )|| || : || || || Div || .C α α Γ α ΓΓ = +a a a  

Лемма 2 (о фредгольмовости) [18, теорема 2]. Если выполняются  
условия 

 1 1 1 2
2 1 2 1 2 1 2 2|| T || | | || T || || T T || ( ) | |k− − −⋅ σω +μ ⋅ − < μ + μ   (31) 

и 

 1 1 1 2
1 2 1 2 1 2 2|| T || || T T || ( ) | | ,k− − −ε ⋅ − < ε + ε   (32) 

то оператор системы (26)–(29) фредгольмов с нулевым индексом. 
Теорема 1. Если Re 0σ ≥ , 0ω>  и выполнены условия (31) и (32), то 

система уравнений (26)–(29) имеет единственное решение при всех правых 
частях из 0, (Div, )C α Γ . 

Доказательство. Пусть однородная система уравнений (26)–(29) (при 
нулевых правых частях) имеет нетривиальное решение. Тогда по формулам 
(8), (10), (12)–(14) имеем решение краевой задачи (2)–(7), которое также бу-
дет нетривиальным (для проверки достаточно перейти в формулах (8) и (10)  
к пределу на границу шара и использовать теоремы о предельных значениях 
потенциалов в (8) и (10); см. [3, 5]). Но в силу леммы 1 однородная краевая 
задача (2)–(7) имеет единственное решение, и оно только тривиальное. Про-
тиворечие доказывает, что однородная система уравнений (26)–(29) (при ну-
левых правых частях) имеет только тривиальное решение. Тогда в силу лем-
мы 2 система уравнений (26)–(29) имеет единственное решение при всех пра-
вых частях из 0, (Div, )C α Γ . Теорема доказана.  

Поскольку при выполнении условий теоремы 1 система уравнений 
(26)–(29) имеет единственное решение, то по формулам (12)–(14), (8), (10) 
получаем представление решения, а также существование и единственность 
решения краевой задачи (2)–(7).  

Исследование вопроса о разрешимости системы уравнений в нелиней-
ном случае требует дополнительного изучения.  

Заключение 
Исследована векторная электромагнитная задача дифракции на диэлек-

трическом шаре, покрытом графеном. Задано внешнее поле и с использова-
нием формул Стрэттона-Чу получена векторная система интегральных урав-
нений на поверхности тела. С использованием формул преобразования гра-
диента и дивергенции в сферической системе координат получена система из 
четырех скалярных уравнений, удобная для численного решения.  

Доказана теорема о существовании и единственности решения системы 
интегральных уравнений, а также существование и единственность решения 
краевой задачи при выполнении некоторых ограничений на параметры  
задачи. 
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