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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Целью работы является разработка численного 
алгоритма приближенного восстановления порядка производной в одном уравнении 
в частных производных дробного порядка, известном как обобщенное волновое 
уравнение. Актуальность работы обусловлена как значительной практической по-
требностью в совершенствовании математического аппарата решения обратных и не-
корректных задач,  так и возрастающим числом приложений уравнений в частных 
производных дробного порядка к математическому моделированию в различных об-
ластях физики и техники.  Материалы и методы. Для решения поставленной задачи 
применяется подход, основанный на сведении ее к интегральному уравнению, нели-
нейному относительно искомого параметра, и решению этого уравнения при помощи 
непрерывного операторного метода решения нелинейных уравнений в банаховых 
пространствах. Результаты. Применение непрерывного операторного метода позво-
лило построить численный алгоритм восстановления порядка дробной производной  
в обобщенном волновом уравнении в дополнительном предположении о знании зна-
чения решения уравнения в одной произвольной точке. Выводы. Описанный подход 
является достаточно эффективным при решении обратных задач для уравнений  
в частных производных дробного порядка. Представляет значительный интерес рас-
пространение этого подхода на более широкие классы обратных и некорректных за-
дач для  уравнений с дробными производными. 
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Abstract. Background. The purpose of the paper is the development of a computational al-
gorithm for approximate recovery of derivative order in the generalized wave equation. Ur-
gency of the stated problem is dictated not only by significant need for improvement of 
mathematical apparatus for solution of inverse and ill-posed problems but also by the grow-
ing number of applications of equations with partial derivatives of fractional order to math-
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ematical modelling in different fields of physical and technical sciences. Materials and 
methods. The approach for solution of the stated problem is based on its reduction to a non-
linear in the unknown parameter integral equation and subsequent solution of this integral 
equation with the help of continuous operator method for solution of nonlinear equations in 
Banach spaces. Results. Application of the continuous operator equation made it possible to 
develop the numerical algorithm for recovery of fractional derivative order in the general-
ized wave equation on the extra assumption of that the solution of this equation is addition-
ally known at one arbitrary point. Conclusions. The approach described in this paper ap-
pears to be quite efficient for solution of inverse problems for partial differential equations 
with fractional order derivatives. Extending of the used approach to a wider range of in-
verse and ill-posed problems for equations with fractional order derivatives is of considera-
ble interest. 
Keywords: generalized wave equation, fractional order Riemann-Liouville derivatives, in-
verse problems, continuous operator method, logarithmic norm, stability theory 
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Введение 
Теория и практика решения обратных задач является молодым и актив-

но развивающимся разделом современной математической науки, что связано 
в первую очередь с большим числом приложений таких задач в различных 
областях физики и техники. С другой стороны, интерес исследователей к об-
ратным задачам во многом обусловлен тем, что к ним принадлежит значи-
тельное число весьма сложных задач из самых разных разделов математики 
(интегральных уравнений, обыкновенных дифференциальных уравнений, 
уравнений математической физики и т.д.). Значительные трудности, возника-
ющие при исследовании и решении обратных задач, связаны как с возможной 
неединственностью, так и с возможной неустойчивостью их решений, что 
вызывает к жизни необходимость в разработке специальных методов регуля-
ризации. 

Обратная задача, состоящая в определении порядка дробной производ-
ной в различных дифференциальных уравнениях, является относительно но-
вой задачей, которая в последние годы вызывает большой интерес исследова-
телей: при использовании уравнений с дробными производными в математи-
ческом моделировании различных физических процессов порядок таких про-
изводных зачастую является неизвестным, в то время как его непосредствен-
ное измерение может быть сильно затруднено или даже невозможно [1]. 
Свойства обратной задачи по определению порядка дробной производной  
в волновом уравнении исследовались, например, в работах [1–6]. Стоит упо-
мянуть также ряд работ, посвященных численному определению порядка 
дробных производных в дифференциальных уравнениях; например, в работе 
[7] задача определения порядка дробной производной сводится к задаче од-
номерной оптимизации, решаемой с помощью итерационного метода Левен-
берга – Марквардта, а в работе [8] для решения построенного конечно-
разностного аналога задачи идентификации порядка дробной производной  
в модели аномальной диффузии применяется итерационный метод секущих.  
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Данная работа продолжает цикл исследований, посвященных разработ-
ке вычислительных алгоритмов решения различных обратных и некоррект-
ных задач математической физики, в число которых входят, например, коэф-
фициентные обратные задачи [9–12], задача восстановления начальных усло-
вий [13] и задача восстановления граничных условий [14, 15]. Теоретической 
основой алгоритмов, построенных в указанных работах, послужил непрерыв-
ный операторный метод, ранее предложенный И. В. Бойковым [16] и позво-
ляющий находить решение нелинейных операторных уравнений в банаховых 
пространствах при помощи их сведения к задачам Коши для обыкновенных 
дифференциальных уравнений, которые затем могут быть решены произ-
вольным численным методом решения таких задач. Сходимость непрерывно-
го операторного метода обосновывается в терминах теории устойчивости.  

В настоящей статье описывается применение подхода на основе непре-
рывного операторного метода к построению численного алгоритма решения 
обратной задачи для одного уравнения в частных производных дробного по-
рядка, известного как обобщенное волновое уравнение. Дробно-дифферен-
циальное исчисление, являясь относительно новым разделом современной 
математики, в настоящее время активно развивается благодаря возрастающе-
му числу приложений дробно-дифференциальных уравнений в математиче-
ском моделировании различных физических процессов и явлений (см., 
например, [17–19]).  

Рассмотрим задачу Коши для обобщенного волнового уравнения: 

 0
( , ) ( , ) 0, 0, 0,s

u t x u t x x t
t

α∂ + = > >
∂

D   (1) 

 0(0, ) ( ),u x u x=   (2) 

где 0 1,< α <  0 ( , )x xu tαD  – производная Римана – Лиувилля дробного порядка 
α  по неотрицательной переменной x  функции ( , ),u t x  определяемая при 
0 1< α <  формулой [17]: 

0
0

1 ( , )( , ) d .
(1 ) ( )

x

x
u tu t x

x x
α

α
∂ ξ= ⋅ ξ

Γ −α ∂ − ξD  

Требуется восстановить значение неизвестного порядка α  дробной 
производной Римана – Лиувилля 0 ( , )x xu tαD  в задаче (1)–(2), если дополни-
тельно известным является значение решения ( , )u t x  этой задачи в некоторой 

фиксированной точке ( ), .t x∗ ∗  

1. О непрерывном операторном методе 

Приведем краткое описание непрерывного операторного метода, следуя 
работе [16]. 

Пусть имеется в общем случае нелинейное операторное уравнение  

 ( ) 0, , .− = ∈ ∈A x f x f    (3) 
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Здесь : →A    – оператор, отображающий банахово пространство   
в себя.  

В рамках непрерывного операторного метода уравнению (3) ставится  
в соответствие следующая задача Коши для обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения: 

 ( )d ( ) ( ) ,
d

t t
t

= −x A x f   (4) 

 (0) ,=x χ   (5) 

где ( )tx  – вспомогательная функция; χ  фиксируется произвольным  
образом.  

Условия применимости непрерывного операторного метода устанавли-
ваются следующей теоремой, находящей применение в приложениях. 

Теорема 1. Пусть уравнение (3) имеет решение ∗x  и на любой диффе-
ренцируемой кривой ( ),tϕ  расположенной в шаре R( , ),r∗x  имеют место сле-
дующие условия: 

1) при всяком ( 0)t t >  выполняется неравенство 

( )( )
0

( ) d 0;
t

s s′Λ ϕ A   

2) справедливо неравенство  

( )( )
0

1lim ( ) d , 0.
t

t
s s

t→∞

 
 ′Λ ϕ − γ γ >
  
 A   

Тогда решение задачи Коши (4)–(5) сходится к ,∗x  так что 

lim ( ) .
t

t ∗
→∞

=x x  

Здесь под ( )A′Λ  следует понимать логарифмическую норму производ-
ной в смысле Фреше A′  оператора ,A  которая определяется выражением  

( )
0

1
lim ,
h

I hA
A

h↓

′+ −
′Λ =  

где 0h ↓  означает, что h  стремится к нулю, убывая. 

2. Описание алгоритма решения задачи 
Пусть функция ( , )u t x  такова, что при всяком фиксированном 0t ≥  для 

нее выполняется условие 

0
0

1 ( , )lim d 0.
(1 ) ( )

x

x

u t
x α→

η η =
Γ −α −η  
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Следуя [19], применим к задаче (1)–(2) преобразование Лапласа [ ]xL  
по переменной ,x  определяемое (вместе с обратным к нему преобразованием 

[ ]1
p
− ) формулами: 

[ ]
0

( ) ( ) ,( ) ( ) pt
x p e tF f x fp dt

+∞
−= = L  

 [ ]1 1( ) ( ) ( ) lim ( ) ,
2

i
px

p
i

f x F p x e F p dp
i ∗

∗+ ω
−

ω
ω

μ

→∞
−μ

= =
π L   (6) 

где ∗μ  – некоторое действительное число. 
В результате, имея в виду [11]: 

( )0 ( , ) ( ) ( , ), ( , ) [ ( , )] ,x x xu t x p p U t p U t p u t x pα α  = = L LD  

приходим к следующей задаче: 

 ( , ) 0,U p U t p
t

α∂ + =
∂

  (7) 

 0(0, ) ( ),U p U p=   (8) 

где [ ]0 0( () )( ) .xU xup p=  
Нетрудно убедиться, что задача (7)–(8), представляющая собой задачу 

Коши для обыкновенного дифференциального уравнения с разделяющимися 
переменными, имеет следующее решение: 

( )0( , ) ( ) exp .u t p U p p tα= ⋅ −  

Применяя к этому решению обратное преобразование Лапласа по пере-
менной p  и используя теорему о свертке, получаем: 

 ( )0
1 1

0

( , ) ( ) ; d ,
x

u t x t u x g t− α − α
+= − η η α η   (9) 

где функция ( ; ),g x+ α  называемая [11] односторонней устойчивой плотно-
стью, определяется формулой  

 ( )1( ; ) exp ( ).pg x p x− α
+

 α = −  
L   (10) 

Заметим, что функция ( ; )g x+ α  может быть выражена аналитически 
только для некоторых значений параметра ,α  в частности: 

1 3

3 2 3 2

4 11exp
271 1 1 14; , ; ,

2 3 32

K
x xg

x
x g x

x
+ +

   ⋅−         = ⋅ = ⋅    ππ   
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где ( )Kν  – модифицированная функция Бесселя второго рода порядка .ν   
В общем случае функция ( ; )g x+ α  определяется приближенно в результате 
аппроксимации обратного преобразования Лапласа в формуле (10). 

Интегральное уравнение (9) лежит в основе предлагаемого в настоящей 
работе численного метода восстановления неизвестного параметра .α   

Зафиксировав в уравнении (9) и t t∗=  и ,x x∗=  перепишем это уравне-
ние в следующем виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( )0
0

1 1( ) ; d , .
x

t u x g t u t x
∗

− α ∗
+

∗ − α∗ ∗ ∗− η η α η =   (11) 

Нетрудно видеть, что левая часть уравнения (11) представляет собой 
нелинейный оператор, отображающий значение α  в ( ), .u t x∗ ∗  

Применим к нелинейному уравнению (11) непрерывный операторный 
метод для нахождения неизвестного порядка .α  Пусть ( )α σ  ( 0)σ  – вспомо-
гательная функция такая, что lim ( ) .

σ→∞
α σ = α  

Вспомогательная функция ( )α σ  является решением следующей задачи 
Коши: 

 ( ) ( ) ( )1( )
0

0

1 ( )d ( ) ( ) ; ( ) d , ,
d

x
t u x g t u t x

∗
− −α σ∗ ∗ α σ

+
∗ ∗∗

 α  = γ − η η α σ η− σ   
   (12) 

 (0) ,α = χ   (13) 

где значение 1γ = ±  фиксируется таким образом, чтобы обеспечить сходи-
мость метода, а начальное значение (0,1)χ∈  может быть зафиксировано про-
извольным образом. 

Для приближенного решения задачи (12)–(13) можно воспользоваться 
любым численным методом решения обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Воспользуемся методом Эйлера как одним из самых простых  
и в то же время достаточно эффективных. Пусть θ  – шаг метода Эйлера,  
а L  – число итераций метода Эйлера. Тогда приближенное решение задачи 
(12)–(13) реализуется следующей вычислительной схемой: 

 ( ) ( ) ( )1 1
1 0

0

( ) ( ) ; , , dr r
x

r r rt u x g t u t x
∗

− α − α∗ ∗ ∗ ∗
+ +

∗
 
 α = α + θγ − η η α η− 
  

  (14) 

где  

( ) ,r rα = α σ  r rσ = θ  и 0, 1.r L= −  

Приближенное решение исходной задачи восстановления α  фиксиру-
ется формулой .Lα ≈ α  
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3. Решение модельного примера 
Поставим задачу о восстановлении порядка α  дробной производной  

в задаче (1)–(2) при 0( ) 1u x =  в предположении о том, что дополнительно из-

вестным является значение ( ), 0,617,u t x∗ ∗ =  где 1t∗ =  и 2.x∗ =  

Отметим, что точное значение α  в рассматриваемом примере равняет-
ся 1 2  при соответствующем точном решении задачи (1)–(2), определяемом 
формулой 

( , ) erfc ,
2

tu t x
x

 =  
 

 

где ( ) ( )erfc 1 erf= −  – дополнительная функция ошибок. 
Для приближения обратного преобразования Лапласа функции (10) мо-

гут быть применены различные способы (см., например, [20]). Один из 
наиболее простых способов аппроксимации интеграла (6) заключается в сле-
дующем.  

Пусть A – достаточно большое вещественное положительное число. То-
гда интеграл (6), где ( )( ) exp ,F p pα= −  будем аппроксимировать следующим 

образом: 

 
1

1 1d d ,
2 2 2

k k
i iA N

p x ppx p px p

ki iA

he p e p e
i i i

∗ ∗
αα α

∗ ∗

μ + ∞ μ +
−− −

=μ − ∞ μ −

≈ ≈
π π π     (15) 

где ( )1
2 ,kp i A k h∗  = μ − + − +  2 ,h A N=  N – достаточно большое целое по-

ложительное число. 
При расчетах было зафиксировано значение 0.∗μ =  Шаг θ метода Эй-

лера при вычислении по итерационной формуле (14) был взят равным 10–1. 
Следует отметить, что – как было обнаружено в  ходе численных экспе-

риментов – уменьшение значения шага 110−θ = при численном решении по-
ставленной задачи не приводит к увеличению точности восстановления зна-
чения ,α  а вызывает лишь увеличение объема вычислений. По этой причине 
результаты расчетов при 110−θ <  далее не приводятся. 

Вычисление интеграла в формуле (14) проводилось по составной фор-
муле средних прямоугольников с шагом сетки, равным τ = 10–2. Вычисление 
значений функции ( ); rg x+ α  выполнялось по формуле (15), где было зафик-

сировано 50A =  и 2.10h −=   
В табл. 1–4 приведены результаты численных расчетов, выполненных  

в процессе приближенного решения модельного примера предлагаемым чис-
ленным алгоритмом. В этих таблицах приведены значения L  числа итераций 
алгоритма вместе с соответствующими им приближенными решениями Lα  и 
погрешностями решения задачи, определяемыми как величины модуля разно-
сти точного и приближенного значений .α  
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Таблица 1 
Восстановление α  при ( ), (1,2)t x∗ ∗ =  и 0,9χ =  

L Решение Погрешность L Решение Погрешность 
10 0,700884 0,200884 60 0,509898 0,009898 
20 0,607053 0,107053 70 0,505356 0,005356 
30 0,558447 0,058447 80 0,502783 0,002783 
40 0,532339 0,032339 90 0,501321 0,001321 
50 0,517950 0,017950 100 0,500490 0,000490 

 
Таблица 2 

Восстановление α  при ( ), (1,2)t x∗ ∗ =  и 0,1χ =  

L Решение Погрешность L Решение Погрешность 
10 0,303615 0,196385 60 0,487500 0,012500 
20 0,390252 0,109748 70 0,492597 0,007403 
30 0,436667 0,063333 80 0,495515 0,004485 
40 0,463246 0,036754 90 0,497182 0,002818 
50 0,478626 0,021374 100 0,498133 0,001867 

 
Таблица 3 

Восстановление α  при ( ) ( ), 5 2,3 2t x∗ ∗ =  и 0,9χ =  

L Решение Погрешность L Решение Погрешность 
200 0,578938 0,078938 1200 0,526008 0,026008 
400 0,552500 0,052500 1400 0,523650 0,023650 
600 0,540626 0,040626 1600 0,521844 0,021844 
800 0,533724 0,033724 1800 0,520426 0,020426 
1000 0,529198 0,029198 2000 0,519289 0,019289 

 
Таблица 4 

Восстановление α  при ( ) ( ), 5 2,3 2t x∗ ∗ =  и 0,1χ =  

L Решение Погрешность L Решение Погрешность 
200 0,427807 0,072193 1200 0,483292 0,016708 
400 0,456162 0,043838 1400 0,485614 0,014386 
600 0,468556 0,031444 1600 0,487381 0,012619 
800 0,475590 0,024410 1800 0,488763 0,011237 
1000 0,480129 0,019871 2000 0,489868 0,010132 

 
В табл. 1 начальное приближение 0(0)α = α  было зафиксировано зна-

чением 0,9.χ =   
При получении результатов, представленных в табл. 2, значение 

0(0)α = α  было взято равным 0,1. 
Наконец, приведем также результаты решения рассматриваемого мо-

дельного примера при тех же значениях параметров θ, τ, A и h в случае, если 
дополнительно известным является значение ( ) 49,, 0,1u t x∗ ∗ =  где 5 2t∗ =  и 
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3 2.x∗ =  Таблица 3 соответствует случаю 0(0) 0,9,α = α =  в то время как 
табл. 4, как и ранее, отвечает случаю 0(0) 0,1.α = α =  

Представленные в табл. 1–4 результаты восстановления порядка α   
в задаче (1)–(2) свидетельствуют о достаточно высокой точности определения 
α  предложенным численным методом как при различных значениях началь-
ного приближения ,χ  так и при различных дополнительно известных значе-

ниях ( ),u t x∗ ∗  решения задачи (1)–(2).  

Заключение 
Построен численный алгоритм решения обратной задачи восстановле-

ния порядка дробной производной Римана – Лиувилля в задаче Коши для 
обобщенного волнового уравнения при дополнительно известном значении 
решения задачи Коши в одной произвольной точке. В основе алгоритма лежит 
непрерывный операторный метод решения нелинейных уравнений в банахо-
вых пространствах. Достоинствами предложенного алгоритма являются его 
простота, а также его применимость к весьма широкому классу задач. Реше-
ние модельного примера продемонстрировало высокую эффективность алго-
ритма. Представляет значительный теоретический и практический интерес 
распространение идей, лежащих в основе предложенного алгоритма, на другие 
обратные задачи для уравнений в частных производных дробных порядков.  
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