
КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ
И МОДЕЛИРОВАНИЕ 2024 Т. 16 № 4 С. 959–973
DOI: 10.20537/2076-7633-2024-16-4-959-973

АНАЛИЗ И МОДЕЛИРОВАНИЕ СЛОЖНЫХ ЖИВЫХ СИСТЕМ

УДК: 519.2

Стохастические переходы от порядка к хаосу
в метапопуляционной модели с миграцией

А.В. Беляев

Уральский федеральный университет,
Россия, 620000, г. Екатеринбург, ул. Ленина, д. 51

E-mail: belyaev.alexander1337@yandex.ru

Получено 25.03.2024, после доработки — 23.06.2024.
Принято к публикации 24.06.2024.

Данная работа посвящена исследованию проблемы моделирования и анализа динамических режи-
мов, как регулярных, так и хаотических, в системах связанных популяций в присутствии случайных
возмущений. В качестве исходной детерминированной популяционной модели рассматривается дискрет-
ная модель Рикера. В работе исследуется динамика двух популяций, связанных миграцией. Миграция
пропорциональна разнице между плотностями двух популяций с коэффициентом связи, который отвечает
за силу миграционного потока. Изолированные популяционные подсистемы, не учитывающие миграцию
и моделируемые отображением Рикера, демонстрируют различные динамические режимы: равновесный,
периодический и хаотический. В данной работе в качестве бифуркационного параметра используется ко-
эффициент связи, а также фиксируются параметры естественного прироста популяций, при которых одна
из подсистем находится в равновесном режиме, а во второй преобладает хаотический режим. Связыва-
ние двух популяций посредством миграции порождает новые динамические режимы, не наблюдавшиеся
в изолированной модели. Целью данной статьи является анализ динамических режимов корпоративной
динамики при вариации интенсивности перетоков между популяционными подсистемами. В статье пред-
ставлен бифуркационный анализ аттракторов детерминированной модели двух связанных популяций, вы-
явлены зоны моно- и бистабильности, даны примеры регулярных и хаотических аттракторов. Основной
акцент данной работы сделан на сравнении устойчивости динамических режимов к случайным возмуще-
ниям в коэффициенте интенсивности миграции. Методами прямого численного моделирования выявле-
ны и описаны индуцированные шумом переходы с периодического аттрактора на хаотический. В статье
представлены результаты анализа стохастических явлений с помощью показателя Ляпунова. Показано,
что в рассматриваемой модели существует зона изменения бифуркационного параметра, при котором да-
же с увеличением интенсивности случайных возмущений не происходит переход от порядка к хаосу. Для
аналитического исследования вызванных шумом переходов применены техника функции стохастической
чувствительности и метод доверительных областей. В работе показано, как с помощью этого математи-
ческого аппарата можно предсказать критическую интенсивность шума, вызывающую трансформацию
периодического режима в хаотический.
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This paper focuses on the problem of modeling and analyzing dynamic regimes, both regular and chaotic,
in systems of coupled populations in the presence of random disturbances. The discrete Ricker model is used
as the initial deterministic population model. The paper examines the dynamics of two populations coupled by
migration. Migration is proportional to the difference between the densities of two populations with a coupling
coefficient responsible for the strength of the migration flow. Isolated population subsystems, modeled by the
Ricker map, exhibit various dynamic modes, including equilibrium, periodic, and chaotic ones. In this study,
the coupling coefficient is treated as a bifurcation parameter and the parameters of natural population growth
rate remain fixed. Under these conditions, one subsystem is in the equilibrium mode, while the other exhibits
chaotic behavior. The coupling of two populations through migration creates new dynamic regimes, which
were not observed in the isolated model. This article aims to analyze the dynamics of corporate systems with
variations in the flow intensity between population subsystems. The article presents a bifurcation analysis of the
attractors in a deterministic model of two coupled populations, identifies zones of monostability and bistability,
and gives examples of regular and chaotic attractors. The main focus of the work is in comparing the stability
of dynamic regimes against random disturbances in the migration intensity. Noise-induced transitions from
a periodic attractor to a chaotic attractor are identified and described using direct numerical simulation methods.
The Lyapunov exponents are used to analyze stochastic phenomena. It has been shown that in this model, there
is a region of change in the bifurcation parameter in which, even with an increase in the intensity of random
perturbations, there is no transition from order to chaos. For the analytical study of noise-induced transitions, the
stochastic sensitivity function technique and the confidence domain method are used. The paper demonstrates
how this mathematical tool can be employed to predict the critical noise intensity that causes a periodic regime
to transform into a chaotic one.
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Введение

В настоящее время исследовательский интерес в области математического моделирова-
нии направлен на изучение сложных явлений, наблюдаемых в связанных системах. Большое
количество работ посвящено таким явлениям, как синхронизация [Pikovski, Rosenblum, Kurths,
2001; Boccaletti et al., 2018] и самоорганизация [Nicolis, Prigogine, 1977; Cross, Greenside, 2009].
В последнее время активно исследуются динамические режимы химер в связанных системах
(см., например, [Kuramoto, Battogtokh, 2002; Panaggio, Abrams, 2015; Zakharova, 2020]). Наряду
с моделями связанных механических, электронных и нейронных систем, которые рассматри-
вались уже давно, начали изучаться модели метапопуляций [Базыкин, 2003]. Ключевое в этом
термине — наличие на некотором ареале достаточно изолированных местообитаний с проживаю-
щими в них локальными популяциями (субпопуляциями), особи которых совершают постоянные
или сезонные миграции из одного местообитания в другое [Фрисман и др., 2019]. Например, ме-
стообитания популяций могут быть сформированы неоднородно, и, предположив, что для разви-
тия популяции значимыми процессами являются размножение и зимовка, миграция может быть
только один раз за сезон, а именно либо до периода размножения, либо после него [Кулаков,
Фрисман, 2010].

Предложенная Робертом Мэйем исследовательская парадигма «простая модель – сложная
динамика» [May, 1976] является важной отправной точкой во многих различных исследованиях.
Простые модели метапопуляций, описывающие сложные сценарии совместной динамики двух
популяций логистического типа, рассматривались во многих работах (см., например, [Sakaguchi,
Tomita, 1987; Maistrenko et al., 1998; Tanaka, Sanjuán, Aihara, 2005; Bashkirtseva, Ryashko, 2021a]).
В этих моделях были обнаружены различные нелинейные динамические режимы, такие как
мультистабильность, трансверсальная неустойчивость и фрактальные бассейны [Maistrenko et
al., 1998], двухпериодические хаотические аттракторы [Sakaguchi, Tomita, 1987], вызванная кри-
зисом перемежаемость [Tanaka, Sanjuán, Aihara, 2005], двумерные торы [Жусубалиев, Яночкина,
2009] и т. д. В качестве основного инструмента для анализа этих режимов и их трансформаций
используется современная теория бифуркаций.

Следует принять во внимание тот факт, что в популяционных системах неопределенность
окружающей среды является важным фактором. Случайные колебания среды могут кардинально
изменить динамическое поведение системы, порождая режимы, не имеющие аналогов в исход-
ной детерминированной модели (см., например, [Lande, Engen, Saether, 2003; Greenman, Benton,
2005]). Шум в нелинейных системах играет конструктивную роль [Horsthemke, Lefever, 1984;
Anishchenko et al., 2007]. В настоящее время для моделей связанных систем активно изучаются
индуцированные шумом изменения режимов динамики, синхронизация и переходы «порядок –
хаос» (см., например, [Kraut, Feudel, 2002; Lin, Chen, 2006; Sun, Zhao, 2012; Zhang et al., 2020;
Bashkirtseva, Ryashko, Pisarchik, 2021; Rybalova et al., 2022; Ryashko, Belyaev, Bashkirtseva, 2023]).

В анализе стохастических явлений, наряду с традиционными методами прямого числен-
ного моделирования, активно разрабатывается подход, который основан на аналитических ап-
проксимациях вероятностных распределений. Для описания разброса случайных состояний во-
круг аттракторов используются доверительные области, построенные с помощью метода функ-
ции стохастической чувствительности (ФСЧ) [Башкирцева, Ряшко, Цветков, 2009; Bashkirtseva,
Ryashko, Tsvetkov, 2010; Bashkirtseva, Ryashko, 2021b]. Эффективность этого подхода при анализе
стохастических моделей из различных областей естествознания была показана в работах [Беля-
ев, Перевалова, 2020; Bashkirtseva, Ryashko, 2017; Ryashko, 2018; Bashkirtseva, Ryashko, Pisarchik,
2021; Alexandrov et al., 2021].

Наряду с классическим логистическим отображением, в математическом моделировании
динамики популяций широко используется дискретная модель, предложенная Рикером [Ricker,
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1954; Quinn, Deriso, 1999; Bjorkstedt, 2012; Bashkirtseva, Ryashko, 2018]. Например, в статье [Ку-
лаков, Фрисман, 2010] исследуются бифуркационные механизмы синфазной и противофазной
синхронизации мультистабильных режимов систем связанных отображений, построенных на
основе модели Рикера и описывающих динамику популяций с миграцией. В настоящей работе
рассматривается система, состоящая из двух связанных подсистем, каждая из которых модели-
руется дискретным отображением Рикера. Изолированные подсистемы могут демонстрировать
различные динамические режимы: равновесный, периодический и хаотический. Анализ стоха-
стических эффектов в метапопуляциях с миграцией проводился в работах [Belyaev, Bashkirtseva,
Ryashko, 2022; Ryashko, Belyaev, Bashkirtseva, 2023]. Целью данной статьи является анализ ди-
намических режимов корпоративной динамики при вариации интенсивности перетоков между
популяционными подсистемами, одна из которых изначально находится в равновесном режиме,
а другая — в хаотическом. В работе сделан акцент на сравнении устойчивости режимов к случай-
ным воздействиям. Показано наличие параметрических зон, в которых даже при малых шумах
происходит хаотизация динамического режима, и зон, в которых сохраняется режим порядка
и при больших интенсивностях шума.

Режимы динамики детерминированной модели

Исходная детерминированная модель Рикера имеет вид

Nt+1 = Nt exp

(
μ

(
1 − Nt

K

))
, (1)

где Nt — численность популяции в момент времени t, μ — параметр естественного прироста,
а K — емкость экологической ниши. Биологический смысл параметра K можно прояснить сле-
дующим образом: если Nt > K, то 1 − Nt

K < 0, и тогда Nt+1 < Nt, что означает уменьшение
численности популяции. Таким образом, K играет роль порогового значения.

Введение новой биофизической переменной xt =
Nt
K , характеризующей демографическое

давление, создаваемое популяцией размера Nt в экологической нише размером K, позволяет
исключить из уравнения (1) параметр K и исследовать зависимость режимов поведения только
от параметра μ:

xt+1 = xt exp(μ(1 − xt)).

При этом величина K играет роль простого масштабирующего множителя: Nt = Kxt.
Тогда динамика изолированной популяции моделируется следующим образом:

xt+1 = f (μ, xt), f (μ, x) = x exp(μ(1 − x)), (2)

где μ — параметр естественного прироста. На рис. 1 изображена бифуркационная диаграмма
модели (2) при изменении параметра μ. При 0 � μ < 2 система имеет в качестве аттрактора
устойчивое равновесие. С увеличением параметра μ оно теряет устойчивость, и наблюдается
каскад бифуркаций удвоения периода с последующим чередованием параметрических зон по-
рядка и хаоса.

В статье изучается двумерная метапопуляционная модель, состоящая из двух подсистем,
связанных взаимной миграцией:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Nt+1 = Nt exp

(
μ1

(
1 − Nt

K1

))
+ ηt,

Mt+1 = Mt exp

(
μ2

(
1 − Mt

K2

))
− ηt,

(3)

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



Стохастические переходы от порядка к хаосу . . . 963

Рис. 1. Бифуркационная диаграмма изолированной системы Рикера (2)

где Nt и Mt — численности популяций. Каждая из популяций имеет свой коэффициент естествен-
ного прироста и свой размер экологической ниши. Предполагается, что взаимная миграция ηt

определяется разностью соответствующих демографических давлений Nt
K1

и Mt
K2

:

ηt = σ

(
Mt

K2

− Nt

K1

)
(4)

с коэффициентом пропорциональности σ. Переходя к переменным

xt =
Nt

K1

, yt =
Mt

K2

,

запишем замкнутую систему (3), (4) в виде
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

xt+1 = f (μ1, xt) + σ(yt − xt),

yt+1 = f (μ2, yt) − σ(yt − xt).
(5)

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Следует отметить, что в литературе рассматриваются две базовые модели связан-
ных популяций: 1) связь по переменным (см., например, работы [Sakaguchi, Tomita, 1987; Lloyd, 1995;
Жусубалиев, Яночкина, 2009]); 2) функциональная связь (см., например, работы [Hastings, 1993; Кула-
ков, Фрисман, 2010]). Схематично эти модели можно представить так. Пусть динамика изолированных
популяций задается следующим образом:

xt+1 = f (xt), yt+1 = g(yt).

Тогда связь по переменным описывается так:

xt+1 = f (xt) + σ(yt − xt), yt+1 = g(yt) − σ(yt − xt),

а функциональная связь заключается в следующем:

xt+1 = f (xt) + σ(g(yt) − f (xt)), yt+1 = g(yt) − σ(g(yt) − f (xt)).

В текущей работе (см. (5)) используется первый вариант связи (связь по переменным). Таким образом,
миграция между популяциями пропорциональна разнице между yt и xt с коэффициентом связи σ > 0: ηt =

= σ(yt − xt). Параметр σ регулирует силу миграционного потока. Чтобы обеспечить неотрицательность yt
и xt в системе (5), используется соответствующее усечение.

В работе изучается поведение системы в зависимости от σ в случае, когда первая изо-
лированная подсистема находится в равновесном состоянии с μ1 = 1, а вторая изолированная
подсистема — в хаотическом с μ2 = 2,8. С биологической точки зрения значительная разница
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(а)

(б)

Рис. 2. Бифуркационная диаграмма для системы (5) при μ1 = 1 и μ2 = 2,8: а) σ ∈ [0; 0,2]; б) увеличенный
фрагмент для σ ∈ [0,023; 0,027]

в репродуктивных потенциалах может быть обоснована по-разному. Например, в одинаковых
экологических условиях, близких к идеальным, у обоих популяций μ = 2,8. Однако у первой по-
пуляции на ее территории обитания условия выживания потомства крайне тяжелые, и в резуль-
тате эффективное значение параметра роста оказывается существенно меньше, например μ = 1.
Ситуация, когда обе популяции имеют низкий результирующий репродуктивный потенциал, бы-
ла изучена в работе [Belyaev, Bashkirtseva, Ryashko, 2021]. Основной интерес текущей работы
заключается в том, чтобы исследовать случай, когда обе популяции имеют существенно отлич-
ный репродуктивный потенциал. Изменения динамических режимов в метапопуляционной мо-
дели (5) при изменении параметра σ представлены на рис. 2, а, где красным цветом изображены
x-координаты аттракторов, а серым — y-координаты. Как видно, здесь наблюдается чередование
периодических и хаотических режимов: существует большое окно порядка посередине, а затем
в зоне σ > 0,16 устанавливается порядок в форме устойчивого 3-цикла. Зоны порядка и хаоса
хорошо различаются по знаку старшего показателя Ляпунова, изображенного на рис. 2 синим
цветом.

На рис. 2, б представлен увеличенный фрагмент бифуркационной диаграммы для 0,023 �
� σ � 0,027. Здесь можно видеть, как в результате бифуркации кризиса появляется устойчивый
5-цикл, который после каскада бифуркаций удвоения периода вновь трансформируется в хаос.

На рис. 3 изображены примеры осцилляционных аттракторов системы (5) и соответству-
ющих временных рядов для различных значений параметра σ: а), б) 5-цикл для σ = 0,0246;
в), г) хаос для σ = 0,027; д), е) 3-цикл для σ = 0,17.
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(а) (б)

(в) (г)

(д) (е)
Рис. 3. Аттракторы и временные ряды решений системы (5) при μ1 = 1 и μ2 = 2,8: а), б) 5-цикл для σ =
= 0,0246; в), г) хаос для σ = 0,027; д), е) 3-цикл для σ = 0,17

(а) (б)
Рис. 4. Зоны бистабильности системы (5) при μ1 = 1 и μ2 = 2,8: а) бифуркационная диаграмма; б) бассей-
ны притяжения для σ = 0,162
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Отметим, что изолированная система (2) всегда моностабильна. Однако метапопуляцион-
ная система может быть и бистабильна. На рис. 4, а показан увеличенный фрагмент бифуркаци-
онной диаграммы, изображенной на рис. 2, который иллюстрирует бистабильный режим: синим
изображен 3-цикл, а красным — сосуществующий аттрактор, имеющий разную форму. Эта би-
стабильность для σ = 0,162 представлена на рис. 4, б двумя бассейнами притяжения. Синими
точками показан 3-цикл со своей областью притяжения (голубой), а красным цветом изображен
6-цикл с бассейном притяжения (белый).

Стохастическая динамика

В качестве стохастической модели рассматривается система (5), в которой миграции имеют
вид ηt = (σ + εξt)(yt − xt). Здесь исследуется случай, когда случайным возмущениям подвержен
коэффициент связи σ, ξt — независимые гауссовские шумы интенсивности ε. Рассмотрим, как
этот случайный шум в коэффициенте связи изменяет динамику системы.

На рис. 5 изображена бифуркационная диаграмма с показателями Ляпунова для 0,023 �
� σ � 0,027 и разной интенсивности шума: ε = 0 (синий), ε = 0,0002 (красный), ε = 0,0005
(зеленый). Можно заметить, что с увеличением интенсивности шума зона порядка сужается
и впоследствии исчезает, что подтверждается показателями Ляпунова. Так, например, при ε =
= 0,0005 стохастическая система на всем интервале 0,023 � σ � 0,027 является хаотической.

Рис. 5. Бифуркационная диаграмма для детерминированной системы (5) при μ1 = 1 и μ2 = 2,8 и показатели
Ляпунова для различных значений интенсивности шума

Рассмотрим подробнее вызванную шумом стохастическую трансформацию 5-цикла в ха-
отический аттрактор. На рис. 6 для σ = 0,0246 представлена зависимость распределения то-
чек аттрактора от интенсивности шума. Отчетливо видно, что при малых шумах случайные
состояния концентрируются вблизи точек цикла. Однако когда интенсивность шума превосходит
некоторое критическое значение, форма распределения случайных состояний резко меняется —
начинаются переходы между состояниями цикла. Изменение формы распределения сопровожда-
ется переходом к хаосу, что подтверждается положительными значениями показателя Ляпунова,
изображенного красным цветом на рис. 6, б.

Реакция детерминированного цикла на случайные возмущения может быть описана с по-
мощью метода функции стохастической чувствительности [Bashkirtseva, Chen, Ryashko, 2010;
Tsvetkov, Bashkirtseva, Ryashko, 2021]. В случае 5-цикла (например, для σ = 0,0246) эта функ-
ция представляет собой набор из пяти матриц Wi (i = 1, . . . , 5). Каждая матрица характеризует
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(а) (б)

Рис. 6. Координаты состояний стохастической системы (5) при μ1 = 1 и μ2 = 2,8 для σ = 0.0246 (5-цикл)
в зависимости от интенсивности шума. Старший показатель Ляпунова изображен красным цветом

чувствительность определенной точки 5-цикла к шуму. Алгоритм построения этих матриц пред-
ставлен в [Bashkirtseva, Ryashko, Tsvetkov, 2010].

Для каждой матрицы Wi (i = 1, . . . , 5) можно найти собственные значения mi,1, mi,2 и со-
ответствующие ортонормированные собственные векторы ui,1, ui,2. Эти собственные значения
и векторы позволяют аппроксимировать дисперсию случайных состояний вокруг i-й точки де-
терминированного цикла в виде доверительного эллипса Ei:

z2
1

mi,1

+
z2

2

mi,2

= −2ε2 ln(1 − Pr), i = 1, . . . , 5. (6)

Здесь z1, z2 — координаты эллипса Ei в базисе собственных векторов ui,1, ui,2 (i = 1, . . . , 5), а Pr —
доверительная вероятность.

На рис. 7, а показаны фазовые траектории решений, стартующих с детерминированного
5-цикла. При малом значении интенсивности шума (ε = 0,0001) случайные состояния (красный
цвет) локализуются вокруг точек 5-цикла. С увеличением интенсивности шума (ε = 0,0004) рас-
пределение случайных состояний (синий цвет) принимает качественно иную пространственную
форму. Стоит отметить, что это стохастическое распределение очень похоже на детерминирован-
ный хаос (см. рис. 3, в), что объясняется особенностью данной модели. Что касается переходно-
го процесса в детерминированной системе, здесь в зависимости от начальной точки возможны
два сценария: решение имеет короткий переходный процесс к циклу либо достаточно долгий
хаотический переходный процесс, достаточно далекий от точек цикла. Начальные состояния,
отвечающие коротким переходным процессам, изображены на рис. 7, б синим цветом, а длин-
ным переходным процессам — белым цветом. Видно, что синие точки вблизи состояния цикла
формируют некоторую сплошную полосу (бассейн А). Вне этой полосы (бассейн Б) синие точки
в любой сколь угодно малой окрестности соседствуют с белыми.

Действительно, при слабом шуме случайные состояния локализованы вблизи детермини-
рованного цикла и не выходят из бассейна А. При увеличении шума дисперсия растет, и слу-
чайные решения попадают в бассейн Б, где с высокой вероятностью генерируются хаотические
переходные процессы. Такой переход может быть аналитически описан с помощью метода до-
верительных эллипсов (6). На рис. 7, б изображены эллипсы для ε = 0,0001 (красный пунктир)
и ε = 0,0004 (синий пунктир). Как видим, переход эллипса из бассейна А в бассейн Б может быть
использован для оценки критического значения интенсивности шума, отвечающего переходу от
порядка к хаосу.
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(а) (б)

Рис. 7. Стохастические трансформации в системе (5) при μ1 = 1 и μ2 = 2,8 для σ = 0,0246: а) фазовые
траектории решений для 5-цикла при ε = 0,0001 (красный) и ε = 0,0004 (синий); б) доверительные
эллипсы при ε = 0,0001 (красный пунктир) и ε = 0,0004 (синий пунктир) для точки 5-цикла

Рассмотрим теперь влияние шума на поведение метапопуляционной системы
в зоне 0,046 � σ � 0,054. В этой зоне наблюдается окно порядка с устойчивым 3-цик-
лом. Для этой зоны на рис. 8 показаны детали бифуркационной диаграммы с показателями
Ляпунова для разной интенсивности шума: ε = 0 (синий цвет), ε = 0,0002 (красный цвет),
ε = 0,001 (зеленый цвет). Здесь, аналогично случаю, рассмотренному на рис. 5, можно видеть,
что с увеличением интенсивности шума зона порядка сужается и затем исчезает. В системе
происходит переход от порядка к хаосу, что подтверждается показателем Ляпунова, например,
для ε = 0,001. Как видим, здесь 3-цикл трансформируется в хаотический аттрактор при гораздо
большем шуме, чем рассмотренный выше 5-цикл.

Рис. 8. Бифуркационная диаграмма для системы (5) при μ1 = 1 и μ2 = 2,8 с показателями Ляпунова

Проанализируем детали стохастической трансформации 3-цикла для σ = 0,0483 из окна
порядка (рис. 8). На рис. 9 представлена зависимость распределения точек аттрактора от ин-
тенсивности шума. В данном случае также хорошо заметно, что с увеличением интенсивности
шума происходит переход от 3-цикла к хаотическому аттрактору, что подтверждается показате-
лем Ляпунова на рис. 9, б.

Теперь рассмотрим достаточно большую параметрическую зону 0,15 � σ � 0,51, где ре-
гулярным аттрактором системы тоже является 3-цикл. На рис. 10 изображена бифуркационная
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(а) (б)

Рис. 9. Координаты случайных состояний системы (5) при μ1 = 1 и μ2 = 2,8 для σ = 0.0483 (3-цикл)
в зависимости от интенсивности шума с показателем Ляпунова (красный)

Рис. 10. Бифуркационная диаграмма для системы (5) при μ1 = 1 и μ2 = 2.8 с показателями Ляпунова

диаграмма с показателями Ляпунова для разной интенсивности шума: ε = 0 (синий цвет), ε =
= 0,01 (красный цвет), ε = 0,05 (зеленый цвет), ε = 0,1 (черный цвет). В отличие от случаев
выше, эта зона 3-цикла устойчива к шуму и сохраняет режим порядка, что подтверждается по-
казателями Ляпунова.

Исследуем влияние случайного шума на 3-циклы из зоны 0,15 � σ � 0,51, а именно
для σ = 0,17 (рис. 11, а, б) и для σ = 0,45 (рис. 11, в, г). На рис. 11 представлена зависимость
распределения точек аттрактора от интенсивности шума. Отчетливо видно, что при увеличе-
нии интенсивности шума случайные состояния 3-цикла размываются и формируют случайное
распределение. Как видим, здесь, в отличие от рассмотренных выше случаев, показатель Ляпу-
нова при увеличении интенсивности шума остается отрицательным, то есть перехода к хаосу не
происходит.

В качестве заключительного этапа исследования сравним поведение показателей Ляпунова
(рис. 12) в зависимости от интенсивности шума для некоторых значений параметра σ, представ-
ляющих все три рассмотренные выше параметрические зоны порядка. Как видно на рис. 12, а,
регулярные аттракторы из первой (рис. 5) и второй (рис. 8) параметрических зон чувствитель-
ны к внешнему воздействию и наблюдается переход от порядка к хаосу. В третьей же зоне
(рис. 10), наоборот, при увеличении интенсивности шума порядок сохраняется (рис. 12, б). При
этом показатель Ляпунова для 3-цикла при σ = 0,17 более чувствителен к изменению шума, чем
при σ = 0,45.
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 11. Координаты случайных состояний системы (5) при μ1 = 1 и μ2 = 2,8 для 3-цикла с показателем
Ляпунова (красный): а), б) σ = 0,17; в), г) σ = 0,45

(а) (б)

Рис. 12. Показатели Ляпунова системы (5) при μ1 = 1 и μ2 = 2,8 для разных значений параметра связи σ
в зависимости от интенсивности шума

Заключение

В данной работе исследованы стохастические эффекты в двумерной метапопуляционной
модели с миграцией. Каждая из подсистем моделируется отображением Рикера, при этом рас-
сматривается случай, когда в условиях изоляции первая подсистема находится в равновесном
режиме, а вторая — в хаотическом. Для детерминированной модели проведен бифуркационный
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анализ и локализованы параметрические зоны периодических и хаотических режимов. Методами
прямого численного моделирования с использованием показателей Ляпунова исследованы сто-
хастические переходы от порядка к хаосу. В исследовании индуцированных шумом переходов
продемонстрированы возможности аналитического подхода, основанного на технике функции
стохастической чувствительности и методе доверительных областей. Проведен сравнительный
анализ воздействия случайных возмущений на циклы для трех зон порядка. Выявлены условия,
при которых происходит переход от периодического режима в хаотический. Показано, что для
достаточно больших значений коэффициента связи 3-цикл, описывающий установившийся ре-
жим динамики метапопуляции, является устойчивым к шуму, сохраняя свойство порядка. С био-
логической точки зрения это может быть обосновано неоднородными условиями среды, когда
две популяции имеют разный параметр естественного прироста, а также внутренним свойством
системы.
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