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Введение

Теория дифференциальных игр, как направ-
ление математической теории управления тесно 
связана с математической теорией оптимальных 
процессов, теорией игр, вариационным исчисле-
нием и теорией дифференциальных уравнений. 
Становление теории дифференциальных игр свя-
зано с именами Р. Айзекса [1], Л.С.Понтрягина [2, 
3], Е.Ф. Мищенко [4], Б.Н. Пшеничного [5], Кра-
совский Н.Н. [6] и многих других зарубежных и 
советских ученых. Начиная с работ А. Брайсона 
[7] дифференциальные игры с ненулевой суммой 
стали рассматриваться как задачи теории опти-
мального управления. В задачах дифференциаль-
ной игры с заданным интервалом управления с 

нулевой суммой и квадратичным функционалом 
качества синтез оптимальных управлений приво-
дит при их реализации к необходимости решать в 
темпе функционирования объектаскалярное диф-
ференциальное уравнение в частных производных 
Беллмана-Айзекса [8–10] с коэффициентами, зави-
сящими от состояния объекта. 

В настоящей статье задача дифференциальной 
игры с ограниченными возмущениями и возмож-
ностью представления исходной динамической 
системы с помощью SDC–метода [9,11] (StateDe-
pendentCoefficient, SDC) рассматривается для двух 
случаев: с заданным интервалом управления и с 
отрытым интервалом управления. Квадратический 
функционал и использование SDC-модели исход-
ной системы позволяют перейти от необходимости 
поиска решений скалярного дифференциально-
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го уравнения в частных производных (уравнение 
Беллмана-Айзекса) к матричному уравнению типа 
Риккати с параметрами, зависящими от состояния. 
Решение этого уравнения в темпе функциониро-
вания системы в общем случае является сложной 
задачей. В ряде случаев для решения такого урав-
нения можно использовать пакеты прикладных 
символьных исчислений (Mathematica, Piton). Для 
получения реализуемых решений в виде квазиоп-
тимальных управлений в статье предложен метод, 
основанный на поиске параметров субоптимально-
го регулятора для каждого (заданного) временного 
шага интервала управления (метод замороженных 
параметров уравнения). Этот метод можно отнести 
к методам, изложенным в [12] (FrozenRiccatiEqua-
tion, FRE).

Материал статьи представлен следующим об-
разом. В первом разделе осуществлена постановка 
задачи дифференциальной игры с квадратическим 
функционалом качества. Обосновывается условие 
представления исходной динамической системы 
управления ее SDC-моделью.

Во втором разделе отдельно рассматриваются 
задачи с заданным и открытым интервалах управ-
ления. Производится синтез управлений, доказы-
вается их оптимальность. Определяются условия 
существования решения дифференциальной игры 
с нулевой суммой. 

Для получения реализуемых решений в виде 
квазиоптимальных управлений в третьем разде-
ле статьи предложен метод, основанный на поис-
ке параметров субоптимального регулятора для 
каждого (заданного) временного шага интервала 
управления. Дана оценка расхождения оптималь-
ного и субоптимального решений.

В четвертом разделе в качестве иллюстрации 
полученных результатов приведено моделирова-
ние поведения нелинейной системы с двумя игро-
ками с открытым горизонтом управления.

1. Задача управления и SDC-модель системы

1.1. Формулировка задачи управления в 
общем виде
Уточним постановку задачи, рассмотрев дина-

мическую детерминированную нелинейную систему:

                       (1.1)

Здесь  – состояние системы; 

 
− множество возможных начальных ус-

ловий системы;  − выход систе-

мы;  – управление; 
 
−  

возмущение; 
 

− непре-
рывные матрицы-функции. Предполагается, что 
для всех x система (1.1) управляема и наблюдаема, 

. Кроме того, будем полагать, что функции

 
достаточно гладкие  

такие, что их любых  проходило 
бы одно и только одно решение уравнения (1.1) 

 и был бы единственным соответствую-
щий выход системы .

Предполагается, что неконтролируемое воз-
мущение w(t), которое может быть как детермини-
рованным, так и стохастическим, характеризуется 
следующим отношением:

,                (1.2)

где ,  для 
всех . Запишем (1.1) в виде . 

Рассматривая возмущение w(t), как действие 
некоторого игрока противодействующему успеш-
ному выполнению задачи управления, сформулиру-
ем задачу управления в ключе дифференциальной 
игры двух игроков Gu и Gw. Организация управлений 

 и  будет осуществляться с исполь-
зованием принципа обратной связи по состоянию.

Введем функционал качества дифференци-
альной игры:

 

                    (1.3)

Здесь симметрические матрицы Q и F,  по край-
ней мере, положительно полуопределенные. Ограни-
чения на управляющие воздействия будем учитывать 
при назначении положительно определенных матриц 
P и R. Дополнительные требования к значениям па-
раметров матриц R и P будут определены ниже.

Задача заключается в построении оптимальной 
стратегии с обратной связью для игроков Gu и Gw. 
Другими словами, задача заключается в нахождении 
управляющего воздействия u(t) для объекта (1.1), ми-
нимизирующего функционал вида (1.3) при соответ-
ствующем противодействии «управления» w(t).

1.2. SDC-модель системы
Представим систему (1.1) в несколько ином, 

эквивалентном виде. Для этого используем ме-
тод «расширенной линеаризации» или SDC-
параметризации (StateDependentCoefficient, [10]).

Предположение 1.1. Вектор-функция  
─ непрерывная дифференцируемая по , т.е. 

 и . 
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Предположение 1.2. Без потери общности 
положим, что условие  есть точка равно-
весия системы при  так, что  и

.
При выполнении сделанных предположений 

можно записать:

.              (1.4)

Естественно, такое представление f (x(t)) при 
n > 1, в виде (1.4) не является единственным [10]. 

Определение 1.1. Представление системы 
(1.1) в виде модели

                           (1.5)

является эквивалентным если матрицы 
 и  образуют 

управляемые пары, а матрицы  обра-
зуют наблюдаемую пару при всех возможных 

.
Определение 1.2. Будем называть представ-

ление нелинейной управляемой системы (1.1) в 
виде модели (1.5) SDC-представлением. 

Предположение 1.3. 
 

− 
матрицы  действительных переменных.

Предположение 1.4. SDC-представление 
нелинейной системы (1.1) в виде модели (1.5) 
является стабилизируемым (управляемым) в 
области , если пары , 

 стабилизируемы (управляемы) 
в линейном смысле для , т.е.

 
 

2. Синтез оптимальных и субоптимальных 
управлений

2.1. Задача с заданным временем  
переходного процесса
Решение задачи (1.1)-(1.3) существует на 

множестве Ωx, если существует непрерывная поло-
жительно определенная функция :

             (2.1)

для всех  и допустимых управлений  
и  [9, 10]. 

В общем случае значение назначаемой функ-
ции V есть решение задачи динамического про-
граммирования, связанное с дифференциальным 
уравнением первого порядка в частных произво-
дных Гамильтона-Якоби-Айзекса:

 (2.2)

                          
,

где H − гамильтониан 

 (2.3)

Оптимальное решение определяется выраже-
нием двухточечной краевой задачи [8,9]:

 (2.4)
Оптимальные управления определяются со-

отношениями:

,

,  .

Откуда

,  . (2.5)

Управления (2.5) описывают стратегию с об-
ратной связью для игроков Gu и Gw как функции 
текущего состояния.

Модель (1.5) системы (1.1) с управлениями 
(2.5) принимает вид:

                        (2.6)
где

. (2.7)

Предположение 2.1. Симметрическая матри-
ца (2.7) при всех , по крайней мере, положи-
тельно полуопределенная.

Справедливость Предположения 2.1 обеспе-
чивается соответствующим назначением матриц 
R и P. Действительно, так как в силу задачи на 
систему действуют ограниченные возмущения 

, то матрицу  штрафа P в 
функционале (1.3) для игрока Gw разумно назна-
чить в виде: . Тогда матрицу R сле-
дует назначать так, чтобы выполнялось Предполо-
жение 2.1.

Вспомогательная переменная λ (t) и ее краевое 
значение λ (T) будут определяться соотношениями:
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 (2.8)
Здесь

где ,  − i-строка матрицы  и 
 − символ кронекеровского произведения,

где ,  − i-строка матрицы  и 
 − символ кронекеровского произведения.

Перепишем уравнение (2.8) с учетом выше-
приведенных обозначений:

 (2.8)

Краевое условие для уравнения (2.8) опреде-
ляется соотношением:

.  (2.10)

Будем искать λ (t) в виде:

λ (t) = S (x(t))x(t) .                   (2.11)

Установим свойства матрицы S (x(t)). Для это-
го продифференцируем выражение (2.11):

   (2.12)

Подставляя в (2.12) выражение для  
(2.6), получим:

.       (2.13)

Сравнивая (2.9) и (2.13), будем иметь:

Если предположить, что S (x(t)) матрица оты-
скивается решением матричного уравнения Рикка-

ти с параметрами, зависящими от состояния (Stat-
eDependentRiccatiEquation, SDRE)

,                       (2.14)
то следующее уравнение должно отвечать усло-
вию оптимальности:

.           (2.15)
Краевое условие для дифференциального 

уравнения (2.15) получаем путем сравнения выра-
жений (2.10) и (2.11) в момент t = tf :

.                  (2.16)

Следуя [12] назовем условие (2.15)-(2.16) 
критерием оптимальности. Запишем субоптималь-
ные управления для системы (1.1):

.         (2.17)
Здесь матрица S (x(t)) является решением ал-

гебраического уравнения Риккати (2.14) с параме-
трами, зависящими от состояния.

Запишем систему (2.6) с управлениями (2.17):

                     (2.18)
Утверждение 2.2. Матрица 

н е от р и ц ат е л ь н о 
определенная. (здесь In – единичная матрица).

Доказательство. Введем функцию Ляпунова 
 в виде

,

где  – скалярная неубывающая 
функция.

Как следует из второй теоремы Ляпунова, что 
если выполняется следующее условие

        (2.19)

то система устойчива. Принимая во внимание 
(2.17), перепишем условие (2.18):

.(2.20)

Назначим  в виде 
. После 
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ряда трансформаций неравенство (2.19), с учетом 
(2.14), будем иметь вид:

 . (2.21)

Таким образом, условие устойчивости выпол-
няется, если матрица  
является неотрицательной.			   ■

Теорема 2.1. Пусть нелинейная система (1.1) 
представима динамической моделью (1.5) с линей-
ной структурой и параметрами, зависящими от 
состояния, и задан функционал (1.3). Пусть также 
положительно определенная матрица S  (x(t)) есть 
решение уравнения (2.14). Тогда субоптималь-
ные управления вида (2.17) существуют, и мини-
мальная стоимость в заданный момент окончания 
управляемого процесса определяется выражением

 (2.22)

Доказательство. Для отыскания значения 
функционала качества при оптимальных управлени-
ях (2.17) подставим в подинтегральную часть функ-
ционала (1.3) выражение , 
компенсировав вне интегральной части функциона-
ла следующими значениями:

.

Учитывая, что , подинте-
гральное выражение функционала после неболь-
ших вычислений принимает вид:

.

Таким образом, справедливость теоремы 2.1 
установлена.					     ■

Отметим [10, 11], что в случае линейной систе-
мы управленияc параметрами   

, матрица  
равна нулю, так как матрицы  в явном виде не 
зависят от x(t), и значение функционала с соответ-
ствующими оптимальными управлениями опреде-
ляется значением .

2.2. Задача с открытым горизонтом 
управления
Рассмотрим задачу слежения для нелинейных 

инвариантных во времени систем. В этом случае 
время окончания переходного процесса неогра-
ниченно возрастает, матрицы Q, R, P постоянны и 
положительно определены. Все результаты будут 
приближенными и справедливыми лишь для очень 
больших значений времени окончания переходно-
го процесса tf. 

SDC-модель исходной системы (1.1) имеет 
вид:

                        (2.23)
Запишем функционал качества:

 (2.24)

Оптимальные управления в рассматриваемом 
случае имеет вид:

             (2.25)

где матрица  является решением алгебраи-
ческого матричного уравнения:

 

                         (2.26)
Запишем уравнение системы (1.1) с управ-

лениями (2.25):

                      (2.27)

Отметим, что, как было показано в Разде-
ле 2.1, управления (2.25), синтезированные с ис-
пользованием SDRE-метода, реализуют локаль-
но асимптотическое устойчивое решение задачи 
дифференциальной игры в замкнутой форме для 
системы, представленной моделью (2.23). Однако 
асимптотическая стабилизация может не иметь 
место в исходной нелинейной системе (2.27) с син-
тезированными SDRE-методом управления и про-
извольным начальным состоянием x0 (глобальная 
асимптотическая стабилизация).

3. Метод построения регулятора  
с квазипостоянными параметрами 

Основная проблема реализации управлений 
вида (2.25) заключается в сложности нахождения 
матрицы S  (x(t)), как решения уравнения (2.26) в 
темпе функционирования объекта.Для получения 
реализуемого решения задачи управления нели-
нейным объектом вида (1.1) будет применен ме-
тод замороженных коэффициентов [12]. Интервал 
управления  разобьем на N отдельных 
подынтервалов . 

Значения матриц 
,   

 определенных в точках ,  
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используются при вычислении положительно 
определенной матрицы с постоянными параметра-
ми 

               (3.1)
Таким образом, управления в каждом подын-

тервале будут иметь вид:

.                       (3.2)

Система с (1.1) с управлениями (3.2) в ка-
ждом из подинтервалов  
описывается уравнением:

.                    (3.3)
Отметим, что количество подинтервалов N, 

которое определяет длительность по времени ин-
тервала , зависит как от самого существа 
задачи управления, так и от возможности устрой-
ства по реализации вычислений матрицы Si по 
формуле (3.1).

Утверждение 3.1. При увеличении количе-
ства подинтервалов разбиения, т.е. при уменьше-
нии самих подинтералов , следует сле-
дующее:  и

.             (3.4)

Доказательство. Запишем рассогласование 
 решений 

уравнений

в интервале управления .
Пусть

где матрицы A и П с постоянными элементами об-
разуют управляемую пару, а положительно опре-
деленная матрица S есть решение алгебраического 
матричного  уравнения Риккати:

.

Определим ошибку рассогласования траекто-
рий  и :

или, отмечая что 
 
и 

 
симметрические матри-

цы,

                             (3.5)

где

Запишем решение уравнения (3.5) в интерва-
ле  с учетом того, что матрица  – 
действительная с постоянными элементами:

.

Накопленное значение ошибки рассогласова-
ния в момент  определяется формулой

 (3.6)

так как .
Перепишем равенство (3.6) в виде

,

откуда 

.  (3.7)

Учитывая, что действительные корни харак-
теристической матрицы  являются отрица-
тельными, можно назначить такие положительные 
постоянные (T.H. Gronwall) G и β что 

. (3.8)

Очевидно, что значение  
зависит как от величины подынтервала ,  
так и от значений матрицы  в каждом 
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из подинтервалов. Учитывая (3.4), отметим, что 
. Следовательно, можно 

найти такое число , что 

.                (3.9)
Таким образом, выражение (3.7) с учетом 

(3.8) и (3.9), имеет вид:

	
	

Пусть , тогда

или, учитывая, что в рассматриваемом случае t0 = 0,

.      (3.10)

Таким образом, норма рассогласования 
 траекторий  и   в заданном интерва-

ле времени управления  с N подинтерва-
лами поиска матрицы  отвечает 
условию:

.

Как видно,  в конце интервала управ-
ления зависит от количества подынтервалов N или, 
что то же самое, от длинны подынтервала τ.

Таким образом, справедливость Утверждения 
1 установлена.					     ■

Отметим, что значение функционала каче-
ства (3.24) при управлении нелинейным объектом 
(1.1) с использованием его математической модели 
(2.23) и управлениями (3.2), имеющим квазипосто-
янные параметры, вычисляется по формуле [10]:

.

4. Пример
Не вдаваясь в физический смысл, рассмо-

трим пример из [13], существенно усложнив его за 
счет постановки задачи вывода и сопровождения 
по заданной траектории при условии действия воз-
мущений. Исследуемый нелинейный объект опи-
сывается дифференциальным уравнением:

                 (4.1)
Параметры объекта имеют следующие но-

минальные значения:  

Уровень возмущений w(t) по отношению к 
начальным условиям составляет порядка 20% по 
каждой координате. Таким образом, при единич-
ной дисперсии случайного процесса w(t) пара-
метры матрицы D имеют следующие значения: 

.
Модель объекта (4.1) с параметрами, завися-

щими от состояния, имеет вид:

 (4.2)

Здесь

 

             (4.3)

Введем функционал качества

,        (4.4)

где положительно определенный параметр Q со-
держит информацию о начальном условии систе-
мы (4.1).

Учитывая тот факт, что матрица 
 должна быть, по крайней 

мере, положительно полуопределенной, и прини-
мая во внимание значения дисперсии возмуще-
ния и параметров матриц  и , назначим в (4.4) 

 и  (здесь  единичная матрица). Таким 
образом, матрица П имеет вид:

.

Для получения реализуемого решения задачи 
управления нелинейным объектом вида (4.1) ин-
тервал управления  разобьем на 5 от-
дельных подинтервалов , т.е. τ = 1.

Таким образом, следует находить значение 
матрицы Si в 5 точках переходного процесса:

 .

                   (4.5)
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Переходные процессы определяются решени-
ем уравнения

На рис. 1 и 2 представлены графики управле-
ний  и w(t) соответствен-
но.Изменение параметров регуляторов происходит  
в моменты  и .

Рис. 1. Управление 

Рис. 2. Управление w(t)

На рис. 3–5 представлены графики переход-
ных процессов ,  и .

Рис. 3. Переходный процесс 

Рис. 4. Переходный процесс 

Рис. 5. Переходный процесс 

Как следует из представленных графиков си-
стема (4.1) стабилизируется управлением u(t) при 
противодействии w(t).

Заключение

В отличие от известных работ в настоящей 
статье рассматривается задача синтеза оптималь-
ных управлений для нелинейного объекта в поста-
новке дифференциальной игры с нулевой суммой. 
Линейность структуры преобразованной нелиней-
ной системы и квадратичный функционал качества 
позволяют при синтезе оптимальных управлений, 
т.е. параметров регуляторов, перейти от необходи-
мости поиска решений уравнения Беллмана-Ай-
зекса к уравнению типа Риккати с параметрами, 
зависящими от состояния. Синтезированные 
управления обеспечивают SDC-модели свойство 
асимптотической устойчивости и позволяют опре-
делить соотношение наложенных на управления 
ограничений, при котором обеспечивается условие 
существования дифференциальной игры с нуле-
вой суммой. Основная проблема реализации опти-
мального управления связана с проблемой поиска 
решения уравнения Риккати с параметрами, зави-
сящими от состояния, в темпе функционирования 
объекта. Для решения этого уравнения в работе 
предложен метод субоптимальных управлений с 
квазистационарными значениями параметров (ме-
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тод замороженных коэффициентов). Дана оценка 
расхождения оптимального и субоптимального 
решений. В качестве иллюстрации полученных ре-
зультатов приведено моделирование поведения не-
линейной системы с двумя игроками с открытым 
горизонтом управления.
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Synthesis Control of a Nonlinear Dynamic Object with Limited Perturbations  
and Using the SDC-Method

Ladjal Brahim
Moscow Institute of Electricians and Mathematics National Research University 
Higher School of Economics, Moscow, Russia

Abstract. The optimal control problem in the differential game problem with restrictions on the       control. 
The problem of optimal control under the action of bounded perturbations is formulated for a class of dynamical 
systems whose nonlinear objects are representable as objects with a linear structure and state-dependent 
parameters. The introduced quadratic functional allows us to consider the problem with the use of methods 
of differential games with zero sum. The linearity of the structure of the transformed nonlinear system and the 
quadratic quality functional allow for the synthesis of optimal controls, i.e. parameters of regulators, go from the 
need to search for solutions to the Bellman-Isaacs equation to an equation of the Riccati type with state-dependent 
parameters. The synthesized controls provide the SDC-model with the property of asymptotic stability and make 
it possible to determine the ratio of the constraints imposed on the controls, under which the condition for the 
existence of a differential game with zero sum is ensured. The main problem of implementing optimal control 
is related to the problem of finding a solution to the Riccati equation with state-dependent parameters at the rate 
of operation of the object. To solve this equation, a suboptimal control method with quasi-stationary values of 
the parameters is proposed. An estimate of the discrepancy between optimal and suboptimal solutions is given. 
Example will be provided to illustrate the effectiveness and of FRE technique for design of nonlinear systems 
based feedback controllers.
Keywords: extended linearization method, Bellman-Isaacs equation, Riccati equation with state-dependent 
parameters.
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