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Введение

Дифференциальные уравнения дробного по-
рядка находят большое количество применений в 
современных исследованиях механики, теоретиче-
ской физики и прикладной математики. Являются 
мощным инструментом для описания систем, ко-
торые обладают памятью и нелокальностью, про-
цессов, протекающих во фрактальных средах, за-
дач тепло – и массопереноса и во многих других 
областях науки. Этим и объясняется столь повы-
шенный интерес к дифференциальным уравнени-
ям дробного порядка [1–4].

Многие процессы в сложных системах обла-
дают нелокальностью и характеризуются долго-
срочной памятью. Дифференциальные уравнения 
с нелокальными краевыми условиями позволяют 
описывать некоторые из этих характеристик.

Нелокальными краевыми задачами приня-
то называть такие, в которых вместо задания ре-
шения или его производных на фиксированной 
части границы задается их связь со значениями 

тех же функций на иных внутренних или гра-
ничных многообразиях [5, c. 135]. Работы А.М. 
Нахушева положили начало исследованию кра-
евых задач с операторами дробного порядка в 
краевых условиях.

В работе [6] исследована первая краевая за-
дача для нелинейного уравнения теплопроводно-
сти с дробной производной Капуто по времени. 
Построена разностная схема, устойчивость раз-
ностной схемы доказана методом гармоник Фу-
рье. Краевым задачам, содержащих дробные про-
изводные с нелокальными условиями, посвящены 
работы [7–9]. В них методом энергетических не-
равенств получены априорные оценки в диффе-
ренциальной и разностной трактовке. Априорные 
оценки в дифференциальной форме получены в 
работах [10,11], используя метод энергетических 
неравенств. Из полученных оценок следует един-
ственность и непрерывная зависимость решения 
поставленных задач от начальных данных. Раз-
ностные методы решения краевых задач и апри-
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орные оценки в разностной форме получены в 
работах [12,13]. В них построены разностные 
схемы для рассматриваемых задач, исследована 
устойчивость разностной схемы с помощью мето-
да энергетических неравенств, из которой следует 
сходимость разностных схем.

Данная работа посвящена исследованию 
уравнения теплопроводности с дробной производ-
ной Капуто по пространственной переменной и 
с нелокальными краевыми условиями, в которых 
также содержится дробный оператор. На осно-
ве метода энергетических неравенств получены 
априорные оценки в дифференциальной и в раз-
ностной форме, из которых и следует единствен-
ность и устойчивость решения по правой части и 
начальным данным, а также сходимость решения 
разностной задачи к решению исходной диффе-
ренциальной задачи.

1. Постановка задачи

В области { }TtlxtxD ≤≤≤≤= 0,0:),(  рас-
смотрим начально краевую задачу: 

Ttlx ≤<<< 0,0 ;                          (1)

     (2)

где  дробная про- 
 
изводная Капуто порядка ,α .10 <<α

Будем предполагать, что решение 
)(),( 1,1 DCtxu ∈  задачи (1)-(2) существует, где 

−)(, DC nm класс функций, непрерывных вместе со 
своими частными производными порядка m по x 
порядка и порядка n по t на D. Также для коэффи-
циентов уравнения (1) выполняются условия: 

  

xtxk ),( , ,,,),(,),(,),( 221 ctxrtxrtxq x ≤ββ  

где ,0,, 210 >ccc  .12 cc >                (3)

2. Априорная оценка

Лемма 1. Для любой абсолютно непрерыв-
ной на [0,T] функции )(tv  справедливо неравен-
ство [11]:

 
.

Для того, чтобы получить априорную оцен-
ку для решения задачи (1)-(2) умножим скалярно 
уравнение (1) на :),(),(),( 0 txutxktxv x

α∂=

   (4)

где ∫=
l

abdxba
0

,),(  

Будем использовать константы  
,...2.1.0=i , которые зависят только от входных 

данных исследуемой задачи.
Преобразуем слагаемые, входящие в тож-

дество (4), используя ε неравенство Коши-Бу-
няковского, формулу суммирования по частям и 
Лемму 1:

        (5)

,
2
1),( 2

00
0

00 vvdxvvv x

l

xx
ααα ∂≥∂=∂ ∫            (6)

 (7)

       (8)

.
2
1

2
1),( 2

0

2

0
0

vffvdxvf
l

+≤= ∫             (9)

C учетом проведенных преобразований (5)-
(9) приходим к неравенству:

 .        (10)

Проведем оценку второго слагаемого правой 
части (10), используя неравенства:

 
.

Также имеет место оценка [15]

,)(),( 2

0

2

0
2 ucutlu x εε +≤

 
где , а также:
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Тогда имеем:

    (11)

Проведем оценку последнего слагаемого ле-
вой части (11):

               (12)

Подставляя (12) в (11) и выбирая ,
 
по-

лучим: 

Из тождества (4) с учетом проведенных выше 
преобразований (5)-(12) и подставляя вместо ),( txv  значение ),(),( 0 txutxk x

α∂ , приходим к неравенству:

 (13)

Проинтегрируем (13) по τ от 0 до t 

с учетом оценки 

получим неравенство: 

  (14)

где .2

0

2

0

2

),0(
uuu xlC

+=
На основании леммы 1.1 [15, с.152] из (14) 

получим:

    (15)

где M – константа, которая зависит только от вход-
ных данных. 

Таким образом, имеет место следующая тео-
рема.

Теорема 1. Если выполняются  условия (3), то 
для решения задачи (1), (2) справедлива априорная 
оценка (15), из которой следует единственность и 
непрерывная зависимость решения задачи (1), (2) 
от входных данных.

3. Разностная схема, аппроксимирующая 
краевую задачу

В области { }TtlxtxD ≤≤≤≤= 0,0:),(   введем 
по переменной x и t равномерную сетку с шагом h 
по x и τ по t:

Точное решение задачи (1), (2) обозначим че-
рез ),,( nm

n
m txuu =  а приближенное решение – че-

рез ),( nm
n
m txyy = . Тогда для дробной производной 

)),().(( 00 txutxK xx
αα ∂∂  в точках nm ttxx == ,  имеет ме-

сто разностная аппроксимация [16]:

где 
,11

1,
αα −
−

−
+− −= kmkmkm xxC

,11
1,

αα −
−

−
+− −= ikikik xxC αα −

+−
−
+−+ −= 1

1
1

2,1 ikikik xxC . 
На равномерной сетке τωh  дифференциаль-

ной задаче (1), (2) поставим в соответствие раз-
ностную схему порядка аппроксимации )( τ+hO :
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              (16)

                   (17)

где

,1 kkk UUU −=∆ +  ,),( 0 ytxkU
kxnkk

α∆=

=ty  
τ

n
m

n
m yy −+1

, ,1

h
yyy

n
m

n
m

x
−

= +  n
myy = , 

,1 yy n
m

=+  ),( nm txf=ϕ , ),( nm txrR = ,  

 .2,1=i

4. Устойчивость и сходимость разностной 
схемы

Исследование на устойчивость разностной 
схемы (16), (17) будем проводить методом энерге-
тических неравенств [17, c. 341]. Введем скаляр-
ное произведение и норму для сеточных функций 
в виде: 

∑
−

=

=
1

1

,),(
N
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N
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2 .]],(

Лемма 2. Для любой функции y(x,t) опреде-
ленной на сетке τωh , справедливо неравенство [18]:

Умножим выражение (16) скалярно на 
ytxkU

kxnkk
α
0),( ∆= :

 (18)
Преобразуем слагаемые равенства (18) с уче-

том Леммы 2, неравенства Коши-Буняковского и 
разностной формулы интегрирования по частям:

,
2
1

2
1),( 2

0

2

0 ktkt UyUy +≤               (19)

,
2
1),( 2

000 UUU
kk xkx

αα ∆≥∆                 (20)

      (21)

            (22)

.
2
1

2
1),( 2

0

2

0 kk UU +≤ ϕϕ                (23)

C учетом проведенных выше преобразований 
(19)–(23) приходим к неравенству:

 (24)

Справедлива следующая лемма.
Лемма 3. Для любой функции y(x), заданной 

на сетке ωh, справедливо неравенство [19]:

] ,11max 2

0

2

0

2

1
y

l
yy xmMm







 ++≤

≤≤ ε
ε

где ε – произвольная положительная постоянна, l – 
длина интервала, на котором введена сетка ωh.

Второе слагаемого в правой части (24) оце-
ним, используя Лемму 3, а также воспользуемся 
разложением функции hyy += 01

 
в ряд Тейлора 

по степеням h: 

,001 ζyhyhyy ′+≈+=

где ζ  – некоторая точка, расположенная в интер-
вале )0,0( h+ :

Подставляя полученное значение в (24), име-
ем

   (25)

Перейдем к оценке второго слагаемого левой 
части неравенства (25):

.

Применяя Лемму 2 имеем: 
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Подставляя полученные значения в (25) и  
выбирая  , приходим к неравенству:

    (26)

Преобразуем, второе слагаемое в левой части 
неравенства (26):

После подстановки полученной оценки, нера-
венство (26) примет вид:

где                 (27)

Просуммируем (27) по s от 0 до j;

 (28)

Оценим первое слагаемое правой части нера-
венства (28):

Пользуясь известным неравенством 
 , имеем:

   (29)

Следовательно, после подстановки (29) в (28) 
получим:

 (30)

Оценим теперь первые выражения правой ча-
сти (30):

По аналогии для выражения 

тогда учитывая полученные оценки, после неслож-
ных преобразований из (30) имеем:

     (31)

где .ˆ 2

0

2

0

2

0* yyy +=  

Из (30) на основании леммы [20, с. 171] при  
 

6
0 2

1
M

=τ  получим, что для всех τ ≤ τ0 имеет место  
 
неравенство:

  (32)
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где M – константа, которая не зависит от τ и h.
Таким образом, имеет место следующая тео-

рема.
Теорема 2. Пусть выполнены условия (3), 

тогда для решения разностной задачи (16), (17), 
при достаточно малом τ ≤ τ0, справедлива априор-
ная оценка (32).

Из априорной оценки (32) следует един-
ственность и устойчивость решения разностной 
задачи (16), (17) по начальным данным и правой 
части.

Рассмотрим погрешность разностной схемы 
(16), (17). Пусть u(x,t)

 
решение задачи (1), (2), а 

m
nmn ytxy =),(  решение разностной задачи (16), 

(17). Обозначим через m
n

m
n

m
n uyz −= погрешность 

аппроксимации. Подставим m
n

m
n

m
n uzy +=  в (16), 

(17) получим для m
nz  задачу:

               (33)

                  (34)

где )( hO += τψ ,  )(2 hOv += τ  – по-
грешности аппроксимации дифференциальной за-
дачи (1), (2) разностной схемой (16), (17).

Применяя априорную оценку к решению за-
дачи (33), (34), получим неравенство:

 (35)

где ,ˆ 2

0

2

0

2

0* zzz +=  M-констант, которая не зави-
сит от τ и h.

Из априорной оценки (35) следует сходимость 
решения разностной задачи (16), (17) к решению 
дифференциальной задачи (1), (2). Существует та-
кое τ0, что при τ ≤ τ0 справедлива оценка:

Заключение

Исследована нелокальная краевая задача для 
уравнения теплопроводности с дробной производ-
ной Капуто. Методом энергетических неравенств 
получена априорная оценка в дифференциальной 
форме, из которой следует единственность и не-
прерывная зависимость решения задачи от вход-
ных данных. Построена разностная схема, аппрок-
симирующая краевую задачу с первым порядком 
аппроксимации. Доказана устойчивость решения 
по начальным данным и правой части, используя 
метод энергетических неравенств. Также доказана 
сходимость разностной схемы к решению исход-
ной задачи. 
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Abstract. In a rectangular domain, a nonlocal boundary value problem is studied for the heat equation with a 
fractional Caputo derivative with variable coefficients. An a priori estimate in differential form is obtained by 
the method of energy inequalities. A difference scheme is constructed that approximates the boundary value 
problem with the first order. An analog of the a priori estimate in difference form is obtained. The obtained a 
priori estimates imply the uniqueness and stability of the solution with respect to the initial data and the right-
hand side. The convergence of the difference scheme to the solution of the original problem is proved.
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