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Аннотация. Рассматривается ускорение итерационных алгоритмов, которые
встречаются при решении задач математической физики, математического
моделирования, обработки изображений и других. В программной реализации
таких алгоритмов лежат гнёзда циклов (участки программы, состоящие из
вложенных циклов). Такие гнёзда циклов ускоряются при помощи комбинации
оптимизирующих преобразований, включающих тайлинг, метод гиперплоскостей
и распараллеливание на общую память. Обосновывается эквивалентность
комбинации используемых преобразований программ.

Предлагается и обосновывается метод изменения порядка обхода тайла. Метод
даёт ускорение за счёт увеличения количества чтений данных из регистров,
вместо чтений из более медленной памяти. С учётом этого метода получена
формула вычисления оптимальных размеров тайлов.

Представленной в статье цепочкой преобразований достигается ускорение в 1.4
раза большее, чем в известном алгоритме оптимизации, реализованном в системе
PLUTO. Приводятся численные эксперименты, которые в некоторых случаях
на процессоре с 8 ядрами демонстрируют ускорение относительно исходных
последовательных программ более чем на порядок. Результаты статьи могут
использоваться для ручной и автоматизированной оптимизации программ.
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Введение

Рассматривается ускорение алгоритмов, которые встречаются при
решении задач математической физики, математического моделиро-
вания, обработки изображений и других. В программной реализации
рассматриваемых алгоритмов лежат гнёзда циклов (участки программы,
состоящие из вложенных циклов) итерационного типа. Отдельные преобра-
зования, которые используются для оптимизации таких гнёзд циклов
описаны во многих работах. В частности, теория оптимизации гнёзд
циклов представлена в работах M. Lam [1], M. Wolf [1,2], U. Banerjee [2],
U. Bondhugula [5], L. Lamport [4] и основывается на преобразованиях
пространства итераций в форме полиэдра. Автоматизация некоторых
ключевых преобразований, используемых в данной работе, реализована
в некоторых системах, таких как Polly LLVM1, PLUTO2, PolyMage [5] и
др. В работах U. Bondhugula приводится подход к оптимизации гнёзд
циклов итерационного типа. Этот подход автоматизирован в системе
PLUTO. В статье [14] рассматривается подход к распараллеливанию гнёзд
циклов итерационного типа с использованием алгоритма, основанного
на преобразованиях «скошенный тайлинг» и «метод гиперплоскостей».

Данная работа рассматривает представленный в [10], [14] алгоритм
распараллеливания гнёзд циклов итерационного типа для вычисли-
тельных систем с общей памятью. Расширяет его дополнительными
преобразованиями (перестановка циклов внутри тайла, линеаризация [16],
вынос инвариантных выражений) и даёт теоретическое обоснование его
эквивалентности.

Описывается метод изменения обхода точек тайла, повышающий
временную локальность данных. Изменение обхода точек тайла достига-
ется за счёт перестановки циклов. Обосновывается целесообразность
использования этого метода. Приводится модель вычисления оптимальных
размеров тайлов, которая подтверждается численными экспериментами.

Численные эксперименты выполнения программ, преобразованных
при помощи алгоритма, описанного в данной работе, демонстрируют
ускорение относительно их исходных последовательных версий. Например,
ускорение алгоритма Гаусса-Зейделя для численного решения обобщенной
задачи Дирихле уравнения Лапласа составляет 16.32 раза. Достигнутый
результат превосходит в 1.4 раза ускорение, полученное при помощи

1Polly - Polyhedral optimizations for LLVM. URL https://polly.llvm.org/.
2PLUTO - An automatic parallelizer and locality optimizer for affine loop nests.

URL https://pluto-compiler.sourceforge.net/.

https://polly.llvm.org/
https://pluto-compiler.sourceforge.net/
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оптимизирующей системы PLUTO. Ускорение достигается посредством
дополнительных преобразований, повышающих временную локальность
данных. Также приводится ускорение, достигаемое описанным алгоритмом
с использованием дополнительных преобразований.

Результаты статьи могут использоваться при разработке быстрых
программ и оптимизирующих компиляторов.

1. Преобразования программ для ускорения целевых алгоритмов

Приведём некоторые определения для лучшего понимания результатов
работы. Будут использоваться описания известных типов зависимости:
истинная, антизависимость, циклически порожденная зависимость и
другие термины теории преобразований программ [12].

Вхождением переменной будем называть всякое появление переменной
в тексте программы вместе с тем местом (строка и позиция имени
переменной в строке) в программе, в котором эта переменная появилась.
Всякому вхождению (при конкретном значении индексного выражения для
массивов) соответствует обращение к некоторой ячейке памяти. Например,
на рисунке 1 изображен текст программы, в которой присутствуют три
вхождения массива u.

Генератор (out, output)— вхождение, при котором происходит запись в
ячейку памяти.

Использованиями (in, input) называются остальные вхождения
переменных.

Граф информационных зависимостей — это ориентированный граф,
вершины которого соответствуют вхождениям переменных, а дуга (u, v)

соединяет пару вершин, если эти вхождения порождают информационную
зависимость (обращаются к одной и той же ячейке памяти), причем
вхождение u раньше обращается к общей ячейке памяти, чем v, и хотя бы
одно из этих вхождений является генератором.

Информационная зависимость между вхождениями называется
циклически независимой (loop independent dependence), если эти вхождения
обращаются к одной и той же ячейке памяти на одной и той же итерации
цикла. Иначе зависимость называется циклически порожденной (loop
carried dependence), а цикл называется создающим такую зависимость.

Носителем информационной зависимости называют цикл, создающий
эту зависимость, которая является циклически порожденной. Носители
нумеруются от внешнего цикла к внутреннему, начиная с нуля. Для одной
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циклически порождённой зависимости может быть несколько циклов,
которые её создают. Обозначим множество носителей - carriers.

Рассмотрим граф информационных зависимостей (рисунок 1) гнезда
циклов. Для каждой дуги графа вычислим множество зависимостей:

carriers(ui,j , ui,j) = (0), carriers(ui,j , ui−2,j−1) = (0, 1),

carriers(ui−2,j−1, ui,j) = (0), carriers(ui,j , ui+1,j−1) = (0),

carriers(ui+1,j−1, ui,j) = (0, 1).

for (k=0; k<N; k++) {
    for (i=0; i<N; i++) {
        for (j=0; j<N; j++) {

            u[i][j]=u[i+1][j-1]+u[i-2][j-1];
        }
    }
}

Рисунок 1. Граф информационных зависимостей трехмерного
гнезда циклов

Рассмотрим гнездо из n+ 1 вложенных друг в друга циклов. Про-
нумеруем операторы циклов в этом гнезде в соответствии с порядком
вложенности, начиная с самого внешнего цикла. Обозначим счетчик
j-го цикла— Ij , где j от 0 до n. Множество значений, которые может
принимать вектор счетчиков циклов I = (I0, I1, . . . , In) в указанном гнезде,
называется пространством итераций данного гнезда.

Если сделать раскрутку всех циклов гнезда, то получим код без
циклов, состоящий из множества блоков, каждый из которых является
копией тела исходного гнезда циклов. Каждая такая копия тела гнезда
циклов соответствует набору значений счетчиков циклов гнезда.

Будем обозначать копию вхождения v в раскрутке исходного гнезда
циклов при значениях счетчиков I ′ = (I ′0, I

′
1, . . . , I

′
n) следующим образом:

v(I ′0, I
′
1, . . . , I

′
n) или v(I ′) и называть представителем данного вхождения.

Для анализа и преобразований многомерных циклов используются
решетчатые графы [15]. Приведём определение элементарного решетчатого
графа из статьи [11].

Пусть Х - это m-мерный массив, тогда будем рассматривать вхожде-
ние ХF (I), где F (I) - отображение пространства итераций в n-мерное
целочисленное пространство индексов массива X, а I - точка простран-
ства итераций. Далее отображение F будем рассматривать аффинным.
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Например, для вхождения Xi1−i2,i3+2 при размерности пространства
итераций n = 3 и размерности массива X m = 2, отображение будет иметь
вид: F (i1, i2, i3) = (i1 − i2, i3 + 2).

Пусть в гнезде циклов имеется пара зависимых вхождений XF (I) и
XG(J), и этой паре соответствует некоторая дуга графа информационных
зависимостей (XF (I), XG(J)) (листинг 1). Для этой дуги определим
элементарный решетчатый граф (F,G). Вершины решетчатого графа—
точки пространства итераций гнезда циклов. Пусть (I, J)— пара точек
пространства итераций и I < J (лексикографический порядок, то
есть I раньше J). Дуга (I, J) принадлежит графу, если F (I) = G(J)
и для любой точки пространства итераций K, для которой K < J и
F (K) = G(J), выполняется K <= I. Иными словами, вершина I является
лексикографическим максимумом множества всех таких точек K, для
которых F (K) = G(J) и K < J . Если для любой переменной в теле
гнезда циклов есть не более одного генератора, то существует взаимно
однозначное соответствие между дугами графа (F, G) и не ложными
дугами графа информационных зависимостей раскрутки всех циклов
гнезда [11].

Листинг 1. Гнездо циклов с вхождениями массива Х

f o r ( i n t I = a ; I < b ; I++) {
X[ F( I ) ] = . . .

. . .
. . . = X[G( I ) ]

}

В каждую точку пространства итераций входит не более одной
дуги элементарного решетчатого графа, соответствующей дуге (X[F (I)],
X[G(J)]) графа информационных зависимостей.

Далее будем рассматривать решетчатый граф программы как объеди-
нение элементарных решетчатых графов.

Если в гнезде n циклов, то пространство итераций, т. е. множество
наборов значений векторов счетчиков циклов после раскрутки образует
подмножество целочисленной решетки n-мерного пространства. Поэтому
графы информационных зависимостей между копиями тела гнезда циклов,
естественно, называть решетчатыми [11].

Обозначим u(i1, i2, . . . , id) представитель вхождения u в теле гнезда
циклов с координатами (i1, i2, . . . , id). Также u(i1, i2, . . . , id) будем обозна-
чать семейство вершин решетчатого графа, соответствующих вхождению
u.
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Пример 1. Рассмотрим гнездо циклов.

f o r ( i =1; i <=3; i=i +1)
f o r ( j =1; j <=3; j=j +1)

a [ j ] = a [ j +1] ;

Для этого гнезда циклов вхождению aj+1 соответствуют 9 пред-
ставителей в раскрутке обоих циклов этого гнезда, каждой из которых
соответствует точка пространства итераций решетчатого графа.
Этому вхождению соответствует семейство представителей a(i, j).
При этом, например, a(2, 3) = «a4», a(3, 1) = «a2».

Результат полной раскрутки гнезда циклов

// i = 1
a [1]= a [ 2 ] ; // j = 1
a [2]= a [ 3 ] ; // j = 2
a [3]= a [ 4 ] ; // j = 3

// i = 2
a [1]= a [ 2 ] ; // j = 1
a [2]= a [ 3 ] ; // j = 2
a [3]= a [ 4 ] ; // j = 3

// i = 3
a [1]= a [ 2 ] ; // j = 1
a [2]= a [ 3 ] ; // j = 2
a [3]= a [ 4 ] ; // j = 3

Решетчатый граф, построенный ОРС для примера 1, показан на
рисунке 2.

j

i0 1

1

2 3

3

2

Рисунок 2. Решетчатый граф примера 1. Красная дуга - дуга
антизависимости, зелёная - истинной зависимости, синяя -
выходной зависимости
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Скашивание (Loop Skewing) [7] — преобразование, которое изменяет
пространство итераций гнезда циклов: вектор счетчиков нового гнезда
циклов I ′ равен вектору счетчиков исходного гнезда I умноженного
на нижнетреугольную матрицу skew с единицами на главной диагонали:
I ′ = skew×I. Число f , которое находится в строке m и в столбце k (k < m)
будем называть параметром скашивания цикла номер k относительно
цикла под номером m.

Матрица skew преобразования «скашивание циклов» для двумерного
гнезда циклов имеет вид:

skew =
(︁
1 0
f 1

)︁
.

Преобразование «скашивание циклов» (Loop Skewing) является
эквивалентным.

На рисунке 3 представлено изменённое пространство итераций
двумерного гнезда циклов после скашивания.

j

i

(а) до скашивания

j

i

(б) после скашивания при f = 1

Рисунок 3. Последовательность выполнения итераций дву-
мерного гнезда циклов

Понятие вектор расстояния (distance vector) [6] относится к дуге
графа информационных зависимостей. Вектор расстояния зависимости
используется для определения параметров скашивания гнезда циклов для
последующего корректного выполнения прямоугольного тайлинга.

Приведём определение вектора расстояний (distance vector) дуги
информационной зависимости.

Пусть в графе информационных зависимостей гнезда из n циклов есть
дуга (u, v). Тогда существует такая пара представителей u(i′1, i

′
2, . . . , i

′
n),

v(i′′1 , i
′′
2 , . . . , i

′′
n) для которых есть дуга в решетчатом графе. Заметим,

что таких пар представителей может быть много. Рассмотрим разность
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векторов счетчиков циклов (i′′1 − i′1, i
′′
2 − i′2, . . . , i

′′
n − i′n). Если значение этой

разности одинаково для всех таких дуг (u(i′1, i
′
2, . . . , i

′
n), v(i

′′
1 , i

′′
2 , . . . , i

′′
n))

соответствующих (u, v), то будем называть эту разность вектором
расстояния (distance vector) дуги информационной зависимости (u, v).

Гнездо циклов итерационного типа — это такое гнездо циклов [13],
которое обладает следующими свойствами. Внешний цикл отвечает за
обход итераций, а внутренние за расчёт шаблона вычислений, который
повторяется на итерациях внешнего гнезда. В данной работе рассматрива-
ются такие гнёзда циклов итерационного типа, которые являются тесными
и в тело которых входят только операторы присваивания, безындексные
переменные, константы, массивы в стиле языка C; массивы имеют
линейные индексные выражения вида i + целочисленная константа,
где i счетчик одного из циклов. Более точно, в теле итерационного
гнезда циклов (LoopBody(i1,i2,...,in)) могут присутствовать генераторы
вида ai1−c1,i2−c2,...,in−cn , (где c1, c2, . . . , cn — целочисленные константы), в
которых последовательность индексов массива (i1 − c1, i2 − c2, . . . , in − cn)
соответствует последовательности счетчиков гнезда циклов (i1, i2, . . . , in).
Тогда использования этой же переменной u в правой части оператора
присваивания должны иметь вид: ai1−d1,i2−d2,...,in−dn

, где d1, d2, . . . , dn —
целочисленные константы. Общий вид такого гнезда циклов представлен
в листинге 2. Из-за наличия информационных зависимостей ни один
цикл данного гнезда не может выполняться параллельно. Поэтому перед
распараллеливанием надо выполнить преобразование.

Листинг 2. Гнездо циклов итерационного типа

f o r ( i n t i 0 = 0 ; i 0 < i t e r a ; i 0++)
f o r ( i n t i 1 = a1 ; i 1 < b1 ; i 1++)

f o r ( i n t i 2 = a2 ; i 2 < b2 ; i 2++)
. . .

f o r ( i n t i n = an ; i n < bn ; i n++) {
LoopBody ( i1 , i2 , . . . , i n ) ;

}

Сформулируем понятие вектора расстояния для информационных
зависимостей в гнезде циклов итерационного типа. В случае гнезда
итерационного типа массивы, генераторы которых входят в тело гнезда,
имеют размерность на единицу меньше, чем количество циклов гнезда.

Пусть размерность гнезда циклов итерационного типа равна n+ 1, u и
v— вхождения n-мерного массива a, образующие дугу информационной
зависимости (u, v) = (ai1−c1,i2−c2,...,in−cn , ai1−d1,i2−d2,...,in−dn

). Счетчик
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внешнего цикла (имеющего порядковый номер 0), вычисляющего итера-
ции алгоритма, не входит в индексные выражения массивов (согласно
определению гнезда циклов итерационного типа). Тогда существует
такая пара представителей, для которых есть дуга в решетчатом графе
(u(i′0, i

′
1, i

′
2, . . . , i

′
n), v(i

′′
0 , i

′′
1 , i

′′
2 , . . . , i

′′
n)).

Рассмотрим вектор длины n+ 1 разностей векторов счетчиков циклов
(i′′0 − i′0, i

′′
1 − i′1, i

′′
2 − i′2, . . . , i

′′
n − i′n). Все координаты, начиная с первой, не

зависят от выбора пары представителей u, v. А нулевая координата, всегда
неотрицательна (поскольку дуга информационной зависимости направлена
от u к v). Тогда определим для гнезда циклов итерационного типа вектор
расстояний дуги информационной зависимости (u, v) формулой

dist(ai1−c1,i2−c2,...,in−cn , ai1−d1,i2−d2,...,in−dn
)

= (1, d1 − c1, d2 − c2, . . . , dn − cn).

Рассмотрим пример 1. Для дуги истинной информационной зависимости
(aj , aj+1) вектор расстояний = (1, -1).

Скашивание меняет векторы расстояний информационных зависимо-
стей: матрица преобразования «скашивание циклов» для примера 1 имеет
вид

( 1 0
1 1 ) ,

вектор расстояний для дуги истинной информационной зависимости (aj ,
aj+1) после скашивания будет иметь вид

( 1 0
1 1 )×

(︁
1
−1

)︁
= ( 10 ) .

Метод гиперплоскостей (Loop Wavefront) [4] — это преобразование
гнезда циклов, которое меняет обход точек пространства итераций
следующим образом. Пространство итераций разбивается на параллельные
гиперплоскости (с общим вектором нормали). Гиперплоскости обходятся
в том порядке, который указывает вектор нормали. Точки, находящиеся
на одной гиперплоскости, обходятся в лексикографическом порядке.

В данной работе, для преобразования гнёзд итерационного типа, метод
гиперплоскостей будет применяться поэтапно к парам соседних циклов.

Преобразование метод гиперплоскостей является комбинацией пре-
образований скашивание и перестановка циклов [1]. Применяется к
паре соседних циклов (один из которых непосредственно вложен во
второй). Условие эквивалентности метода гиперплоскостей сводится
к условию эквивалентности перестановки циклов после скашивания.
Если все информационные зависимости в гнезде циклов имеют векторы
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расстояний и эти векторы не имеют отрицательные координаты, то
перестановка циклов эквивалентна [2].

Метод гиперплоскостей выполняется таким образом, чтобы точки
находящиеся на одной гиперплоскости были информационно независимы,
что позволяет выполнять их параллельно.

Тайлинг (Loop Tiling, Loop Blocking) [1, 8] — это преобразование
программ, которое разбивает пространство итераций исходного гнезда
цикла параллельными плоскостями (гиперплоскостями) на блоки (тайлы)
меньшего размера и просматривает точки пространства итераций поблочно.
Прямоугольный тайлинг — это тайлинг у которого блоки являются
прямоугольными параллелепипедами, грани которых перпендикулярны
соответствующим координатным осям, см. рисунок 4.

j

i

Рисунок 4. Пространство итераций двумерного гнезда циклов
после тайлинга. Дуги показывают порядок выполнения точек
пространства итераций. Точки, принадлежащие одному тайлу
обведены.

Чтобы прямоугольный тайлинг оставался эквивалентным преобразова-
нием должны отсутствовать информационные зависимости, для которых
вектор расстояний имеет отрицательные координаты [2].

Листинг 3. Гнездо циклов полученное после применения
тайлинга с размерами блоков d1, d2 к двумерному гнезду
циклов

f o r ( i i = 0 ; i i < N1/d1 ; i i ++)
f o r ( j j = 0 ; j j < N2/d2 ; j j ++)

f o r ( i = i i ∗d1 ; i < ( i i +1)∗d1 ; i++)
f o r ( j = j j ∗d2 ; j < ( j j +1)∗d2 ; j++)

LoopBody ( i , j ) ;
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Скошенный тайлинг (Skewed Loop Tiling) [1]— преобразование, которое
является комбинацией скашивания и прямоугольного тайлинга (см.
рисунок 5).

j

i

Рисунок 5. Пространство итераций двумерного гнезда циклов
после скошенного тайлинга. Дуги показывают порядок выпол-
нения точек пространства итераций. Точки, принадлежащие
одному тайлу, обведены.

Листинг 4. Гнездо циклов полученное после применения
скошенного тайлинга с размерами блоков d1, d2 и параметром
скашивания = 1 к двумерному гнезду циклов

f o r ( i i =0; i i <(N−in i tN −1)/d1+1; i i ++)
f o r ( j j =0; j j <((M−in i tM )+(N−i n i tN )−2)/d2+1; j j ++)

f o r ( i= i i ∗d1 ; i<min ( ( i i +1)∗d1 , N−i n i tN ) ; i++)
f o r ( j j j =max( i , j j ∗d2 ) ;

j j j <min ( ( j j +1)∗d2 , (M−in i tM)+ i ) ; j j j ++)
LoopBody ( i , j j j − i ) ;

Гнёзда циклов, для которых прямоугольный тайлинг не применим,
можно преобразовывать, используя скошенный тайлинг, поскольку за
счёт скашивания изменяются векторы расстояний информационных
зависимостей.

Инвариант цикла — это выражение, значение которого не меняется при
каждом прохождении цикла. Предварительное вычисление инвариантов до
выполнения цикла может увеличить производительность.

Вынос инвариантных выражений из циклов — это преобразование,
которое находит инварианты в цикле и выносит их за пределы цикла.

2. Алгоритм оптимизации гнёзд циклов итерационного типа

Опишем процесс оптимизации гнёзд циклов с применением приведён-
ных ранее преобразований. На вход алгоритму подается программа на
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языке C, содержащая тесное гнездо циклов итерационного типа.
Алгоритм оптимизации итерационных гнёзд циклов:

(1) Вычисление параметров скашивания на основе анализа информаци-
онных зависимостей;

(2) Применение скашивания (если необходимо) и тайлинга;
(3) Перестановка циклов внутри тайла для повышения временнóй

локальности данных;
(4) Применение метода гиперплоскостей;
(5) Применение прагм OpenMP для параллельного выполнения тайлов.

Результатом применения алгоритма является преобразованная про-
грамма на языке С.

Автоматизация описанного алгоритма реализована в Оптимизирующей
распараллеливающей системе (ОРС)3.

2.1. Вычисление параметров преобразований на основе анализа
информационных зависимостей

Для определения подходящего алгоритма тайлинга (прямоугольный
или скошенный) проводится анализ дуг графа информационных зависимо-
стей. Для каждой дуги вычисляется вектор расстояний (distance vector).
Если хотя бы в одном векторе расстояний присутствуют отрицательные
координаты, то перед применением тайлинга выполняется скашивание.

2.2. Вычисление матрицы скашивания

Пусть на графе информационных зависимостей некоторого гнезда
циклов присутствуют k дуг информационной зависимости. Анализируются
векторы расстояний этих дуг.

Рассмотрим дугу информационной зависимости (u, v).
Пусть n— количество циклов в гнезде. Определим массив carriers(u, v)

носителей [12] дуги (u, v). Поскольку рассматриваются тесные гнёзда
циклов, все вхождения переменных находятся в самом внутреннем цикле.
Это означает, что для информационных зависимостей, которые порождены
этими вхождениями, все циклы гнезда могут являться их носителями. Это
означает, что элементы массива carriers(u, v) принимают значения от нуля
до n− 1, нумерация циклов производится от внешнего к внутреннему.

3Оптимизирующая распараллеливающая система: URL http://www.ops.rsu.ru/.

http://www.ops.rsu.ru/
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Пусть distm = dist(u, v)m, где m от 0 до n−1, номер отрицательной ко-
ординаты вектора расстояний дуги (u, v). В таком случае нужно выполнить
скашивание циклов с номерами, которые являются элементами массива
carriers(u, v), относительно цикла с номером m; параметр скашивания
f = |distm |. В результате получим композицию скашиваний. Матрица
этой композиции — s. Пусть S множество таких матриц скашиваний,
построенных для каждой дуги информационной зависимости. Тогда
сформируем результирующую матрицу скашивания skew элементы которой
вычисляются по формуле: skewi,j = max(s1i,j , s

2
i,j , . . . , s

k
i,j), где s1, s2, . . . , sk

принадлежат множеству S.

Пример 2. Рассмотрим вычисление матрицы скашивания для гнезда
циклов, представленного на рисунке 1. В данном гнезде присутствуют 5
дуг графа информационных зависимостей, которые могут повлиять на
эквивалентность выполнения тайлинга: две дуги антизависимости,
две дуги истинной зависимости и одна дуга выходной зависимости.
Вычислим для них векторы расстояний (dist) и массивы носителей
зависимости (carriers):

Дуга информационной
зависимости

Вектор расстояний
информационной

зависимости (dist)

Массив носителей
информационной

зависимости (carriers)

(ui,j , ui,j) (1, 0, 0) (0)

(ui,j , ui−2,j−1) (1, 2, 1) (0, 1)

(ui−2,j−1, ui,j) (1,−2,−1) (0)

(ui,j , ui+1,j−1) (1,−1, 1) (0)

(ui+1,j−1, ui,j) (1, 1,−1) (0, 1)

Векторы расстояний дуг

(ui−2,j−1, ui,j), (ui,j , ui+1,j−1), (ui+1,j−1, ui,j)

имеют отрицательные координаты. Вычислим для каждой дуги матрицу
скашивания.

Вектор расстояний дуги (ui−2,j−1, ui,j) имеет две отрицательные
координаты

dist(ui−2,j−1, ui,j)1 = −2, dist(ui−2,j−1, ui,j)2 = −1.

Носитель информационной зависимости— цикл под номером 0. Значит
нужно выполнить два скашивания: цикла под номером 0 относительно
цикла под номером 1 с параметром скашивания 2 (матрица скашивания
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1 0 0
2 1 0
0 0 1

)︂
); цикла под номером 0 относительно цикла под номером 2 с

параметром скашивания 1 (матрица скашивания
(︂

1 0 0
0 1 0
1 0 1

)︂
). Тогда матрица

композиции скашиваний равняется:(︂
1 0 0
2 1 0
0 0 1

)︂
×
(︂

1 0 0
0 1 0
1 0 1

)︂
=

(︂
1 0 0
2 1 0
1 0 1

)︂
.

После скашивания с такой матрицей все координаты вектора расстоя-
ний рассматриваемой дуги станут неотрицательными:

(︂
1 0 0
2 1 0
1 0 1

)︂
×
(︂

1
−2
−1

)︂
=

(︂
1
0
0

)︂
.

Замечание 1. Для любой матрицы скашивания, у которой элементы
ниже главной диагонали не меньше, чем элементы полученной матрицы
скашивание тоже приведёт к неотрицательным координатам вектора
расстояний.

Вектор расстояний дуги (ui,j , ui+1,j−1) имеет одну отрицательную
координату dist(ui,j , ui+1,j−1)1 = −1. Носитель информационной зави-
симости— цикл под номером 0. Значит нужно выполнить скашивание
цикла под номером 0 относительно цикла под номером 1 с параметром
скашивания 1. Матрица скашивания =

(︂
1 0 0
1 1 0
0 0 1

)︂
. После скашивания с такой

матрицей все координаты вектора расстояний рассматриваемой дуги
станут неотрицательными:(︂

1 0 0
1 1 0
0 0 1

)︂
×
(︂

1
−1
1

)︂
=

(︂
1
0
1

)︂
.

Вектор расстояний дуги (ui+1,j−1, ui,j) имеет одну отрицательную
координату dist(ui+1,j−1, ui,j)2 = −1. Носители информационной за-
висимости— циклы под номером 0 и 1. Значит нужно выполнить два
скашивания: цикла под номером 0 относительно цикла под номером 2
с параметром скашивания 1 (матрица скашивания

(︂
1 0 0
0 1 0
1 0 1

)︂
); цикла под

номером 1 относительно цикла под номером 2 с параметром скашивания 1
(матрица скашивания

(︂
1 0 0
0 1 0
0 1 1

)︂
); Тогда матрица композиции скашиваний =(︂

1 0 0
0 1 0
1 0 1

)︂
×
(︂

1 0 0
0 1 0
0 1 1

)︂
=

(︂
1 0 0
0 1 0
1 1 1

)︂
.

После скашивания с такой матрицей все координаты вектора расстоя-
ний рассматриваемой дуги станут неотрицательными:(︂

1 0 0
0 1 0
1 1 1

)︂
×
(︂

1
1

−1

)︂
=

(︂
1
1
1

)︂
.



Обоснование методов ускорения гнёзд циклов итерационного типа 77

Получим результирующую матрицу скашивания выбрав максимальные
значения для каждой пары координат матриц(︂

1 0 0
2 1 0
1 0 1

)︂(︂
1 0 0
1 1 0
0 0 1

)︂(︂
1 0 0
0 1 0
1 1 1

)︂
:
(︂

1 0 0
2 1 0
1 1 1

)︂
.

Замечание 2. Скашивание должно применяться по строкам
матрицы скашивания (по строкам, сверху-вниз). Так например, для
матрицы скашивания

(︂
1 0 0
2 1 0
1 1 1

)︂
:

(1) применяется скашивание с матрицей
(︂

1 0 0
2 1 0
0 0 1

)︂
;

(2) применяются скашивания с матрицами
(︂

1 0 0
0 1 0
1 0 1

)︂
и
(︂

1 0 0
0 1 0
0 1 1

)︂
в произ-

вольном порядке.

2.3. Применение тайлинга

Основываясь на анализе информационных зависимостей применяется
прямоугольный тайлинг в комбинации со скашиванием, если требуется.

Параметрами прямоугольного тайлинга является целочисленный
массив размеров тайлов (tile_sizes), который задаётся пользователем.
Размер массива tile_sizes равен количеству циклов гнезда.

Параметры для скошенного тайлинга: целочисленный массив размеров
тайлов (tile_sizes), матрица скашивания (skew). В начале к циклам гнезда
применяется композиция скашиваний, определяемая матрицей skew. Затем
применяется прямоугольный тайлинг с размерами тайлов (tile_sizes).

2.4. Перестановка циклов внутри тайла для повышения временнóй
локальности данных

Для повышения временнóй локальности данных при вычислении тайла
используется преобразование «перестановка циклов» (Loop Interchange).
Его условия эквивалентности описаны в [2]. В данном случае, после
применения тайлинга, условия эквивалентности выполняются (т.к. все
векторы расстояний не будут иметь отрицательных координат).

Выбираются циклы, отвечающие за обход тайла. Определяется самый
вложенный цикл (innermost loop) и переставляется с вышестоящими
посредством преобразования «перестановка циклов», чтобы выбранный
цикл стал внешним. До перестановки обход точек тайла проводился
по целым точкам сечений тайла параллельным нижней грани. После
перестановки обход производится по целым точкам сечений тайла
параллельным боковой грани ближайшей к началу координат.
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На рисункe (6) проиллюстрировано изменение порядка обхода итераций,
которое получается после применения описанной перестановки.

j

i

(а) до применения перестановки
циклов, отвечающих за обход внутри

тайла

j

i

(б) после применения перестановки
циклов

Рисунок 6. Порядок выполнения итераций двумерного гнезда
циклов; точки— точки пространства итераций, дуги— порядок
выполнения точек; красным выделены блоки (тайлы)

Данное преобразование может повышать временную локальность
за счёт того, что вычисленные на предыдущих итерациях данные
используются на следующих до того, как будут вытеснены из кэш-памяти
и регистров. Ускорение, которое достигается описанной перестановкой,
демонстрируется в параграфе 3.5 на примере алгоритма Гаусса-Зейделя
для решения обобщённой задачи Дирихле уравнения Лапласа. Для данной
задачи была выбрана матрица скашивания skew =

(︂
1 0 0
1 1 0
1 1 1

)︂
.

Для данной задачи определим откуда считываются данные при
вычислении одного тайла без перестановки и с перестановкой. Обозначим
M время чтения из оперативной памяти, C - из кэш-памяти и R из
регистров.

Для алгоритма Гаусса-Зейделя двумерной задачи Дирихле уравнения
Лапласа, на каждой итерации производится вычисление элемента массива
на основе его соседних элементов

ui,j =
ui−1,j + ui+1,j + ui,j−1 + ui,j+1

4
.

Таким образом выполняется 4 чтения из памяти.
Модель чтения данных для первого случая, когда обход точек тайла

осуществляется по горизонтальным плоскостям (сечениям), представлена
в таблицах 1, 2.

Модель чтения данных для второго случая, при котором обход точек
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Таблица 1. Чтение данных первого сечения при выполнении
по горизонтальным сечениям

Чтения Количество точек
Первая выполняемая точка тайла 4M 1

Край сечения— нижний R+ 3M a− 1

Край сечения— левый 2C + 2M b− 1

Внутренние точки сечения 2C +R+M ab— (a+ b− 1)

Таблица 2. Чтение данных последующих сечений при выпол-
нении по горизонтальным сечениям

Чтения Количество точек
Первая выполняемая точка тайла 2C + 2M c− 1

Край сечения— нижний R+ C + 2M (c− 1)(a− 1)

Край сечения— левый 3C +M (c− 1)(b− 1)

Внутренние точки сечения R+ 3C (c− 1)(a− 1)(b− 1)

тайла осуществляется по плоскостям (сечениям) параллельным боковой
грани тайла, представлена в таблицах 3, 4.

Таблица 3. Чтение данных первого сечения при выполнении
по боковым сечениям

Чтения Количество точек
Первая выполняемая точка тайла 4M 1
Край сечения— нижний C + 3M a− 1

Край сечения— левый 2R+ 2M b− 1

Внутренние точки сечения C + 2R+M ab— (a+ b− 1)

Во втором случае, при обходе точек тайла по боковым сечениям, для
внутренних точек будет больше чтений данных их регистров, чем в первом
случае. Это увеличивает временную локальность данных и даёт ускорение.

2.5. Применение метода гиперплоскостей и прагм OpenMP для
параллельного выполнения тайлов

Основная идея алгоритма, ускоряющего вычисление гнезд циклов
итерационного типа, состоит в том, чтобы параллельно выполнять не
отдельные точки пространства итераций, а блоки (тайлы) таких точек. На
начальных этапах алгоритма производится анализ информационных
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Таблица 4. Чтение данных последующих сечений при выпол-
нении по боковым сечениям

Чтения Количество точек
Первая выполняемая точка тайла 2C + 2M c− 1

Край сечения— нижний 2C + 2M (c− 1)(a− 1)

Край сечения— левый 2R+ C +M (c− 1)(b− 1)

Внутренние точки сечения 2R+ 2C (c− 1)(a− 1)(b− 1)

зависимостей и, если требуется, выполняется скашивание. Получаем такое
гнездо циклов, в котором для каждой информационной зависимости
вектор расстояний не имеет отрицательных координат, что позволяет
применять тайлинг.

После выполнения тайлинга, можно концептуально построить фак-
тор-граф решетчатого графа по тайлам, т. е. вершинами такого фак-
тор-графа являются тайлы. Дуга между вершинами фактор графа
существует, если между точками тайлов, соответствующих этим вершинам,
присутствует дуга информационной зависимости.

Покрываем вершины фактор-графа семейством параллельных гипер-
плоскостей. Удобно брать семейство гиперплоскостей с вектором нормали,
имеющим все координаты единицы: (1, 1, . . . , 1) (рисунок 7), поскольку

j

i

Рисунок 7. Фактор-граф по тайлам. Блоки— вершины фак-
тор-графа. Фактор-граф покрыт семейством параллельных
гиперплоскостей с вектором нормали = (1, 1). Блоки, находя-
щиеся на одной гиперплоскости, выделены одним цветом.

тогда получаются гиперплоскости более насыщенные тайлами, что
выгодно для распараллеливания. Приведём обоснование того, что тайлы,
лежащие в таких гиперплоскостях, попарно не связаны информационными
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зависимостями.

Теорема 1. После применения тайлинга тайлы, лежащие на одной
гиперплоскости с вектором нормали (1, 1, . . . , 1), попарно не связаны
информационными зависимостями, и, следовательно, могут выполняться
параллельно.

Доказательство. Рассмотрим двумерный случай. Предположим,
что существует пара, лежащих в одной гиперплоскости, информационно
зависимых вершин фактор-графа решетчатого графа по тайлам. Тогда
в соответствующих тайлах есть точки u = (a, b), v = (c, d) пространства
итераций, между которыми есть дуга решетчатого графа (u, v), соответ-
ствующая некоторой дуге графа информационных зависимостей. Эта дуга
решетчатого графа имеет вектор расстояния dist(u, v) = (c− a, d− b).
Покажем, что этот вектор будет иметь отрицательную координату.

Пусть d1, d2 - размеры тайлов, (x1, y1), (x2, y2)— координаты этих
тайлов на фактор-графе к которым принадлежат вхождения u, v соответ-
ственно, тогда выполняются неравенства:

x1d1 ≤ a < (x1 + 1)d1 y1d2 ≤ b < (y1 + 1)d2

x2d1 ≤ c < (x2 + 1)d1 y2d2 ≤ d < (y2 + 1)d2

Поскольку (x1, y1), (x2, y2) координаты тайлов лежащих на одной
гиперплоскости с вектором нормали (1, 1), (x2 − x1) + (y2 − y1) = 0.
Обозначим n = x2 − x1, тогда y2 − y1 = −n,

x1d1 ≤ a < (x1 + 1)d1 y1d2 ≤ b < (y1 + 1)d2

(x1 + n)d1 ≤ c < ((x1 + n) + 1)d1 (y1 − n)d2 ≤ d < ((y1 − n) + 1)d2

Из этого при n ≥ 1 следует, что a < c и b > d, т.е. c− a > 0 и d− b < 0.
При n < 1 выполняется a > c и b < d т.е. c− a < 0 и d− b > 0. Получается,
что одна из координат вектора расстояний будет отрицательной.

□

Следствие 1. Применение метода гиперплоскостей с вектором
нормали (1, 1, . . . , 1) и последующее распараллеливание является эквива-
лентными.

Для того чтобы покрыть вершины фактор-графа семейством парал-
лельных гиперплоскостей, с выбранным вектором нормали (1, 1, . . . , 1),
выполняется следующая последовательность действий.
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(0) Для гнезда циклов (размерности n+ 1), после применения тайлинга
(размерность гнезда 2(n+ 1)), выбираются циклы, отвечающие за
обход тайлов (первые n+ 1 циклов преобразованного гнезда).

(1) Из выбранных циклов определяется внутренний, с порядковым
номером n (нумерация циклов от 0). Переменной K присвоим номер
n.

(2) Преобразование Loop Wavefront, с входным параметром равным 1
(параметр скашивания), применимо к циклам под номерами K,
K − 1. Порядковый номер выбранного цикла K, после применения
преобразования, будет равняться K − 1.

(3) Если порядковый номер выбранного цикла K не равняется нулю, то
переходим к пункту (2).

(4) Циклы с номерами от 1 до n отвечают за обход тайлов лежащих на
одной гиперплоскости. К ним можно применить распараллеливание,
например, за счёт добавления прагм OpenMP.

После применения описанного алгоритма может быть применено пре-
образование линеаризация выражений, которое дополнительно повышает
производительность.

3. Эквивалентность алгоритма оптимизации итерационных гнёзд
циклов

Теорема 2. Алгоритм оптимизации итерационных гнёзд циклов
является эквивалентным.

Доказательство. Алгоритм состоит из преобразований: скашивание,
тайлинг (гнездование циклов, перестановка циклов), перестановка циклов,
метод гиперплоскостей (скашивание, перестановка циклов). Расширение
алгоритма, дополняет представленный алгоритм преобразованиями
«линеаризация» и «вынос инвариантных выражений». Доказательство
эквивалентности алгоритма сводится к доказательству эквивалентности
каждого преобразования последовательности.

Скашивание и гнездование не меняют порядок обращения к памяти, а
потому являются эквивалентными. Если все информационные зависимости
в гнезде циклов имеют векторы расстояний и эти векторы не имеют
отрицательные координаты, то перестановка циклов эквивалентна [2,9].
Для проверки эквивалентности тайлинга производится анализ информаци-
онных зависимостей. При наличии зависимостей, имеющих отрицательные
координаты вектора расстояний, выполняется с соответствующими
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параметрами скашивание так, чтобы все векторы расстояний имели
неотрицательные координаты. Эквивалентность метода гиперплоскостей
обосновывается теоремой 1. «Линеаризация» и «вынос инвариантных
выражений» являются эквивалентными преобразованиями. Таким образом
описанный алгоритм оптимизации итерационных гнёзд циклов и его
расширение являются эквивалентными. □

4. Численные эксперименты

Численные эксперименты были проведены на компьютере с процессо-
ром Intel i7-9700 (Coffee Lake), тактовая чистота 3,00 GHz, 8 ядер, размер
кеш-памяти: L1 — 256 Kb; L2 — 2 Mb; L3 — 12 Mb. В качестве компилятора
использовался GCC-6.3.0-1 с опцией -O3. Ускорение вычислялось по
формуле:

Ускорение =
Время выполнения исходной программы

Время выполнения преобразованной программы
.

4.1. Про выбор оптимальных размеров тайлов

Рассмотрим выбор оптимальных размеров тайлов для алгоритма
Гаусса-Зейделя решения двумерной задачи Дирихле уравнения Лапласа
(листинг 5). Размерность задачи 256× 4000× 4000, тип данных double.
Компилятор gcc, опция компилятора -О3. Применялся скошенный тайлинг
с матрицей скашивания skew =

(︂
1 0 0
1 1 0
1 1 1

)︂
и перестановка циклов внутри

тайла.

Листинг 5. Основное гнездо циклов алгоритма Гаусса-Зейделя
для решения задачи Дирихле уравнения Лапласа

f o r ( t =0; t<=T−1; t++)
f o r ( i =1; i<=N−2; i++)

f o r ( j =1; j<=N−2; j++)
u [ i ] [ j ] = ( u [ i −1] [ j ]+u [ i +1] [ j ]+

u [ i ] [ j −1]+u [ i ] [ j +1 ] ) /4 . 0 ;

При тайлинге ускорение достигается за счет того, что некоторые
данные при вычислении точек тайла читаются много раз, причем все
чтения, кроме первого происходят из кэш-памяти или регистров. Например,
в коде листинга (листинг 5) к ячейке памяти, в которой хранится элемент
массива u3,7, программа обращается при значениях вектора счетчиков
циклов (t, i, j) при вычислении не только элемента массива u3,7, но и
элементов u2,7 u4,7 u3,6 u3,8. Идея оптимизации вычисления гнезд циклов
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итерационного типа состоит в том, чтобы, не завершив вычисления одной
итерации t, начинать вычисление следующей итерации (t+ 1), пока в
кэш-памяти находятся необходимые для вычислений данные.

Пусть d1, d2, d3 — размеры тайлов двумерной задачи (трехмерное
гнездо циклов). Пронаблюдаем влияние разных размеров тайлов на
ускорение. Зафиксируем d2 = 50, d1 = (32 либо 64). Оценим влияние
размера d3 на ускорение (таблица 5).

Таблица 5. Влияние величины d3 на ускорение программы из
подраздела 4.1 при последовательном выполнении

d3

d1 = 32 d1=64
Время

выполнения
(сек)

Ускорение
Время

выполнения
(сек)

Ускорение

4 3,823 2,915 3,643 3,059
8 3,359 3,318 3,257 3,421

16 3,142 3,547 3,028 3,680
20 3,088 3,609 2,990 3,727
25 3,064 3,637 2,951 3,777
40 3,007 3,706 2,880 3,869
50 2,984 3,735 2,869 3,884
80 2,959 3,766 2,815 3,959

100 2,932 3,801 2,813 3,961
125 2,920 3,816 2,825 3,944
200 2,899 3,844 2,755 4,045
250 2,895 3,849 2,754 4,046
400 2,907 3,833 2,754 4,046
500 2,887 3,860 2,731 4,080

1000 2,877 3,873 2,723 4,092
2000 2,876 3,875 2,709 4,114

При последовательном выполнении преобразованной программы
наблюдается постепенное увеличение ускорения в пределах 1.1 секунды и
при увеличении значения прирост уменьшается. Это связанно с затратами
на вычисление первого сечения тайла. Данные для первого сечения
подгружаются из оперативной памяти, а для последующих— большая
часть из кэш-памяти и регистров (таблицы 3, 4), чтобы компенсировать
затраты на инициализацию значение должно быть как можно больше.

Таблица 6 иллюстрирует влияние размера d3 при параллельном
выполнении на 16 потоках.
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Таблица 6. Влияние величины d3 на ускорение программы из
подраздела 4.1 при распараллеливании на 16 потоков

d3

d1 = 32 d1=64
Время

выполнения
(сек)

Ускорение
Время

выполнения
(сек)

Ускорение

4 1,400 7,957 1,223 9,111
8 1,013 11,004 0,947 11,769

16 0,849 13,125 0,799 13,946
20 0,817 13,645 0,758 14,696
25 0,776 14,352 0,722 15,425
40 0,650 17,132 0,605 18,406
50 0,654 17,033 0,617 18,071
80 0,692 16,093 0,664 16,786

100 0,702 15,882 0,663 16,812
125 0,654 17,038 0,639 17,449
200 0,691 16,130 0,672 16,577
250 0,615 18,124 0,605 18,430
400 0,807 13,804 0,751 14,841
500 0,573 19,460 0,558 19,969

1000 0,970 11,483 0,891 12,512
2000 1,727 6,453 1,585 7,028

При распараллеливании наблюдается влияние значения d3 на ускоре-
ние преобразованной программы. Наблюдается корреляция изменения
ускорения для d1 = 32 и d1 = 64.

Предлагается теоретически оптимальное значение d3 равным d2,
которое подтверждается численными экспериментами, приведёнными
в таблице 7.

Определим гипотезу для вычисления размеров d1 и d2.
Для алгоритма Гаусса-Зейделя двумерной задачи Дирихле уравнения

Лапласа тайл представляет собой целые точки параллелепипеда в про-
странстве Z3. Для вычислений, соответствующих внутренним точкам
такого параллелепипеда все используемые данные уже использовались
при вычислении этого же тайла. Эти ранее использованные данные
находятся в кэш-памяти и некоторые даже в регистрах, если между
повторными использованиями одного данного объем использованных
других данных меньше объема кэш-памяти (не происходит вытеснения,
данного из кэш-памяти).

Таким образом, объем данных между двумя использованиями одного и
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Таблица 7. Результаты оптимизации программы из подразде-
ла 4.1

Число потоков Последовательно 16 потоков

Размеры блоков Время
выполнения Ускорение Время

выполнения Ускорение

d1 = 32, d2 = 25, d3 = 25 3,605 3,11 0,752 14,90
d1 = 32, d2 = 40, d3 = 40 3,075 3,64 0,649 17,26
d1 = 32, d2 = 50, d3 = 50 2,982 3,76 0,651 17,21
d1 = 32, d2 = 80, d3 = 80 2,954 3,79 0,677 16,55
d1 = 32, d2 = 100, d3 = 100 3,088 3,63 0,687 16,31
d1 = 64, d2 = 20, d3 = 20 3,373 3,32 0,707 15,84
d1 = 64, d2 = 25, d3 = 25 3,200 3,50 0,688 16,28
d1 = 64, d2 = 40, d3 = 40 2,852 3,93 0,600 18,67
d1 = 64, d2 = 50, d3 = 50 2,884 3,88 0,603 18,57
d1 = 64, d2 = 80, d3 = 80 2,914 3,84 0,652 17,19
d1 = 64, d2 = 100, d3 = 100 3,038 3,69 0,662 16,92

того же данного должен быть не более объема кэш-памяти. Объем памяти
между двумя использованиями одного и того же данного обозначим
V . Если мы хотим минимизировать количество промахов к L1-кэш, то
должно выполняться неравенство

V ≤ |L1|(*)

После перестановки циклов внутри тайла циклы гнезда обхода тайла
расположены так, чтобы выполнение тайла проводилось по сечениям,
параллельным боковой грани параллелепипеда с длинами ребер d1 и d2.

В этом случае количество точек трех соседних сечений (данные
которых участвуют при вычислении среднего сечения в алгоритме) равно
d1d2 + 2(d1 + d2) и, в соответствии с (*), должно выполняться условие:
V ≤ (d1d2 + 2(d1 + d2)) = ((d1 + 2)(d2 + 2)— 4) ≤ |L1|

Границей сечения является прямоугольник со сторонами d1 и d2.
При фиксированной площади прямоугольника длина (количество точек)
границы будет минимальна. Если стороны этого прямоугольника равны:
d1 = d2. d1 = d2 ≤

√︁
|L1|+ 4− 2. Здесь V — объединение целых точек

трех сечений параллелепипеда (тайла).
Для процессора, на котором проводились вычисления, объем L1 =

32КБ на ядро процессора, тогда количество чисел двойной точности
(double, 8 байт), которые могут находиться в L1 равно 4096. Следовательно
теоретические оптимальные размеры d1 и d2: d1 = d2 ≤ 62 числа типа
double.
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Численные эксперименты показали при наиболее близких значениях
размеров тайла d1 = 64, d2 = 50, d3 = 50 ускорение 18,57, которое
незначительно отличается от лучшего ускорения 18,67 при d1 = 64, d2 = 40,
d3 = 40 (таблица 7).

Таким образом подтверждается гипотеза о размерах тайлов d1, d2.

4.2. Сравнение с оптимизирующей распараллеливающей системой
PLUTO

Проведено сравнение времени выполнения программ, полученных
путём преобразования алгоритма Гаусса-Зейделя для решения обобщённой
задачи Дирихле с использованием алгоритма, описанного в статье и
реализованного в ОРС, и системой PLUTO.

Листинг 6. Основное гнездо циклов алгоритма Гаусса-Зейделя
для решения обобщенной задачи Дирихле уравнения Лапласа

f o r ( t =0; t<=T−1; t++)
f o r ( i =1; i<=N−2; i++)

f o r ( j =1; j<=N−2; j++)
u [ i ] [ j ] = (A[ i ] [ j ] ∗ u [ i −1] [ j ]+

B[ i ] [ j ] ∗ u [ i +1] [ j ]+
C [ i ] [ j ] ∗ u [ i ] [ j −1]+
D[ i ] [ j ] ∗ u [ i ] [ j +1]+
y0 [ i ] [ j ] ) / 5 . 0 ;

Рассмотрен алгоритм Гаусса-Зейделя для численного решения обоб-
щённой задачи Дирихле (листинг 6). Размерность задачи: 256— количество
шагов алгоритма, 2000× 2000— размер сетки. Тип данных float. Время
выполнения исходного последовательного алгоритма: 7,0792 сек.

Наибольшее ускорение (в 16.32 раза) гнезда циклов, описанного в
листинге, достигается алгоритмом, реализованным в ОРС, с размерами
блоков 64× 50× 50. В то время как программа преобразованная, используя
PLUTO, показывает своё лучшее ускорение (в 11.34 раза) на блоках
меньшей размерности d1 × d2 × d3 = 8× 8× 8 (рисунок 8). Эта разница
обусловлена тем, что разработанный алгоритм применяет перестановку
циклов внутри тайлов, что повышает временную локальность данных
внутри блока (тайла).
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Рисунок 8. Сравнение ускорений при выполнении на 16
потоках, полученных при помощи PLUTO и разработанного
алгоритма оптимизации (в ОРС) для алгоритма Гаусса-Зейделя.

4.3. Влияние преобразований «линеаризация выражений» и
«вынос инвариантных выражений» на ускорение программ

Рассмотрим влияние дополнительных преобразований «линеаризация
выражений» (реализованное в ОРС обобщение вычислений на этапе
компиляции [10], [16]) и известное в оптимизирующей компиляции
преобразование «вынос инвариантных выражений» на ускорение программ,
преобразованных алгоритмом, описанным в данной статье, на примере
гнезда циклов (листинг 7).

В работе [10] приведён код (более 50 строк) преобразованного
необобщённого алгоритма Гаусса-Зейделя для решения задачи Дирихле
уравнения Лапласа. Так же в работе [10] приведён пример применения
к рассматриваемому алгоритму преобразования линеаризация выражений
для упрощения выражений.

Листинг 7. Трехмерное гнездо циклов итерационного типа,
вычисления производятся по восьми соседним точкам
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f o r ( i n t k = 0 ; k < K; ++k )
f o r ( i n t i = 1 ; i < N − 1 ; ++i )

f o r ( i n t j = 1 ; j < M − 1 ; ++j )
u [ i ] [ j ] = ( u [ i −1] [ j ]+u [ i +1] [ j ]+

u [ i ] [ j −1]+u [ i ] [ j +1]+
u [ i −1] [ j −1]+u [ i +1] [ j −1]+
u [ i +1] [ j −1]+u [ i +1] [ j +1 ] ) /8 . 0 ;

Таким образом, за счёт применения дополнительных преобразований,
после описанного алгоритма оптимизации из раздела 2, для гнёзда циклов
из листинга 7, достигается дополнительное ускорение в до 1.8 раза
(таблица 8).

Таблица 8. Сравнение влияния преобразований «линеариза-
ция» и «вынос инвариантных выражений» на программу из
листинга 7, предварительно преобразованную алгоритмом из
раздела 2. Выполнение на 16 потоках

Размеры блоков
Время без

дополнительных
преобразований

Время
с дополнительными
преобразованиями

Ускорение

d1=32, d2=16, d3=16 3,03 1,99 1,52
d1=32, d2=20, d3=20 3,24 1,94 1,67
d1=32, d2=25, d3=25 3,39 1,92 1,77
d1=64, d2=16, d3=16 2,93 1,89 1,55
d1=64, d2=20, d3=20 3,18 1,85 1,72
d1=64, d2=25, d3=25 3,33 1,85 1,80

Заключение

В работе приводится алгоритм ускорения гнёзд циклов, основанный на
комбинации оптимизирующих преобразований, и его расширение при
помощи оптимизации линейных участков программы. Обосновывается
эквивалентность алгоритма.

Метод изменения обхода точек тайла, который достигается пере-
становкой циклов внутри тайла, повышает временную локальность
данных. Теоретическая модель вычисления оптимальных размеров тайлов
подтверждается численными экспериментами.

Результаты численных экспериментов показывают ускорение в 16.32 ра-
за алгоритма Гаусса-Зейделя, преобразованного при помощи приведённого
алгоритма относительно исходной программы, что в 1.4 раза быстрее
в сравнение с программой преобразованной известным алгоритмом
оптимизации реализованном в системе PLUTO. Ускорение достигается
за счёт перестановки циклов, отвечающих за обход тайлов, тем самым
повышается временная локальность данных.
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Численные эксперименты демонстрируют ускорение в 1.8 раза за
счет применения дополнительных оптимизаций линейных участков
программы, таких как линеаризация и вынос инвариантных выражений
(после преобразования описанным алгоритмом оптимизации). Вынос
инвариантных выражений из циклов уменьшает количество повторяющихся
вычислений. Линеаризация упрощает индексные выражений и конструкции,
отвечающие за вычисление границ циклов.
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