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Аннотация. Рассматривается класс двухуровневых дискретных неоднородных
систем (ДНС) для случая, когда все однородные подсистемы нижнего уровня не
только связаны общим функционалом, но имеют и свои собственные цели.
Подобные системы широко распространенных на практике (экономика, экология),
а также возникают в процессе численного решения задач оптимизации при
дискретизации непрерывных управляемых систем.

Предлагается метод улучшения управления второго порядка, для выво-
да которого используется обобщение достаточных условий оптимальности
В.Ф. Кротова. Приводятся иллюстративные примеры.
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Введение

С 80-х годов прошлого века ведутся систематические исследования
систем управления неоднородной структуры, для которых характерны
самые разнообразные названия: системы переменной структуры [1],
дискретно-непрерывные системы [2], логико-динамические системы [3], [4],
импульсные системы [5], гибридные системы [6].Наиболее часто употребляе-
мым является термин гибридные системы. Кроме того существует еще одна
разновидность систем неоднородной структуры, в которых представлен
человеческий фактор. Таковы многоуровневые предприятия, учреждения,
коллективы. Для них был введен специальный термин: активные системы.
Представление о начальной стадии их исследования можно получить
в [7]. Начато оно было в 60-е годы 20 века. Подробная информация о
разновидностях таких систем и достигнутых результатах по решению
задач управления содержится в обзоре [8]. Поскольку для гибридных
систем классические методы оптимального управления непосредственно
неприменимы, то предложены многочисленные варианты необходимых и
достаточных условий оптимальности управления, отражающие различные
подходы к объекту исследования. Один из возможных подходов состоит в
обобщении для них достаточных условий оптимальности Кротова [9]. В
[10] сформулированы общие условия оптимальности для абстрактной
динамической системы как многошаговой, операторы которой на разных
шагах допускают различную интерпретацию. В [2,11,12] предложена и
развита математическая модель дискретно-непрерывной системы (ДНС) в
виде конкретизации указанной абстрактной модели [10], применимая для
широкого класса задач управления неоднородными процессами, и для
нее получен аналог достаточных условий Кротова для непрерывных и
дискретных систем. При таком подходе строится иерархическая модель,
в которой нижний уровень представляет собой описания однородных
процессов на отдельных этапах, а верхний уровень связывает эти описания
в единый процесс и управляет функционированием всей системы в целом.
В различных задачах управления, в частности в задачах оптимизации, оба
уровня рассматриваются во взаимодействии. Подчеркнем, что на нижнем
уровне на каждом из этапов фигурировали непрерывные управляемые
системы.

В данной работе рассматривается модель, в которой и на нижнем
уровне действуют дискретные управляемые системы. Для краткости
будем называть их НДС [11]. Такие системы могут рассматриваться как
самостоятельные «дискретно-дискретные», примерами могут служить
эколого-экономические модели при смене инновационной политики
на различных этапах времени. Подобные системы возникают и в каче-
стве вспомогательных для ДНС с учетом естественной дискретизации
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непрерывных подсистем в реальных вычислениях [13]. При проведении
дискретизации на отдельных шагах можно задавать управляющие воздей-
ствия в разных видах (кусочно-постоянное управление, непрерывная
функция времени и т.д.) с учетом специфики конкретной задачи. В итоге
возникает неоднородная дискретная система [14].

1. Неоднородные дискретные процессы с промежуточными
критериями

Рассмотрим двухуровневую модель, в которой нижний уровень
составляют дискретные динамические системы однородной структуры.
На верхнем уровне фигурирует дискретная модель общего вида

x(k + 1) = f(k, x(k), u(k)),(1)
k ∈ K = {kI , kI + 1, . . . , kF }, u ∈ U(k, x),

где k— номер шага (этапа), kI — начальный шаг, kF — конечный шаг, x и
u— соответственно переменные состояния и управления произвольной
природы (возможно различной) для различных k, U(k, x)— заданное при
каждом k и x множество, f — оператор.

На некотором подмножестве K′ ⊂ K, kF /∈ K′, u(k) интерпрети-
руется как пара (uv(k),md(k)). Здесь md(k)— процесс (xd(k, t), ud(k, t)),
t ∈ T(k, z(k)), md(k) ∈ Dd(k, z(k)). Через Dd обозначено множество
допустимых процессов md, удовлетворяющих системе

xd(k, t+ 1) = fd(k, z, t, xd(k, t), ud(k, t)),

t ∈ T = {tI(z), tI(z) + 1, . . . tF (z)},
(2)

где xd и ud — соответственно переменные состояния и управления
произвольной природы, tI(z) и tF (z)— начальный и конечный шаги на
каждом этапе, номер которого указан в z; fd — оператор,

xd ∈ Xd(k, z, t), ud ∈ Ud(k, z, t, xd), z = (k, x, uv).

Вектор z = (k, x, ud)— характеристика воздействия системы верхнего
уровня на нижний, играющая на нижнем роль параметров. В ней
uv = uv(k) — управляющее воздействие верхнего уровня на нижний
на каждом этапе. Для системы (2) на множестве T задана промежуточная
цель в виде функционала, который необходимо минимизировать:

Ik =
∑︂

T(z)\tF (z)

fk(t, xd(k, t), ud(k, t)) → inf .

Здесь Xd(k, z, t) и Ud(k, z, t, xd)— заданные при каждом t, z и xd множества.
В функционале Ik верхний индекс k указывает номер этапа. Оператор
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правой части (1) на множестве K′ сводится к следующему:

f(k, x, u) = θ(z, γd(z)), где γd = (tI , x
d
I , tF , x

d
F ) ∈ Γd(k, z),

Γd(z) = {γd : tI = τ(k, z), tF = ϑ(k, z), xdI = ξ(k, z), xdF ∈ Γd
F (k, z)}.

Пусть m̃(k) = (x(k), u(k), xd(k, t), ud(k, t)). Управление

u(k) = (uv(k),md(k))

состоит из фиксированных на шаге uv и x и дискретно изменяемой части
md.

Решение описанной двухуровневой системы m = {m̄(k) : k ∈ K′}
есть неоднородный-дискретный процесс. Совокупность таких решений
обозначаем через D и называем множеством допустимых неоднород-
ных-дискретных процессов.

На множестве D процессов удовлетворяющих (1), (2), рассматривается
задача оптимального управления о минимизации концевого функционала
I = F (x(kF )) при фиксированных kI = 0, kF , x(kI) и дополнительных
ограничениях x(k) ∈ X(k).

2. Достаточные условия оптимальности

Справедливы следующие теоремы [11]:

Теорема 1. Пусть имеются последовательность процессов
{ms} ⊂ D и функционалы φ, φd, такие что:

(1) R(k, xs(k), us(k)) → µ(k), k ∈ K;
(2) Rd(zs, t, x

d
s(t), u

d
s(t))− µd(zs, t) → 0, k ∈ K′, t ∈ T(zs);

(3) Gd(zs, γ
d
s )− ld(zs) → 0, k ∈ K′;

(4) G(xs(tF )) → l.

Тогда последовательность {ms}— минимизирующая для I на D.

Теорема 2. Для любого элемента m ∈ D и любых функционалов φ,
φd имеет место оценка

I(m)− inf
D
I ⩽ ∆ = I(m)− l.

Пусть имеются два процесса mI ∈ D и mII ∈ E и функционалы φ и φd

такие, что L
(︁
mII
)︁
< L

(︁
mI
)︁
= I

(︁
mI
)︁

и mII ∈ D. Тогда I(mII) < I(mI).
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Здесь:

L = G(x(kF ))−
∑︂

K\K′\kF

R(k, x(k), u(k)) +
∑︂
K′

(︂
Gd(z)−

−
∑︂

T(z)\tF

Rd(z, t, xd(k, t), ud(k, t))
)︂
,

G(x) = F (x(kF )) + φ(kF , x)− φ(kI , x(kI)),

R(k, x, u) = φ(k + 1, f(k, x, u))− φ(k, x),

Gd(k, z, γd) = −φ(k + 1, θ(k, z, γd)) + φ(k, x(k))+

+ φd(k, z, tF , x
d
F )− φd(k, z, tI , x

d
I),

Rd(k, z, t, xd, ud) = φd(k, z, t+ 1, fd(k, z, t, xd, ud))−
− fk(t, xd(k, t), ud(k, t))− φd(k, z, t, xd),

µd(k, z, t) = sup
xd∈Xd(k,z,t), ud∈Ud(k,z,t,xd)

Rd(k, z, t, xd, ud),

ld (k, z) = inf
γd∈Γd(k,z), xd∈Xd(k,z,tF )

Gd(k, z, γd),

µ(k) =


sup

x∈X(k), u∈U(k,x)

R(k, x, u), t ∈ K \K′,

− inf
x∈X(k), uv∈Uv(k,x)

ld(z), k ∈ K′,

l = inf
x∈Γ∩X(kF )

G(x).

Здесь φ(k, x)— произвольный функционал, φd(k, z, t, xd)— произвольное
параметрическое семейство функционалов (с параметром z).

Заметим, что L(m) = I(m) при m ∈ D, т. е. при выполнении
отброшенных связей L(m) совпадает с I(m).

3. Минимаксный метод улучшения

Предположим, что kI , xI , K, tI(k), tF (k)— заданы; X(k) = Rm(k),
Xd(k, t) = Rn(k), Γ(z) = R2m, Γd(z) = R2n(k), xdI(k) = ξ(k, x(k)), ограни-
чения на переменные состояния обоих уровней отсутствуют, и подсистемы
нижнего уровня не зависят от uv, а используемые конструкции достаточ-
ных условий оптимальности таковы, что справедливы все ниже следующие
операции.

За основу для построения метода будем использовать задачу улучшения
элемента. Ее суть состоит в построении некоторого оператора ω : D → D,
для которого I(ω(m)) ⩽ I(m) (монотонного по функционалу) [13]. Решение
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такой задачи может быть реализовано не единственным образом. Далее
предлагается один из возможных вариантов.

Итак, пусть задан элемент mI ∈ D. Требуется найти элемент mII ∈ D
такой, что I(mI) ⩾ I(mII). Поиск элемента mII и соответственно функций
φI(k, x(k)), φdI(z, t, xd) будем вести из выполнения условий:

R(k, x(k), uI(k)) → min
x
,(3)

G(x) → max,(4)

Rd(z, t, xd(k, t), udI(k, t)) → min
xd
,(5)

Rd(z, t, xd(k, t), udI(k, t)) → min
x
,(6)

Gd(z, xdF , x
d
I) → max

x
.(7)

Пусть

ũ(k, x) = arg max
u∈U(k,x)

R(k, x(k), u(k)),(8)

ũd(z, t, xd) = arg max
ud∈Ud(z,t,xd)

Rd(z, t, xd, ud).(9)

Тогда из заданной дискретно-непрерывной системы и начальных условий
при полученных управлениях находятся функции xII(k), xdII(k, t) и
программы управлений:

uII(k) = ũ(k, xII(k)), udII(k, t) = ũd(k, t, xII(k), xdII(k, t)),

т. е. элемент mII такой, что I(mII) ⩽ I(mI). Повторяя итерационно эти
операции, получим улучшающую последовательность {ms}.

В этом случае справедливо следующее утверждение.

Теорема 3. Если элемент mI не является решением задачи, то
справедливо неравенство L(mI) > L(mII).

Доказательство. Покажем, что I(mII)− I(mI) < 0, следуя работе
[15]. Имеем

L(mII, φI, φdI)− L(mI, φI, φdI) =

= G(xII)−G(xI)−

−
∑︂

K\K′\kF

(︂
R(k, xII(k), uII(k), φI)−R(k, xI(k), uI(k), φI)

)︂
+

+
∑︂
K′

(Gd(zII(k), φI, φdI))−Gd(zI(k), φI, φdI)−
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−
∑︂

T(z)\tF

(︂
Rd(zII(k), t, xdII(t), udII(t), φI, φdI)−

−Rd(zI(k), t, xdI(t), udI(t), φI, φdI)
)︂
=

= ∆1 −∆2 +∆3 −∆4,

где ∆1 = G(xII)−G(xI) < 0 в силу условия (5),

∆2 =
∑︂

K\K′\kF

(︂
R(k, xII(k), uII(k), φI)−R(k, xI(k), uI(k), φI)

)︂
=

=
∑︂

K\K′\kF

(︂
R(k, xII(k), uII(k), φI)−R(k, xII(k), uI(k), φI)

)︂
+

+
∑︂

K\K′\kF

(︂
R(k, xII(k), uI(k), φI)−R(k, xI(k), uI(k), φI)

)︂
> 0

согласно (4),

∆3 =
∑︂
K′

(Gd(zII(k), φI, φdI)−Gd(zI(k), φI, φdI)) < 0,

и
∆4 =

∑︂
T(z)\tF

(︂
Rd(zII(k), t, xdII(t), udII(t), φI, φdI)−

−Rd(zI(k), t, xdI(t), udI(t), φI, φdI)
)︂
=

=
∑︂

T(z)\tF

(︂
Rd(zII(k), t, xdII(t), udII(t), φI, φdI)−

−Rd(zII(k), t, xdII(t), udI(t), φI, φdI)
)︂
+

+
∑︂

T(z)\tF

(︂
Rd(zII(k), t, xdII(t), udI(t), φI, φdI)−

−Rd(zI(k), t, xdI(t), udI(t), φI, φdI)
)︂

в силу условий (6), (7) и (8). Тогда
L(mII)− L(mI) = ∆1 −∆2 +∆3 −∆4 < 0.

□

Из теоремы следует, что при выполнении выше сформулированных
условий можно построить такую улучшающую последовательность {ms},
что I(ms+1) ⩽ I(ms).

Перейдем непосредственно к методике поиска функций φ, φd. Восполь-
зуемся принципом расширения [14] и теоремой 2. Условия (4), (5), (6), (7),
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(8) означают, что функционал L, подсчитанный при управлениях uI(k),
udI(k, t), исследуется на максимум. Рассмотрим приращение функционала
L = I, которое представим в виде:

∆L ≈ dG+
1

2
d2G−

∑︂
K\K′\kF

(︂
dR+

1

2
d2R

)︂
+

+
∑︂

K′\kF

(︄
dGd +

1

2
d2Gd −

∑︂
T(z)\tF

(︂
dRd +

1

2
d2Rd

)︂)︄
или

∆L ≈ GT
x∆x+

1

2
∆xTGxx∆x−

∑︂
K\K′\kF

(︂
RT

x∆x+
1

2
∆xTRxx∆x

)︂
+

+
∑︂

K′\kF

(︂
GcT

xd
F
∆xdF +

1

2
∆xdFTG

d
xd
F xd

F
+

+GdT

x ∆x+
1

2
∆xTGd

xx∆x+∆xdFTG
d
xd
F x∆x

)︂
−

−
∑︂

T(z)\tF

(︂
RdT

xd ∆x
d +RdT

x ∆x+
1

2
∆xd

T

Rd
xdxd∆x

d+

+∆xTRd
xxd∆x

d +
1

2
∆xTRd

xx∆x
)︂
.

Здесь первые и вторые производные функций R, G, Rd, Gd подсчитаны при
u = uI, ud = udI, a ∆x = x− xI(k), ∆xd = xd − xdI(k, t), ∆xdF = xdF − xdIF .

Для выполнения условий (4), (5), (6), (7), (8) достаточно положить:
Gx = 0, Rx = 0, Rd

xd = 0, Gd
xd
F
= 0, Gd

x = 0, Rd
x = 0,(10)

Gxx = −Λ1, Rxx = Λ2, Rd
xdxd = Λ3, Rd

xxd = 0, Gd
xd
F xd

F
= −Λ4,(11)

Gd
xxd

F
= 0, Gd

xx = −Λ5, Rd
xx = −Λ6.(12)

Здесь −Λ1, Λ2, Λ3, −Λ4, −Λ5, −Λ6—положительно определенные диагональ-
ные матрицы. Нетрудно видеть, что условия (10), (11), (12) представляют
собой достаточные условия экстремума функций G, Gd, R, Rd [14].
Дополним условия (10), (11), (12) условиями первого и второго порядков
стыковки уровней:

d

dx
(φ(k + 1, θ(k, x, xdF , x

d
I))− φd(k, x, tF , x

d
F )) = 0,(13)

d2

d2x
(φ(k + 1, θ(k, x, xdF , x

d
I))− φd(k, x, tF , x

d
F )) = Λ7,(14)

где Λ7 — положительно определенная диагональная матрица.
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Зададим функции φ и φd в следующем виде:

φ(k, x) = ψT (k)x+
1

2
∆xTσ(k)∆x,

φd(z, t, xd) = λT (k, t)x+ ψdT(k, t)xd +
1

2
∆xdTσd(k, t)∆xd+

+
1

2
∆xTD(k, t)∆x+∆xTΛ(k, t)∆xd,

где ψ(k), λ(k, t), ψd(k, t)— вектор-функции размера m,n, n, а σd(k, t),
D(k, t), Λ(k, t)— матрицы размера n× n, m×m, m× n соответственно.
Тогда

φx = ψ(k), φxx = σ(k), φd
x = λ(k, t), φd

xd = ψd(k, t),

φd
xx = σd(k, t), φd

xdxd = D(k, t), φd
xdx = Λ(k, t).

Кроме того, введем в рассмотрение функции
H(k, x(k), ψ(k + 1), u(k)) =

= ψT (k + 1)f(k, x(k), u(k)), k ∈ K \K′ \ kF ,
H(k, x(k), ψ(k + 1), x(kI), x(kF )) =

= ψT (k + 1)θ(k, x(k), x(kI), x(kF )), k ∈ K′,

Hd(k, x(k), ψd(k, t), xd(k, t), ud(k, t)) =

= ψdT(k, t)fd(k, x(k), xd(k, t), ud(k, t))− fk(t, xd(k, t), ud(k, t)).

С учетом введенных обозначений из условий (12), (13), (14) имеем:

ψ(kF ) = −Fx,

ψ(k) =


Hx, k ∈ K \K′ \ kF ,

Hx + (Hxd
I
ξx)

T − λ(k, tF )+

+ λ(k, tI) + ξTx ψ
d(tI), k ∈ K′ \ kF ,

λ(k, t) = λ(k, t+ 1) +Hd
x , λ(k, tF ) = Hx + ξTxHxd

I
,

ψd = Hd
xd , ψd(k, tF ) = Hxd

F
,

σd(k, tF ) = θTxd(tF )σ(k + 1)θxd(tF ) +Hxdxd + Λ4,

σd(k, t) = σd(k, t+ 1)fdxd + fdTxd σ
d(k, t+ 1) +Hd

xdxd + Λ5

D(k, t) =
1

2
Λ(k, t+ 1)fdxdx +

1

2
(Λ(k, t+ 1)fdxdx)

T +
1

2
Λ(k, t+ 1)fdx−

− 1

2
(Λ(k, t+ 1)fdx )

T +Hd
xx + Λ5,
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D(k, tF ) = θTx σ(k + 1)θx +Hx +Hxxdξx+

+ θTx σ(k + 1)θxdξx + ξTxHxdxξx + ξxxHxd ,

Λ(k, t) =
1

2
Λ(k, t+ 1)fdxd +

1

2
(Λ(k, t+ 1)fdxd)

T +
1

2
fdTx σd+

+
1

2
σd(k, t+ 1)fdx +Hd

xxd ,

Λ(k, tF ) = θTx σ(k + 1)θxd(tF ) +Hxxd

σ(k) =



fTx σ(k + 1)fx +Hxx + Λ2, k ∈ K \K′ \ kF ,

Hxx +Hxxd(tI)ξx + θTx σ (k + 1) θx+
+ ξTx σ

d (tI) ξx +Hd
xd
I
(tI)ξxx+

+ ξTx θ
T
xd(tI)σ(k + 1)θxd(tI)ξx+
+ ξTxHxdxd(tI)ξx

+Hdξxxθ(tI) + Λ5, k ∈ K′ \ kF ,
σ(kF ) = −Fxx + Λ1.

4. Алгоритм метода

1. Задаются произвольные функции φI(k, x(k)) и φdI(z, t, xd).
2. По формулам (10), (11) определяются управления ũ(k, x),˜︂ud(k, t, xd).
3. Из уравнений дискретно-дискретного процесса (1)-(2) определяются

траектории xI, xdI и программы управления uI(k), udI(k, t). Тем самым
определяется элемент mI и вычисляется значение функционала II.

4. «Справа-налево» решается система векторно-матричных уравнений
относительно вектор-функций ψ, ψd, λ и матриц σ, D, σd, Λ. Для
определенности можно положить все λijj равными постоянной δi ≤ 0,

i = 2, 3, 5; δi ≥ 0, i = 1, 4. Определяются новые функции φII(k, x(k)) и
φdII(z, t, xd). Переход к пункту 2.

Замечание 1. Если улучшения функционала не произошло, то
величины λi необходимо увеличить.

Замечание 2. Система векторно-матричных уравнений относительно
вектор-функций ψ, ψd, λ и матриц σ, D, σd, Λ линейная и, следовательно,
всегда имеет решение.

Замечание 3. При σ = 0, σd = 0, σd = 0, Λ = 0 получается алгоритм
улучшения первого порядка.
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Замечание 4. Параметры δi играют роль регуляторов близости
соседних приближений.

5. Примеры

Пример 1. Пусть задана НДС, состоящая из двух этапов, обозначим
их номерами 0 и 1. На нулевом этапе управляемый процесс описывается
одним уравнением:

xd(t+ 1) = −2xd(t) + (ud1(t))
2, xd(0) = 1, t = 0, 1, 2, 3,

Задан промежуточный функционал этапа:

I0 =
1

2
(xd(t))2 +

1

3
(ud1)

3,

Здесь fd = −2xd(t) + (ud1(t))
2. Следующий первый этап характеризуется

другим уравнением и своим промежуточным функционалом:

xd(t+ 1) = (t− ud2)
2, t = 4, 5, 6, I1 =

1

2
(xd)2 + ud2,

В данном случае fd = (t− ud2)
2. Задан общий функционал задачи:

I = F = xd(7) → min .

Нетрудно видеть, что момент окончания всего процесса kF равен 2, тогда
K = 0, 1, 2. Смена описания процесса происходит один раз, следовательно
K′ = 1. Поскольку роль связующей переменной на двух рассматриваемых
этапах играет xd, то в терминах этой переменной легко записать процесс
верхнего уровня:

x(0) = xd(0, 0), x(1) = xd(0, 4), x(2) = xd(1, 7), xd(1, 4) = x(1).

Так как множество K′ состоит из одного элемента, то для удобства
расчетов, модель может быть дополнена третьим мгновенным этапом, не
имеющим протяженности во времени и состоящим лишь в передачи
информации об окончании второго этапа на верхний уровень. Тогда
x(3) = x(2) = xd(1, 7), K′ = 1, 2, θ(k) = xd(k, tF ), ξ(k) = x(k). Запишем
задачу и конструкции в терминах НДС.

Имеем:
fd(0, t) = −2xd(t) + (ud1(t))

2, fd(1, t) = (t− ud2)
2,

fdxd(0, t) = −2, fdxd(1, t) = 0,

Hd(0, t) = ψd(0, t+ 1)(−2xd(t) + (ud1(t))
2)− 1

2
(xd(t))2 − 1

3
(ud1)

3,

Hd
xd(0, t) = −2ψd(0, t+ 1)− xd(t), Hd

xdxd(0, t) = −1,
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Hd(1, t) = ψd(1, t+ 1)(t− ud2)
2 − 1

2
(xd)2 − ud2,

Hd
xd(1, t) = −xd(t), Hd

xdxd(1, t) = −1,

Rd(0, t) = ψd(0, t+ 1)(−2xd(t) + (ud1(t))
2)+

+
1

2
σd(0, t+ 1)((−2xd(t) + (ud1(t))

2 − xdI(t))2−

− 1

2
(xd(t))2 − 1

3
(ud1)

3 − ψd(0, t)xd(t)− 1

2
σd(0, t)(xd(t)− xdI(t))2,

Rd(1, t) = ψd(1, t+ 1)(t− ud2)
2+

+
1

2
σd(1, t+ 1)((t− ud2)

2 − xdI(t))2 − 1

2
(xd)2 − ud2 − ψd(1, t)xd(t)−

− 1

2
σd(1, t)(xd(t)− xdI(t))2.

На обоих этапах управляющие воздействия, найденные из необходимых
условий экстремума функций Rd(k, t) являются результатом решения
следующих уравнений:

2ψd(0, t+ 1) + 2σd(0, t+ 1)(−2xd(t) + (ũd1(t))
2 − xdI(t))− ũd1(t) = 0,

−2ψd(1, t+ 1)(t− ũd2)− 2σd(1, t+ 1)((t− ũd2)
2 − xdI(t))(t− ũd2)− 1 = 0,

ψ(2) = −1, σ(2) = Λ1, ψ(1) = ψd(1, 4), σ(1) = σd(1, 4) + Λ5,

ψd(0, t) = −2ψd(0, t+ 1)− xd(t), ψd(1, t) = −xd(t),
σd(0, t) = −4σd(0, t+ 1)− 1 + Λ3, σd(1, t) = −1 + Λ3,

σd(0, 3) = σ(2), σd(1, 7) = σ(3).

Решение получено за 2 итерации. Изменение функционала по итераци-
ям представлено в таблице 1.

Таблица 1. Результаты расчетов примера 1

Итерация Λ1 = Λ3 = Λ5 I = xd(7) → min

0 − 36

1 0 2.25

2 0.7 0.52

При расчетах выбор значения Λ3 осуществлялся для обеспечения
минимума функционала и находился перебором в диапазоне от 0 до 1

с шагом 0.1. Графики переменных состояния и управления приведены
на рисунках 1а и 1б .



Метод минимаксного улучшения для неоднородных дискретных систем 59

0 1 2 3 4 5 6 7
−20

0

20

40

t

x
Итерация 0
Итерация 1
Итерация 2

(а) Состояние

0 1 2 3 4 5 6

−5

0

5

t

u

Итерация 0
Итерация 1
Итерация 2

(б) Управление

Рисунок 1. Результаты расчетов примера 1

Пример 2.
Рассматривается следующая 2-этапная задача.
1-й этап:

xd(t+ 1) = (xd(t))2 + ud1, |ud1| ⩽ 1,

xd(0) = 0, f0 = xd, t = 0, 1, 2.

2-й этап:
xd(t+ 1) = ud2 − (xd)2, f1 = xd1ud2, |ud2| ⩽ 2, t = 3, 4, 5

I = xd(6) → inf .

По аналогии с примером 1 представим эту систему в виде НДС.
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Имеем k = 0, 1, 2, 3. Поскольку роль связующей переменной на двух
рассматриваемых этапах играет xd, то в терминах этой переменной легко
записать процесс верхнего уровня.

Установим взаимосвязь между переменными. В начале процесса
при k = t = 0, x(0) = xd(0) = 0. Далее x(1) = xd(0, 2), xd(1, 3) = x(1).
Тогда I = x(2). Так как множество K′ состоит из одного элемента, то для
удобства расчетов, модель может быть дополнена третьим мгновенным
этапом, не имеющим протяженности во времени и состоящим лишь
в передаче информации об окончании второго этапа на верхний уровень.
Тогда x(3) = x(2) = xd(1, 6); K′ = 1, 2; θ(k) = xd(k, tF ); ξ(k) = x(k).

Последний мгновенный 3-ий этап играет роль передатчика информации
об окончании всего процесса и I = x(3) = x(2).

Итак, получили следующую модель НДС:
k = 0 : xd(0, t+ 1) = (xd(0, t))2 + ud1(0, t), |ud1(0, t)| ⩽ 1,

x(0) = xd(0, 0) = 0, f0(0, t) = xd(0, t), t = 0, 1, 2.

k = 1 : xd(1, t+ 1) = ud2 − (xd)2, |ud2(1, t)| ⩽ 2,

x(1) = xd(0, 1), f1(1, t) = xd(1, t)ud2(1, t), t = 3, 4, 5,

k = 2, 3 : x(2) = x(3) = xd(1, 2).

Очевидно, что множество K′ = 1, 2, а функции θ(1) = xd(0, 1), ξ(1) = x(1),
θ(2) = xd(1, 2), ξ(2) = x(2).

Заметим, что на обоих этапах процесс нижнего уровня не зависит
от переменных состояния верхнего уровня, тогда λ(0, t) = λ(1, t) = 0,
Λ(0, t) = Λ(1, t) = 0, D(0, t) = D(1, t) = 0.

Hd(0, t) = ψd(0, t+ 1)((xd1(t))2 + ud1)− xd(t),

Hd
xd(0, t) = 2ψd(0, t+ 1)xd1(t)− 1, Hd

xdxd(0, t) = 2ψd(0, t+ 1),

Hd(1, t) = ψd(1, t+ 1)(ud2 − (xd)2)− xd(t)ud2(t),

Hd
xd(1, t) = −2ψd(1, t+ 1)xd(t)− ud2(t), Hd

xdxd(1, t) = −2ψd(1, t+ 1),

Rd(0, t) = ψd(0, t+ 1)((xd(t))2 + ud1)+

+
1

2
σd(0, t+ 1)((xd(t))2 + ud1 − xdI(t))2−

− (xd(t)− ψd(0, t)xd(t)− 1

2
σd(0, t)(xd(t)− xdI(t))2,

Rd(1, t) = ψd(1, t+ 1)(ud2 − (xd)2)+

+
1

2
σd(1, t+ 1)((ud2 − (xd)2)2 − xdI(t))2−

− xdud2 − ψd(1, t)xd(t)− 1

2
σd(1, t)(xd(t)− xdI(t))2.
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На обоих этапах воспользуемся необходимыми условиями экстремума
функций Rd(k, t) по переменным управления.Найдем производные от
этой функции по управляющим переменным и приравняем к нулю.
Соответственно по этапам имеем.

ψd(0, t+ 1) + σd(0, t+ 1)((xd(t))2 + ud1 − xdI(t)) = 0,

Решение полученного уравнения обозначим через N1.

N1 =
σd(0, t+ 1)(xdI(t)− (xd(t))2)− ψd(0, t+ 1)

σd(0, t+ 1)
,

ũd1(t) =


N1, N1 ∈ (−1, 1),

−1, N1 ≤ (−1),

1, N1 ≥ 1.

По аналогии на втором этапе:
ψd(1, t+ 1) + σd(1, t+ 1)((ud2(t)− (xd)2(t)2 − xdI(t))− xd(t) = 0,

N2 =
σd(1, t+ 1)(xdI(t) + (xd(t))2)− ψd(1, t+ 1) + xd(t)

σd(1, t+ 1)
,

ũd2(t) =


N2, N2 ∈ (−2, 2),

−2, N2 ≤ (−2),

2, N2 ≥ 2.

ψ(2) = −1, σ(2) = Λ1, ψ(1) = ψd(1, 3), σ(1) = σd(1, 3) + Λ5,

ψd(0, t) =) = 2ψd(0, t+ 1)xd(0, t)− 1,

ψd(1, t) = −2ψd(1, t+ 1)xd(1, t)− ud2(1, t),

σd(0, t) = 4σd(0, t+ 1)xd(0, t) + 2ψ(0, t+ 1) + Λ3,

σd(1, t) = −4σd(1, t+ 1)− 2ψ(1, t+ 1) + Λ3,

σd(0, 3) = σ(2), σd(1, 6) = σ(3).

Результаты расчетов представлены в таблице 2 и на рисунках 2а и 2б .
Решение получено за 4 итерации, изменение функционала по итерациям

дано в таблице 2. При расчетах выбор значения Λ3 осуществлялся для
обеспечения минимума функционала и находился перебором в диапазоне
от 0 до 1 с шагом 0.1. Графики переменных состояния и управления
приведены на рисунках 2а и 2б .

6. Заключение
В работе предложен метод минимаксного улучшения второго порядка

для неоднородных дискретных систем с промежуточными критериями и
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Таблица 2. Результаты расчетов примера 2

Итерация Λ1 = Λ3 = Λ5 I = xd(6) → min

0 - 0.44

1 0.5 -0.73

2 0.2 -23.84

3 0.7 -32.29

4 0.171 -32.33
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Рисунок 2. Результаты расчетов примера 2
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сформулирован его алгоритм. Также приведена и доказана теорема об
улучшаемости начального приближения.

Алгоритм апробирован на двух иллюстративных примерах. В первом
на переменные управления не заданы ограничения, тогда как во втором
примере они присутствуют. Решения достигаются за две, три итерации.
Расчеты показывают, что присутствующие в сопряженной системе
знакоопределенные матрицы являются дополнительным средством
для уменьшения значения функционала. Методика их выбора пока
отсутствует, использовался перебор числовых значений в заданном
диапазоне. Проведенные расчеты подтверждают работоспособность метода.
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