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Введение

В последние годы распространение сетевых атак и нарушений без-
опасности стало растущей проблемой как для организаций, так и для
отдельных лиц [1]. Для защиты сетей от них разработаны системы
обнаружения вторжений (СОВ, IDS). Однако традиционные системы
обнаружения вторжений часто не могут идти в ногу с растущей сложно-
стью и изощренностью современных атак. Следовательно, существует
острая необходимость в инновационных подходах, которые могут повы-
сить точность и эффективность обнаружения вторжений. Машинное
обучение (ML) является одним из таких подходов, который показал
многообещающие результаты в повышении точности и эффективности
IDS. Системы обнаружения вторжений на основе ML оказались важным
масштабируемым инструментом для защиты сетей от кибератак, они
способны к самообучению, а также могут работать при относительно
небольших мощностях с достаточной скоростью, в отличие от классических
IDS [2].

Квантовые вычисления, являясь относительно молодой областью,
предлагают значительное ускорение для многих задач за счет квантового
параллелизма и других принципов квантовой физики, поэтому имеет смысл
приложить их и к области ML. В данной работе рассматривается задача
обнаружения вторжений в программно-конфигурируемых сетях с помощью
методов квантового машинного обучения. В частности, рассматривается
применение метода VQC, который пользуется большой популярностью
у исследователей [3].

Сети традиционной архитектуры широко и успешно используются,
но для больших сетей (например, дата-центров) необходима более вы-
сокая скорость реагирования на изменения и более высокая степень
автоматизации, которые с помощью традиционной архитектуры не могут
быть реализованы, даже при наличии высококлассных специалистов.
Программно-конфигурируемая сеть (ПКС, SDN)— это концепция сети,
которая отделяет плоскость управления от плоскости передачи данных [4].
Основной особенностью данной архитектуры является централизованное
управление всей сетью с одного контроллера, что повышает гибкость сети
и ее способность расти. Контроллер SDN может выполнять функции,
связанные с управлением сетью, такие как конфигурация коммутаторов,
упорядоченная доставка пакетов, получение статистических данных ком-
мутатора и другие [5]. Архитектуру SDN можно представить схематично,
как показано на рисунке 1 [6].
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Приложение Приложение

Контроллер SDN

Уровень приложений

Уровень управления

Канал управления

Уровень данных

Рисунок 1. Архитектура SDN

Разделение уровня управления сетью и уровня передачи данных
в сети SDN приводит к следующим преимуществам [7]:

• Отделение плоскости управления от плоскости данных облегчает
управление сетью. Кроме того, сеть становится легче изменять и
обновлять, что снижает количество человеческих ошибок.

• ИТ-администраторы могут легко добавлять сетевые устройства
или модернизировать сетевую инфраструктуру, не привязываясь
к конкретному поставщику оборудования.

• Низкоуровневые инфраструктурные устройства не требуют отдельно-
го программирования, что значительно снижает эксплуатационные
расходы по сравнению с обычной сетью.

Обнаружение вторжений— это задача классификации, распределяющая
входящий сетевой трафик на классы: обычный и вредоносный [8]. Сами
атаки на программно-конфигурируемые сети можно классифицировать на 4
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категории [9]: удаленные атаки на плоскость управления сетью, локальные
атаки на плоскость управления сетью, атаки на канал управления сетью
(особенно, протокол OpenFlow, используемый в SDN) и атаки на уровень
передачи данных.

1. Особенности квантовых вычислений

Квантовые вычисления— это относительно новая область, которая
объединяет компьютерные науки, математику и физику. Эта область
исследует возможности использования принципов квантовой физики для
создания квантовых компьютеров, использующих квантовые биты (кубиты),
которые могут содержать комбинации значений 0 и 1 в суперпозиции
одновременно.

Так как кубиты могут находиться одновременно в нескольких состоя-
ниях, временные затраты на расчет каждого состояния не требуются, а
общее время расчётов уменьшается. Именно такая возможность позволяет
решать некоторые сложные задачи быстрее классических компьютеров
[10,11].

Классический компьютер с памятью из n бит может одномоментно
выполнить некоторую операцию только над одним из 2n возможных
наборов. Чтобы вычислить значение некоторой булевой функции от n
аргументов для всех значений аргументов с помощью классического
компьютера, придётся по очереди перебирать все 2n наборов и вычислять
значение функции на каждом наборе по отдельности. Благодаря квантовой
суперпозиции, в квантовом компьютере с n кубитами можно одновременно
представить все 2n набора и выполнять операции над всеми наборами
сразу. В результате возможно вычислить значение функции сразу для всех
2n комбинаций значений аргументов [12].

Кубит можно определить, как вектор единичной длины в двумерном
гильбертовом пространстве над полем комплексных чисел. Состояния 0 и 1
вместе представляют собой базисные вектора. Каждое из состояний
кубита может быть представлено суперпозицией двух базисных состояний,
которые обычно обозначаются как |0⟩ и |1⟩. Формула, представляющая
кубит в суперпозиции, выглядит следующим образом:

|ψ⟩ = α|0⟩+ β|1⟩,
α и β - комплексные числа, известные как амплитуды. Сумма их квадратов
должна быть равна 1, поэтому можно сказать, что они определяют
вероятности обнаружения кубита в каждом из базисных состояний.
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Однако создание и манипулирование кубитами само по себе не являет-
ся достаточным для выполнения сложных операций. Для реализации
квантовых алгоритмов необходимо уметь манипулировать состояниями
кубитов с высокой степенью контроля. Это достигается с помощью
квантовых вентилей [10]. Квантовые вентили представляют собой аналоги
классических логических вентилей, которые выполняют различные
операции над кубитами, такие как логические, унитарные и нелинейные.
Квантовые вентили используются для создания квантовых цепей и выпол-
нения последовательности операций, составляющих квантовый алгоритм.
Благодаря квантовым вентилям получается достичь эффективности и
гибкости квантовых вычислений.

Квантовые вентили можно представить в виде унитарных матриц,
которые преобразуют входной кубит в выходной кубит. Для любого
входного состояния кубита, квантовый вентиль выполняет преобразования
в соответствии с определенными правилами. Например, вентиль NOT
инвертирует состояние кубита. Тем не менее, квантовые вычисления
на данный момент используются только в исследовательских целях и не
распространены для массового использования. Рассмотрим основные
препятствующие этому проблемы:

(1) Декогеренция представляет собой явление, при котором квантовая
система взаимодействует с окружающей средой, что приводит
к потере квантовых свойств и, следовательно, к ухудшению точности
и стабильности вычислений [13]. Максимальное время жизни
квантовой системы, когда она пригодна для квантовых вычислений,
крайне мало, а по окончании этого времени система начнет выдавать
белый шум вместо вероятностных распределений.

(2) Одним из наиболее актуальных вызовов является масштабируе-
мость квантовых систем. В настоящее время существуют квантовые
компьютеры с небольшим числом кубитов, однако для решения
реальных задач требуется значительное увеличение их мощности [11].
Разработчикам необходимо искать пути увеличения числа кубитов и
улучшения их производительности, чтобы обеспечить масштабиру-
емость и применение квантовых систем для решения широкого
спектра задач.

(3) Другим важным вызовом является сложность реализации квантовых
систем. В отличие от классических вычислительных систем, которые
имеют долгую историю и разработанную методологию, квантовые
системы находятся на стадии активных исследований и разработок.
Например, нет четких методик устранения “багов”, специфичных для
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квантовых компьютеров, из-за чего во время их работы возникают
ошибки [14].

Рассмотрим также основные приложения квантовых вычислений:

(1) Алгоритм Шора [15,16] представляет собой квантовый алгоритм,
способный эффективно факторизировать большие целые числа.
Факторизация является процессом разложения числа на простые
множители. На классических компьютерах, работающих на классиче-
ских алгоритмах, факторизация достаточно больших чисел требует
экспоненциального времени, что делает ее практически невозможной
для чисел с достаточной длиной для применения в криптографиче-
ских системах. Алгоритм Шора, используя возможности квантовых
компьютеров, способен произвести факторизацию числа не просто
за полиномиальное время, а за время, ненамного превосходящее
время умножения целых чисел. Таким образом, с помощью этого
алгоритма (при использовании квантового компьютера с нескольки-
ми тысячами логических кубитов) становится возможным взлом
криптографических систем с открытым ключом.

(2) Алгоритм Гровера [17] позволяет найти нужный элемент базы
данных за полиномиальное время, что делает его значительно
более эффективным по сравнению с классическими алгоритмами.
Это имеет потенциальное применение в таких областях, как поиск
в больших базах данных, оптимизация и распознавание образов.

(3) Квантовые компьютеры могут обрабатывать большие матрицы, а
также ускорять различные операции линейной алгебры, значительно
улучшая традиционные приложения машинного обучения [3]. В част-
ности, было показано, что при использовании методов квантового
машинного обучения можно достичь улучшения производительности
(увеличение значений метрик или скорости работы) по сравнению
с классическими методами, в том числе и для решения задачи
обнаружения вторжений в сетях SDN [18,19].

2. Методы квантового машинного обучения

Рассмотрим основные методы квантового машинного обучения
в сравнении с их классическими аналогами.

K-ближайших соседей (kNN)— это алгоритм классификации, состоя-
щий из трех шагов: вычисление расстояния относительно обучающих
элементов; нахождение k элементов, ближайших к тестовому экземпля-
ру; предсказание метки класса посредством голосования большинства.
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В квантовом kNN вначале все элементы переводятся в пространство
квантовых векторов состояний, затем вычисляются расстояния между
классифицируемым объектом и всеми объектами тренировочной выборки
с помощью, например, евклидовой метрики [20], SWAP-теста [21] или
других. Далее класс присваивается объекту по большинству, находящемуся
в числе его ближайших соседей, как и в классическом kNN. Благодаря
свойству суперпозиции кубитов все расстояния от обучающих элементов
вычисляются одновременно (квантовый параллелизм), что дает большой
прирост к скорости работы алгоритма [20].

Метод опорных векторов (SVM) с помощью функции-ядра переводит
выборку в пространство более высокой размерности, в котором данные
становятся линейно разделимыми по классам, и проводит между ними
разделяющую гиперплоскость. Квантовый SVM работает схожим образом:
сначала происходит кодирование данных в квантовое пространство, затем
к ним применяется квантовое ядро для перевода в пространство большей
размерности, после чего проводится разделяющая гиперплоскость и
выполняется классификация. В качестве методов оптимизации может
выступать алгоритм Гровера [22] или алгоритм HHL [23], которые
используют квантовый параллелизм и дают существенный прирост
в скорости работы [24].

В квантовых сверточных нейронных сетях (QCNN) [25] изображение
сначала кодируется в квантовую схему с использованием карты признаков.
Затем к закодированному изображению применяются чередующиеся
сверточные и объединяющие слои, уменьшая размерность схемы до тех
пор, пока не останется только один кубит. Выход этого оставшегося
кубита измеряется для классификации входного изображения. Квантовый
сверточный слой состоит из серии двухкубитных унитарных операторов,
которые распознают и определяют связи между кубитами в схеме;
квантовый pooling-слой уменьшает количество кубитов, выполняя операции
над каждым кубитом до определенной точки, а затем отбрасывая
определенные кубиты в определенном слое. В QCNN каждый слой
содержит параметризованные схемы, что означает, что выход может быть
изменен путем настройки параметров каждого слоя. Во время обучения
эти параметры корректируются для минимизации функции потерь.

Метод VQC (variational quantum circuit), использованный в данной
работе, наиболее популярен у исследователей. Концептуально его показы-
вает в виде схемы рисунок 2, навеянный рисунком 13 из [3]. Метод VQC
представляет собой квантовый аналог нейронной сети. На входе квантовой
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Квантовая схема
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Рисунок 2. Представление метода VQC

схемы (Quantum circuit) расположено некоторое количество кубитов,
соответствующее количеству признаков в наборе данных, а на выходе
формируется решение задачи (например, вероятностное распределение для
задачи классификации). Предварительно переведенные в пространство
квантовых векторов (с помощью карты признаков) данные поступают
на вход этой схеме, после чего она «обучается». Процесс обучения происхо-
дит с задействованием классического компьютера: на нем рассчитывается
функция потерь и обновляются веса для квантовой схемы, после чего
квантовая схема снова начинает работу.

3. Набор данных

В данной работе используется набор данных InSDN [7], опубликованный
в 2020 году и содержащий различные виды трафика, актуального
на сегодняшний день (YouTube, чаты, электронная почта и др.) и
характерного для ПКС. Набор данных содержит типы сетевого трафика,
представленные в таблице 1. Набор данных несбалансирован, поэтому для
балансировки набора данных в некоторых экспериментах использовался
алгоритм SMOTE (Synthetic Minority Over-sampling Technique), основная
идея которого— генерация искусственных объектов в наборе данных,
«похожих» на существующие, но не дублирующих их [26,27].



Методы квантового обучения для обнаружения сетевых атак 11

Таблица 1. Виды трафика в наборе данных InSDN

Тип трафика Количество записей
Нормальный 68424
Атака BFA 1405
Атака DDoS 121942
Атака DoS 53616
Атака Probe 98129
Атака Web-Attack 192
Атака BOTNET 164
Атака U2R 17

Учитывая, что для симуляции квантовых методов машинного обучения
на классическом компьютере требуются значительные ресурсы, количество
признаков в наборе данных было сокращено с 48 исходных до 10 с помощью
функционала SelectKBest из библиотеки Scikit-Learn.

Оставшиеся признаки для экспериментов с задачей бинарной класси-
фикации: Protocol, Fwd Pkt Len Min, Bwd Pkt Len Min, Bwd Pkt Len Mean,
Bwd Pkt Len Std, Fwd IAT Tot, Pkt Len Min, Pkt Len Mean, Pkt Len Std,
Pkt Size Avg.

Оставшиеся признаки для экспериментов с задачей многоклассовой
классификации: Protocol, Bwd Pkt Len Min, Bwd Pkt Len Mean, Bwd Pkt
Len Std, Flow Pkts/s, Bwd Pkts/s, Pkt Len Min, Pkt Len Mean, Pkt Len Std,
Pkt Size Avg.

Помимо сокращения количества признаков набор данных также был
разделен на 3000 порций, и на вход методу VQC подавалось по одной
порции за раз для минимизации использования памяти. Это тоже повлияло
на значение метрики, поскольку качество модели, обучаемой на полном
наборе данных, как правило, выше, чем для модели, обучаемой на том же
наборе, но порционно.

4. Эксперименты и результаты

В процессе работы были проведены эксперименты с моделью квантового
машинного обучения VQC и моделью классического машинного обучения
XGBoost для сравнения. Эксперименты проводились на машине со
следующими характеристиками: процессор Intel Xeon E5-2695 v2, 32 Гб
оперативной памяти, ОС Windows 10.
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Результаты работы моделей представлены в таблице 2. Модель XGBoost
была взята как эталон, поскольку метод градиентного бустинга показывает
лучшие результаты классификации табличных данных в большинстве
случаев.

Для каждой модели было проведено 6 экспериментов:

(1) Бинарная классификация (нормальный или атакующий трафик).
(2) Бинарная классификация (нормальный или атакующий трафик)

с предварительной нормализацией набора данных с помощью метода
минимакс.

(3) Бинарная классификация (нормальный или атакующий трафик)
с предварительной нормализацией набора данных с помощью метода
минимакс и балансировкой с помощью метода SMOTE.

(4) Многоклассовая классификация (нормальный трафик или один
из нескольких типов атак).

(5) Многоклассовая классификация (нормальный трафик или один
из нескольких типов атак) с предварительной нормализацией набора
данных с помощью метода минимакс.

(6) Многоклассовая классификация (нормальный трафик или один
из нескольких типов атак) с предварительной нормализацией набора
данных с помощью метода минимакс и балансировкой с помощью
метода SMOTE.

Реализация модели VQC взята из библиотеки Qiskit Machine Learning
для языка Python, также в работе были использованы инструменты
из библиотеки Qiskit 1. Модель VQC была взята с параметрами
по умолчанию, в качестве метода оптимизации используется COBYLA
(Constrained Optimization By Linear Approximation optimizer), в качестве
карты признаков использована ZZFeatureMap , в качестве квантовой

схемы использована RealAmplitudes . Модель XGBoost была взята
из одноименной библиотеки XGBoost с параметрами по умолчанию.

Для оценки качества моделей были использованы меры accuracy и
F1. Значение accuracy есть отношение количества правильно класси-
фицированных объектов к общему количеству элементов выборки, а
значение F1-меры сочетает в себе две другие функции оценки качества:
precision (доля объектов, действительно принадлежащих данному классу

1Прискорбно, что фирма IBM закрыла доступ к своим сайтам (прим. ред.)

https://qiskit-community.github.io/qiskit-machine-learning/
https://qiskit-community.github.io/qiskit-machine-learning/
https://qiskit-community.github.io/qiskit-machine-learning/stubs/qiskit_machine_learning.algorithms.VQC.html
https://qiskit-community.github.io/qiskit-algorithms/stubs/qiskit_algorithms.optimizers.COBYLA.html
https://docs.quantum.ibm.com/api/qiskit/qiskit.circuit.library.ZZFeatureMap
https://docs.quantum.ibm.com/api/qiskit/qiskit.circuit.library.RealAmplitudes
https://xgboost.readthedocs.io/en/stable/
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относительно всех объектов, которые модель отнесла к этому классу) и
recall (доля найденных классификатором объектов, принадлежащих классу,
относительно всех объектов этого класса), что облегчает понимание,
насколько качественно работает модель.

Для запуска экспериментов для модели VQC не был использован
квантовый компьютер, все вычисления выполнялись с помощью симуля-
ции квантовой архитектуры на классическом компьютере. Из-за этого
появились ограничения по скорости работы моделей и используемой
памяти: было принято решение сократить количество признаков (как уже
говорилось в разделе «набор данных») и сам набор данных разделить
на небольшие части и дообучать модель итеративно. Перечисленные
ограничения сказались на времени обучения модели (как мы видим, оно
на несколько порядков выше по сравнению с классическим методом) и
значениях метрик.

Модель XGBoost обучалась также на наборе данных с сокращенным
количеством признаков, но на всем наборе данных целиком, а не порциями,
поскольку градиентный бустинг не поддерживает механизм дообучения и
требует на вход полный набор данных за раз.

Из результатов экспериментов мы видим, что нормализация набора
данных приводит к увеличению значений метрик VQC, а также баланси-
ровка набора данных методом SMOTE в эксперименте с многоклассовой
классификацией, поскольку в этом случае присутствует несколько классов,
представленных крайне малым количеством объектов. Нормализация не
оказывает сильного влияния на классический метод XGBoost в силу
особенностей его архитектуры, а балансировка набора данных не увеличи-
вает значения метрик для обеих моделей в эксперименте с бинарной
классификацией, поскольку в этом случае оба класса представлены
достаточным количеством объектов.

Для экспериментов с нормализацией и балансировкой набора данных
приведем графики, отражающие динамику изменения значений метрик
во время обучения модели VQC по порциям (рисунки 3 и 4). Среди
результатов экспериментов особое внимание хочется обратить на значения
accuracy в экспериментах с бинарной классификацией (выделены жирным
шрифтом в таблице 2).
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Таблица 2. Результаты экспериментов

Эксперимент VQC XGBoost
Accuracy F1-мера время работы Accuracy F1-мера время работы

Бинарная классификация 0,771 0,656 721985 с 0,982 0,970 1,622 с
- она же после минимакс 0,916 0,841 722345 с 0,982 0,970 1,639 с
- она же после минимакс и SMOTE 0,915 0,841 954277 с 0,980 0,968 7,703 с
Многоклассовая классификация 0,423 0,170 835228 с 0,976 0,824 26,068 с
- она же после минимакс 0,480 0,201 836823 с 0,976 0,824 22,133 с
- она же после минимакс и SMOTE 0,624 0,210 984248 с 0,958 0,702 81,959 с
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Рисунок 3. Динамика изменения метрик accuracy и F1 во время обучения модели VQC в
экспериментах с бинарной классификацией на нормализованных данных
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Рисунок 4. Динамика изменения метрик accuracy и F1 во
время обучения модели VQC в экспериментах на нормализо-
ванных данных

Пока результат работы квантового метода VQC хуже, чем эталонного
для задачи XGBoost, но мы видим, что уже получается приблизиться
к эталону, результаты работы моделей сопоставимы. При будущих
доработках квантовых компьютеров вполне возможно, что квантовые
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методы смогут превзойти классические, как по значениям метрик, так и
по скорости работы.

Заключение

Проведенная работа показала, что квантовые методы машинного
обучения уже сейчас можно ограниченно применять и исследовать.
На данный момент они требуют гораздо больше ресурсов для симуляции
на классическом компьютере, чем привычные нам классические методы,
но при большем распространении квантовых компьютеров и увеличении
числа кубитов в них QML-методы смогут составить конкуренцию традици-
онным ML-моделям (а возможно и превзойти их) благодаря квантовому
параллелизму и существенному увеличению скорости работы. По этой
причине уже сейчас необходимо изучать их, в частности, применительно
к задаче обнаружения вторжений в сетях SDN, поскольку в будущем СОВ
на основе методов квантового машинного обучения вероятно смогут
анализировать гораздо большие объемы информации с большей скоростью,
что сделает их значительно эффективнее, чем традиционные IDS.

В данной работе проведен ряд экспериментов для метода квантового
машинного обучения VQC и показано, что он может достигать результатов,
сопоставимых с классическим методом градиентного бустинга, который
является эталоном для задачи классификации табличных данных. При
запуске модели VQC на квантовом компьютере, а не в симуляции, можно
получить и прирост в скорости работы, помимо приемлемых результатов
метрик.

Полученный в работе результат не является конечным, можно
выделить два направления исследований для его улучшения. Во-первых,
можно улучшать производительность текущей модели VQC путем
подбора гиперпараметров и дополнительной предобработки данных.
Во-вторых, можно рассмотреть и другие методы квантового машинного
обучения, такие как QSVM, квантовые нейронные сети, гибридные
квантово-классические архитектуры. Движение в обоих направлениях
может привести к более эффективному решению задачи обнаружения
вторжений в программно-конфигурируемых сетях.
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Аннотация. Рассматривается класс неоднородных дискретных систем (НДС)
с промежуточными критериями. Такие системы являются двухуровневыми и распро-
странены на практике, а также получаются при дискретизации непрерывных систем
в процессе решения задач оптимизации итерационными методами. Для указанного
класса на основе аналога достаточных условий оптимальности Кротова строится метод
сильного улучшения второго порядка.

Авторы статьи ставят под сомнение утверждение, что для классических дискретных
управляемых систем, а также и для неоднородных, нет смысла вводить понятие
сильного относительного минимума. Поэтому при построении метода улучшения ими
выдвинуто требование близости соседних приближений из класса допустимых только
по состояниям процесса на обоих уровнях. Полученный метод содержит векторно-
матричную двухуровневую систему для сопряженных переменных. Приращение
управлений на каждом из уровней линейно зависит от соответствующих состояний, что
позволяет найти решение в форме приближенного линейного синтеза оптимального
управления.

Проведена апробация метода на двух иллюстративных примерах, показавшая его
работоспособность. Применение разработанного метода к более сложному примеру
позволило получить меньшее значение функционала, чем найденное ранее аналогичным
по структуре методом минимаксного улучшения.

Ключевые слова и фразы: неоднородные дискретные системы, промежуточ-
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Введение

Системы неоднородной структуры, т.е. процессы с изменяющимся
во времени описанием, как непрерывные, так и дискретные, широко
распространены на практике. Примерами могут служить сложные
космические операции (например, перелет между планетами), динамика
роботов, процессы химического производства, развитие организмов и
популяций. Описание некоторых из них приведено в [1]. Далее будут
рассматриваться неоднородные дискретные процессы (НДС).

Поскольку непосредственное использование необходимых и доста-
точных условий оптимальности для различных типов управляемых
систем не представляется возможным из-за трудностей разрешимости
в аналитическом виде содержащихся в них соотношений, то внимание
исследователей всегда было сосредоточено на построении на их основе
разнообразных итерационных методов. При этом следует заметить, что
львиная доля таких методов позволяет найти лишь локальный, а не
глобальный минимум функционала. Подобные методы более просты как
в их разработке, так и реализации.

В классической задаче оптимального управления для непрерывных
систем различают сильный и слабый относительный минимум [2]. Итак,
пусть z̄ = (x̄, ū), где x̄ — состояние, а ū — управление, элемент из класса
допустимых, на котором функционал достигает относительного минимума.
Будем называть такой относительный минимум сильным, если он достига-
ется среди элементов z, удовлетворяющих условию |x− x̄| < ε. И в свою
очередь слабым, если он достигается среди элементов z, удовлетворяющих
условиям |x− x̄| < ε, |u− ū| < ε.

В дискретных системах в силу специфики их структуры говорят просто
об относительном минимуме, который по своей сути является слабым
[2]. Здесь достаточно требования близости элементов по управлению,
из которого автоматически следует близость по состоянию.

Если же речь идет об управляемых системах неоднородной структуры,
которые являются двухуровневыми, где на нижнем уровне чередуются
непрерывные системы, а на верхнем — дискретные (ДНС), естественным
для нижнего уровня будет требование близости элементов, как только
по состоянию, так по состоянию и управлению. Для верхнего уровня
только по управлению. По схеме: на нижнем близость по состоянию,
на верхнем — по управлению, был построен метод улучшения в [3]. Когда
же оба уровня дискретные (НДС), то по аналогии с классикой можно
говорить о близости по управлению на обоих уровнях.
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И все же возникает естественный вопрос: а можно ли для НДС
построить метод, в котором на обоих уровнях элементы близки лишь
по состоянию и будет ли этот метод работоспособным. Далее в статье
рассматривается именно эта ситуация.

При постановке задачи оптимального управления использовалась
математическая модель НДС с промежуточными критериями из [4], а
для построения метода — аналог достаточных условий оптимальности
Кротова, полученный в этой же работе.

1. Неоднородные дискретные процессы с промежуточными
критериями

Рассмотрим двухуровневую модель, в которой нижний уровень
составляют дискретные динамические системы однородной структуры.
На верхнем уровне фигурирует дискретная модель общего вида

x(k + 1) = f(k, x(k), u(k)),(1)

k ∈ K = {kI , kI + 1, ..., kF }, u ∈ U(k, x),

где k — номер шага (этапа), x и u — соответственно переменные состояния
и управления произвольной природы (возможно различной) для различных
k, U(k, x) — заданное при каждом k и x множество.

На некотором подмножестве K′ ⊂ K, kF /∈ K′, u(k) интерпрети-
руется как пара

(︁
uv(k),md(k)

)︁
, где md(k) — процесс (xd(k, t), ud(k, t)),

t ∈ T(k, z(k)), md(k) ∈ Dd (k, z(k)), а Dd — множество допустимых
процессов md, удовлетворяющих системе

xd(k, t+ 1) = fd
(︁
k, z, t, xd(k, t), ud(k, t)

)︁
,(2)

t ∈ T = {tI(z), tI(z) + 1, . . . , tF (z)},

xd ∈ Xd(k, z, t), ud ∈ Ud
(︁
k, z, t, xd

)︁
, z = (k, x, uv) .

Здесь uv управляющее воздействие верхнего уровня на нижний. Для этой
системы на множестве T задана промежуточная цель в виде функционала,
который необходимо минимизировать:

Ik =
∑︂

T(z)\tF (z)

fk(t, xd(k, t), ud(k, t)) → inf .

Здесь Xd(k, z, t), Ud
(︁
k, z, t, xd

)︁
— заданные при каждом t, z и xd множе-

ства. Оператор правой части (1) сводится к следующему:

f (k, x, u) = θ
(︁
z, γd(z)

)︁
, γd =

(︁
tI , x

d
I , tF , x

d
F

)︁
∈ Γd(k, z),

Γd(z) = {γd : tI = τ(k, z), tF = ϑ(k, z), xdI = ξ(k, z), xdF ∈ Γd
F (k, z)},
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где θ и τ, ϑ, ξ — заданные оператор и функции.
На множестве D процессов

m =
(︁
x(k), u(k), xd(k, t), ud(k, t)

)︁
,

удовлетворяющих (1), (2), рассматривается задача оптимального уп-
равления о минимизации концевого функционала I = F (x (kF )) при
фиксированных kI = 0, kF , x(kI) и дополнительных ограничениях
x(k) ∈ X(k).

2. Используемый математический аппарат

Далее для удобства читателей приведем используемые для построения
метода конструкции и теоремы.

Имеем [4]:

L = G (x (kF ))−
∑︂

K\K′\kF

R(k, x(k), u(k)) +

+
∑︂
K′

(︂
Gd(z)−

∑︂
T(z)\tF

Rd(z, t, xd(k, t), ud(k, t))
)︂
,

G(x(kF )) = F ((x(kF )) + φ (kF , x(kF ))− φ (kI , x (kI)) ,

R (k, x, u) = φ (k + 1, f (k, x, u))− φ (k, x) ,

Gd
(︁
k, z, γd

)︁
= −φ

(︁
k + 1, θ

(︁
k, z, γd

)︁)︁
+ φ (k, x(k)) +

+ φd
(︁
k, z, tF , x

d
F

)︁
− φd

(︁
k, z, tI , x

d
I

)︁
,

Rd
(︁
k, z, t, xd, ud

)︁
= φd

(︁
(k, z, t+ 1, fd

(︁
k, z, t, xd, ud

)︁)︁
−

− fk(t, xd(k, t), ud(k, t))− φd(k, z, t, xd),

µd (k, z, t) = sup {Rd
(︁
k, z, t, xd, ud

)︁
: xd ∈ Xd(k, z, t), ud ∈ Ud

(︁
k, z, t, xd

)︁
},

ld (k, z) = inf {Gd
(︁
k, z, γd

)︁
: γd ∈ Γd(k, z), xd ∈ Xd(k, z, tF )},

µ (k) =

{︄
sup {R (k, x, u) : x ∈ X(k), u ∈ U (k, x)}, t ∈ K\K′,

− inf {ld (z) : x ∈ X (k) , uv ∈ Uv (k, x)}, k ∈ K′,

l = inf {G (x) : x ∈ Γ ∩X (kF )}.
Здесь φ (k, x) — произвольный функционал, φd(k, z, t, xd) — произволь-
ное параметрическое семейство функционалов (с параметрами k, z).
В дальнейшем указанные функционалы φ,φd подлежат определению.

Теорема 1. Для любого элемента m ∈ D и любых φ, φd имеет
место оценка

I(m)− inf
D
I ≤ ∆ = I(m)− l.
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Пусть имеются два процесса mI ∈ D и mII ∈ E и функции φ и φd

такие, что L
(︁
mII

)︁
< L

(︁
mI

)︁
= I

(︁
mI

)︁
, и mII ∈ D.

Тогда I(mII) < I(mI).

Здесь E — множество, включающее в себя множество D, [2].

Теорема 2. Пусть имеются последовательность процессов {ms} ⊂
⊂ D и функционалы φ, φd, такие что:

1) R (k, xs(k), us(k)) → µ (k) , k ∈ K;
2) Rd

(︁
zs, t, x

d
s(t), u

d
s(t)

)︁
− µd (zs, t) → 0, k ∈ K′, t ∈ T (zs);

3) Gd
(︁
zs, γ

d
s

)︁
− ld (zs) → 0, k ∈ K′;

4) G (xs (tF )) → l.

Тогда последовательность {ms} — минимизирующая для I на D.

3. Метод улучшения

Здесь и ниже предполагается, что все используемые объекты обладают
необходимыми для выполняемых операций свойствами, такими как
непрерывность, дифференцируемость и т.д.

Предположим, что X(k) = Rm(k), Xd(z, t) = Rn(k), xdI = ξ (z), kI , xI ,
kF , tI(k), tF (k) — заданы, xdF ∈ Rn(k) и системы нижнего уровня не
зависят от управления uv. Последнее требование позволяет избежать
излишней громоздкости метода. Рассматриваемая далее задача улучшения
состоит, по существу, в построении оператора θ(m), θ : D → D, такого
что I(θ(m)) ≤ I(m) [4]. При некотором заданном начальном элементе
такой оператор генерирует улучшающую, в частности, минимизирующую
последовательность {ms} : ms+1 = θ(ms).

Будем строить метод на основе принципов расширения [5] и локализа-
ции [6]. Согласно последнему, задача улучшения некоторого элемента mI

сводится к задаче о минимуме вспомогательного функционала
Iα(m) = αI(m) + (1− α)J(mI,m), α ∈ [0, 1],(3)

где J(mI,m) — функционал типа метрики. Изменяя α от 0 к 1, можно
достичь необходимой степени близости mα к mI и эффективно использо-
вать аппроксимации конструкций достаточных условий в окрестности
mI. В итоге получается алгоритм с параметром α, играющим роль
регулятора, настраиваемого при конкретном применении. Этот параметр
выбирается так, чтобы разность I(mI)− I(mα) была наибольшей, тогда
соответствующий элемент mα принимается за mII.
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Вспомогательный функционал зададим в виде:

Iα = αI +
1

2
(1− α)

 ∑︂
K\K′

|∆x (k) |2 +
∑︂
K′

∑︂
T(z)\tF

|∆xd (k, t) |2

 ,

где α ∈ [0, 1], ∆x = x− xI, ∆xd = xd − xdI. Из выше приведенной формулы
следует, что в данном случае функционал J(mI,m) представляет собой
половину квадрата по состояниям процесса.

Согласно указанному принципу расширения по заданному элементу
mI ∈ D требуется найти элементmII ∈ D, на котором Iα(mII) = Lα

(︁
mII

)︁
<

< Iα(m
I) = Lα

(︁
mI

)︁
, или Lα

(︁
mII

)︁
−Lα

(︁
mI

)︁
< 0. Рассмотрим приращение

функционала Lα(m), по формуле Тейлора имеем:

∆Lα ≈ GT
xF

∆xF +
1

2
∆xTFGxF xF

∆xF −

−
∑︂

K\K′\kF

(︂
RT

x∆x+RT
u∆u+

1

2
∆uTRuu∆u+

1

2
∆xTRxx∆x+

+ ∆xTRxu∆u
)︂
+
∑︂
K′

(︂
GdT

xd
F
∆xdF +GdT

x ∆x+
1

2
∆(xdF )

TGd
xd
F xd

F
∆xdF +

+ ∆(xdF )
TGd

xd
F xF

∆xF

)︂
−

∑︂
T(z)\tF

(︂
RdT

xd ∆x
d +RdT

x ∆x+RdT
ud ∆u

d +

+
1

2
∆udTRd

udud∆u
d +

1

2
∆xdTRd

xdxd∆x
d +∆xTRd

xx∆x+

+ ∆xdTRd
xdud∆u

d +∆xTRd
xud∆u

d +∆xdTRd
xdx∆x

)︂
,

где ∆u = u − uI, ∆x = x − xI, ∆ud = ud − udI, ∆xd = xd − xdI, ∆xdF =

= xdF − xdIF , xF = x(kF ). Здесь функции R, G, Rd, Gd определены для
функционала Iα, а их первые и вторые производные подсчитаны при
u = uI(k), x = xI(k), xd = xdI(k, t), ud = udI(k, t).

Найдем ∆u, ∆ud доставляющие максимум выражениям, стоящим под
знаками сумм

∑︁
K\K′\kF

и
∑︁

T(z)\tF
соответственно. Имеем:

Rd
ud +Rd

udud∆u
d +Rd

xdud∆x
d +Rd

xud∆x = 0.

Тогда ∆ud = −(Rd
udud)

−1(Rd
ud +Rd

udxd∆x
d +Rd

udx∆x). Аналогично ∆u =

= −(Ruu)
−1(Ru +Rxu∆x). Найденные формулы для приращений управле-

ний обоих уровней подставим в выражение для приращения функционала
∆Lα и выполним необходимые преобразования, итог которых обозначим
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через ∆Mα. Имеем:

∆Mα ≈ GT
xF

∆xF +
1

2
∆xTFGxF xF

∆xF −

−
∑︂

K\K′\kF

(︂
(Rx −Rxu(Ruu)

−1RT
u )∆x+

+
1

2
∆xT(Rxx −Rxu(Ruu)

−1RT
xu)∆x− 1

2
RT

u (Ruu)
−1Ru

)︂
+

+
∑︂
K′

(︂
GdT

xd
F
∆xdF +GdT

x ∆x+
1

2
∆(xdF )

TGd
xd
F xd

F
∆xdF +

+ ∆(xdF )
TGd

xd
F xF

∆xF

)︂
−

−
∑︂

T(z)\tF

(︂
(Rd

xd −Rd
xdud(R

d
udud)

−1RdT
ud )∆x

d +

+
1

2
∆xdT(Rd

xdxd −Rd
xdud(R

d
udud)

−1RdT
xdud)∆x

d −

+ (Rd
x −Rd

xud(R
d
udud)

−1RdT
ud )∆x+

+ ∆xT(Rd
xx −RxudRd

udud

−1
RdT

xud)∆x+

+ ∆xT(Rd
xxd −Rxud(Rd

udud)
−1Rd

xdud)∆x
d − 1

2
RdT

ud (R
d
udud)

−1Rd
ud

)︂
.

Зададим функции φ и φd (z) в виде:

φ = ψT (k)x (k) +
1

2
∆xT(k)σ(k)∆x(k),

φd = λT(k, t)x(k) + ψdT(k, t)xd(k, t) +

+
1

2
∆xdT(k, t)σd(k, t)∆xd(k, t) +

1

2
∆xT(k)Λ(k, t)∆xd(k, t) +

+
1

2
∆xdT(k, t)ΛT (k, t)∆x(k) +

1

2
∆xT(k)σ(k, t)∆x(k),

где ψ,ψd, λ — вектор-функции, σ, σd,Λ — матрицы, и таким образом, чтобы
приращение функционала ∆Mα не зависело от ∆x, ∆xF , ∆x

d
F , ∆x

d.
Последнее требование будет достигнуто, если:

Gx = 0, Gd
xd
F
= 0, Gxx = 0, Gd

xd
F xd

F
= 0, Gd

xd
F
= 0,

Rx −RxuR
−1
uuR

T
u = 0, Rxx −RxuR

−1
uuR

T
xu = 0,

Rd
xd −Rd

xdud(R
d
udud)

−1RdT
ud = 0, Rd

xxd −Rd
xud(R

d
udud)

−1RdT
xdud = 0.

Расшифровка указанных условий приводит к задаче Коши для НДС
относительно ψ, ψd, λ, σ, σd, Λ с начальными условиями на правом
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конце, в которых E — единичные матрицы соответствующих размеров:

ψ (kF ) = −αFx(kF ),

ψ(k) = Hx −
(︁
fTx σ(k + 1)fu +Hxu

)︁
×

×
(︁
fTu σ(k + 1)fu + (Huu)

−1HT
u

)︁
, k ∈ K\K′\kF ,

σ(kF ) = −αFx(kF )x(kF ) + (1− α)E,

σ(k) = fTx σ(k + 1)fx +Hxx −
(︁
fTx σ(k + 1)fu +Hxu

)︁
×

×
(︁
fTu σ(k + 1)fu +Huu

)︁−1(︁
fTx σ(k + 1)fu +Hxu

)︁T
,

k ∈ K\K′\kF ,
ψd (k, tF ) = Hd

xd
F
(ψ(k + 1)),

ψd(k, t) = Hd
xd + (fdTxd σ

d(k, t+ 1)fdud +Hd
xdud)(H

d
udud)

−1HdT
ud ,

k ∈ K′,

σd(k, tF ) = θTxd
F
σ(k + 1)θxd

F
+Hd

xd
F xd

F
,

σd(k, t) = fdTxd σ
d(k, t+ 1)fdxd +Hd

xdxd −
(︁
fdTxd σ

d(k, t+ 1)fdud +

+ Hd
xdud

)︁
×
(︁
fdTud σ

d(k, t+ 1)fdud +Hd
udud

)︁−1 ×

×
(︁
fdTxd σ

d(k, t+ 1)fdud +HdT
xdud

)︁T
, k ∈ K′,

ψ(k) = Hx(ψ(k + 1)) + λ(tI) + ξTx λ(tI)− λ(tF ),

λ(k, tF ) = HxF
(ψ(k + 1)),

λ(k, t) = Hd
x(ψ

d(k, t+ 1)).

Здесь для краткости в правых частях указаны лишь аргументы ψ(k + 1) и
ψd(k, t+ 1), необходимые для понимания соотношений.

σ(k) = θTx σ(k + 1)θx +Hxx + ξTx θxd
i
σ(k + 1)θx+

+ θTx σ(k + 1)θxd
i
ξx + ξTx θ

T
xd
i
σ(k + 1)θxd

i
ξx+

+ ξTx σ
d(k, ti)ξx + ξxΛ(k, ti) + ΛT(k, ti)ξ

T
x ,

Λ(k, t) = fdxdΛ(k, t+ 1)fdTx − fdxxd ,

Λ(k, tF ) = θTx σ(k + 1)θxd
i
+Hxdx(k, ti),

H(k, ψ, xdI , x
d
F ) = ψTθ(z, xdI , x

d
F ), k ∈ K′,

Hd(k, t, z, ψd, xd, ud) = ψdTfd(k, z, xd, ud)−

− fk(k, z, xd, ud)− (1− α)
1

2
|∆xd(k, t)|2,
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x(ki) = xi, x(kF ) = xF , xd(k, ti) = xdi , xd(k, tF ) = xdF .

При этом приращения управляющих воздействий имеют вид:

∆u(k) = −(fTu σ(k + 1)fu +Huu)
−1×

×
(︁
Hu + (fTx σ(k + 1)fu +Hxu)

T∆x(k)
)︁
,

∆ud(k, t) = −
(︁
fdTud σ

d(k, t+ 1)fdud +Hd
udud

)︁−1 ×

×
(︂
Hd

ud + (fdTxd σ
d(k, t+ 1)fdud +Hd

xdud)
T∆xd(k, t)+

+ (fdTx σd(k, t+ 1)fdud +Hd
xud)

T∆x(k)
)︂
.

Замечание 1. Отметим тот факт, что приращения управлений
обоих уровней зависят от соответствующих состояний этих же уровней.
Следовательно решение поставленной задачи представляет собой линейный
приближенный синтез оптимального управления.

Замечание 2. Уравнения для матриц σ и σd представляют собой
матричные уравнения Риккати, которые могут и не иметь решения.
В этом случае алгоритм должен быть дополнен специальной процедурой
построения управляющих воздействий. Разработка такой процедуры
требует проведения специального исследования и подбора примеров, что
выходит за рамки этой статьи.

4. Итерационная процедура

На основе полученных соотношений можно сформулировать следую-
щую итерационную процедуру.

1. «Слева направо» просчитывается НДС (1), (2) при u = us(k), ud =
uds(k, t) и заданных начальных условиях, получается соответствующая
траектория (xs(k), x

d
s(k, t)).

2. «Справа налево» разрешается НДС относительно ψ (k), ψd (k, t),
λ(k, t), σ(k), σd(k, t),Λ(k, t).

3. Находятся ∆u, ∆ud и новые управления u = us(k) + ∆u, ud =
uds(k, t) + ∆ud.

4. При найденных управлениях и начальном условии x(kI) = xI
просчитывается «слева направо» исходная НДС (1), (2). Тем самым
определяется новый элемент ms+1.

Процесс итераций заканчивается, когда |Is+1 − Is| ≈ 0 с заданной
точностью.
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Работоспособность построенного метода была проверена на двух
иллюстративных примерах. Пример 2 был ранее использован в работе [7]
и специально решен предлагаемым методом для сравнения.

5. Примеры

Пример 1. Пусть задана НДС, состоящая из двух этапов, обо-
значенных номерами 0 и 1. На нулевом этапе управляемый процесс
описывается одним уравнением:

xd(t+ 1) = xd(t) + sin
(︁
ud1(t)

)︁
, xd(0) = 1, t = 0, 1, 2, 3.

Задан промежуточный функционал этапа:

I0 = (ud1(t)− t)2.

Следующий первый этап характеризуется другим уравнением и своим
промежуточным функционалом:

xd(t+ 1) = xd(t)u2(t), t = 4, 5, 6, I1 =
1

2
((xd(t))2 + (ud2(t))

2).

Задан общий функционал задачи:

I = xd(7) → min .

Нетрудно видеть, что K = 0, 1, 2, K′ = 1. Поскольку роль связующей
переменной на двух рассматриваемых этапах играет xd, то в терминах
этой переменной легко записать процесс верхнего уровня:

x(0) = xd(0, 0), x(1) = xd(0, 4), x(2) = xd(1, 7), xd(1, 4) = x(1).

Так как множество K′ состоит из одного элемента, то для удобства
расчетов, модель может быть дополнена третьим мгновенным этапом, не
имеющим протяженности во времени и состоящим лишь в передачи
информации об окончании второго этапа на верхний уровень. Тогда

x(3) = x(2) = xd(1, 7), K′ = 1, 2, θ(k) = xd(k, tF ), ξ(k) = x(k).

Заметим, что на обоих этапах процесс нижнего уровня не зависит от
переменных состояния верхнего уровня, тогда

λ(0, t) = λ(1, t) = 0, Λ(0, t) = Λ(1, t) = 0.

Запишем задачу и конструкции в терминах НДС. Имеем:
fd(0, t) = xd(t) + sin

(︁
ud1(t)

)︁
, fd(1, t) = xd(t)u2(t),

fdxd(0, t) = 1, fdxd(1, t) = u2(t),

fd
ud
1
(0, t) = cos

(︁
ud1(t)

)︁
, fd

ud
2
(1, t) = xd(t);
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Hd(0, t) = ψd(0, t+ 1)
(︁
xd(t) + sin

(︁
ud1(t)

)︁)︁
−

− (ud1(t)− t)2 − 1

2
(1− α)|∆xd(0, t)|2,

Hd
xd(0, t) = ψd(0, t+ 1), Hd

xdxd(0, t) = α− 1,

Hd
ud
1
(0, t) = ψd(0, t+ 1) cos

(︁
ud1(t)

)︁
+ 2(t− ud1(t)),

Hd
ud
1u

d
1
(0, t) = −ψd(0, t+ 1) sin

(︁
ud1(t)

)︁
− 2, Hd

xdud
1
(0, t) = 0;

Hd(1, t) = ψd(1, t+1)xd(t)ud2(t)−
1

2
((xd(t))2+(ud2(t))

2)−1

2
(1−α)|∆xd(1, t)|2,

Hd
xd(1, t) = ψd(1, t+ 1)ud2(t)− xd(t), Hd

xdxd(1, t) = α− 2,

Hd
ud
2
(1, t) = −2ψd(1, t+ 1)(t− ud2(t))− 1,

Hd
ud
2u

d
2
(1, t) = −1, Hd

xdud
2
(1, t) = ψd(1, t+ 1).

Управляющие воздействия являются результатом решения следующих
уравнений:

ψ(2) = ψ(3) = −α, ψ(1) = ψ(0) = 0,

ψd(1, 7) = ψ(2)ud2(6)− xd(1, 7), ψd(0, 4) = ψ(1),

ψd(1, t) = ψd(1, t+ 1)ud2(t)− xd(t) +
(︁
xd(t)ud2(t)σ

d(1, t+ 1) +

+ ψd(1, t+ 1)
)︁
×
(︁
2ψd(1, t+ 1)(t− ud2(t)) + 1

)︁
,

ψd(0, t) = ψd(0, t+ 1)−
(︁
cos

(︁
ud1(t)

)︁
σd(0, t+ 1)×

×
(︁
ψd(0, t+ 1) cos

(︁
ud1(t)

)︁
+ 2(t− ud1(t))

)︁ )︁
×

×
(︁
ψd(0, t+ 1) sin

(︁
ud1(t)

)︁
+ 2

)︁−1
;

σ(2) = 1− α, σ(1) = σ(2) + σd(1, 7) = −α,
σd(1, 7) = σ(2) + α− 2 = −1, σd(0, 4) = σ(1) + α− 1 = −1,

σd(1, t) = (ud2(t))
2σd(1, t+ 1) + α− 2−

−
(︁
(ud2(t)σ

d(1, t+ 1)xd(t) + ψd(1, t+ 1))2
)︁
×

×
(︁
(xd(t))2σd(1, t+ 1)− 1

)︁−1
,

σd(0, t) = σd(0, t+ 1) + α− 1−
(︁
σd(0, t+ 1) cos

(︁
ud1(t)

)︁)︁2 ×
×

(︁
σd(0, t+ 1) cos2

(︁
ud1(t)

)︁
− ψd(0, t+ 1) sin

(︁
ud1(t)

)︁
− 2

)︁−1
;

∆ud(0, t) = −
(︁
ψd(0, t+ 1) cos

(︁
ud1(t)

)︁
+ 2(t− ud1(t)) +

+ σd(0, t+ 1) cos
(︁
ud1(t)

)︁
∆xd(0, t)

)︁
×
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×
(︁
σd(0, t+ 1) cos2

(︁
ud1(t)

)︁
− ψd(0, t+ 1) sin

(︁
ud1(t)

)︁
− 2

)︁−1
,

∆ud(1, t) =
(︁
2ψd(1, t+ 1)(t− ud2(t)) + 1−

(︁
xd(t)ud2(t)σ

d(1, t+ 1) +

+ ψd(1, t+ 1)
)︁
∆xd(1, t)

)︁
×
(︁
(xd(t))2σd(1, t+ 1)− 1

)︁−1
.

Решение получено за 2 итерации. Изменение функционала по итераци-
ям представлено в таблице 1.

Таблица 1. Результаты расчетов примера 1

Итерация j α I = xd(7) → min |Ij − Ij−1|
0 4.366
1 0.2 4.024 0.342
2 0.6 3.947 0.077

При расчетах выбор значения α осуществлялся для обеспечения
минимума функционала и находился перебором в диапазоне от 0 до 1
с шагом 0.1. Графики переменных состояния и управления приведены
на рисунках 1а и 1б .

(а) Состояние (б) Управление

Рисунок 1. Результаты расчетов примера 1

Пример 2. Двухэтапная задача:

1-й этап:
xd(t+ 1) = −2xd(t) + (ud1(t))

2, xd(0) = 1, t = 0, 1, 2, 3,

I0 =
1

2
(xd(t))2 +

1

3
(ud1(t))

3;

2-й этап:
xd(t+ 1) = (t− ud2(t))

2, t = 4, 5, 6, I1 =
1

2
(xd(t))2 + ud2(t);

I = xd(7) → min .
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Как и в предыдущем примере, представим эту систему в виде НДС.
Имеем K = 0, 1, 2, K′ = 1. Поскольку роль связующей переменной на двух
рассматриваемых этапах играет xd, то в терминах этой переменной легко
записать процесс верхнего уровня:

x(0) = xd(0, 0), x(1) = xd(0, 4), x(2) = xd(1, 7), xd(1, 4) = x(1).

Так как множество K′ состоит из одного элемента, то для удобства
расчетов, модель может быть дополнена третьим мгновенным этапом, не
имеющим протяженности во времени и состоящим лишь в передачи
информации об окончании второго этапа на верхний уровень. Тогда

x(3) = x(2) = xd(1, 7), K′ = 1, 2, θ(k) = xd(k, tF ), ξ(k) = x(k).

На обоих этапах процесс нижнего уровня также не зависит от
переменных состояния верхнего уровня, тогда

λ(0, t) = λ(1, t) = 0, Λ(0, t) = Λ(1, t) = 0.

Имеем:
fd(0, t) = −2xd(t) + (ud1(t))

2, fd(1, t) = (t− ud2(t))
2,

fdxd(0, t) = −2, fdxd(1, t) = 0,

fd
ud
1
(0, t) = 2ud1(t), fd

ud
2
(1, t) = −2(t− ud2(t));

Hd(0, t) = ψd(0, t+ 1)(−2xd(t) + (ud1(t))
2)− 1

2
(xd(t))2−

− 1

3
(ud1)

3 − 1

2
(1− α)|∆xd(0)|2,

Hd
xd(0, t) = −2ψd(0, t+ 1)− xd(t), Hd

xdxd(0, t) = α− 2,

Hd
ud
1
(0, t) = 2ψd(0, t+ 1)ud1(t)− (ud1(t))

2,

Hd
ud
1u

d
1
(0, t) = 2ψd(0, t+ 1)− 2ud1(t), Hd

xdud
1
(0, t) = 0;

Hd(1, t) = ψd(1, t+ 1)(t− ud2)
2 − 1

2
(xd)2 − ud2(t)−

1

2
(1− α)|∆xd(1)|2,

Hd
xd(1, t) = −xd(t), Hd

xdxd(1, t) = α− 2,

Hd
ud
2
(1, t) = −2ψd(1, t+ 1)(t− ud2(t))− 1,

Hd
ud
2u

d
2
(1, t) = 2ψd(1, t+ 1), Hd

xdud
2
(1, t) = 0;

ψ(2) = ψ(3) = −α, ψ(1) = ψ(0) = 0,

ψd(1, 7) = −xd(1, 7), ψd(0, 4) = −2ψ(1)− xd(0, 4),
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ψd(1, t) = −xd(t),
ψd(0, t) = −2ψd(0, t+ 1)− xd(t)−

−
(︁
2(ud1(t))

2σd(0, t+ 1)(2ψd(0, t+ 1)− ud1(t))
)︁
×

×
(︁
ψd(0, t+ 1)− ud1(t)

)︁−1
;

σ(2) = 1− α, σ(1) = σ(2) + σd(1, 7) = −α,
σd(1, 7) = σ(2) + α− 2 = −1, σd(0, 4) = σ(1) + α− 2 = −2,

σd(1, t) = α− 2,

σd(0, t) = 4σd(0, t+ 1) + α− 2− 8
(︁
ud1(t)σ

d(0, t+ 1)
)︁2 ×

×
(︁
2(ud1(t))

2σd(0, t+ 1) + ψd(0, t+ 1)− ud1(t)
)︁−1

;

∆ud(0, t) = −ud1(t)
(︁
2ψd(0, t+ 1)− ud1(t)− 4σd(0, t+ 1)∆xd(0, t)

)︁
×

×
(︁
4(ud1(t))

2σd(0, t+ 1) + 2ψd(0, t+ 1)− 2ud1(t)
)︁−1

,

∆ud(1, t) =
(︁
2ψd(1, t+ 1)(t− ud2(t)) + 1

)︁
×

×
(︁
4σd(1, t+ 1)(t− ud2(t))

2 + 2ψd(1, t+ 1)
)︁−1

.

Решение получено за 8 итераций. Изменение функционала по итераци-
ям представлено в таблице 2.

Таблица 2. Результаты расчетов примера 2

Итерация j α I = xd(7) → min |Ij − Ij−1|
0 36
1 0.5 23.702 12.298
2 0.5 13.197 10.505
3 0.5 6.379 6.818
4 0.4 2.199 4.180
5 0.4 0.506 1.693
6 0.4 0.195 0.311
7 0.3 0.117 0.078
8 0.3 0.109 0.008

Графики переменных состояния и управления приведены на рисун-
ках 2а и 2б .

Отметим, что этот пример имеет более сложную структуру. Его
решение другим методом приведено в работе [7]. Варьирование параметра
альфа позволило получить меньшее значение функционала по сравнению
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(а) Состояние (б) Управление

Рисунок 2. Результаты расчетов примера 2

с результатом работы [7].

Заключение

Таким образом, решенные примеры подтверждают работоспособность
построенного метода, который имеет более сложную структуру по сравне-
нию с методом из работы [7] за счет необходимости решения матричных
уравнений Риккати для сопряженных переменных. При этом количество
итераций незначительно увеличивается, но позволяет получить меньшее
значение функционала, чем в [7].

Также дан ответ на вопрос, поставленный в начале статьи: понятие
сильного относительного минимума можно использовать для построения
метода улучшения для НДС.
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1. Введение

В статье рассматриваются возможности повышения характеристик
системных сетей (распределенных коммутаторов) многопроцессорных
вычислительных комплексов. Решается задача многократного повышения
пропускной способности системных сетей и частичного резервировании их
абонентов и каналов посредством копирования сетей и использования
разветвителей каналов для подключения абонентов к разным копиям.

Задача решается посредством повышения сетевого быстродействия
абонентов в результате параллельной передачи разных частей пакетов
по разным каналам. Задача решается для системных сетей любой
структуры (идеальные неблокируемые сети, традиционные многомерные
гиперкубы, многомерные торы и т.п.) и размера (числа абонентов). При
этом накладными затратами являются повышенная сложность вследствие
использования копий сети и многократное использование адреса пакета
в каждой его части, передаваемой независимо.

Решение задачи основывается на методах построения идеальных
системных сетей с разными свойствами. Новизна решения состоит
в сопряжении этих сетей для решения задачи повышения быстродействия
системных сетей.

Идеальной системной сетью (ИСС) [1] считается сеть, которая
обеспечивает соединение любых абонентов по прямым каналам (без
промежуточной буферизации) при параллельной передаче пакетов данных
от всех абонентов. Кроме того системная сеть считается идеальной, если
она является неблокируемой (бесконфликтной) и самомаршрутизируемой
на произвольных перестановках пакетов между абонентами.

ИСС рассматриваются в двух вариантах [2–5], с разными свой-
ствами. В первом варианте это сети с топологией квазиполного графа
[2,3], изоморфного симметричной блок-схеме (block-design), изучаемой
в комбинаторике [6]. Квазиполный граф— это двудольный граф, одну
долю которого (хорду) составляют узлы, задающие полные m-портовые
коммутаторы m×m, а другую долю— узлы, являющиеся m-портовыми
абонентами. Любой узел в каждой доле связан ребрами (дуплексными
каналами) с m разными узлами в другой доле. Кроме того, любые два
абонента, связаны точно σ ⩽ m путями длины 2 через разные узлы
другой доли (коммутаторы). Число узлов N в каждой доле задается
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через параметры m и σ соотношением N = m(m− 1)/σ + 1 и является
максимально возможным.

Квазиполные графы (и симметричные блок-схемы) существуют не для
всех значений параметров m и σ. Одни не существуют по определению
(нецелое значение N), другие по теории [6], а третьи— просто не построены.
Построение блок-схем это NP-сложная по m/σ задача, которая при m > 12

и σ ≫ 2 практически еще не решена (блок-схемы не построены) [6,7].

Если системная сеть имеет топологию квазиполного графа, то она
является ИСС [2,3] с σ разными путями между любыми двумя абонентами.
Она также может задавать и распределенный самомаршрутизируемый
полный коммутатор N ×N . В этом случае каждый m-портовый абонент
заменяется на однопортового абонента, подключенного через двусторонний
разветвитель каналов (демультиплексор 1×m от каждого абонента и
мультиплексор m× 1 к каждому абоненту). Такой коммутатор можно
инвариантно масштабировать по числу абонентов посредством увеличения
числа коммутаторов и добавления каскада разветвителей каналов. Инвари-
антность проявляется в том, что сохраняются прямые каналы между
абонентами, неблокируемость сети, самомаршрутизируемость по сети и
число σ разных каналов между абонентами. К сожалению, вследствие
некратности N и m масштабирование числа абонентов происходит доста-
точно медленно с увеличением числа каскадов разветвителей особенно при
больших σ.

Особо отметим, что на основе любой системной сети с m абонентами
можно построить расширенную системную сеть с N = m(m− 1)/σ + 1

абонентами и σ разными путями между ними. Для этого достаточно
в сети с топологией квазиполного графа использовать в хорде копии
исходной сети вместо коммутаторов. При этом любой путь проходит только
через одну копию заданной сети с ее внутренними задержками. В такой
расширенной сети возможно теряется неблокируемость и увеличиваются
задержки передачи, но сохраняется возможность увеличения ее пропускной
способности посредством параллельной передачи пакетов по разным
путям. Расширенную сеть также можно масштабировать описанным
способом по числу абонентов, сохраняя ее полную связность и число
разных каналов между любыми абонентами.

Существует комбинаторный метод приближенного построения квази-
полных графов для любых значений параметров m и σ. Это построение
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1-расширенных квазиполных графов, в которых некоторые абоненты
связаны σ + 1 ребрами, а остальные— точно σ ребрами, и число абонентов
N∗ может быть на несколько единиц меньше N [8]. Такие расширенные
квазиполные графы построены ниже для ряда m < 14 и σ < 10.

Использование ИСС с топологией квазиполного графа дает воз-
можность многократно повышать скорость передачи пакетов по сети.
Для этого достаточно разбивать пакеты на σ равных малых пакетов
и параллельно передавать их по σ разным путям между абонентами.
Накладными затратами при этом является необходимость передачи адреса
приемника в каждом малом пакете и необходимость одновременной
передачи малых пакетов от каждого абонента и приема их к нему. Кроме
того, такой ИСС обеспечивает (σ − 1)-канальную отказоустойчивость сети
и даже канальную живучесть с понижением скорости передачи пакетов
при отказах каналов.

Главным недостатком ИСС с топологией квазиполного графа является
малое число его абонентов и слабая наращиваемость при каскадном
масштабировании. В данной работе решается задача преодоления этого
недостатка, т.е. построения ИСС с любым числом абонентов при сохранении
возможности иметь σ разных путей между абонентами.

Оба недостатка преодолеваются посредством использования ИСС
с топологией квазиполного орграфа [4,5], который не имеет параллельных
каналов. Эти ИСС изоморфны сетям со структурой двумерного гиперкуба.
Они существуют при любых значениях m и только для σ = 1, и для них
число абонентов задается соотношением N = m2.

Эти ИСС образуют распределенные самомаршрутизируемые полные
коммутаторы N ×N . Для этого каждый m-портовый абонент заменя-
ется на однопортового абонента, подключенного через двусторонние
разветвители каналов 1×m (мультиплексоры m× 1, демультиплексоры
1×m).

Маршрутизаторы с такой топологией (YARC и ROSSETA с внутренней
буферизацией пакетов) с 64 и 48 портами используются в разных системных
сетях [9–11]. Полные коммутаторы с аналогичными параметрами позволя-
ют строить ИСС с сотнями и тысячами абонентов. Так коммутаторы
64× 64 позволяют создать ИСС с N = 4096 абонентами. Такая ИСС будет
содержать N коммутаторов 64× 64, каскад из N демультиплексоров 1× 64

и каскад из N мультиплексоров 64× 1.
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Коммутаторы с топологией квазиполных орграфов допускают простое
масштабирование числа абонентов без утраты свойства неблокируемости и
самомаршрутизируемости на произвольных перестановках.

Оно осуществляется посредством каскадирования с использованием
дополнительных слоев разветвителей каналов 1×m. При этом возможно
как внутреннее масштабирование с ростом числа абонентов в m раз, так и
внешнее масштабирование с ростом числа абонентов в квадрат раз при
каждом каскадировании.

В данной статье решается задача построения комбинированных ИСС
с большим числом абонентов N ≫ m2 и числом параллельных путей
между абонентами в диапазоне 3 ⩽ σ ⩽ 10 посредством разработки
метода сопряжения ИСС с топологией квазиполных орграфов или
любых системных сетей и ИСС с топологией квазиполных графов. Такие
комбинированные ИСС обладают возможностью многократно повышать
свою пропускную способность и сетевое быстродействие абонентов на основе
исходной элементной базы.

В разделе 2 кратко представляются свойства ИСС с топологией
квазиполного графа и строятся новые ИСС с большими значениями
σ (σ = 6 и σ = 10). В разделе 2 представляется метод расширения
любых ИСС посредством внутреннего масштабирования с добавления еще
одного каскада разветвителей канала. При этом ИСС расширяется как
распределенный коммутатор с подключением однопортовых абонентов
через каскад разветвителей каналов. Однако на заключительном шаге
расширения крайний каскад собирается из многопортовых абонентов.
Расширенная сеть состоит из набора копий исходной сети и приобретает
возможность иметь σ разных каналов между любыми абонентами
расширенной сети. Исследуются свойства этого метода при его каскадном
применении.

Исследование показало, что при больших значениях σ это масштабиро-
вание эффективно только при однократном применении. В разделе 2 также
показано, что метод внутреннего масштабирования применим не только
для ИСС, но и для сетей с любой структурой (ИСС другой топологии,
многомерных гиперкубов или торов). В этом случае данный метод
дает возможность наделять группы сетей возможностью использовать
разные каналы для повышения пропускной способности и канальной
отказоустойчивости расширенной сети.
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Для решения ранее поставленной задачи необходимо иметь возмож-
ность использовать системные сети любого размера (числа абонентов).
В разделе 3 представляется метод построения ИСС с топологией квазипол-
ного орграфа любого размера, имеющих σ = 1.

Сам метод основывается на начальном представлении ИСС как
двудольного орграфа, который изоморфен двумерному гиперкубу. Он
имеет хордовый каскад коммутаторов m ×m, каскад разветвителей
каналов 1×m и объединяет N = m2 абонентов. Такая ИСС многократно
масштабируется как распределенный коммутатор посредством увеличения
числа исходных малых коммутаторов и числа каскадов разветвителей
каналов. При этом могут использоваться два метода масштабирования—
внутренний и внешний.

Первый метод аналогичен методу расширения ИСС с топологией
квазиполного графа, но поскольку в данном случае число абонентов
кратно степени разветвителя каналов, то число абонентов (и число
хордовых коммутаторов) увеличивается в m раз при каждом добавлении
каскада разветвителей.

Второй метод масштабирует число абонентов (и число хордовых
коммутаторов) посредством масштабирования уже имеющейся ИСС
как исходной, но с использование каскадов разветвителей большого
размера. Для сохранения элементной базы последние представляются как
деревья исходных разветвителей. Такой метод внешнего масштабирования
позволяет увеличивать число абонентов в квадрат раз при каждом
применении каскада разветвителей все большего размера.

На базе ИСС с топологией квазиполных графов и орграфов в разделе 4
строятся и рассчитываются комбинированные ИСС, сочетающие возмож-
ности и свойства базовых ИСС. Сначала строятся ИСС с топологией
квазиполных графов необходимого размера (числом абонентов). Затем они
расширяются методом внутреннего масштабирования посредством исполь-
зования необходимого числа их копий и добавления ИСС с m-портовыми
абонентами (m ⩾ σ), использующей топологию квазиполных графов с
заданным числом σ разных каналов (конкретно с σ = 6 и σ = 10). Таким
образом, строятся комбинированные ИСС заданного размера и заданного
числа разных каналов между абонентами. Кроме того, комбинированные
ИСС строятся с разным числом добавляемых абонентов, в частности, без
изменения их числа (m = σ) или с их удвоением (m ≈ 2σ).
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Для повышения сетевого быстродействия абонентов, передаваемые
пакеты разбиваются на σ равных частей. Для полной загрузки σ разных
каналов каждый абонент должен иметь равное число внешних сдвиговых
регистров, которые параллельно передают свои части пакетов в соот-
ветствующие каналы или принимают эти части из них. Передача по
прямым каналам обеспечивает минимальный диаметр в один скачок, а
наличие нескольких разных параллельных каналов позволяет сочетать
отказоустойчивость и многократно повышенную пропускную способность.

Эти свойства достигаются посредством использования многокас-
кадной струтуры ИСС. Базовый хордовый каскад содержит полные
коммутаторы, промежуточные каскады— разветвители каналов, а внешний
каскад содержит многопортовые абоненты, обеспечивающие наличие
равное число разных каналов между ними. Такая ИСС имеет высокую
схемную сложность [4], которая при измерении в числе точек коммутации
оценивается как O(N2). Обычно эта сложность распределена между N
узлами сети.

Совсем не так обстоит дело в известных системных сетях меньшей
сложности, поскольку задача построения неблокируемых отказоустойчивых
системных сетей до настоящего времени не имеет полного решения.

Системная сеть является неблокируемой, если в ней для любой
перестановки пакетов можно проложить бесконфликтные пути от источни-
ков к приемникам. Системная сеть является самомаршрутизируемой,
если бесконфликтные пути можно проложить локально по узлам сети
без их взаимодействия только на основе маршрутной информации в
пакетах. Наконец, самомаршрутизация является статической, если любой
источник может самостоятельно наметить бесконфликтные пути к своему
приемнику.

Существование неблокируемых сетей было доказано еще Клозом [7,8].
Однако пока еще не построено самомаршрутизируемых неблокируемых
сетей Клоза. Поэтому сети Клоза используются только в более простых
самомаршрутизируемых вариантах, которые не являются неблокируемыми
сетями, а только перестраиваемыми сетями. Неблокируемыми являются
64–48 портовые коммутаторы YARK и ROSETTA, используемые как
строительные блоки в ряде сетей разной структуры: перестраиваемой сети
Клоза [9], трехмерного гиперкуба [10,11], иерархии полных орграфов [12].
При этом сами эти сети не являются неблокируемыми.
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Сети со структурой толстого дерева являются перестраиваемыми сетя-
ми Клоза [9], в которых бесконфликтная передача осуществляется только
по заранее составленным расписаниям для конкретных перестановок паке-
тов. Для произвольных перестановок эти сети оказываются блокируемыми,
в которых произвольная перестановка полностью осуществляется за
несколько скачков между узлами сети. Максимальное число таких скачков
задает диаметр сети. В перестраиваемых сетях Клоза диаметр равен числу
каскадов сети.

В литературе также широко представлены системные сети со структу-
рой многомерного тора [13–15], использующие аналогичные небольшие
коммутаторы в своих узлах. Эти сети для произвольных перестановок
вообще не имеют возможности передавать пакеты по прямым каналам.
В них произвольные перестановки осуществляются только за несколько
скачков между узлами сети. Многомерные торы являются самыми
простыми, но и самыми медленными сетями вследствие их больших
диаметров, которые измеряется десятками скачков.

Наоборот сети со структурой иерархии полных или квазиполных
орграфов [11,12] имеют самый маленький диаметр в 3 скачка.

Сети со структурой обобщенного гиперкуба не являются даже пере-
страиваемыми сетями [16–18]. Их можно сделать таковыми посредством
увеличения числа каналов в некоторых измерениях. Обобщенные ги-
перкубы имеют диаметр равный числу измерений или на 1 меньше
в расширенном гиперкубе [17].

Большинство известных сетей не обладает канальной отказоустой-
чивостью без применения дополнительных мер. Например, гиперкуб
обладает одноканальной отказоустойчивостью при удвоении числа каналов
в каждом измерении [18].

Аналогичным свойством обладает 6-мерный тор [15], в котором
только три измерения являются межузловыми, а остальные измерения
реализуются внутри узлов.

В сетях со структурой иерархии полных или квазиполных орграфов
[11,12] отказ канала приводит к увеличению диаметра сети с 3 до 5
скачков, т.е. к частичному уменьшению сетевого быстродействия абонентов
и пропускной способности сети в целом.

Отказ каналов в сетях Клоза приводит к снижению пропускной
способности сети, но не нарушает полной связности сети, т.к. в них
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имеется несколько каналов между абонентами, которые, однако, не могут
использоваться абонентами параллельно.

В разделе 2 рассматриваются различные аспекты построения ИСС
с топологией квазиполных графов. В разделе 3 рассматриваются различные
аспекты построения ИСС с топологией квазиполных орграфов. Эти
разделы содержат краткое изложение работ [2–8]. В разделе 4 рассматри-
ваются варианты построения ИСС с комбинированной топологией и
характеристики такой ИСС.

2. ИСС на основе топологии квазиполного графа

Квазиполный граф— это однородный двудольный граф, каждую
долю которого составляют N узлов степени m. Значение m выбирается
минимальным, при котором любые два узла в одной доле связаны
σ ⩽ m прямыми путями длины два через разные узлы в другой доле.
Если такой граф существует, то его параметры связаны соотношением
N = m(m− 1)/σ + 1.

При схемной реализации узлы одной доли задаются как абоненты
(процессоры) с m дуплексными портами, а узлы другой доли— как полные
коммутаторы m×m с m дуплексными портами. Такую сеть мы называем
простейшей и обозначаем ПС(N,m, σ). Она представлена на рисунке 1 при
m = 4 и σ = 2.
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Рисунок 1. ИСС как ПС(7, 4, 2).

Сети ПС(N,m, σ) изоморфны симметричным блок-схемам, исследуе-
мым в комбинаторике. Матрица инцидентности квазиполного графа
является симметричной блок-схемой B(N,m, σ), которая при m = 4 и
σ = 2 задается в таблице 1. Теория блок-схем задает их существование
в разрешимом виде, при котором они состоят из двух меньших блок-схем.
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Таблица 1. Разрешимая блок-схема B(7, 4, 2)

Блоки 4× 4 Абоненты

1 1 2 3 4

2 1 2 5 7

3 1 3 5 6

4 1 4 6 7

5 2 3 6 7

6 2 4 5 6

7 3 4 5 7

Для построения блок-схем используются комбинаторные методы,
которые представляют их в циклическом виде. Циклические блок схемы
задаются по столбцам циклическими последовательностями (1, 2, . . . , N),
размещенных в i-x столбцах и начинающихся в строках ai(i = 1, 2, . . . ,m).
При этом набор (a1, a2, . . . , am) полностью задает циклическую блок-схему.
В частности, блок-схема в таблице 2 задается набором (1, 3, 4, 5). Любые

Таблица 2. Циклическая блок-схема B(7, 4, 2)

Блоки 4× 4 Абоненты

1 1 6 5 4

2 2 7 6 5

3 3 1 7 6

4 4 2 1 7

5 5 3 2 1

6 6 4 3 2

7 7 5 4 3

циклические блок-схемы сводятся к разрешимым блок-схемам, но не
наоборот, т.к. разрешимая блок-схема может не существовать в циклическом
виде.

Для преодоления последнего недостатка было предложено использовать
приближенные 1-расширенные циклические блок-схемы B∗(N∗,m, σ∗),
в которых числа абонентов N∗ и разных путей σ∗ между любыми двумя
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абонентами подчиняется соотношениям N∗ ⩽ N и σ∗ ⩽ σ + 1, а число N∗

является максимальным для заданного значения m. Такие 1-расширенные
блок-схемы могут быть построены комбинаторным способом для любых
значения σ и m.

В данной работе это было сделано для разных значений m при σ = 6

и σ = 10, и полученные блок-схемы представлены в таблице 3. При

Таблица 3. Некоторые 1-расширенные циклические блок-схе-
мы B∗(N∗,m, 6) и B∗(N∗,m, 10)

B∗(6, 6, 6) (1, 2, 3, 4, 5, 6)

B∗(10, 8, 6) (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8)

B∗(13, 9, 6) (1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 11)

B∗(15, 10, 6) (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 12)

B∗(10, 10, 10) (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10)

B∗(19, 11, 6) (1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 11, 13, 15, 16)

B∗(22, 12, 6) (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 14, 17, 18)

B∗(14, 12, 10) (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12)

B∗(26, 13, 6) (1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 11, 14, 16, 18, 22, 23)

B∗(16, 13, 10) (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 14)

B∗(30, 14, 6) (1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 11, 13, 14, 19, 20, 24, 28)

B∗(19, 14, 10) (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 14, 15, 16)

B∗(35, 15, 6) (1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 12, 15, 17, 21, 23, 28, 29, 33)

B∗(25, 15, 10) (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16)

B∗(39, 16, 6) (1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 11, 14, 16, 20, 21, 25, 28, 32, 34)

B∗(24, 16, 10) (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 14, 17, 18)

этом некоторые 1-расширенные блок-схемы могут быть и простыми
циклическими блок-схемами.

Очень часто m-портового абонента можно представить как однопорто-
вого абонента с разветвителем каналов 1×m, в виде мультиплексора/де-
мультиплексора во встречных каналах. В этом случае простейшая сеть
ПС(N,m, σ) превращается в распределенный полный коммутатор N ×N ,
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обозначаемый как РК1(N1,m1, σ) с N1 = N и m1 = m. На рисунке 2 он
показан для m = 4 и σ = 2 и расположен выше интерфейса с абонентами,
обозначенного пунктирной линией.
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Рис.2. ИСС как РК1(7, 4, 2). 

Заметим, что при построении РК1(N, m ,σ) мы фактически решили задачу 

масштабирования малого полного коммутатора m×m до большого коммутатора N×N, 
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расширенная блок-схема B*(21, 7, 2), задаваемая, например, набором (1, 2, 3, 5, 9, 12, 17). 

Однако, масштабирование коммутатора РК2(N2 ,m2 ,σ) в коммутатор РК3(N3 ,m3 ,σ) с 

m3 = N2 уже практически невозможно, т.к. блок схема B(N3, m3, σ) с N3 = m3(m3–1)/σ+1 

скорее всего еще не построена ни в каком виде вследствие комбинаторных трудностей. В 

частности имеем m3 = 22 и N3 = 232. 

При внутреннем каскадировании используются постоянная элементная база – 

коммутаторы m×m и разветвители каналов 1×m, а масштабирование можно продолжать на 

любое число каскадов, но с более медленным ростом числа абонентов. 

Внутреннее каскадирование состоит в построении расширенной простейшей сети, 

которая собирается из N1 копий коммутатора РК1(N1, m1, σ). Каждый из них разбивается 

на доли по m портов, и в каждой доле по всем коммутаторам строится отдельный 

составной коммутатор РК1(N1, m1, σ), но со сквозной нумерацией по всем ним. Эта 

Рисунок 2. ИСС как РК1(7, 4, 2).

Заметим, что при построении РК1(N,m, σ) мы фактически решили
задачу масштабирования малого полного коммутатора m×m до большого
коммутатора N ×N, составленного из малых коммутаторов. При этом мы
получили возможность иметь σ разных прямых путей между любыми
абонентами в большом коммутаторе.

Последний коммутатор можно масштабировать и дальше двумя
способами— внешним и внутренним каскадированием.

При внешнем каскадировании берется m2 = N1 и строится коммутатор
РК2(N2,m2, σ) с топологией квазиполного графа с N2 = m2(m2 − 1)/σ+1.
Например, при m1 = 4 и σ = 2 имеем m2 = 7 и N2 = 22. Блок-схема
B(22, 7, 2) не существует по теории, но построена 1-расширенная блок-схема
B∗(21, 7, 2), задаваемая, например, набором (1, 2, 3, 5, 9, 12, 17).

Однако масштабирование коммутатора РК2(N2,m2, σ) в коммутатор
РК3(N3,m3, σ) с m3 = N2 уже практически невозможно, т.к. блок схема
B(N3,m3, σ) с N3 = m3(m3 − 1)/σ + 1 скорее всего еще не построена ни
в каком виде вследствие комбинаторных трудностей. В частности имеем
m3 = 22 и N3 = 232.

При внутреннем каскадировании используются постоянная элементная
база (коммутаторыm×m и разветвители каналов 1×m), а масштабирование
можно продолжать на любое число каскадов, но с более медленным
ростом числа абонентов.

Внутреннее каскадирование состоит в построении расширенной про-
стейшей сети, которая собирается из N1 копий коммутатора РК1(N1,m1, σ).
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Каждый из них разбивается на доли по m портов, и в каждой доле по всем
коммутаторам строится отдельный составной коммутатор РК1(N1,m1, σ),
но со сквозной нумерацией по всем ним. Эта нумерация является вторичной
по отношению к внутренней нумерации в копиях исходного коммутатора и
не зависит от нее.

В таблице 4 слева приводится пример таблицы инцидентности такой
расширенной сети (m1 = 4 и σ = 2) в предположении, что N1 = rm1.

Таблица 4. Таблица инцидентности для каскадирования
РК1(7, 4, 2)

РК1 РПС(14, 4, 2) РК2(11, 4, 2)

Порты 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7

1 1 2 3 4 8 9 10 11 1 2 3 4 8 9 10

2 1 2 5 7 8 9 12 14 1 2 5 7 8 9 11

3 1 3 5 6 8 10 12 13 1 3 5 6 8 10

4 1 4 6 7 8 11 13 14 1 4 6 7 8 11

5 2 3 6 7 9 10 13 14 2 3 6 7 9 10

6 2 4 5 6 9 11 12 13 2 4 5 6 9 11

7 3 4 5 7 10 11 12 14 3 4 5 7 10 11

В этом случае число абонентов в расширенной сети оказывается N2 = rN1,
и по построению не уменьшается число разных путей между абонентами,
т.к. их число равно или σ или m1.

Однако в РК1(N1,m1, σ) число N1 не кратно m1 и расширенная сеть
преобразуется в РК2(N2,m1, σ), в котором N2 < rN1. В таблице 4 справа
приводится пример таблицы инцидентности РК2(N2,m1, σ), На рисунке 3
приводится схема РК2(N2,m1, σ), построенного по таблице 3.

Построение соединений осуществляется следующим образом. По номе-
рам абонентов в таблице каскадирования коммутатора РК1(N1,m1, σ)

находятся номера его копий через которые проходит соединение. Например,
в таблице 4 абоненты 2 и 8 соединяются через коммутаторы 1 и 2.
По порядковым номерам абонентов в таблице определяются номера портов
соответствующих коммутаторов РК1(N1,m1, σ). Например, в таблице 4
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3 102 81 4 5 6 7 9 11  
Рис.3. РК2(11, 4, 2), полученный посредством внутреннего расширения РК1(7, 4, 2). 

Построение соединений осуществляется следующим образом. По номерам абонентов в 

таблице каскадирования коммутатора РК1(N1, m1, σ) находятся номера его копий через 

которые проходит соединение. Например, в табл. 4 абоненты 2 и 8 соединяются через 

коммутаторы 1 и 2. По порядковым номерам абонентов в таблице определяются номера 

Рисунок 3. РК2(11, 4, 2), полученный посредством внутренне-
го расширения РК1(7, 4, 2).

порядковые номера абоненты 2 и 8 это 2 и 5, которые задают номера
портов коммутаторов 1 и 2.

Коммутатор РК2(N2,m1, σ), задает ИСС с большим числом абонентов
чем коммутатор РК1(N1,m1, σ), но не с меньшим числом разных путей
между любыми двумя абонентами. Масштабирование ИСС можно продол-
жать и дальше посредством каскадирования коммутаторов РКi(Ni,m1, σ).
При этом для рассматриваемого примера образуется следующая после-
довательность коммутаторов РК3(18, 4, 2), РК4(31, 4, 2), РК5(52, 4, 2),
РК6(91, 4, 2), РК7(152, 4, 2) и РК8(266, 4, 2), каждый из которых является
ИСС с не меньше чем 2 разными путями между абонентами. Еще меньшее
масштабирование числа абонентов происходит при каскадировании
коммутатора РК1(5, 4, 3) при котором последовательность ИСС состоит
из РК2(6, 4, 3), РК3(7, 4, 3), РК4(8, 4, 3) и РК5(10, 4, 3).

Фактически масштабирование ИСС с топологией квазиполного графа
оказалось малоэффективным кроме первого шага построения коммутатора
РК1(N2,m1, σ), при котором увеличилось как число абонентов, так и число
разных каналов между ними. Но такое преобразование (инвариантное
расширение) может быть применено к системной сети любой структуры.

Пусть у нас имеется исходная сеть ИС(M) на M абонентов (рисунок 4
слева), к которой применяется процедура внутреннего расширения
с использованием N = m(m− 1)/σ+1 копий ИС(M). При этом образуется
расширенная сеть РС(M∗) с M∗ = ⌊M/m⌋N+δ абонентами при 0 ⩽ δ < N ,
в которой имеется σ разных путей между любыми абонентами (рисунок 4
справа).
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портов соответствующих коммутаторов РК1(N1, m1, σ). Например, в табл. 4 порядковые 
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Фактически масштабирование ИСС с топологией квазиполного графа оказалось 
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котором увеличилось как число абонентов, так и число разных каналов между ними. Но 

такое преобразование (инвариантное расширение) может быть применено к системной 

сети любой структуры. 

Пусть у нас имеется исходная сеть ИС(M) на М абонентов (рис. 4 слева), к которой 

применяется процедура внутреннего расширения с использованием N = m(m–1)/σ+1 копий 
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0 ≤ δ < N, в которой имеется σ разных путей между любыми абонентами (рис. 4 справа). 
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РС(M*) 
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Рис. 4. Инвариантное расширение системной сети 

Рассмотренный подход уже использовался применительно к системной сети «Ангара» 

[12] для возможного повышения ряда ее характеристик [13, 14]. Ровно так же он может 

быть использован и для повышения ее быстродействия (раздел 3). 

В данной работе в качестве сетей ИС(M) далее рассматриваются ИСС с топологией 

квазиполного орграфа с σ = 1, которые допускают любое масштабирование. Они кратко 

представляются в следующем разделе. 

 

Рисунок 4. Инвариантное расширение системной сети

Рассмотренный подход уже использовался применительно к системной
сети «Ангара» [12] для возможного повышения ряда ее характеристик
[13,14]. Ровно так же он может быть использован и для повышения ее
быстродействия (раздел 4). В данной работе в качестве сетей ИС(M)

далее рассматриваются ИСС с топологией квазиполного орграфа с σ = 1,
которые допускают любое масштабирование. Они кратко представляются
в следующем разделе.

3. ИСС на основе топологии квазиполного орграфа

В данном разделе строятся неблокируемые самомаршрутизируемые
распределенные коммутаторы на базе коммутаторов с топологией квази-
полных орграфов. Для них возможна любая степень масштабирования
числа каналов посредством внутреннего и внешнего каскадирования.
Они базируются на двумерном гиперкубе, построенном из m-канальных
коммутаторов m × m. На рисунке 5 приводится пример двумерного
гиперкуба.

 13

2. ИСС на основе топологии квазиполного орграфа 
В данном разделе строятся неблокируемые самомаршрутизируемые распределенные 

коммутаторы на базе коммутаторов с топологией квазиполных орграфов. Для них 

возможна любая степень масштабирования числа каналов посредством внутреннего и 

внешнего каскадирования. 

Они базируются на 2-мерном гиперкубе, построенном из m-канальных 

коммутаторов m×m. На рис. 5 приводится пример двумерного гиперкуба. 

 

1 2 

4 

3 

7 

5 6 

9 8 
    

1

4

5 

6 

7 8 
9 

2 
3

 

Рис. 5. 2-мерный m = 3-ичный гиперкуб при m = 3 как граф и орграф 
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Рис. 6. Квазиполный орграф при m = 3 

 

Таблица 5. Таблица инцидентности для квазиполного орграфа при m = 3 

Коммутаторы Дуги от абонентов Дуги к абонентам 
1 1 2 3 1 4 7 
2 1 2 3 2 5 8 
3 1 2 3 3 6 9 
4 4 5 6 1 4 7 
5 4 5 6 2 5 8 
6 4 5 6 3 6 9 
7 7 8 9 1 4 7 
8 7 8 9 2 5 8 
9 7 8 9 3 6 9 

 

В орграфе (рис. 5 справа) каждый узел содержит m-портового абонента (круг) и m-

канального коммутатора m×m (квадрат) , которые связанны m входными и m выходными 

дугами. В таком представлении 2-мерный m-ичный гиперкуб может быть представлен как 

Рисунок 5. Двумерный троичный гиперкуб при m = 3 как
граф и орграф
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В орграфе (рисунок 5 справа) каждый узел содержит m-портового
абонента (круг) и m-канального коммутатора m×m (квадрат) , которые
связанны m входными и m выходными дугами. В таком представлении
двумерный m-ичный гиперкуб может быть представлен как двудольный
орграф с N = m2 узлами в каждой доле (рисунок 6), который именуется
квазиполным орграфом.
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Соединения в нем задаются разными таблицами инцидентности для
дуг от абонентов и дуг к абонентам (таблицы 5 и 6). Они существуют при
любых m.

Таблица 5. Таблица инцидентности для квазиполного орграфа
при m = 3

Коммутаторы Дуги от абонентов Дуги к абонентам

1 1 2 3 1 4 7

2 1 2 3 2 5 8

3 1 2 3 3 6 9

4 4 5 6 1 4 7

5 4 5 6 2 5 8

6 4 5 6 3 6 9

7 7 8 9 1 4 7

8 7 8 9 2 5 8

9 7 8 9 3 6 9
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Таблица 6. Таблица инцидентности для квазиполного орграфа при произвольном m

Коммутаторы Дуги от абонентов Дуги к абонентам

1 1 2 . . . m 1 1 +m . . . 1 +m(m− 1)

2 1 2 . . . m 2 2 +m . . . 2 +m(m− 1)

. . . 1 2 . . . m . . . . . . . . . . . .

m 1 2 . . . m m m+m . . . m+m(m− 1)

m+ 1 m+ 1 m+ 2 . . . m+m 1 1 +m . . . 1 +m(m− 1)

m+ 2 m+ 1 m+ 2 . . . m+m 2 2 +m . . . 2 +m(m− 1)

. . . m+ 1 m+ 2 . . . m+m . . . . . . . . . . . .

m+m m+ 1 m+ 2 . . . m+m m m+m . . . m+m(m− 1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

m2 −m+ 1 m2 −m+ 1 m2 −m+ 2 . . . m2 1 1 +m . . . 1 +m(m− 1)

. . . m2 −m+ 1 m2 −m+ 2 . . . m2 2 2 +m . . . 2 +m(m− 1)
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Для подсоединения однопортовых абонентов используются демульти-
плексоры 1×m и мультиплексоры m× 1 соответственно (рисунок 7).
Таким образом получается неблокируемый самомаршрутизируемый распре-

 14

двудольный орграф с N = m2 узлами в каждой доле (рис. 6), который именуется 

квазиполным орграфом. Соединения в нем задаются разными таблицами инцидентности 

для дуг от абонентов и дуг к абонентам (табл. 5 и 6). Они существуют при любых m. 

Таблица 6. Таблица инцидентности для квазиполного орграфа при произвольном m 

 

Для подсоединения 1-портовых абонентов используются демультиплексоры 1×m и 

мультиплексоры m×1 соответственно (рис. 7). Таким образов образуется неблокируемый 

самомаршрутизируемый распределенный коммутатор РК1(N, m). В нем маршрутизации 

осуществляется от источника по адресам (номерам) выходных портов демультиплексоров 

и коммутаторов. Бесконфликтная передача пакетов на произвольной их перестановке 

осуществляется по прямым каналам за один скачок от источников к приемникам, т.е. с 

максимальным быстродействием. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 2 3 4 5 6 7 8 9  
Рис. 7. Коммутатор РК1(9, 3) с топологией квазиполного орграфа при m = 3 

Посредством внутреннего масштабирования можно построить ряд коммутаторов 

РКi(Ni, m) с Ni = mi+1. Каждый коммутатор РКi(Ni, m) строится из N = m2 коммутаторов 

РКi–1(Ni–1, m) и слоя из Ni демультиплексоров 1×m и мультиплексоров m×1. 

Например, при m = 4 поучим ряд коммутаторов с 16, 64, 256, и 1024 абонентами. 

Аналогично при m = 16 – ряд коммутаторов с 256, 4096 и 65536 абонентами. 

Коммутаторы Дуги 
от абонентов 
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к абонентам 
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m2–1 m2–m+1 m2–m+2 … m2 …  … … 
m2 m2–m+1 m2–m+2 … m2 m  m+m … m+m(m–1) 

Рисунок 7. Коммутатор РК1(9, 3) с топологией квазиполного
орграфа при m = 3

деленный коммутатор РК1(N,m). В нем маршрутизации осуществляется
от источника по адресам (номерам) выходных портов демультиплексоров
и коммутаторов. Бесконфликтная передача пакетов на произвольной их
перестановке осуществляется по прямым каналам за один скачок от
источников к приемникам, т.е. с максимальным быстродействием.

Посредством внутреннего масштабирования можно построить ряд
коммутаторов РКi(Ni,m) с Ni = mi+1. Каждый коммутатор РКi(Ni,m)

строится из N = m2 коммутаторов РКi−1(Ni−1,m) и слоя из Ni демульти-
плексоров 1×m и мультиплексоров m× 1.

Например, при m = 4 получим ряд коммутаторов с 16, 64, 256, и 1024

абонентами. Аналогично при m = 16— ряд коммутаторов с 256, 4096 и
65536 абонентами.

При внешнем масштабировании можно построить ряд коммутаторов
РКJ (NJ ,mJ ) для J = 2i(i = 1, 2, . . . ) с NJ = N2

J/2 и mJ = NJ/2, начиная
с РК1(N1,m1) при N1 = N и m1 = m.

Можно построить коммутатор РК2(N2,m
2) на основе коммутатора

РК1(N1,m1) и слоя мультиплексоров m1 × 1 и демультиплексоров 1×m1

с m1 = N1 = m2. Он имеет N2 = N2
1 = m4 каналов и по построению

сохраняет неблокируемость и самомаршрутизируемость коммутатора
РК1(N1,m1). Если демультиплексоры и мультиплексоры можно строить
как деревья из исходных демультиплексоров 1×m и мультиплексоров
m× 1, то их общее число в дополнительном слое равно N1(m+ 1).
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Также, можно построить коммутатор РК4(N4,m4) на основе ком-
мутатора РК2(N2,m

2) и мультиплексоров m4 × 1 и демультиплексоров
1 ×m4 с m4 = N2 = m4. Он имеет N4 = N2

2 = m8 каналов сохраняет
неблокируемость и самомаршрутизируемость коммутатора РК2(N2,m

2).
Если демультиплексоры и мультиплексоры строить в виде деревьев из

демультиплексоров 1×m и мультиплексоров m× 1, то их общее число
в дополнительном слое равно N2(m

3 +m2 +m+ 1).
Например, для m = 4 при внешнем каскадировании получим ряд

коммутаторов с 16, 256 и 65536 абонентами.

4. ИСС на основе комбинированной топологии

Сопряжение коммутаторов разных топологий осуществляется как
внутреннее расширение коммутатора РКi(Ni,mi) с топологией квазипол-
ного орграфа, при котором на последнем шаге используется коммутатор
с топологией квазиполного графа РК1(N,m, σ). Такой расширенный
коммутатор будем обозначать как РРК(M,Ni,mi, N,m, σ), где M задает
число его абонентов определяемое как M = ⌊Ni/m⌋N + δ, где 0 ⩽ δ < N .
Построенный расширенный коммутатор является неблокируемой само-
маршрутизируемой системной сетью с прямыми каналами, т.е. ИСС,
которая объединяет M абонентов и имеет σ разных прямых путей между
любыми двумя абонентами.

Для примера в таблицах 7 и 8 приводятся таблицы инцидентности
для внутреннего расширения коммутатора РК2(16, 4) коммутаторами
РК1(5, 4, 3) и РК1(7, 5, 3). При этом последний коммутатор изоморфен
1-расширенной блок-схеме B∗(7, 5, 3) с 3 или 4 разными путями между
абонентами.

Таблица 7. Таблица инцидентности коммутатора
РРК(20, 16, 4, 5, 4, 3)

РК2 РРК(20, 16, 4, 5, 4, 3) с δ = 0

Порты 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 1 2 3 4 6 7 8 9 11 12 13 14 16 17 18 19

2 1 2 3 5 6 7 8 10 11 12 13 15 16 17 18 20

3 1 2 4 5 6 7 9 10 11 12 14 15 16 17 19 20

4 1 3 4 5 6 8 9 10 11 13 14 15 16 18 19 20

5 2 3 4 5 7 8 9 10 12 13 14 15 17 18 19 20
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Таблица 8. Таблица инцидентности коммутатора
РРК(22, 16, 4, 7, 5, 3)

РК2 РРК(22, 16, 4, 7, 5, 3) с δ = 1

Порты 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 1 2 3 4 5 8 9 10 11 12 15 16 17 18 19 22

2 1 2 3 4 7 8 9 10 11 14 15 16 17 18 21 22

3 1 2 3 6 7 8 9 10 13 14 15 16 17 20 21 22

4 1 2 5 6 7 8 9 12 13 14 15 16 19 20 21 22

5 1 4 5 6 7 8 11 12 13 14 15 18 19 20 21 22

6 2 3 4 5 6 9 10 11 12 13 16 17 18 19 20

7 3 4 5 6 7 10 11 12 13 14 17 18 19 20 21

Можно на последнем шаге масштабирования вместо коммутатора
РК1(N,m, σ) с однопортовыми абонентами (рисунок 2) использовать
простейшую сеть ПС(N,m, σ) с m-портовыми абонентами (рисунок 1).
В этом случае коммутатор РРК(M,Ni,mi, N,m, σ) превращается в расши-
ренную сеть РПС(M,Ni,mi, N,m, σ), в которой возможна одновременная
бесконфликтная передача по σ разным путям между любыми двумя
абонентами. Будем характеризовать расширенную сеть следующими
параметрами: числом абонентов M , числом добавленных абонентов
D =M −Ni сложностью S, задаваемую как число копий коммутатора
РКi(Ni,mi), используемых на последнем шаге расширения, т.е. S = N .
Выбор параметров сети ПС(N,m, σ) будем осуществлять посредством
максимизации критерия g = σD/S. Значения критерия вычисляются
по формуле g = σ/m− σ2/(m(m− 1) + σ) и приводятся в таблице 9 и
графиком на рисунке 8 с точностью до двух знаков.
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13 0,13 0,17 0,21 0,23 0,24 0,24 0,23 0,20 0,17 
14 0,12 0,17 0,20 0,22 0,24 0,24 0,23 0,22 0,19 
15 0,11 0,16 0,19 0,22 0,23 0,24 0,24 0,23 0,21 
16 0,11 0,15 0,18 0,21 0,23 0,24 0,24 0,24 0,23 
17 0,10 0,14 0,18 0,20 0,22 0,24 0,24 0,24 0,23 
18 0,10 0,14 0,17 0,20 0,22 0,23 0,24 0,24 0,24 
19 0,09 0,13 0,16 0,19 0,21 0,23 0,24 0,24 0,24 
20 0,09 0,13 0,16 0,19 0,21 0,22 0,24 0,24 0,24 
21 0,09 0,12 0,15 0,18 0,20 0,22 0,23 0,24 0,24 
22 0,08 0,12 0,15 0,17 0,20 0,21 0,23 0,24 0,24 
23 0,08 0,11 0,14 0,17 0,19 0,21 0,22 0,23 0,24 
24 0,08 0,11 0,14 0,16 0,19 0,20 0,22 0,23 0,24 
25 0,07 0,11 0,13 0,16 0,18 0,20 0,21 0,23 0,24 
26 0,07 0,10 0,13 0,15 0,18 0,19 0,21 0,22 0,23 
27 0,07 0,10 0,13 0,15 0,17 0,19 0,21 0,22 0,23 
28 0,07 0,10 0,12 0,15 0,17 0,19 0,20 0,22 0,23 
29 0,06 0,09 0,12 0,14 0,16 0,18 0,20 0,21 0,22 
30 0,06 0,09 0,12 0,14 0,16 0,18 0,19 0,21 0,22 
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Максимальные значения критерия g имеют верхнюю и нижнюю границы, которые 

представлены графиком на рис. 9. В эти границы укладывается значения D ≈ Ni, 

задаваемые отношением d = D/Ni ≈ 1. 
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Рис. 9. Верхние и нижние границы максимальных значений критерия g 

Рисунок 8. Значения критерия g
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Таблица 9. Значения критерия g

m \ σ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 0,00
3 0,17 0,00
4 0,21 0,15 0,00
5 0,22 0,21 0,13 0,00

6 0,21 0,23 0,20 0,12 0,00

7 0,19 0,23 0,22 0,18 0,11 0,00

8 0,18 0,22 0,23 0,22 0,17 0,10 0,00

9 0,17 0,21 0,23 0,23 0,21 0,16 0,09 0,00

10 0,16 0,20 0,23 0,24 0,23 0,19 0,15 0,08 0,00

11 0,15 0,19 0,22 0,24 0,24 0,22 0,18 0,14 0,08

12 0,14 0,18 0,22 0,23 0,24 0,23 0,21 0,18 0,13

13 0,13 0,17 0,21 0,23 0,24 0,24 0,23 0,20 0,17

14 0,12 0,17 0,20 0,22 0,24 0,24 0,23 0,22 0,19

15 0,11 0,16 0,19 0,22 0,23 0,24 0,24 0,23 0,21

16 0,11 0,15 0,18 0,21 0,23 0,24 0,24 0,24 0,23

17 0,10 0,14 0,18 0,20 0,22 0,24 0,24 0,24 0,23

18 0,10 0,14 0,17 0,20 0,22 0,23 0,24 0,24 0,24

19 0,09 0,13 0,16 0,19 0,21 0,23 0,24 0,24 0,24

20 0,09 0,13 0,16 0,19 0,21 0,22 0,24 0,24 0,24

21 0,09 0,12 0,15 0,18 0,20 0,22 0,23 0,24 0,24

22 0,08 0,12 0,15 0,17 0,20 0,21 0,23 0,24 0,24

23 0,08 0,11 0,14 0,17 0,19 0,21 0,22 0,23 0,24

24 0,08 0,11 0,14 0,16 0,19 0,20 0,22 0,23 0,24

25 0,07 0,11 0,13 0,16 0,18 0,20 0,21 0,23 0,24

26 0,07 0,10 0,13 0,15 0,18 0,19 0,21 0,22 0,23
27 0,07 0,10 0,13 0,15 0,17 0,19 0,21 0,22 0,23
28 0,07 0,10 0,12 0,15 0,17 0,19 0,20 0,22 0,23
29 0,06 0,09 0,12 0,14 0,16 0,18 0,20 0,21 0,22
30 0,06 0,09 0,12 0,14 0,16 0,18 0,19 0,21 0,22
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Максимальные значения критерия g имеют верхнюю и нижнюю
границы, которые представлены графиком на рисунке 9. В эти границы
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Рис. 9. Верхние и нижние границы максимальных значений критерия g Рисунок 9. Верхние и нижние границы максимальных
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укладывается значения D ≈ Ni, задаваемые отношением d ≈ D/Ni ≈ 1.
Примеры того, какие ИСС можно построить на сопряжении комму-

татора РК3(4096, 16) и сети ПС(N,m, 6) (см. таблица 3 и таблица 9),
приведены в таблице 10.

Таблица 10. Примеры ИСС на основе РК3(4096, 16) и
ПС(N,m, 6)

Сеть Расширение D S
ПС(6, 6, 6) РПС(4096, 4096, 16, 6, 6, 6) 0 6
ПС(10, 8, 6) РПС(5120, 4096, 16, 10, 8, 6) 1024 10
ПС(26, 13, 6) РПС(7510, 4096, 16, 26, 13, 6) 4096 26
ПС(10, 10, 10) РПС(4096, 4096, 16, 10, 10, 10) 0 10
ПС(14, 12, 10) РПС(4783, 4096, 16, 14, 12, 10) 687 14
ПС(24, 16, 10) РПС(6144, 4096, 16, 24, 16, 10) 2048 24

Основными целями построения ИСС на основе РПС(M,Ni,mi, N,m, σ)
являются повышение ее быстродействия и отказоустойчивости.

Быстродействие повышается посредством разбиения пакетов на части
и параллельной передачей частей по разным путям между источниками и
приемниками. Накладными затратами при этом являются необходимость
иметь отдельного заголовка с адресом приемника в каждой части и
повышенная сложность ИСС вследствие использования копий исходной
(расширяемой) сети.

Отказоустойчивость в ИСС повышается посредством резервирования
в ней как каналов, так и абонентов. При этом если параллельно исполь-
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зовать σ∗ < σ путей между абонентами, то отказоустойчивость ИСС
можно обеспечить и по ее быстродействию. При уменьшении числа разных
путей меньше σ∗ работоспособность ИСС может сохраняться посредством
уменьшения ее быстродействия, что обеспечивает ее канальную живучесть.

Повышенное быстродействие ИСС можно использовать для создания
в вычислительной системе групп из σ + 1 абонентов с повышенной
отказоустойчивостью. Эти абоненты решают одну и ту же задачу (может
по разным алгоритмам) с периодической сверкой результатов. Для
сверки результатов каждый абонент посылает свой результат остальным
участникам группы в одном сеансе по σ разным путям с предваритель-
ной синхронизацией этой рассылки. Правильным считается результат,
совпадающий по большинству (может относительному) абонентов.

Порты m-портового абонента можно реализовать как набор виртуаль-
ных сдвиговых регистров (рисунок 10). Внутри абонента пакеты в них
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СР1 СРi СРm 
Порт1 Портi Портm … …

 
Рис. 9. Структура m-портового абонента. 

Для выравнивания времен обмена пакетами со сдвиговыми регистрами внутри 

абонента и между абонентами по сети можно иметь несколько наборов сдвиговых 

регистров, используемых попеременно. Эти наборы в совокупности образуют 

многопортовую сетевую карту с параллельными портами. 
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даже к идеальным системным сетям с казалось бы наибольшей параллельностью, которая 

обеспечивает их неблокируемость на произвольных перестановках при любых их 

размерах (раздел 2). 

В статье рассмотрен метод использования дополнительной параллельности системных 

сетей для повышения их пропускной способности вместе с абоенентским 

быстродействием и повышения канальной и абонентской отказоустойчивости.  

Рассмотренный метод может быть использован применительно к системной сети 

«Ангара», имеющую структуру 1, 2, 3-мерного тора.  
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Рисунок 10. Структура m-портового абонента.

заносится независимо, но запускается на сдвиг (передачу) одновременно.
Наоборот, пакеты в регистры принимаются из сети асинхронно, но
считываются одновременно. В каждом сеансе задействуются только σ
регистров. Поэтому сеанс задается не только заполнением регистров, но и
маской, которая выделяет σ задействованных регистров.

Для выравнивания времен обмена пакетами со сдвиговыми регистрами
внутри абонента и между абонентами по сети можно иметь несколько
наборов сдвиговых регистров, используемых попеременно. Эти наборы
в совокупности образуют многопортовую сетевую карту с параллельными
портами.

Заключение

В статье рассмотрен метод дополнительного распараллеливания
системных сетей. Он применим к любым системным сетям как метод их
инвариантного расширения на основе простейших сетей с топологией
квазиполного графа (раздел 2). Этот метод применим даже к идеальным
системным сетям с казалось бы наибольшей параллельностью, которая
обеспечивает их неблокируемость на произвольных перестановках при
любых их размерах (раздел 3)
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В статье рассмотрен метод использования дополнительной параллель-
ности системных сетей для повышения их пропускной способности вместе
с абонентским быстродействием и повышения канальной и абонентской
отказоустойчивости. Рассмотренный метод может быть использован приме-
нительно к системной сети «Ангара», имеющей структуру одномерного,
двумерного либо трёхмерного тора.
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Введение

В последние годы наблюдается тенденция к цифровизации агропро-
мышленного комплекса, направленная на повышение производительности,
снижение издержек и устойчивое управление природными ресурсами.
Одной из актуальных задач современного сельского хозяйства является
мониторинг состояния растений с целью своевременного выявления заболе-
ваний и других негативных изменений, способных повлиять на урожайность.
Особое внимание уделяется разработке и внедрению автоматизированных
систем, способных выполнять визуальный анализ растений и оперативно
выявлять признаки заболеваний.

Одним из наиболее перспективных направлений в области автоматиза-
ции ухода за растениями является использование методов искусственного
интеллекта, в частности искусственных нейронных сетей (ИНС). ИНС
позволяют выполнять анализ изображений и выделять сложные паттерны.
Однако в контексте обработки изображений растений необходимо иметь
релевантный набор обучающих данных. Так работа [1] посвящена сбору на-
бора данных DiaMOS Plant, предназначенного специально для диагностики
и мониторинга заболеваний растений. Представленный набор состоит
из 3505 изображений плодов и листьев груши, пораженных четырьмя
видами заболеваний. Хотя DiaMOS Plant предоставляет богатый источник
данных, имеются и определенные ограничения. Во-первых, набор данных
ограничен теми регионами, где проводились съемки, что может повлиять
на универсальность модели. Во-вторых, некоторое число изображений
может содержать артефакты или шумы, влияющие на качество результата.

В другой работе [2] таже описывается формирование крупного
набора данных Plant Disease Dataset (PDD). Набор PDD содержит 220592
изображения в 271 категории, каждая из которых отвечает за отдельный
вид заболевания. Помимо обучающего набора данных, авторы также
предлагают свой подход к реализации системы распознавания болезней
растений, который основан на трёх принципах: Cluster-Based Region
Reweighting, Training With Loss Reweighting и Weighted Feature Integration.
Cluster-Based Region Reweighting позволяет обрабатывать небольшие
участки изображений с очагами заболевания растения не пропуская
их. Training With Loss Reweighting — усиливает влияние фрагментов
изображения с болезнями, а Weighted Feature Integration служит для
комплексного представления признаков для распознавания. В целом,
авторам удалось улучшить точность распознавания болезней примерно
на 5% по метрике Top-1 .

https://www.baeldung.com/cs/top-n-accuracy-metrics
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Исследования в работах [3], [4] посвящены обзору существующих
методов диагностики заболеваний растений с использованием технологий
глубокого обучения (Deep Learning ). Большое внимание уделяется
методам, основанным на анализе изображений, в частности рассматри-
вается применение свёрточных нейронных сетей (CNN) [5] в качестве
классификатора изображений, рекуррентных нейронных сетей (RNN)
[6] для анализа временных рядов и изменения состояния растения со
временем, и генеративно-состязательных сетей (GANs) [7] для создания
искусственных образцов здоровых и больных растений, которыми можно
расширить обучающий набор данных. Также проанализировано влияние
трансферного обучения (Transfer Learning) [8] на итоговую точность
распознавания заболеваний. Рассматриваются конкретные архитектуры
нейронных сетей такие как U-Net [9] и Mask R-CNN [10] в контексте
анализа изображений растений. В итоге, авторы приводят описание
проблем использования глубокого обучения для анализа заболеваний
растений и методов их решения.

В статье [11] авторы предлагают метод диагностики заболеваний
растений на основе анализа цвета и текстурных признаков, извлекаемых
из изображений листьев. Данный метод состоит из нескольких последо-
вательных шагов, включая предварительную обработку изображений,
сегментацию заражённых областей листьев и расчёт признаков на основе
матрицы совпадений уровня серого (GLCM) [12]. В качестве классифика-
тора использовались различные алгоритмы такие, как метод опорных
векторов (SVM ) и искусственные нейронные сети (ИНС). В результате
авторам удалось добиться точности классификации больных и здоровых
растений в 91.40%, и точности определения вида заболевания в 82.47%.

Статья [13] предлагает легковесную нейросетевую архитектуру
на основе механизмов свёрточных нейронных сетей и модели SSD для
обнаружения и идентификация заболеваний листьев растений в режиме
реального времени. Основной особенностью представленной архитектуры
является то, что она способна работать на встраиваемом оборудовании
таком, как Nvidia Jetson TX1 , с точностью классификации болезней
составляет около 96%.

Следует отметить, что часть исследований направленны на иденти-
фикацию и анализ изображений отдельных групп или видов растений.
Например, в работе [14] проводиться нейросетевая классификация ле-
карственных растений. В качестве классификатора авторы используют

https://blog.skillfactory.ru/glossary/deep-learning/
https://quantum-ods.github.io/qmlcourse/book/qsvm/ru/classic_svm.html
https://deepmachinelearning.ru/docs/Neural-networks/Object-detection/SSD
https://developer.nvidia.com/embedded/jetson-tx1
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сеть VGG-19 [15]. Эксперимент был проведен с помощью набора данных
Flavia , который содержит 1907 изображения в 32 классах.

Другая работа [16] посвящена определению болезней на изображениях
листьев яблони. Авторы предлагают собственную архитектуру свёрточной
нейронной сети, состоящей из комбинации слоёв свёртки, пулинга и
полносвязных слоёв. Для обучения авторы используют набор данных
PlantVillage . В результате предложенная архитектура обеспечивает
точность в 98% при классификации болезней яблони.

В статьях [17], [18] рассматривается применение ИНС для распо-
знавания болезней продовольственных растений, таких как томаты и
томаты черри. Обсуждается выбор архитектуры сети и обучающего набора
данных. Всего в представленных исследованиях были задействованы
модели AlexNet [19], SqueezeNet [20], Faster R-CNN [21] и Mask R-CNN.
Итоговая достигнутая точность составила 91.67% и 93.76% соответственно.

В последнее время стали появляется гибридные алгоритмы и отдельные
фреймворки для классификации болезней растений. Для примера,
в работе [22] предложена гибридная модель, включающая алгоритм
опыления цветка (FPA) [23] и метод опорных векторов (SVM ), а также
классификатор на базе свёрточной нейронной сети. Обучающий набор
данных состоял из изображений листьев яблок, винограда и томатов,
характерные признаки которых извлекались с помощью двумерного
дискретного вейвлет-преобразования (2D-DWT ). Разработанная ги-
бридная модель была встроена в комплект разработчика Nvidia Jetson
Nano и протестирована с использованием БПЛА для классификации
болезней растений в реальном времени. Полученные экспериментальные
результаты показывают, что предложенная модель классифицирует
указанные заболевания листьев растений с высокой точностью— более 90%.

Следующая статья [24] представляет фреймворк Agriculture Detection
(AgriDet) для обнаружения болезней растений по изображениям. AgriDet
включает в себя нейронную сеть Inception-Visual Geometry Group Network
(INC-VGGN) [25] и глубинные сети Кохонена . Здесь предварительно
обученная модель INC-VGGN представляет собой глубокую свёрточную
нейронную сеть для прогнозирования заболеваний растений. Чтобы
преодолеть проблему переобучения, вводится слой исключения, а глубокое
обучение выполняется с использованием обучающего слоя Кохонена.
В результате достигается лучшая точность, в сравнении с другими
моделями.

https://modeldata.tidymodels.org/reference/leaf_id_flavia.html
https://www.kaggle.com/datasets/emmarex/plantdisease
https://blog.skillfactory.ru/glossary/framework/
https://blog.skillfactory.ru/svm-metod-opornyh-vektorov/
https://rafat.github.io/sites/wavebook/intro/2d.html
https://www.nvidia.com/en-us/autonomous-machines/embedded-systems/jetson-nano/product-development/
https://www.nvidia.com/en-us/autonomous-machines/embedded-systems/jetson-nano/product-development/
https://wiki.loginom.ru/articles/kohonen-network.html
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Исходя из выполненного обзора схожих по тематике работ, можно
сделать вывод о том, что решения по автоматизации определения
заболеваний растений остаются востребованными. Современные технологии
позволяют создавать программные средства, обеспечивающие визуальный
анализ состояния растений с высокой точностью и минимальным участием
человека. Это особенно важно для раннего выявления заболеваний,
проявляющихся в изменениях формы, структуры и окраски листовых
пластин. Традиционные методы, основанные на ручной диагностике,
характеризуются высокой трудоёмкостью, субъективностью оценок и
ограниченными возможностями масштабирования.

В настоящей статье рассматривается определение процентного соотно-
шения здоровых и больных областей листьев растения. Несмотря на то, что
в большинстве случаев достаточно зафиксировать сам факт заболевания
растения для принятия каких-либо действий, определение процентного
соотношения здоровых и больных областей может использоваться при
оценке тяжести заболевания, а также при мониторинге динамики развития
болезни, в качестве индикатора эффективности используемых препаратов
или методов ухода.

Научная новизна представленного исследования заключается в раз-
работке метода автоматического определения соотношения площадей
здоровых и больных участков листьев растений, основанного на исполь-
зовании современных технологий компьютерного зрения, машинного
обучения, и имеющего практическую применимость для агрономии и
растениеводства.

1. Цель и задачи исследования

Целью исследования, представленного в настоящей статье, является
разработка и тестирование метода обнаружения здоровых и больных
областей листовых пластин (далее листьев) растений путём анализа их
изображений с использованием технологий ИНС. Определение отношения
площадей здоровых и больных областей листа растения поможет установить
степень его заболевания, а также позволит выявлять патологии на ранних
стадиях развития и контролировать динамику состояния растения.

Среди задач выполненного исследования можно выделить следующие:

• Выбор и подготовка обучающего набора данных.
• Выбор, обучение и инференс модели нейронной сети для определения

здоровых и больных областей листьев растений.
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• Визуализация и анализ результатов. Подсчёт индекса «здоровья»
листа— отношения площади его здоровой области к больной.

Достигнутые результаты могут быть использованы в качестве инстру-
мента «обратной связи» с растением для автоматизированных систем
ухода с визуальным контролем растительности. Будущие исследования
будут направлены на доработку разработанного метода, заключающи-
еся в подборе оптимальной нейросетевой архитектуры и добавлении
функционала распознавания болезней растений.

2. Подготовка набора данных

2.1. Описание обучающего набора данных

В качестве обучающего набора данных использовался датасет
PlantVillage, содержащий в общей сложности 54305 изображений в 38
классах. Представленный набор данных содержит изображения листьев
различных видов растений таких как: Яблоня (Apple), Вишня (Cherry),
Черника (Blueberry), Виноград (Grape) и др. Среди заболеваний растений
представлены такие как:

• парша (scab);
• гниль (rot);
• ржавчина (rust);
• мучнистая роса (powdery mildew);
• пятнистость листьев (spot, leaf blight);
• ожог листьев (leaf scorch);
• бактериальные пятна (bacterial spot);
• чёрная корь (black measles);
• вирус курчавости листьев (leaf curl virus).

В процессе поиска обучающего набора данных, были рассмотрены и
другие датасеты, например, PDD271 , Crop Pest and Disease Detection и
FieldPlant . Основными критериями отбора были следующие показатели:

• Наличие разнообразных классов заболеваний растений, а также
изображений со здоровыми растениями.

• Единый формат изображений растений/листьев растений – единое
разрешение у всех изображений и одинаковый метод съёмки листьев.

https://github.com/liuxindazz/PDD271
https://www.kaggle.com/datasets/nirmalsankalana/crop-pest-and-disease-detection
https://www.kaggle.com/datasets/bloox2/fieldplant
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• Возможность загрузить полную версию набора данных, а те только
примеры.

Используемый набор PlantVillage удовлетворял всем вышеизложенным
критериям. Данный набор состоит из изображений листьев растений с раз-
решением 256x256 пикселей. Съёмка листьев выполнялась на специальной
подложке, цвет которой отличен от цвета листа растения. На рисунке 1
показан пример изображений из данного набора.

Рисунок 1. Пример изображений набора PlantVillage

Существует расширенная версия PlantVillage-Dataset набора данных
PlantVillage. Данная версия помимо оригинальных изображений листьев
растений также содержит те же изображения, но без фона (фон заменён
на чёрный цвет), которые использовались в настоящем исследовании для
подготовки обучающих данных. На рисунке 2 показан пример изображений
листьев без фона.

https://github.com/spMohanty/PlantVillage-Dataset
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Рисунок 2. Пример изображений набора PlantVillage без
фона

2.2. Формирование выборок и создание бинарных масок

Так как для решения поставленных задач нет необходимости в опреде-
лении конкретного заболевания растения, используемый набор данных
был разделён на две выборки «здоровую» и «больную». В «здоровую»
выборку вошли все изображения, классы которых имели пометку «healthy».
В «больную» выборку вошли изображения во всех остальных классах.
Таким образом, удалось сгруппировать изображения здоровых и больных
листьев, тем самым обобщая их по цвету и текстуре. Объединение всех
изображений в «здоровую» и «больную» выборки было сделано для того,
чтобы полученное решение обладало большей инвариантностью и не
зависело от конкретного растения или заболевания.

Обычно обучение ИНС происходит с использованием промаркирован-
ных входных данных, то есть таких данных, которые помимо самих
изображений содержат файлы с описанием классов (аннотационные
файлы) в формате txt или csv. В процессе обучения происходит сравнение
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предсказанного класса с целевым, описанном в аннотационном файле.
Затем результат этого сравнения передаётся в архитектуру ИНС для
выполнения коррекции весовых коэффициентов.

Набор данных PlantVillage уже содержит разделение изображений
по классам, однако, в контексте решаемых задач требуется промаркировать
определённые области на изображениях. Для этого используются так
называемые бинарные маски, где белыми пикселями маркируются
интересуемые области изображения. Соответственно для «здоровой»
выборки интересуемыми областями были сами листья растения, а для
«больной»— области, поражённые заболеванием, то есть очаги заболеваний.
Для создания бинарных масок использовались изображения без фона,
доступные в расширенной версии набора данных, что позволило упросить
алгоритм создания масок и потенциально увеличить их точность, благодаря
отсутствию необходимости в удалении фона.

2.3. Алгоритм создания бинарных масок для «здоровой» выборки

Считается, что наиболее точные бинарные маски можно получить
методом ручной разметки, при которой эксперт-разметчик непосредственно
выполняет разметку данных. Тем не менее, оценивая ресурсозатраты,
необходимые на ручную разметку, а также учитывая специфику входных
данных, было принято решение реализовать программное формирование
бинарных масок.

Алгоритм создания масок для «здоровой» выборки состоял из следую-
щих шагов:

(1) Перевод исходных изображений в цветовое пространство CIE Lab ,
определение диапазона значений для каналов L, а и b, и поканальная
бинаризация.

(2) Контурный анализ полученного на предыдущем шаге изображения
с поиском и закрашиванием описывающего контура.

Цветовое пространство CIE Lab имеет ряд преимуществ таких как:
независимость от устройств, более широкий цветовой охват и точное
описание цвета, благодаря чему можно подобрать диапазон значений
каналов для адекватного определения зелёного цвета и его оттенков,
присутствующих на большинстве изображений здоровых листьев. Если
цвет листа лежит в этом диапазоне, то он окрашивается в белый.

https://www.chnspec.net/ru/Russian/Why-Use-CIE-Lab-Color-Metrics.html
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К сожалению, подобрать оптимальный диапазон значений каналов L,
a и b, не представляется возможным, так как имеется вариативность
в освещении листьев при съёмке, из-за которой цвет отдельных областей
листа может меняться (засветка или тень). Этот факт приводит к появле-
нию «пропусков» в бинарной маске. Чтобы убрать появившиеся «пропуски»
в масках был применён контурный анализ. При контурном анализе
с использованием маски, полученной на предыдущем шаге, выполняется
поиск описывающего лист контура. Затем область под этим контуром
окрашивается в белый цвет, тем самым формируя итоговую бинарную
маску здорового листа. На рисунке 3 показан пример полученных бинарных
масок.

Рисунок 3. Пример бинарных масок: левое изображение – ис-
ходное изображение, среднее – изображение после поканальной
бинаризации с «пропусками», правое – итоговая бинарная
маска

В итоге «здоровая» выборка содержала 13922 изображения здоровых
листьев, каждому из которых соответствует своя бинарная маска. Для
формирования выборки использовались оригинальные изображения, то
есть те изображения, где присутствует фон.

2.4. Алгоритм создания бинарных масок для «больной» выборки

Алгоритм формирования бинарных масок больных областей растений
для соответствующей выборки частично схож с алгоритмом формирования
масок здоровых областей, но имеет ряд отличий и состоит из следующих
шагов:



Анализ изображений листьев растений 79

(1) Перевод исходных изображений в цветовое пространство CIE Lab,
определение диапазона значений для каналов а и b, и поканальная
бинаризация. Диапазон значений каналов подбирался таким образом,
чтобы фиксировался не только очаг заболевания, но и область листа,
подверженная заболеванию и изменившая свой цвет.

(2) Применение морфологических операций «открытия» и «закрытия»
со структурным элементом (ядром) эллиптической формы размера
5x5 (рисунок 4).

Рисунок 4. Демонстрация морфологических операций (слева
направо): бинарная маска до применения морфологических
операций; бинарная маска после операции «открытия»; бинар-
ная маска после операции «закрытия»

Как и в случае создания масок здоровых областей растений, при
генерации масок больных областей использовалось цветовое пространство
CIE Lab. Однако, в данном случае, диапазон значений каналов был
подобран из расчёта цвета поражённых/областей растений и очагов
заболеваний. В свою очередь, применение морфологических операций
помогло избавиться шума и «пропусков» в получившихся бинарных
масках.

Объективно оценить «верность» полученных бинарных масок возможно
только при использовании ручной разметки данных и расчёта индекса
Жаккара . Ручная разметка такого объёма данных весьма трудоёмка, а
из-за специфики данных (не всегда удаётся определить чёткие границы
областей заболевания) требуется проводить валидацию размеченных
данных по разметчикам. Очевидно, что при автоматизированном создании
бинарных масок программным способом нельзя гарантировать их 100%
точность. Однако, благодаря такому подходу удалось достичь компромисса
между затраченными ресурсами (человеко-часы) и их достоверностью.

Таким образом, для всех изображений «больной» выборки, были
сгенерированы бинарные маски с использованием алгоритма, описанного
выше. Затем, в целях расширения обучающего набора данных, все

https://www.cnshb.ru/AKDiL/0039/base/RI/003463.shtm
https://www.cnshb.ru/AKDiL/0039/base/RI/003463.shtm
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оригинальные изображения были вертикально отражены, чтобы повторно
пройти процедуру генерации бинарных масок. Итого «больная» выборка
насчитывала 42731 изображение, каждому из которых соответствовала
своя бинарная маска. Для формирования выборки использовались
оригинальные изображения, то есть те изображения, где присутствует
фон.

2.5. Описание обучающих наборов данных

Используемые выборки данных («здоровая» и «больная») по сути
являются самодостаточными наборами данных для определения здоровых
и больных областей листьев соответственно. В связи с этим каждый
из наборов был дополнительно разделён на обучающую, тестовую и
вариационную выборки.

В таблице 1 показана статистика используемых наборов данных.

Таблица 1. Статистика для наборов данных с изображениями
здоровых и больных листьев растений

Набор данных Обучающая
выборка

Тестовая
выборка

Валидационная
выборка

Изображения
здоровых листьев

растений
11137 1392 1393

Изображения
листьев растений
с заболеваниями

34184 4273 4274

На рисунке 5 и рисунке 6 показаны примеры изображений и масок
из полученных обучающих наборов данных.

Общая логика работы с исходным набором данных была следующая:

(1) Формирование двух отдельных выборок – «здоровой» и «больной»
из всех классов растений исходного набора.

(2) Создание бинарных масок для «здоровой» (п. 2.3) и «больной»
(п. 2.4) выборок. Формирование отдельных наборов данных для опре-
деления здоровых и больных областей листьев растений, состоящих
из промаркированных данных (полноценное RGB-изображение +
маска).

(3) Формирование выборок для обучения теста и валидации из получен-
ных на предыдущем шаге наборов данных.
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Рисунок 5. Пример изображений и бинарных масок набора
данных для определения здоровых областей листа растения

Рисунок 6. Пример изображений и бинарных масок набора
данных для определения больных областей листа растения

3. Обучение нейронной сети

3.1. Архитектура модели

В качестве нейронной сети была выбрана модель сегментации изобра-
жений на основе PyTorch— Segmentation Models Pytorch и фреймворка
глубокого обучения для предварительной подготовки, настройки и развер-
тывания моделей ИИ— PyTorch Lightning . Выбор данного инструментария

https://github.com/qubvel-org/segmentation_models.pytorch
https://github.com/Lightning-AI/pytorch-lightning
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был обусловлен тем, что библиотека Segmentation Models Pytorch является
API высокого уровня и содержит 9 архитектур моделей для бинарной и
многоклассовой сегментации, а также 124 энкодера. В свою очередь
PyTorch Lightning предлагает широкие возможности по настройке и
развёртыванию моделей нейронных сетей. Также преимуществом данных
инструментов является наличие документации и поддержка сообщества.

Базовой нейронной сетью (backbone) для выбранной модели является
архитектура FPN [26], тогда как архитектура ResNet-34 [27] используется
как энкодер. Структура используемой нейросетевой модели представлена
на рисунке 7.

Layer (type:depth-idx) Output Shape 

LeafModel [1, 1, 256, 256] 

FPN: 1-1 [1, 1, 256, 256] 

— ResNetEncoder: 2-1 [1, 3, 256, 256] 

— Conv2d: 3-1 [1, 64, 128, 128] 

— BatchNorm2d: 3-2 [1, 64, 128, 128] 

— Re LU: 3-3 [1, 64, 128, 128] 

— MaxPool2d: 3-4 [1, 64, 64, 64] 

— Sequential: 3-5 [1, 64, 64, 64] 

— Sequential: 3-6 [1, 128, 32, 32] 

— Sequential: 3-7 [1, 256, 16, 16] 

— Sequential: 3-8 [1, 512, 8, 8] 

— FPNDecoder: 2-2 [1, 128, 64, 64] 

— Conv2d: 3-9 [1, 256, 8, 8] 

— FPNBlock: 3-10 [1, 256, 16, 16] 

— FPNBlock: 3-11 [1, 256, 32, 32] 

— FPNBlock: 3-12 [1, 256, 64, 64] 

— ModuleList: 3-13 -- 

— MergeBlock: 3-14 [1, 128, 64, 64] 

— Dropout2d: 3-15 [1, 128, 64, 64] 

— SegmentationHead: 2-3 [1, 1, 256, 256] 

— Conv2d: 3-16 [1, 1, 64, 64] 

— UpsamplingBilinear2d: 3-17 [1, 1, 256, 256] 

— Activation: 3-18 [1, 1, 256, 256] 

Total params: 23,155,393  

Trainable params: 23,155,393  

Non-trainable params: 0  

Total mult-adds (Units.GIGABYTES): 6.86  
 

Input size (MB): 0.79 

Forward/backward pass size (MB): 105.15 

Params size (MB): 92.62 

Estimated Total Size (MB): 198.56 

 

Рисунок 7. Структура используемой нейросетевой модели
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3.2. Входные данные, обучение и тест модели

В данном случае применяется бинарная сегментация, то есть сегмен-
тация на два класса: фон и целевой объект. На вход ИНС подавались
цветные, полноценные RGB-изображения с метками целевых областей
(бинарными масками), то есть подавалось некоторое количество пар:
изображение + маска. Количество одновременно поданных на вход пар
задавалось параметром размера пакета/партии (batch_size) и составило 64
шт. Результатом работы нейросетевой модели также является бинарная
маска, где чёрными пикселями обозначается фон, а белыми – целевые
объекты. В зависимости от набора данных, целевым объектом является
либо здоровая область листа, либо больная.

Стоит отметить, что обучение модели происходило отдельно для поиска
здоровых и больных областей листовой пластины растения. В итоговом
варианте применяются два набора весов для здоровых и больных областей
соответственно. Решение об использовании одной модели с двумя наборами
весов обусловлено тем, что так модель не будет сегментировать ничего
кроме целевого класса (здоровые или больные области листа). Также
упрощается сама задача сегментации, так как пространство признаков
становиться меньше благодаря меньшей вариации текстур.

Обучение модели для поиска здоровых областей листьев происходило
на протяжении 5 эпох, а для поиска больных – 15 эпох. Данное количество
эпох обучения модели является результатом проведённых предварительных
экспериментов, в процессе которых было выяснено, что дальнейшее
увеличение количества эпох уже не ведёт к какому-либо значительному
увеличению показателей метрик. В роли метрик точности используемой
модели выступали показатели IoU и F1 . Метрики рассчитывались
двумя способами:

• Суммирование истинно-положительных (TP), ложно-положительных
(FP), ложно-отрицательных (FN) и истинно-отрицательных (TN)
пикселей по всем изображениям и всем классам набора данных, а
затем вычисление оценки.

• Вычисление оценки для каждого изображения и для каждого класса
на этом изображении отдельно, затем вычисление средней оценки
для каждого изображения по меткам и средней оценки изображений
по набору данных.

https://pyimagesearch.com/2016/11/07/intersection-over-union-iou-for-object-detection/
https://www.v7labs.com/blog/f1-score-guide
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Полученные в процессе обучения графики изменения значений метрик
IoU и F1 в задаче определения здоровых областей листьев растений,
показаны на рисунках 8 и 9.
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IOU по изображениям (valid)
IOU по всему набору (valid)

Рисунок 8. График изменения значений метрики IoU для
определения здоровых областей листьев
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Рисунок 9. График изменения значений метрики F1 для
определения здоровых областей листьев
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Графики тех же метрик только в задаче определения больных областей
листьев растений, представлены на рисунках 10 и 11.
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Рисунок 10. График изменения значений метрики IoU для
определения больных областей листьев
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F1 по всему набору (valid)

Рисунок 11. График изменения значений метрики F1 для
определения больных областей листьев

По окончании обучения модели было выполнено её тестирование
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с использованием изображений из валидационной выборки. На рисунках 12
и 13 показаны примеры полученных и эталонных масок для здоровых и
больных областей листьев соответственно.

Original image Ground truth Prediction

Original image Ground truth Prediction

Рисунок 12. Образцы бинарных масок здоровых областей
листьев: Ground truth – эталонная маска из набора данных;
Prediction – полученная от модели маска

Original image Ground truth Prediction

Original image Ground truth Prediction

Рисунок 13. Образцы бинарных масок больных областей
листьев: Ground truth – эталонная маска из набора данных;
Prediction – полученная от модели маска

Итоговая точность определения здоровых областей листьев растений
составила 93.2% по IoU и 96.5% по F1. Для больных областей листьев
удалось достичь точности в 65.1% по IoU и 78.9% по F1.

Также были проведены эксперименты с обучением ИНС на конкрет-
ных видах растений из используемого набора данных. При обучении
использовались изображения здоровых листьев растений, подготовка
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бинарных масок была выполнена в соответствии с п. 2.3 настоящей статьи
для «здоровой» выборки. Архитектура сети и параметры обучения были
идентичны тем, что использовались при обучении на «здоровой» выборке.
В таблице 2 представлен результат обучения ИНС на разных видах
растений.

Таблица 2. Значение метрик IoU и F1 на тестовых выборках
различных растений после обучения ИНС

Растение IoU, % F1, %
Apple 87.8 93.5
Blueberry 93.2 96.4
Cherry 92.6 96.1
Grape 88.8 94.1
Peach 80.9 89.4
Pepper 93.6 96.7
Potato 86.8 92.9
Raspberry 88.7 94.0
Soybean 92.9 96.3
Strawberry 91.6 95.6
Tomato 91.7 95.6
Среднее 89.8 94.6

Результаты проведённых экспериментов показали, что модель, обучен-
ная на «здоровой» выборке, превосходит по точности модели обученные
на отдельных растениях в задаче определения здоровых областей листьев
растений. Можно предположить, что для «больной» выборки был бы
получен аналогичный результат, так как архитектура сети и параметры
обучения остались неизменны.

4. Инференс модели и анализ результатов

После завершения процедур обучения и тестирования был выполнен
инференс модели на тестовой выборке данных, результатом которого
стали бинарные маски здоровых и больных областей листа растения.
С их помощью можно рассчитать занимаемую ими площадь путём
подсчёта количества принадлежащих им пикселей белого цвета. Сумма
рассчитанных площадей в пикселях будет отражать общую площадь
наблюдаемой листовой пластины растений. Таким образом, появляется
возможность определить процентное отношение площадей, занимаемых
здоровыми и больными областями относительно общей площади листа.

Далее определяется отношение процентных долей здоровой и больной
области листа растения, которое по сути представляет собой разность
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между этими значениями. Для простоты восприятия полученная разность
делиться на 100, чтобы в итоге диапазон значений лежал в пределах от 1.0
до -1.0. Дабы не оперировать понятием «разность между процентными
долями здоровой и больной областей» было решено обозначить полученное
значение как индекс «здоровья» (heal_index) листа. Значение индекса
«здоровья», близкое к 1.0 (рисунок 14), характерно для практически

ORIG RESULT HEALTHY DISEASE

heal_index: 1.0

0 20 40 60 80 100
Проценты

Здоровая

Больная

100.00

0.00

Соотношение здоровых и больных областей

Рисунок 14. Пример здорового листа. Сверху: оригинальное
изображение; сегментированное изображение; маска здоровой
области; маска больной области. Снизу: столбец зелёного
цвета – процентная доля здоровой области; красного цвета –
процентная доля больной области

полностью здоровых с визуальной точки зрения листьев растений.
Противоположенное значение, близкое к -1.0 (рисунок 15) свидетельствует

ORIG RESULT HEALTHY DISEASE

heal_index: -0.907

0 20 40 60 80 100
Проценты

Здоровая

Больная

4.64

95.36

Соотношение здоровых и больных областей

Рисунок 15. Пример полностью больного листа

о том, что наблюдаемый лист растения практически полностью поражён
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заболеванием.

Следует отметить то, что значения индекса «здоровья» меньше
нуля как правило указывают на то, что площадь больной области листа
растения в определённой степени преобладает над здоровой (рисунок 16).

ORIG RESULT HEALTHY DISEASE

heal_index: -0.542

0 20 40 60 80 100
Проценты

Здоровая

Больная

22.88

77.12

Соотношение здоровых и больных областей

Рисунок 16. Пример больного листаи

Опытным путём было выяснено, что если значение индекса «здоровья»
больше 0.9, то с визуальной точки зрения наблюдаемый лист растения
можно считать относительно здоровым (рисунок 17).

ORIG RESULT HEALTHY DISEASE

heal_index: 0.945

0 20 40 60 80 100
Проценты

Здоровая

Больная

97.24

2.76

Соотношение здоровых и больных областей

Рисунок 17. Пример относительно здорового листа

Если же значение индекса «здоровья» лежит в диапазоне от 0.9 до 0.5
(рисунок 18), то считается, что наблюдаемый лист уже имеет явные
признаки заболевания, и чем ниже индекс, тем выше степень заболевания
листа.
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ORIG RESULT HEALTHY DISEASE
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ORIG RESULT HEALTHY DISEASE
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Рисунок 18. Примеры листьев с разной степенью заболевания

Заключение

В результате проведённых исследований был получен метод нейро-
сетевого определения здоровых и больных областей листьев растений
с вычислением отношения их процентных долей— индекса «здоровья».
Анализ полученных данных показал, что значение индекса «здоровья»
в определённой мере отражает степень заболевания листа. Так, например,
здоровые листья имеют значения индекса более 0.9. Если индекс лежит
в диапазоне от 0.9 до 0.5, то это указывает на то, что лист растения
имеет явные признаки заболевания и чем ниже значение индекса, тем
больше степень заболевания, с визуальной точки зрения. В случаях
дальнейшего уменьшения индекса, а также при его отрицательных
значениях наблюдаемый лист растения уже имеет крайне высокую степень
заболевания.

Благодаря использованию технологий нейронных сетей удалось
сформировать собирательный образ здоровых и больных областей листьев
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растений в независимости от их цвета, текстуры и формы, что позволило
анализировать различные виды растений и типы заболеваний.

Точность определения здоровых областей листовых платин расте-
ний, составила 96.5% по метрике F1. Относительно низкую точность
в 78.9% по F1 удалось достичь при определении больных областей
растений. Такая разница показателей точности объясняется различием
в корректности/достоверности эталонных бинарных масок здоровых
и больных областей. Для повышения достоверности бинарных масок
необходимо использовать ручную разметку данных, или, по крайней
мере, провести процедуру ручной корректировки масок. Однако, подход
с автоматизированным формированием бинарных масок, используемый
в настоящем исследовании, позволил существенно сократить время
на их создание. Анализируя полученные результаты, можно сделать
вывод о том, что создание бинарных масок без ручной разметки имеет
место быть в задачах не требующих высоких показателей точности.
Так, например, в рассматриваемой задаче по определению соотношения
здоровой площади листа к больной, достаточно идентифицировать больную
область листа, чтобы считать растение больным. В будущих работах
планируется повысить точность определения больных областей листьев
растений, а также добавить функционал определения типа заболевания.

Подводя итог, можно сказать, что в ходе выполнения исследования,
представленного в настоящей статье, все постеленные задачи были успешно
решены.
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Abstract. This paper presents a study aimed at developing a neural network method for
detecting healthy and diseased areas of plant leaves based on their images and calculating the
ratio of their areas. The basic network of the FPN architecture with an encoder in the form
of the ResNet-34 architecture was used as a neural network model. To train the ANN, binary
masks of target areas of plant leaves were used as labels; they were obtained programmatically
without manual marking. Due to this, it was possible to achieve a reasonable compromise
between the resources required to create masks and their accuracy. When training the neural
network model, the accuracy of 96.5% and 78.9% was achieved according to the F1 metric for
determining healthy and diseased areas, respectively. Next, the model was inferred, as a result
of which the "health" index was calculated for each of the studied leaf images. In the context
of the problems being solved, the "health" index is the difference between the percentages
of healthy and diseased areas, which can be used to assess the severity of the disease, as well
as to monitor the dynamics of the disease as an indicator of the effectiveness of the drugs or
care methods used. The scientific novelty of the presented study lies in the creation of a
method for automatically determining the ratio of healthy and diseased leaf areas, which
combines modern computer vision technologies, machine learning and practical applicability
for agronomy and plant growing. (In Russian).

Key words and phrases: neural network analysis, health index, healthy leaf
area, diseased leaf area, model
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