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Моделирование переноса ионов в трехслойной системе, содержащей ионообменную мембрану 
и два смежных с ней диффузионных слоя, позволяет описывать селективность мембраны путем 
определения плотности ее фиксированного заряда. Для теоретического анализа переноса ионов 
в таких системах широко используются уравнения Нернста–Планка и Пуассона. В статье пока-
зано, что в гальванодинамическом режиме функционирования мембранной системы, когда за-
дается плотность протекающего тока, уравнение Пуассона в модели переноса ионов может быть 
заменено на уравнение для тока смещения. Построена новая модель в виде краевой задачи для 
системы уравнений Нернста–Планка и уравнения для тока смещения, на основе которой рас-
считаны концентрации ионов, напряженность электрического поля, плотность пространствен-
ного заряда и хронопотенциограмма ионообменной мембраны и смежных с ней диффузионных 
слоев в режиме постоянного тока. Результаты расчета предлагаемой модели хорошо согласуются 
с результатами моделирования на основе ранее описанного подхода с использованием уравнений 
Нернста–Планка и Пуассона, а также с аналитической оценкой переходного времени. Показано, 
что в случае трехслойной геометрии задачи требуемая точность численного расчета с использо-
ванием предлагаемой модели достигается при меньшем количестве элементов вычислительной 
сетки и занимает меньше (в 26.7 раза для рассматриваемых параметров системы) процессорного 
времени по сравнению с моделью на основе уравнений Нернста–Планка и Пуассона.
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ВВЕДЕНИЕ

Электромембранные процессы являются тех-
нологической основой электродиализных аппара-
тов, нано- и микрофлюидных устройств, которые 
применяются при очистке растворов, переработке 
сельскохозяйственной продукции, выполнении хи-
мических анализов и многих других сферах челове-
ческой деятельности [1–5]. 

Математическое моделирование является важ-
ным инструментом исследования мембранных си-
стем, дополняющим экспериментальные знания. 
Для математического описания явлений массопе-
реноса в растворах электролитов в литературе опи-
сано несколько соотношений, подробные обзоры 
которых даны в работах [6–8]. Наиболее полное 

описание явлений переноса в многокомпонент-
ных растворах электролитов основано либо на так 
называемом подходе Стефана–Максвелла, либо на 
термодинамике необратимых процессов, связыва-
ющей потоки тепла, электричества, импульса и 
отдельных компонентов с соответствующими дви-
жущими силами в системе феноменологических 
уравнений [8–10].

Более упрощенный подход к описанию про-
цесса массопереноса в растворах электролитов дает 
уравнение переноса Нернста–Планка, учитываю-
щее диффузию, миграцию ионов и конвекцию рас-
твора. Уравнение Нернста–Планка получено для 
разбавленных растворов и требует задания таких 
параметров, как коэффициент диффузии и под-
вижность ионов, которые считаются постоянными. 
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Подробный обзор других ограничений уравнений 
Нернста–Планка можно найти в [6].

Уравнения Нернста–Планка вместе с уравне-
нием Пуассона (НПП) для электрического потен-
циала образуют систему связанных уравнений, 
которая широко используется при исследованиях 
электромембранных систем [6–12]. Эта система 
позволяет описать нарушение электронейтраль-
ности раствора и образование области простран-
ственного заряда (ОПЗ) вблизи поверхности мем-
браны, обусловленное ее селективностью [13, 14]. 
Уравнения НПП совместно с уравнениями На-
вье–Стокса (которые описывают гидродинамику 
раствора электролита) позволяют строить матема-
тические модели, посвященные изучению влияния 
ОПЗ и связанных с ним явлений на эффективность 
массопереноса [15–17].

Другим подходом к теоретическому описанию 
электрического поля в задачах переноса ионов в 
мембранных системах является определение на-
пряженности электрического поля на основе урав-
нения для тока смещения, то есть модель строится 
на основе уравнений Нернста–Планка и уравне-
ния для тока смещения (НПС). Впервые возмож-
ность замены уравнения Пуассона уравнением 
для тока смещения была отмечена Коэном Г. и 
Кули  Дж. [18]. В работе [18] был выполнен рас-
чет задачи переноса ионов на основе уравнений 
Нернста-Планка и тока смещения в полностью 
механически проницаемой мембране, без описа-
ния других ее физических свойств. Брумлив Т.Р. 
и Бак Р.П. [19] на основе данного подхода выпол-
нили расчет частотных характеристик импеданса 
пермселективной мембраны при постоянном до-
предельном электродиффузионном токе. Урте-
нов М.Х. использовал уравнение для напряжен-
ности электрического поля при декомпозиции 
нестационарной одномерной системы уравнений 
НПП [20]. Позже декомпозиция системы уравне-
ний НПП была выполнена в двумерном и трех-
мерном случаях для растворов бинарного [21] и 
тернарного электролита [22]. Декомпозиционная 
система уравнений удобна для вывода различных 
упрощенных моделей и применения асимптотиче-
ских методов [22, 23]. 

В работе [24] на основе уравнений НПС выпол-
нено математическое моделирование переноса ио-
нов и численный расчет концентрационных про-
филей и напряженности электрического поля в 
обедненном диффузионном слое у поверхности ио-
нообменной мембраны, а также в сечении камеры 
обессоливания, в гальванодинамическом режиме 
(когда задается плотность тока, протекающего че-
рез систему). Было показано, что данный подход 
позволяет описать формирование расширенной 
ОПЗ под действием сверхпредельного постоян-
ного тока, так же как и подход на основе уравне-
ний НПП. Результаты подходов НПП и НПС 

согласуются достаточно хорошо, но отличаются 
требуемым временем вычислений и точностью 
расчета. В работе [24] селективные свойства мем-
браны (которая исключена из геометрии задачи) 
моделируются с помощью граничных условий. Ма-
тематические модели переноса ионов в обеднен-
ном диффузионном слое у поверхности мембраны 
имеют важное значение для исследования концен-
трационной поляризации, формирования расши-
ренной ОПЗ [13]; модели переноса ионов в камере 
обессоливания важны для учета влияния обессоли-
вания раствора под действием электрического поля 
на процесс массопереноса [25–28]. Особое значе-
ние также имеют многослойные математические 
модели, включающие в рассмотрение мембрану и 
смежные с ней диффузионные слои. В этом случае 
в математическую постановку вводится параметр 
плотности фиксированного заряда в мембране, по-
зволяющий описывать селективный перенос ионов 
в мембране [29–32].

В данной статье разработана новая математиче-
ская модель переноса ионов в трехслойной системе 
в виде краевой задачи для системы уравнений НПС, 
позволяющая численно рассчитать концентрации 
ионов, напряженность электрического поля, про-
странственный заряд и хронопотенциограмму ио-
нообменной мембраны и двух смежных с ней диф-
фузионных слоев в гальванодинамическом режиме. 
В работе выполнено сопоставление результатов рас-
четов и сравнение точности подходов к моделиро-
ванию переноса ионов в трехслойной мембранной 
системе на основе уравнений НПП и НПС.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим мембранную систему, включа-
ющую катионообменную мембрану (толщиной 
d) и два смежных диффузионных слоя, толщина 
которых (δ) для простоты принята одинаковой, 
рис. 1. Предположим, что рассматриваемая мем-
брана является гомогенной с равномерным рас-
пределением фиксированных заряженных групп 
с концентрацией χ. Пусть мембрана помещена 
в раствор бинарного электролита (с концентра-
цией c0) и течение раствора ламинарное. Также 
предположим, что рассматриваемая система яв-
ляется частью достаточно короткой электродиа-
лизной ячейки, так что толщина диффузионного 
слоя мала по сравнению с межмембранным рас-
стоянием и приближенно постоянна в танген-
циальном направлении [6]. Тогда можно рассма-
тривать процесс массопереноса в направлении, 
нормальном к поверхности мембраны, без учета 
конвективного переноса (поскольку течение ла-
минарное). Плотность, температура и диэлектри-
ческая проницаемость раствора считаются посто-
янными; химические реакции не учитываются. В 
системе течет постоянный ток i.
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Пусть x – это нормальная к поверхности мем-
браны координата; x = −δ  соответствует внеш-
ней границе обедненного диффузионного слоя, 
x d= + δ  – внешней границе обогащенного диф-
фузионного слоя. Перенос ионов в данной системе 
описывается уравнениями Нернста–Планка [9]:
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уравнениями материального баланса [9]:
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и уравнением Пуассона [14]:
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где  – это плотность потока, концен-
трация, коэффициент диффузии и зарядовое число 
n-го иона соответственно; φ  – потенциал элек-
трического поля; ε0 – электрическая постоянная; 

εr  –  диэлектрическая проницаемость раствора; 
F – постоянная Фарадея; R – газовая постоянная; 
T – абсолютная температура. В системе уравнений 
(1)–(3) величины j j c c1 2 1 2, , , , φ  – это неизвестные 
функции координаты x и времени t.

Задача переноса, как правило, решается отно-
сительно концентраций ионов и электрического 
потенциала, с этой целью из уравнений (2) исклю-
чаются потоки ионов (с использованием уравне-
ния (1)):
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Уравнения для концентраций ионов (4) реша-
ются совместно с уравнением для электрического 
потенциала (3). Граничные условия задаются 
на внешних границах диффузионных слоев при 
x = −δ  и x d= + δ , где предполагается выполне-
ние условия электронейтральности раствора, то 
есть

	 с t c с d t c nn n( , ) , ( , ) , ,− = + = =δ δ0 0 1 2.	 (5) 

Для потенциала на границе x = −δ  зададим ну-
левой потенциал и на границе x d= + δ  условие, 

Рис. 1. Схема мембранной системы и профилей концентраций катионов (с1, сплошная линия) и анионов (с2, пун-
ктирная линия) при протекании тока плотностью i.
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которое определяет плотность протекающего тока 
[33]:
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В качестве начальных условий используются со-
отношения равновесия Доннана, которые предпо-
лагают, что концентрации ионов и электрический 
потенциал равномерно распределены вплоть до 
границ раствор/мембрана, где есть разрывы [14]:
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В начальный момент времени предполагается, 
что система находится в равновесии: в диффузи-
онных слоях концентрации ионов обоих сортов 
равны исходной концентрации c0; в мембране кон-
центрации ионов удовлетворяют соотношениям 
равновесия Доннана [14]. Отличие начального зна-
чения электрического потенциала в мембране от 
его значения в диффузионных слоях обусловлено 
разностью концентраций ионов.

Плотность полного тока описывается уравне-
нием:

	 i i itot F c= + , 	 (10)

где i F z j z jF = +( )1 1 2 2  – это плотность тока Фарадея 

(или тока проводимости), а i
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 – плот-

ность тока заряжения (или тока смещения), свя-
занного с формированием и изменением про-
странственного заряда.

Преобразование системы уравнений Нернста–
Планка и Пуассона для слоя электролита по-
зволяет записать уравнение для напряженности 
электрического поля. В работе [21] уравнение для 

напряженности электрического поля введено в 
рамках теории декомпозиции уравнений НПП. 
Выполним подобные преобразования и сформули-
руем краевую задачу модели на основе уравнений 
НПС для трехслойной системы (мембрана и два 
смежных диффузионных слоя). Умножим каждое 
уравнение (2) на zn  и сложим:
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отношения для тока проводимости уравнение (11) 
можно переписать в виде:

∂
∂
−

∂

∂
+












= −

∂
∂
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∂
∂
−

∂

∂

t x
F

x
i x d

t x

r F

r

ε ε
φ

χ

ε ε
φ

0

2

2

0

2

0, ,

22
0












= −

∂
∂

− ≤ < < ≤ +










x

i x и d x dF ,

.

δ δ

	(12)

В случае, когда концентрация фиксированного 
заряда мембраны χ  постоянна, ∂ ∂ =χ t 0  и во 
всех трех слоях рассматриваемой системы уравне-
ния (12) имеют форму:

	 ∂
∂
−

∂
∂ ∂

+










=

x x t
ir Fε ε

φ
0

2

0. 	 (13)

Таким образом, в одномерном случае плотность 
полного тока itot  не зависит от пространственной 
координаты x  и равна задаваемой плотности тока i:

	 i i i itot c F= + = . 	 (14)

Поэтому из уравнения (14) можно вывести урав-
нение для напряженности электрического поля 
E x= −∂ ∂φ , которое позволяет моделировать 
гальванодинамический режим:

	 ε ε0 1 1 2 2r
E
t

i F z j z j
∂
∂
= − +( ). 	 (15)

Подстановка плотностей потоков ионов из 
уравнений Нернста–Планка (1) в уравнения мате-
риального баланса (2) и уравнение для тока сме-
щения (15) дает замкнутую систему уравнений для 
искомых концентраций ионов c1, c2  и напряжен-
ности электрического поля E:

∂
∂
= −

∂
∂

−
∂
∂












=

c

t x
F

RT
z D c E D

c

x
nn

n n n n
n , , ,1 2 	 (16)
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2 2
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z D
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∂
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∂
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∂
∂




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


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	 (17)
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В данном случае задача переноса решается в 
терминах концентраций ионов и напряженности 
электрического поля. Уравнения (16) решаются с 
использованием граничных условий (5) и началь-
ных условий (7), (8). Уравнение (17) включает про-
изводную по времени, для его решения необхо-
димо определить только начальное условие. Пред-
положим, что в начальный момент времени ток в 
системе равен нулю и напряженность электриче-
ского поля равна нулю:

	 E x( , ) .0 0= 	 (18)

Таким образом, величина фиксированного за-
ряда мембраны χ  (когда χ = const) входит в мате-
матическую постановку модели переноса ионов в 
трехслойной системе на основе уравнений НПС 
только в начальных условиях.

В работе [24] для задачи переноса ионов в диф-
фузионном слое выполнено сопоставление резуль-
татов численного моделирования на основе крае-
вых задач для систем уравнений НПС и НПП при 
одинаковых параметрах системы и установлено, 
что оба подхода позволяют описать формирование 
расширенной ОПЗ при сверхпредельных токах; 
распределения концентраций и напряженности, 
рассчитанные на основе данных подходов, совпа-
дают; время расчета на основе модели с исполь-
зованием уравнений НПС больше, чем на основе 
модели с использованием уравнений НПП, но 
точность расчета выше в первом случае. В данной 
работе сопоставим результаты моделирования на 
основе краевых задач для систем уравнений НПС 
и НПП переноса ионов в трехслойной системе, 
включающей не только диффузионный слой, но и 
мембрану.

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Большие градиенты концентраций ионов и на-
пряженности в областях раздела фаз раствор/мем-
брана (рис. 1) обусловливают вычислительную 
сложность рассматриваемой проблемы. Слож-
ность вычислений возрастает с уменьшением 
толщины этой области, порядок которой оцени-
вается длиной Дебая L RT c FD r= ε ε0 0

22( )  [34]. 
Поэтому для уменьшения вычислительной слож-
ности и сокращения времени расчетов вычисле-
ния выполнялись для раствора электролита NaCl 
с концентрацией c0 = 0.1 моль/м3, которая меньше 
примерно на два порядка, чем значения, исполь-
зуемые в реальных электродиализных системах. 
Толщины диффузионных слоев δ = 237 мкм оце-
нены по формуле δ = ( . )( ) /H LD H V1 47 2

0
1 3  [35] для 

следующих значений параметров мембранной си-
стемы: межмембранное расстояние H = 0.5∙10–3 м, 
длина канала L = 2∙10–3 м, температура T = 298 K, 

средняя скорость прокачивания раствора  
V0 = 3.8∙10–3 м/с, плотность раствора электролита 
ρ0 = 1002 кг/м3; вязкость ν = 0.89∙10–6 м2/с, коэф-
фициенты диффузии катионов D1 = 1.33∙10–9 м2/с 
и анионов D2=2.05∙10–9 м2/с, зарядовые числа ио-
нов z1 =  1, z2 =  –1. Толщина мембраны принята  
d = 0 5. δ.

Числа переноса ионов, определяющие се-
лективность мембраны, зависят от концентра-
ции раствора [36, 37]. Для выбранного значе-
ния концентрации электролита c0  число пере-
носа катионов в катионообменной мембране, 
близкое к реальным значениям ( T C1 0 972= , ), 
рассчитывается при концентрации фиксиро-
ванных заряженных групп, равной χ с0 250=  
(Приложение А). Поэтому, хотя концентрация 
фиксированных заряженных групп в ионооб-
менных мембранах, как правило, имеет поря-
док 103 моль/м3 (например, обменная емкость 
гетерогенных мембран МК-40, МА-40 и МА-41 
находится в диапазоне 1.8·103–4.4·103  моль/м3 
[38]), числа переноса моделируемой мембраны 
близки значениям, наблюдаемым в эксперимен-
тальных исследованиях для типичных значений 
концентрации электролита [36].

Плотность тока задавалась значением i/
ilim = 2, где ilim  –  это предельная плотность 
тока, определяемая по формуле Левека 

i FDc H T t H V LDClim

/
( ) . .= − ( ) −











0 1 1

2
0

1 3
1 47 0 2  [35], 

где D D D z z D z D z= −( ) −( )1 2 1 2 1 1 2 2  – коэффициент 
диффузии электролита, T1C = 0.972 и t1 = 0.395 – это 
числа переноса катионов в катионообменной мем-
бране и в растворе соответственно. 

Краевые задачи рассматриваемых матема-
тических моделей решались методом конеч-
ных элементов с использованием пакета Comsol 
Multiphysics. Все вычисления выполнены с ис-
пользованием процессора Intel(R) Core(TM)  
i9-10900K CPU 3.70 GHz, оперативной памяти 
объемом 64 Гб, 64-разрядная операционная си-
стема. Поэтому для упрощения численного ре-
шения задачи использовалась неравномерная 
вычислительная сетка. С двух сторон границ раз-
дела раствор/мембрана x = 0  и x d=  созданы 
области толщиной 100LD  с линейно возрастаю-
щим расстоянием между узлами вычислительной 
сетки (для рассматриваемых параметров длина 
Дебая LD = 3.06∙10–8 м). Основными управляю-
щими параметрами расчетной сетки в указанных 
областях являются количество элементов и от-
ношение длины первого элемента к последнему 
(расстояние между узлами линейно возрастает). 
В остальных частях рассматриваемой системы 
построена равномерная сетка, которая опреде-
ляется количеством элементов.
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 2а, б приведены концентрационные 
профили в моменты времени t = 0, 7.2, 100 с, рас-
считанные на основе подходов НПП (сплошные 
линии) и НПС (пунктирные линии). В начальный 
момент времени (t = 0) равномерное распределе-
ние концентраций катионов и анионов в диффу-
зионных слоях и мембране (согласно начальным 
условиям (7)–(9)) определяет начальное сопро-
тивление раствора электролита. На хронопотен-
циограмме (ХП) наблюдается начальный почти 
вертикальный участок (рис. 3, t » 0). Со временем 
процесс электродиффузии снижает концентрацию 
ионов у поверхности мембраны, что уменьшает 
электропроводность раствора и ограничивает ско-
рость массопереноса. Поэтому на ХП наблюдается 
участок медленного увеличения скачка потенциала 
во времени (рис. 3, 0 < t < τ). При t = τ = 7,2 с каса-
тельная к профилям концентрации (в электроней-
тральной части диффузионного слоя) стремится 
к 0 при x = 0 (рис. 2в). Далее начинает формиро-
ваться расширенная ОПЗ, а на ХП отмечается бы-
стрый рост скачка потенциала (рис. 3, t > τ). Ло-
кальный максимум плотности пространственного 
заряда смещается в объем раствора. С течением 
времени, когда система переходит в стационарное 
состояние (с постоянным скачком потенциала), 
локальный максимум пространственного заряда 
располагается практически посередине диффузи-
онного слоя (рис. 2г). Образование расширенной 
ОПЗ увеличивает напряженность электрического 
поля в этой области (рис. 2д). Отличие ХП, рассчи-
танных с использованием моделей на основе НПП 
и НПС (рис. 3), на всем рассматриваемом времен-
но́м интервале (от 0 до 100 с, когда устанавливается 
стационарное состояние), не превышает 0.3%.

Следует отметить хорошее совпадение (отличие 
<5%) между временем τ = 7.2 с и аналитической 
оценкой переходного времени Санда, определяе-
мой уравнением (19) [39]:

	 τ
π

S
D c Fz

T t i
=

−








4

10 1

1 1

2

2
.	 (19)

Точность расчета задачи переноса ионов в ре-
жиме постоянного тока можно оценить по по-
грешности выполнения уравнения (14), так как 
плотность полного тока в одномерном случае в ка-
ждой точке рассматриваемой области должна быть 
равна заданной плотности тока [24]. Вычислитель-
ная сложность расчета полей с большими градиен-
тами приводит к увеличению погрешности расчета 
плотности тока вблизи точек раздела фаз (x = 0 и 
x = d) и в окрестности локального максимума рас-
ширенной ОПЗ. Поэтому погрешность расчета 
определялась в основной части обедненного диф-
фузионного слоя:

	 r t
i x t i

iI
x L

tot

D

( ) max
( , )

,
=

−
∈− −[ ]δ 100

	 (20)

и вблизи границ фазового раздела раствор/мем-
брана (x = 0 и x = d):

	 r t
i x t i

iII
x L L

tot

D D

( ) max
( , )

,
=

−
∈ −( ]100 100

,	 (21)

	 r t
i x t i

iIII
x d L d L

tot

D D

( ) max
( , )

,
=

−
∈ − +( ]100 100

.	 (22)

Для выбора оптимальной вычислительной сетки 
выполнена серия расчетов, в которых постепенно 
увеличивалось количество элементов сетки и рассчи-
тывались значения максимальной погрешности на 
рассматриваемом временно́м отрезке (от 0 до 100 с) 
в каждой части системы, то есть r r tI

t s
I=

∈[ ]
max ( )

,0 100
 , 

r r tII
t s

II=
∈[ ]
max ( )

,0 100
, r r tIII

t s
III=

∈[ ]
max ( )

,0 100
. Процедура 

улучшения вычислительной сетки была оста-
новлена при достижении погрешности менее 1%.

Результаты расчета задачи переноса ионов для 
указанных выше параметров на основе уравне-
ний НПС с погрешностью менее 1% (а именно: 
rI » 0 3. %, rII » 0 5. %  и rIII » 1%) были получены 
для следующих параметров вычислительной сетки: 
в основной части диффузионных слоев количество 
элементов установлено равным 1000; в погранич-
ных слоях вблизи точек x = 0 и x = d количество 
элементов – 7000 и отношение длины первого эле-
мента к последнему установлено равным 1000. Та-
ким образом, вычислительная сетка состояла из 
31 тыс. элементов. Дополнительно были установ-
лены относительная погрешность равной 10 6- , и 
максимальный шаг по времени – равным 0.05 с. 

При указанных значениях параметров вычисли-
тельной сетки время расчета на основе уравнений 
НПС от 0 до 100 с составило ≈0.43 ч (≈26 мин), а 
требуемый объем памяти – 1.73 Гб.

В случае расчета задачи переноса ионов для тех 
же параметров системы на основе уравнений НПП 
погрешность менее 1% в основной части диффузи-
онных слоев ( rI » 0 9. %) была достигнута при коли-
честве элементов в данной части рассматриваемой 
системы, равном 6000. Для рассматриваемой кон-
центрации c0 = 0.1 моль/м3 и значения χ = 250 0с  
достигнуть погрешности расчета плотности тока в 
пограничных слоях вблизи точек x = 0 и x = d на 
основе уравнений НПП увеличением количества 
элементов сетки не получилось, только при малых 
концентрациях раствора и фиксированных заря-
женных групп в мембране можно получить при-
емлемую ошибку вычислений. Поэтому осталь-
ные параметры вычислительной сетки были уста-
новлены аналогично модели на основе уравнений 
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НПС (36 тыс. элементов), время расчета в этом 
случае составило от 0 до 100 с ≈11.5 ч, требуемый 
объем памяти – 1.75 Гб.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Построена новая математическая модель пере-
носа ионов в трехслойной мембранной системе в 
виде краевой задачи для системы уравнений НПС. 
Данная модель позволяет описать распределение 
концентраций ионов и напряженности электриче-
ского поля в ионообменной мембране и смежных 
с ней диффузионных слоях с учетом фиксирован-
ного заряда мембраны. Предлагаемая модель на ос-
нове уравнений НПС позволяет описать формиро-
вание расширенной ОПЗ в области у поверхности 

мембраны под действием сверхпредельного посто-
янного тока.

Решение задачи описания переноса ионов, 
найденное с использованием предлагаемой мо-
дели на основе уравнений НПС, хорошо согласу-
ется с результатами моделирования на основе ра-
нее описанного подхода с использованием урав-
нений НПП, а также с аналитической оценкой 
переходного времени. Сопоставление вычисли-
тельной трудоемкости численного моделирования 
на основе уравнений НПП и НПС показало, что 
в случае трехслойной геометрии задачи требуемая 
точность расчета при использовании уравнений 
НПС достигается при меньшем количестве эле-
ментов вычислительной сетки и занимает меньше 
(в ≈26.7 раза для рассматриваемых параметров си-
стемы) процессорного времени по сравнению с 
расчетом на основе НПП.

Развитие предлагаемого подхода для случая дву-
мерной геометрии и включение в рассмотрение 
гидродинамики позволит с большой точностью 
описать явления на межфазной границе раствор/
мембрана.
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ПРИЛОЖЕНИЕ А

На основе результатов моделирования переноса 
ионов в трехслойной системе можно оценить числа 
переноса в мембране. В предлагаемой модели 
(уравнения (16), (17) и условия (5), (7), (8), (18)) 
числа переноса катионов и анионов в мембране 

Рис. 3. Хронпотенциограммы, рассчитанные на 
основе подходов НПП (сплошная линия) и НПС 
(штриховая линия). Пунктирной линией отмечено 
переходное время τ = 7.2 с.
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Рис. 2. (а) Нормированные концентрационные профили катионов с1/с0 и анионов с2/с0; (б) и (в) – увеличение 
фрагментов рис. (а); (г) плотность пространственного заряда ρ = +F z c z c( )1 1 2 2 ; (д) напряженность электриче-
ского поля. Результаты расчетов в моменты времени t = 0, 7.2, 100 с на основе подходов НПП (сплошные линии) 
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могут быть определены с помощью уравнений (А1) 
и (А2) соответственно:

	 T

Fz D
c
x

F
RT

z D c E

iC1

1 1
1

1 1 1
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
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На рис. А1 приведены результаты расчета чисел 
переноса катионов T1C и анионов T1C в катионооб-
менной мембране для серии значений концентра-
ции фиксированных заряженных групп χ с0 = 0, 25, 
…, 250. При вычислениях чисел переноса по фор-
мулам (А1), (А2) использовались средние значения 
концентрации ионов и напряженности в мембране 
в стационарном состоянии. Из рис. А1 видно, что 
увеличение концентрации фиксированных заря-
женных групп в мембране понижает ее проницае-
мость для анионов и повышает для катионов.
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Modeling of Ion Transport in a Three-Layer System with an Ion-Exchange 
Membrane Based on the Nernst-Planck and Displacement Current Equations
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Modeling of ion transport in a three-layer system containing an ion-exchange membrane and two adjacent 
diffusion layers makes it possible to describe the permselectivity of the membrane by determining its 
fixed charge density. For theoretical analysis of ion transport in such systems, the Nernst–Planck and 
Poisson equations are widely used. The article shows that in the galvanodynamic mode of operation 
of the membrane system, when the density of the flowing current is specified, the Poisson equation in 
the ion transport model can be replaced by the equation for the displacement current. A new model 
was constructed in the form of a boundary value problem for the system of the Nernst–Planck and 
displacement current equations. Based on this model, ion concentrations, electric field strength, space 
charge density and chronopotentiogram of the ion-exchange membrane and adjacent diffusion layers in 
direct current mode were numerically calculated. The calculation results of the proposed model are in 
good agreement with the modeling results based on the previously described approach using the Nernst–
Planck and Poisson equations, as well as with the analytical assessment of the transition time. It is shown 
that in the case of the three-layer geometry of the problem, the required accuracy of numerical calculation 
using the proposed model is achieved with a smaller number of computational mesh elements and takes 
less (about 26.7 times for the considered system parameters) processor time compared to the model based 
on the Nernst–Planck and Poisson equations.

Keywords: ion-exchange membrane, three-layer membrane system, ion transport, direct current, 
Nernst–Planck–Poisson equations, equation for the displacement current




