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Аннотация. В работе рассматривается разработанные авторами математическая и численная модели изна-

шивания эластомерных материалов при стационарном качении с проскальзываем. При разработке математической 
модели были использованы классические представления о кинематических характеристиках качения массивной эла-
стомерной шины по абразивной поверхности диска. Для описания интенсивности изнашивания в модели использованы 
представления о износе сформулированные Д. Арчардом и модифицированные применительно к исследуемым объектам 
– резинам на основе каучуков СКИ-3 и СКС-30-АРКМ-15, армированных углеродными наноструктурами. Численная 
реализация математической модели выполнена в программном комплексе Matlab. С целью упрощения численного рас-
чета было принято решение о переходе модели качения с проскальзыванием к модели о чистом скольжении. Выбор 
шага интегрирования по времени позволил стабилизировать неустойчивость решения. Таким образом в численной мо-
дели рассматривалось скольжение эластомерного цилиндра по абразивной поверхности диска со скоростью, равной 
скорости проскальзывания и варьированием нормальной нагрузки. В качестве численного метода расчета использован 
метод конечных элементов (МКЭ). При фиксированной глубине вдавливания проведена верификация разработанной 
модели. По результатам моделирования получены зависимости интенсивности изнашивания эластомерного матери-
ала от величины удельных давлений. Сравнительный анализ результатов моделирования и данных, полученных экспе-
риментальным путем, позволил установить из разницу на уровне 20 процентов, что может быть связано с ограниче-
ниями модели, которая не учитывает тепловые характеристики материалов. Таким образом разработанная модель 
показала свою состоятельность и в дальнейшем будет доработана с учетом выявленных ограничений. 
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Abstract. The paper views mathematical and numerical models of wear of elastomeric materials developed by the authors in 

dead rolling with sliding movement. When developing a mathematical model, classical ideas about the kinematic characteristics of a 
massive elastomeric tire rolling along the abrasive surface of the disc were used.  To describe the intensity of wear, the model uses the 
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concepts of wear formulated by D. Archard and modified in relation to the studied objects - rubber-based resin elastics SRI-3 and SRS-
30–ARKM-15 rubbers reinforced with carbon nanostructures. The numerical implementation of the mathematical model is performed 
in the Matlab software package. In order to simplify the numerical calculation, it was decided to switch the rolling slip model to the 
pure sliding model. The choice of the integration step in time allowed to stabilize the instability of the solution.  Thus, the numerical 
model examined sliding of an elastomeric cylinder along the abrasive surface of the disk at a speed equal to the sliding speed and 
varying the normal load. The finite element method (FEM) was used as a numerical calculation method. At a fixed depth of indentation, 
the verification of the developed model was carried out.  According to the simulation results, the dependences of the wear intensity of 
an elastomeric material on the magnitude of specific pressures are obtained. A comparative analysis of the simulation results and the 
data obtained experimentally make it possible to determine the difference at the level of 20 percent, which may be due to the limitations 
of the model when thermal characteristics of the materials are not taken into consideration.  Thus, the developed model has demon-
strated its viability and will be further refined upon taking into account the identified limitations. 
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Введение 
 

Для описания поведения эластомеров 
при трении качения с проскальзыванием была 
разработана модель по схеме трения «палец-
плоскость». В основе модели лежит  
Эйлеро-Лагранжевый подход к описанию  
процесса изнашивания [1 – 4]. 

 
Математическая модель 

 
При создании модели использованы 

следующие предположения и допущения. Дви-
жение деформируемого твердого тела (сплош-
ного эластомерного диска) было разложено на 
две составляющие: движение жесткого тела и 
наложенной на это движение деформации  
(рис. 1). Такой подход позволил перейти от ки-
нематического описания устойчивого переме-
щения контакта к устойчивому качению в про-
странстве. Деформируемое тело вращалось с 
постоянной угловой скоростью качения ω1 во-
круг жесткой оси 𝑚𝑚��⃗  с центром в точке 𝑋𝑋0, ко-
торая, в свою очередь, вращалась с постоянной 
угловой скоростью ω2 вокруг фиксированной 
нормали 𝑛𝑛�⃗  c центром в точке 𝑋𝑋𝑦𝑦. Движение ча-
стицы 𝑋𝑋 диска в момент времени 𝑡𝑡 состояло из 
жесткого вращения качения к положению 𝑌𝑌, 
описываемого следующим выражением: 

 
𝑌𝑌 = 𝑅𝑅𝑠𝑠 ∙ (𝑋𝑋 − 𝑋𝑋0) + 𝑋𝑋0                (1) 

 

где 𝑅𝑅𝑠𝑠 – матрица вращательного движения. Она 
определялась следующим уравнением: 

 
𝑅𝑅𝑠𝑠 = 𝑒𝑒ω𝐴𝐴� ∙𝑡𝑡,                      (2) 

 
где ω𝐴𝐴�  – кососимметричная матрица, связанная 
с вектором вращения, ω𝐴𝐴� = ω ∙ 𝑚𝑚. 

 

 
 

Рис. 1.  Модель устойчивого качения эластомерного 
диска 
 
Fig. 1. The model of dead rolling of an elastomeric disk  

 
С учетом этого предположения ско-

рость частицы имела вид: 
 

v = �̇�𝑦 = �̇�𝑅𝑐𝑐 ∙ (𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑐𝑐) + 𝑅𝑅𝑐𝑐 ∙ 𝑥𝑥.          (3) 
 

Для описания деформации диска вво-
дили карту, с помощью которой определяли 
положение точки 𝑥𝑥 в момент времени 𝑡𝑡 как 
функцию ее местоположения 𝑌𝑌 в момент 𝑡𝑡 так, 
что  

 
𝑥𝑥 = χ(𝑌𝑌, 𝑡𝑡).                           (4) 
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Учитывая найденную временную про-
изводную, скорость и ускорение частицы 
можно записать в виде:  

v = Ω𝑛𝑛 × (𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑐𝑐) + ω𝑅𝑅𝑅𝑅𝑐𝑐 ∙
∂χ
∂𝑆𝑆

+ 𝑅𝑅𝑐𝑐 ∙
∂χ
∂𝑡𝑡

   (5) 

 
и 
𝑎𝑎 = Ω2(𝑛𝑛𝑛𝑛 − I) ∙ (𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑐𝑐) + 2ωΩ𝑅𝑅𝑛𝑛 × 𝑅𝑅𝑐𝑐 ∙

∂χ
∂𝑆𝑆

+  +2Ω𝑛𝑛 × 𝑅𝑅𝑐𝑐 ∙
∂χ
∂𝑡𝑡

+ω2𝑅𝑅2𝑅𝑅𝑐𝑐 ∙
∂2χ
∂𝑆𝑆2

+ 2ω𝑅𝑅𝑅𝑅𝑐𝑐 ∙
∂2χ
𝜕𝜕𝑆𝑆𝜕𝜕𝑡𝑡

+ 𝑅𝑅𝑐𝑐 ∙
∂2χ
𝜕𝜕𝑡𝑡2

   (6) 
       
Для получения выражений для скорости 

и ускорения в привязанной к телу системе  
отсчета используются следующие преобразо-
вания: 

 
v𝑟𝑟 = 𝑅𝑅𝑐𝑐𝑇𝑇 ∙ υ, 𝑎𝑎𝑟𝑟 = 𝑅𝑅𝑐𝑐𝑇𝑇 ∙ 𝑎𝑎               (7) 

такое, что 
 

v𝑟𝑟 = Ω𝑛𝑛 × (𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑐𝑐) + 𝜔𝜔𝑅𝑅 ∙ ∂χ
∂𝑆𝑆

+ ∂χ
𝜕𝜕𝑡𝑡

           (8) 
и  

 

𝑎𝑎𝑟𝑟 = Ω2(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝐼𝐼) ∙ (𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑐𝑐) + 2ωΩ𝑅𝑅𝑛𝑛 × ∂χ
𝜕𝜕𝑆𝑆

+ 2Ω𝑛𝑛 ∙ ∂χ
𝜕𝜕𝑡𝑡

+ 𝜔𝜔2𝑅𝑅2 ∙ ∂
2χ

𝜕𝜕𝑆𝑆2
+ 2𝜔𝜔𝑅𝑅 ∙ ∂

2χ
𝜕𝜕𝑆𝑆𝜕𝜕𝑡𝑡

+ ∂2χ
𝜕𝜕𝑡𝑡2

 .         (9) 
 
Для стационарного качения положим, 

что ∂χ
∂t

= 0 и эти выражения можно свести к 
следующим уравнениям: 

v𝑟𝑟 = Ω𝑛𝑛 × (𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑐𝑐) + ω𝑅𝑅 ∙ ∂χ
𝜕𝜕𝑆𝑆

,              (10) 

 

𝑎𝑎𝑟𝑟 = Ω2(𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝐼𝐼) ∙ (𝑥𝑥 − 𝑋𝑋𝑐𝑐) + 2ωΩ𝑅𝑅𝑛𝑛 × ∂χ
𝜕𝜕𝑆𝑆

+ ω2𝑅𝑅2 ∙ ∂
2χ

𝜕𝜕𝑆𝑆2
.                               (11) 

 
Первое слагаемое (11) можно рассмат-

ривать как ускорение, порождающее центро-
бежные силы, которые возникают в результате 
вращения вокруг нормали 𝑛𝑛. Второе слагаемое 
определяло ускорение, порождающее силы Ко-
риолиса. Последнее слагаемое объединяло 
ускорения, порождающие Кориолисовые и 
центробежные силы, возникающие в резуль-
тате вращения вокруг 𝑚𝑚. Когда деформация 
однородна по окружности, оба эффекта Корио-
лиса исчезают, так что ускорение приводит 

только к центробежным силам. При соприкос-
новении диска и поверхности относительная 
скорость имела вид: 
 

v = v𝐷𝐷 − v𝑅𝑅 ,                        (12) 
 

где v𝐷𝐷 – скорость точки на деформированном 
диске, м/с; v𝑅𝑅 – скорость точки на жестком ос-
новании, м/с. При качении с проскальзыванием 
скорость скольжения определяли уравнением:  

 
γ�̇�𝛼 = 𝑡𝑡𝛼𝛼 ∙ v = Ω𝑡𝑡𝛼𝛼(𝑛𝑛 × 𝑟𝑟) + ω𝑅𝑅𝑡𝑡𝛼𝛼

∂χ
𝜕𝜕𝑆𝑆

+ 𝑡𝑡𝛼𝛼
∂χ
𝜕𝜕𝑡𝑡
− 𝑡𝑡𝛼𝛼 ∙ 𝜐𝜐𝑅𝑅 ,                           (13) 

 
где 𝑡𝑡α (α = 1, 2) являются двумя ортогональ-
ными единичными векторами, касательными к 
контактной поверхности, такими, что  
𝑛𝑛 = 𝑡𝑡1 × 𝑡𝑡2. При стационарном качении 

справедливо условие: 𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑡𝑡

= 0, согласно кото-
рому получаем окончательное выражение для 
скорости скольжения: 

 
γ�̇�𝛼 = 𝑡𝑡𝛼𝛼 ∙ v = Ω𝑡𝑡𝛼𝛼(𝑛𝑛 × 𝑟𝑟) + ω𝑅𝑅𝑡𝑡𝛼𝛼

∂χ
𝜕𝜕𝑆𝑆
− 𝑡𝑡𝛼𝛼 ∙ v𝑅𝑅 .                              (14) 
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При линейном качении от выражения 
Ω𝑡𝑡𝛼𝛼(𝑛𝑛 × 𝑟𝑟) можно перейти к v0, тогда скорость 
скольжения может быть описана следующим 
образом: 

γ�̇�𝛼 = v0 + ω𝑅𝑅𝑡𝑡𝛼𝛼
∂χ
𝜕𝜕𝑆𝑆
− 𝑡𝑡𝛼𝛼 ∙ v𝑅𝑅 .          (15) 

 
Для описания износа использовали мо-

дель Арчарда, согласно которой объем изно-
шенного материала прямо пропорционален 
нормальной нагрузке 𝑃𝑃, длине пути трения 𝐿𝐿 и  
обратно пропорционален твердости  
𝐻𝐻 = 𝑓𝑓(𝐶𝐶,𝛼𝛼ор) более мягкого материала пары 
трения (в нашем случае эластомерного диска): 
 

𝑉𝑉 = 𝑘𝑘 𝑃𝑃
𝐻𝐻
𝐿𝐿,                               (16) 

 
где 𝑘𝑘 = 𝑓𝑓(𝐶𝐶,αор) – безразмерный коэффициент 
пропорциональности, называемый коэффици-
ентом износа; 𝛼𝛼ор – угол ориентации; 𝐶𝐶 – кон-
центрация. Перейдя от нормальной нагрузки к 
давлению в контакте (𝑃𝑃 = 𝑝𝑝 ∙ 𝐴𝐴, где 𝐴𝐴 – пло-
щадь контакта, мм2) и от длины контакта к ско-
рости скольжения (𝐿𝐿 = �̇�𝛾 ∙ 𝑡𝑡, где �̇�𝛾 – скорость 
скольжения, м/с, определяемая условием (15)) 
и с учетом временной зависимости объема из-
нашивания получим: 
 

�̇�𝑉 = 𝑘𝑘 𝑝𝑝∙𝐴𝐴
𝐻𝐻
�v0 + ω𝑅𝑅𝑡𝑡𝛼𝛼

∂χ
𝜕𝜕𝑆𝑆
− 𝑡𝑡𝛼𝛼 ∙ v𝑅𝑅�.         (17) 

 
Интенсивность изнашивания по модели 

соответственно равна: 
 

𝐼𝐼𝑚𝑚 = �̇�𝑉
𝐴𝐴γ̇

= 𝑘𝑘 𝑝𝑝
𝐻𝐻γ̇
�v0 + ω𝑅𝑅𝑡𝑡𝛼𝛼

∂χ
𝜕𝜕𝑆𝑆
− 𝑡𝑡𝛼𝛼 ∙ v𝑅𝑅�.  (18) 

 
Поскольку уравнение (18) аналитиче-

ские не решается, нами было построено чис-
ленное решение с применением метода конеч-
ных элементов. При рассмотрении поверхно-
сти эластомерного диска как многослойной 
ленты, предполагали, что один ребра одного 
слоя можно разбить на конечное число узлов и 
с учетом того, что износ каждого из них явля-
ется средним в круговом направлении, коэф-
фициент объемного износа для каждого слоя 

ленты можно определить следующим уравне-
нием: 
 

�̇�𝑉 = 𝑘𝑘
𝐻𝐻 ∫ 𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) ∙ γ̇(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝐴𝐴0

𝑐𝑐 ,          (19) 
 

где 𝑐𝑐 – ширина эластомерного диска; 𝑥𝑥 – поло-
жение точки на поверхности трения диска. При 
стационарном скольжении износ каждого слоя 
диска усреднен в круговом направлении, по-
этому выражение скорости линейного изнаши-
вания ℎ̇𝑖𝑖 в i-м узле описывали следующим  
образом: 
 

𝐼𝐼�̇�𝑖 = �̇�𝑉
𝐴𝐴𝑖𝑖

= 𝐿𝐿
𝑘𝑘
𝐻𝐻
∑ 𝑝𝑝𝑖𝑖γ�̇�𝚤𝑚𝑚𝑖𝑖
𝑁𝑁
𝑖𝑖=1  

∑ 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑁𝑁
𝑖𝑖=1

,                 (20) 

 
где 𝑁𝑁 – количество узлов вдоль длины окруж-
ности диска; 𝐴𝐴𝑖𝑖 – площадь контакта в окрест-
ности узла 𝑖𝑖, мм2; 𝑚𝑚𝑖𝑖 – ширина полосы около 
узла 𝑖𝑖. Соответственно, модель линейной ин-
тенсивности изнашивания имеет вид: 
 

𝐼𝐼𝑚𝑚𝑖𝑖 = ℎ̇𝑖𝑖
𝛾𝛾�̇�𝚤

=
𝑘𝑘𝑘𝑘
𝐻𝐻
∑ 𝑝𝑝𝑖𝑖γ�̇�𝚤𝑚𝑚𝑖𝑖
𝑁𝑁
𝑖𝑖=1  

∑ 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑁𝑁
𝑖𝑖=1

.             (21) 

В результате преобразований получили 
связь между математической и численной мо-
делью изнашивания: 
 
𝐼𝐼𝑚𝑚 = ∑ 𝐼𝐼𝑚𝑚𝑖𝑖

𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ≅ 𝑘𝑘 𝑝𝑝

𝐻𝐻γ̇
�𝜐𝜐0 + ω𝑅𝑅𝑡𝑡𝛼𝛼

∂χ
𝜕𝜕𝑆𝑆
− 𝑡𝑡𝛼𝛼 ∙ v𝑅𝑅� (22) 

 
Численная модель 

 
На основании модели нами получены 

результаты по определении износа диска при 
качении с проскальзыванием. Разработанная 
конечно-элементная модель износа представ-
ляет собой закрепленный резиновый цилин-
дрический образец с приложенной на него 
нагрузкой, трущийся об абразивный вращаю-
щийся диск [5] (рис. 2). Такая постановка поз-
воляет оценить высоту износа только от 
нагрузки без влияния изменения геометрии 
под внешним давлением. 
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Рис. 2. Контактная модель диск-цилиндр 
 
Fig. 2. The disk-cylinder contact model 
 

На верхнюю поверхность резинового 
цилиндра прикладывали распределенную по-
верхностную нагрузку. Ее величина выбира-
лась исходя из реальных усилий, приходя-
щихся на область контакта автомобильной 
шины. При средней массе легкового автомо-
биля 1,5 тонны, на одну шину приходится сред-
няя нагрузка 375 кг. С учетом постоянства пло-
щади контакта цилиндра, аналогичная 
нагрузка для модели будет составлять 7 Н. Для 
простоты был сделан переход от качения с про-
скальзыванием к «чистому» скольжению со 
скоростью: 

 
γ�̇�𝚤 = 𝜐𝜐𝑖𝑖 − ω𝑖𝑖𝑟𝑟𝑖𝑖,                     (23) 

 
где 𝜐𝜐𝑖𝑖 – линейная скорость i-й полосы диска;  
𝜔𝜔𝑖𝑖 – частота вращения i-й полосы диска; 𝑟𝑟𝑖𝑖 – 
радиус i-й полосы диска. Модель материала по-
лучали на основании экспериментальных дан-
ных. Затем для модели строили конечно-эле-
ментную сетку. При разбиении использовали 
трехмерный четырехузловой конечный эле-
мент для абразивного диска и резинового об-
разца методом swept. Для оптимизации ко-
нечно-элементной сетки абразивного диска 
было использовано местное её уплотнение 
вблизи контакта с резиновым образцом. Вид 
конечно-элементной сетки представлен на 
рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Разбиение изучаемой модели на конечные  
элементы 
 
Fig. 3. The division of the studied model into finite  
elements 
 

Результаты 
 

Решение задачи проводили в два шага. 
На первом, статическом шаге, проводилось 
прижатие цилиндрического образца к плоско-
сти диска внешней нагрузкой. На втором шаге, 
квазистатическом, проводилось вращение аб-
разивного диска вокруг своей оси со скоростью 
5 км/ч [6]. В результате получали распределе-
ние глубины износа по контактирующей плос-
кости (рис. 4). 

 

 
 

Рис. 4. Распределение величины износа  
цилиндрического эластомерного образца 
 
Fig. 4. The distribution of the wear value of a cylindrical 
elastomeric sample 
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Варьируя величины приложенной 
нагрузки и времени проведения испытания, по-
лучали зависимость величины износа от изме-
няемых параметров (рис. 5). Анализ данных 

моделирования показал, что увеличение скоро-
сти движения абразивного диска приводил к 
повышенному износу внешней части эласто-
мерного цилиндра. 
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Рис. 5.  Результаты зависимости величин износа эластомерного образца от нагрузки 

Fig. 5. The results of the dependence of the wear values of the elastomeric sample on the load  
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Это связано с большей линейной скоро-
стью в этой области контакта [7]. Использова-
ние результатов моделирования позволило нам 
построить зависимости интенсивности изна-
шивания от удельной нагрузки 0,1 до 1,5 МПа 
и ориентации углеродных нанотрубок (рис. 6). 
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Рис. 6.  Модельная зависимость интенсивности изна-
шивания СКИ-3 от ориентации УНТ и удельного дав-
ления при постоянной концентрации УНС 0,5 % масс., 
температуре T = 22 ℃ и скорости скольжения 0,5 м/с 
 
Fig. 6. The model dependence of the SRI-3 wear intensity 
on the orientation of the CNT and the specific pressure at 
a constant carbon concentration of 0,5 % wt., temperature 
T = 22 ℃ and the velocity of 0,5 m/s 
 

Анализируя зависимости интенсивно-
стей изнашивания конечно-элементной мо-
дели, отметим их схожесть с эксперименталь-
ными. Разработанная конечно-элементная мо-
дель (цифровой двойник) позволяет опреде-
лять и оптимизировать величины износа нано-
структурированных эластомерных материалов 
на стадии их проектирования за счет варьиро-
вания параметров модели материала [8]. Ос-
новными критериями выбора модели матери-
ала являются: 

– условия изготовления эластомерного 
материала; 

– зависимость физико-механических 
свойств материала от типа, концентрации и 
ориентации углеродных наноструктур. 

 
Обсуждение 

 
Сравнение данных моделирования с ре-

зультатами аналитического расчета цилиндри-
ческого эластомерного индентора было 

проведено с учетом постоянства глубины вдав-
ливания. Такой подход позволил уйти от фик-
сированной нормальной силы и дал возмож-
ность строить изношенный профиль эласто-
мерного индентора. В разработанной нами мо-
дели рассматривался только износ эластомер-
ного образца и не рассматривался износ абра-
зивной поверхности диска, твердость которого 
много больше твердости эластомера, входящей 
в уравнение износа. Выбор шага интегрирова-
ния по времени позволяет стабилизировать вы-
числения, зафиксировать результаты при его 
минимизации и нивелировать неустойчивость 
решения. Сравнивая результаты моделирова-
ния с экспериментальными данными, отметим, 
что их величины почти на 20 % ниже. Это, на 
наш взгляд, связано с тем, что модель не учи-
тывает такие факторы как тепловые свойства 
материала, шероховатость поверхности кон-
тактирующих тел, диссипацию энергии 
 [9 – 11] и т. д.  
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