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Аннотация. Актуальность и цели. Задача нахождения равновесного состава сложной 
многокомпонентной системы выполняется путем определения минимума приведен-
ной энергии Гиббса при ограничениях, связанных с учетом баланса массы. Материалы 
и методы. Рассмотрен выбор методов перехода от задачи условной оптимизации к за-
даче безусловной оптимизации. Сравнивались методы неопределенных множителей 
Лагранжа и метод штрафных функций с различными параметрами. Выбор метода пе-
рехода от задачи безусловной оптимизации к задаче условной оптимизации повлиял 
на вид целевой функции приведенной энергии Гиббса. Результаты. При изменении 
целевой функции потребовалась модификация алгоритма определения первых и вто-
рых производных в методе Ньютона – Рафсона, который используется для решения 
системы нелинейных алгебраических уравнений. Выводы. Проведен сравнительный 
анализ двух программных реализаций метода штрафных функций (с постоянным зна-
чением штрафа и с монотонно возрастающим значением штрафа) и метода множите-
лей Лагранжа. 
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Abstract. Background. The problem of finding the equilibrium composition of a complex 
multicomponent system is accomplished by determining the minimum of the reduced Gibbs 
energy under constraints associated with taking into account the mass balance. Materials and 
methods. The choice of methods for transition from a conditional optimization problem to an 
unconditional optimization problem is considered. The methods of undetermined Lagrange 
multipliers and the penalty function method with different parameters were compared. The 
choice of the method for transition from the unconditional optimization problem to the con-
ditional optimization problem affected the form of the objective function of the reduced 
Gibbs energy. Results. When changing the objective function, it was necessary to modify the 
algorithm for determining the first and second derivatives in the Newton – Raphson method, 
which is used to solve a system of nonlinear algebraic equations. Conclusions. A comparative 
analysis of two software implementations of the penalty function method is carried out: with 
a constant penalty value and with a monotonically increasing penalty value, and the Lagrange 
multiplier method. 

Keywords: thermodynamic system, equilibrium composition, search for the minimum of 
the reduced Gibbs energy, method of undetermined Lagrange multipliers, penalty function 
method 
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Введение 

Проведен сравнительный анализ применения численных методов опти-
мизации при решении задачи определения равновесного состава термодина-
мической системы, которая решается путем поиска минимума приведенной 
энергии Гиббса. Эта задача представляет собой задачу нелинейного програм-
мирования, т.е. задачу с ограничениями на входные параметры системы.  
При решении рассматривали два метода нелинейного программирования: ме-
тод множителей Лагранжа и метод штрафных функций. С помощью метода 
множителей Лагранжа задача с ограничениями типа равенств преобразуется  
в эквивалентную задачу безусловной оптимизации, в которой добавляются  
неизвестные параметры, определяемые как множители Лагранжа [1]. Метод 
штрафных функций является одним из наиболее распространенных методов 
решения задач нелинейного программирования [2]. Вспомогательная функция 
в методе штрафных функций выбирается так, чтобы она совпадала с миними-
зированной функцией внутри области допустимых решений и быстро возрас-
тала вне ее [3]. Метод штрафных функций, так же как и метод неопределенных 
множителей Лагранжа, позволяет перейти от функции с ограничениями  
к функции без них [4]. 

Целью данной работы является выбор метода для ограничений типа ра-
венств в задаче нахождения равновесного состава на примере системы модель-
ной термодинамической системы C-O. 

Материалы и методы 

Задача нахождения равновесного состава сложной многокомпонентной 
системы сводится к поиску минимума приведенной энергии Гиббса [5]. 
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Необходимо найти минимум функции приведенной энергии Гиббса 

 ( , ) minF T x →  (1) 

при ограничениях, учитывающих баланс сохранения массы. 
На рис. 1 изображена схема применения численных методов при реше-

нии задачи определения равновесного состава термодинамической системы. 
Данное исследование посвящено выбору метода нелинейного программирова-
ния для перехода от задачи условной оптимизации к задаче безусловной опти-
мизации.  

 

Метод перехода от 
задачи условной 
оптимизации к 

безусловной

Ввод данных

Метод 
Ньютона – Рафсона

Метод решения СЛАУ
LDLT

Вывод данных

nev < ε 

 
Рис. 1. Применение численных методов при нахождении равновесного  

состава сложной многокомпонентной системы 
 
Среди аналитических методов решения оптимизационных задач пере-

хода от задачи условной оптимизации к задаче безусловной оптимизации осо-
бую роль играет метод множителей Лагранжа [6], который будет сравниваться 
с методом штрафных функций. В методе множителей Лагранжа количество 
неизвестных увеличивается за счет добавления неизвестных для каждого огра-
ничения [7]. Этот выбор влияет на вид функции задачи безусловной оптимиза-
ции, а следовательно, и на определение первых и вторых производных в ме-
тоде Ньютона – Рафсона, который используется для решения системы 
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нелинейных алгебраических уравнений. Данный метод был выбран, потому 
что методы первого порядка просты в реализации, но работают медленно.  
Методы второго порядка определяют экстремум функции за гораздо меньшее 
число итераций [8], но сложны и ресурсоемки, т.е. одна итерация занимает 
много времени и требует большого количества памяти [9]. Выбор метода LDLT 

[9] для решения системы линейных алгебраических уравнений рассмотрен  
в статье [10]. Данный метод применяется для симметричных положительно 
определенных матриц, и в отличие от метода Холецкого в нем не применяется 
операция извлечения квадратного корня [9]. 

Так как применение метода неопределенных множителей Лагранжа 
было представлено ранее в статье [5], рассмотрим метод штрафных функций 
применительно к задаче нахождения равновесного состава системы C-O. Со-
гласно данным из термодинамической базы данных ТСИВ [11], возможно по-
лучение 13 веществ: O, O2, C(c), C, C2, C3, C4, C5, CO, CO2, C2O, C3O2, O3. 

Будем считать, что в системе С-О в равновесном состоянии возможно 
образование только четырех веществ: O2, C(c), CO и CO2. В рассматриваемой 
задаче количество вещества продуктов реакций представлено в табл. 1. 

Таблица 1 

Количество вещества в продуктах реакций для системы C-O 

Количество 
веществ, моль 

Продукты реакций 
O2 С(с) CO CO2 

O 2 0 1 0,5 

C 1 1 1 1 

 
Количество вещества для O2, C(c), CO и CO2 в функции обозначим соот-

ветственно через переменные x0, x1, x2 и x3. Следует отметить, что у углерода 
стоит индекс (с) − конденсированная фаза, это означает, что углерод находится 
в твердом состоянии, остальные вещества – в газообразном состоянии. 

Исходную функцию для приведенной энергии Гиббса с учетом состоя-
ния (твердое или газообразное) для четырех возможных веществ можно запи-
сать в следующем виде: 

0 0 1 1 2 2 3 3 0 0 2 2 3 3

0 2 3 0 2 3

( , ) ln ln ln
( ) ln( ),

F T x c x c x c x c x x x x x x x
x x x x x x

= + + + + + + −
− + + + +

 (2) 

где ci – коэффициенты приведенной энергии Гиббса для определенного 
вещества, зависящие от температуры. 

Функцию ограничений, отражающую закон сохранения массы, можно 
записать в следующем виде: 

( )0 2 3 1 2 3( ) (2 2 1) (2 1)l ll x x x x x x x= μ ⋅ + + − + + + − , (3) 

где μ  – первый параметр штрафной функции; l – второй параметр штрафной 
функции, целое число, l = 1,2…n.   

Тогда исходную функцию (2) с учетом ограничений можно преобразо-
вать следующим образом: 
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( )

0 0 1 1 2 2 3 3 0 0

2 2 3 3 0 2 3 0 2 3

0 2 3 1 2 3

( , ) ( , ) ( ) ln
ln ln ( ) ln( )

(2 2 1) ( 1) .l l

F T x F T x l x c x c x c x c x x x
x x x x x x x x x x

x x x x x x

∗ = + = + + + + +
+ + − + + + + +

+ μ ⋅ + + − + + + −

             (4) 

Согласно алгоритму, изображенному на рис. 1, следующим этапом явля-
ется применение метода Ньютона – Рафсона. В данном методе на каждой из 
итераций необходимо определить вектор невязки (вектор первых производ-
ных) и Гессиан (матрицу вторых частных производных). Реализация данной 
схемы осуществлялась двумя способами: на основе уравнения (4); с заменой 

2
i ix z=  в функции (4), которая показала хорошие результаты в методе неопре-

деленных множителей Лагранжа. 
В обоих случаях примем, что второй параметр метода штрафных функ-

ции l равен 2, т.е. будет использоваться квадратичный штраф. 
Вариант реализации 1. Вектор невязки будет состоять из следующих 

компонентов: 

0 2 3 0 0 2 3 0
0

ln( ) ln( ) 4 (2 2 1) ;F x x x x x x x c
x

∂ = − + + + + ⋅ μ + + − +
∂

  (5) 

1 2 3 1
1

2 ( 2 1) ;F x x x c
x

∂ = μ + + − +
∂

   (6) 

0 2 3 2 0 2 3
2

ln( ) ln (2 (2 2 1)F x x x x x x x
x

∂ = − + + + + μ ⋅ + + − +
∂

 

1 2 3 22 ( 2 1)) ;x x x c+ ⋅ + + − +    (7) 

0 2 3 3 0 2 3
3

ln( ) ln (4 (2 2 1)F x x x x x x x
x

∂ = − + + + + μ ⋅ + + − +
∂

 

1 2 3 32 ( 2 1)) .x x x c+ ⋅ + + − +  (8) 

В общем виде можно записать выражение для твердых веществ: 

, ,
0 0(тв)

2 ( )
P J

i p j p j p i
p ji

F x O c
x = =

 ∂ = χ μ ⋅ χ − + ∂  
  ,   (9) 

где p – переменная для количества ограничений от 0 до P; χ – коэффициент, 
учитывающий количество вещества в продуктах реакций (см. табл. 1); i – пере-
менная для определения индекса строки; j – переменная для определения ин-
декса столбца; O – количество вещества исходных продуктов.  

В общем виде формулу для газообразных веществ можно представить 
как 

, , (г) (г)
0 0 0(г)

2 ( ) ln ln
P J J

i p j p j p i j i
p j ji

F x O c x x
x = = =

 ∂ = χ μ ⋅ χ − + − + ∂  
   . (10) 

Запишем полученные составляющие для первой строки Гессиана: 
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2

2
0 2 3 00

1 18 ;F
x x x xx

∂ = μ − +
+ +∂

  (11) 

 
2

0 1

0;F
x x
∂ =

∂ ∂
 (12) 

 
2

0 2 0 2 3

14 ;F
x x x x x
∂ = μ −

∂ ∂ + +
 (13) 

 
2

0 3 0 2 3

18 .F
x x x x x
∂ = μ −

∂ ∂ + +
 (14) 

 
Вторая строка Гессиана будет определяться следующими соотношениями: 

 
2

1 0

0;F
x x
∂ =

∂ ∂
 (15) 

 
2

2
1

2 ;F
x

∂ = μ
∂

 (16) 

 
2

1 2

2 ;F
x x
∂ = μ

∂ ∂
 (17) 

 
2

1 3

2 .F
x x
∂ = μ

∂ ∂
 (18) 

Третья строка Гессиана состоит из формул 

 
2

2 0 0 2 3

14 ;F
x x x x x
∂ = μ −

∂ ∂ + +
 (19) 

 
2

2 1

2 ;F
x x
∂ = μ

∂ ∂
 (20) 

 
2

2
0 2 3 22

1 14 ;F
x x x xx

∂ = μ − +
+ +∂

 (21) 

 
2

2 3 0 2 3

16 .F
x x x x x
∂ = μ −

∂ ∂ + +
 (22) 

Четвертая строка Гессиана запишется в виде равенств 

 
2

3 0 0 2 3

18 ;F
x x x x x
∂ = μ −

∂ ∂ + +
 (23) 

 
2

3 1

2 ;F
x x
∂ = μ

∂ ∂
 (24) 

 
2

3 2 0 2 3

16 ;F
x x x x x
∂ = μ −

∂ ∂ + +
 (25) 
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2

2
0 2 3 33

1 110 .F
x x x xx

∂ = μ − +
+ +∂

 (26) 

Наблюдается следующая закономерность для вычисления формул:  
1. Если i j=  и (xi и xj) газообразные вещества:  

 
2

, ,
0

(г)
0

1 12 .
P

i p j p J
pi j i

j
j

F
x x xx=

=

∂ = μ χ χ − +
∂ ∂ 


 (27) 

2. Если i j≠  и (xi или xj) твердое вещество: 

 
2

, ,
0

(г)
0

12 .
P

i p j p J
pi j

j
j

F
x x x=

=

∂ = μ χ χ −
∂ ∂ 


 (28) 

3. Если i j=  и (xi и xj) твердые вещества:  

 
2

, ,
0

2
P

i p j p
pi j

F
x x =

∂ = μ χ χ
∂ ∂  . (29) 

4. Если i j≠  и (xi или xj) твердое вещество:  

 
2

, ,
0

2 .
P

i p j p
pi j

F
x x =

∂ = μ χ χ
∂ ∂   (30) 

Для проверки формул (9), (10), (27)–(30) в общем виде дополнительно 
были рассмотрены задачи трех переменных: Fe(c), FeO(c), Fe2O3(c) – и задача 
от пяти переменных: O, O2, C(c), CO, CO2. При этом найденные первые и вто-
рые производные записывались в тестовый пример в MS Excel. После чего пер-
вые и вторые производные для разных примеров сравнивались пошагово с про-
граммной реализацией. 

Вариант реализации 2. В исходном уравнении (4) была произведена за-
мена переменных на новую переменную в квадрате: 

 

( )

2 2 2 2
0 0 1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 2 2 3 3 0 2 3 0 2 3

2 2 2 2 2 2
0 2 3 1 2 3

( , ) ( , ) ( )
ln ln ln ( ) ln( )

(2 2 1) ( 1) .l l

F T z F T z l z c z c z c z c z
z z z z z z z z z z z z

z z z z z z

∗ = + = + + + +

+ + + − + + + + +

+ μ ⋅ + + − + + + −

 (31) 

Вектор первых производных определяется по следующим формулам: 

( )3 2 2 2 2 2
0 0 2 3 0 0 2 3 0

0

2 4 (2 2 1) ln( ) 2 ln ;F x x x x c x x x x
x

∂ = μ ⋅ + + − + − + + +
∂

  (32) 

 ( )3 2 2
1 1 2 3 1

1

2 2 ( 1) ;F x x x x c
x

∂ = μ ⋅ + + − +
∂

 (33) 

( )2 2 3 2 2 2 2
2 0 1 2 3 2 0 2 3 2

2

2 2 (2 2 3 1) ln( ) 2 ln ;
F

x x x x x c x x x x
x

∂
= μ ⋅ + + + − + − + + +

∂
 (34) 
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(

)

2 2 3 2
3 0 1 2 3 3

3

2 2 2
0 2 3 3

2 2 (4 3 5 1)

ln( ) 2 ln .

F x x x x x c
x

x x x x

∂ = μ ⋅ + + + − + −
∂

− + + +
 (35) 

Тогда в общем виде первая производная для твердого вещества опреде-
ляется по формуле 

 2
, ,

0 0(тв)

2 2 ( ) ;
P J

i i p j p j p i
p ji

F x x O c
x = =

  ∂ = χ μ ⋅ χ − +   ∂   
   (36) 

а первая производная для переменной по газообразному веществу имеет вид 

 

2
, ,

0 0(г)

2
(г) (г)

0

2 2 ( )

ln 2 ln .

P J

i i p j p j p i
p ji
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j i
j

F x x O c
x

x x

= =

=

  ∂ = χ μ ⋅ χ − + −  ∂  


− + 


 


  (37) 

Первая строка матрицы Гессе определяется по формулам 
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2
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  (38) 
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x x
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2

0 3
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4
8 4 .

x xF x x
x x x x x
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∂ ∂ + +
 (41) 

Вторая строка матрицы Гессе имеет вид 

 
2

1 0

0;F
x x
∂ =

∂ ∂
  (42) 

 ( )
2

2 2 2
1 2 3 12

1

4 3 1 2 ;F x x x c
x

∂ = μ ⋅ + + − +
∂

 (43) 

 
2

1 2
1 2

8 ;F x c
x x
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∂ ∂
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2

1 3
1 3

8 .F x c
x x
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∂ ∂
 (45) 

Третья строка матрицы Гессе выражается с помощью формул 

 
2

2 0
2 0 2 2 2

2 0 0 2 3

4
8 2 ;

x xF x x
x x x x x
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∂ ∂ + +
  (46) 



Models, systems, networks in economics, technology, nature and society. 2025;(3) 

135 
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Последняя, четвертая, строка определяется по формулам 

 
2

3 0
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 (53) 

Выделим четыре основные формулы в общем виде при формировании 
вторых частых производных матрицы Гессе: 

1. Если производная находится на диагонали и вещества газообразные: 
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2 2
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2
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=

=
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 
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 

 




 (54) 

2. Если оба вещества газообразные и производная не находится на глав-
ной диагонали:  

 
2

, ,
0

(г)
0

4
8 .

P
i j

i j i p j p J
pi j

j
j

x xF x x
x x x=

=

∂ = μ χ χ −
∂ ∂ 


 (55) 

3. Если производная находится на главной диагонали и вещество твердое: 

 ( )
2

2 2
,

0 0
4 2 2

P J

i j p j i p i
p ji j

F x x O c
x x = =

  ∂ = μ χ χ + − +   ∂ ∂   
  . (56) 
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4. Если одно из веществ твердое и производная не находится на главной 
диагонали: 

 
2

, ,
0

8
P

i j i p j p
pi j

F x x
x x =

∂ = μ χ χ
∂ ∂  . (57) 

Результаты 

Вычислительные эксперименты по определению равновесного состава 
выполнялись в программном комплексе T-Energy. Рассматривалось два вари-
анта реализации штрафных функций. В табл. 2 приведены результаты сравне-
ния методов штрафных функций при четырех неизвестных при температуре 
1000 K. 

Рассмотрим два варианта для задания параметра штрафа: параметр по-
стоянный, параметр возрастает.  

Во втором случае для того, чтобы обеспечить сходимость последова-
тельности точек к решению исходной задачи, в качестве штрафа выберем мо-
нотонно возрастающую последовательность целых чисел 1t t k−μ = μ ⋅ , k = 2. 

Таблица 2  

Результаты вычислительного эксперимента при четырех неизвестных 
Параметры 

метода 
Варианты реализации,  
решение правильно? Количество итераций 

μ  k Реализация № 1 Реализация № 2 Реализация 
№ 1 

Реализация 
№ 2 

104 1 Нет Да – 71 

105 1 Нет Да – 112 

106 1 Да Да 29 198 

107 1 Да Нет 29 – 

… 1 Да Нет 29 – 

1014 1 Да Нет 29 – 

1015 1 Да Нет 30 – 

10–1 2 Да Нет 30 – 

100 2 Да Нет 29 – 

10 2 Да Нет 29 – 

… 2 Да Нет 29 – 

106 2 Да Нет 29 – 

107 2 Да Нет 30 – 

 
Как видно из табл. 2, первая реализация программы работает на более 

широком диапазоне: при k = 1 и μ  от 106 до 1015 и при k = 2, μ  от 1 до 107. 
Вторая реализация программы работает только при постоянных значениях, 
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меньшее количество итераций приходится при μ  = 104. Первая реализация 
программы выполняется за 29 итераций, в то время как вторая реализация про-
граммы только за 71. 

В табл. 3 приведены результаты нахождения минимума функции при  
15 неизвестных. При большей размерности задачи потребуется больше коли-
чество итераций, а значит, параметр штрафа μ  возрастет kn раз. 

Таблица 3 
Решение системы из 15 переменных при температуре  

от 300 до 2000 K с шагом 100 
Параметры 

метода 
Варианты реализации, решение 

правильно? 
Количество итераций 

μ  k Реализация № 1 Реализация № 2 Реализация 
№ 1 

Реализация 
№ 2 

106 1 Да Да 35 198 
… 1 Да Нет 35 – 

1014 1 Да Нет 35 – 
1 2 Да Нет 35 – 

… 2 Да Нет 35 – 
105 2 Да Нет 35 – 

 
Как видно из табл. 3, первая реализация программы показала сходимость 

решения на большем диапазоне, в то время как вторая реализация программы 
выполняется только при μ = 106 и за большее количество итераций. 

Задачи большей размерности с 73 неизвестными и более с помощью ме-
тода штрафной функции не удалось решить. 

С помощью метода неопределенных множителей Лагранжа задачу из 
табл. 2 удалось решить за 28 итераций, а задачу из табл. 3 – за 32 итерации. 

Обсуждение 
По представленным результатам видно, что метод неопределенных мно-

жителей Лагранжа оказался эффективнее, чем метод штрафных функций при 
нахождении равновесного состава бинарной термодинамической системы. 
При реализации метода штрафных функций возникает трудность выбора пара-
метра штрафа μ: для получения хорошего приближения необходимо выбирать 
параметр штрафа достаточно большим, но тогда все производные по перемен-
ным становятся также большими [12]. При возрастании штрафа μ  обусловлен-
ность матрицы Гессе 2 ( , )F x∇ μ  ухудшается, когда μ → ∞ .  

Заключение 

Рассмотрен метод штрафных функций применительно к задаче нахож-
дения равновесного состава системы C-O. Были получены производные пер-
вого и второго порядка функции приведенной энергии Гиббса с использова-
нием метода штрафных функций для четырех переменных. Использовались 
два вида реализации метода штрафных функций: исходные переменные со 
штрафной функцией и замена переменных в исходной функции на квадраты 
других переменных. Первая реализация метода штрафных функций оказалась 
применимой на большем диапазоне параметров метода. Задачу нахождения 
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равновесного состава для четырех неизвестных удалось решить методом 
штрафных функций за 29 и 71 итерацию для первого и второго вариантов со-
ответственно. Эта же задача методом неопределенных множителей Лагранжа 
включает шесть неизвестных (добавляются два ограничения) и решается за  
28 итераций. 

Полная задача нахождения равновесного состава системы C-O: 13 неиз-
вестных для метода штрафных функций и 15 неизвестных для метода 
неопределенных множителей Лагранжа решается быстрее последним методом 
за 32 итерации. 
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