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Аннотация. Актуальность и цели. Математическое моделирование процессов различной физической и 
химической природы – важнейший этап решения задач проектирования и эксплуатации различных физико-хи-
мических систем. Важнейшими требованиями к математическим моделям являются адекватность (т.е. не про-
тиворечивость физическим законам) и возможность задания требуемой точности (при наличии достаточного 
числа экспериментальных данных). Для построения математических моделей, удовлетворяющих упомянутым 
требованиям, автором был предложен в рамках механики, электродинамики и современной неравновесной тер-
модинамики метод математического прототипирования энергетических процессов – единый подход моделиро-
вания процессов различной физической и химической природы. Для получения упомянутым методом уравне-
ний динамики физических и химических процессов необходимо задать функции состояния для свойств веществ 
и процессов, в том числе и диссипативной матрицы, с точностью до экспериментально исследуемых коэффи-
циентов. Диссипативная матрица должна быть положительно определенной (или невырожденной неотрица-
тельной определенной в случае наличия в системе инерционности). Поэтому функция состояния диссипативной 
матрицы априори должна удовлетворять условию положительной определенности. Настоящая работа посвя-
щена построению функций состояния диссипативной матрицы, удовлетворяющей условию положительной 
определенности (или невырожденности и неотрицательной определенности). Материалы и методы. Синтез 
уравнений динамики физических и химических процессов осуществляется на базе метода математического про-
тотипирования энергетических процессов. Функции состояния для диссипативной матрицы строятся с исполь-
зованием методов равномерного приближения функций и методов символьной регрессии. Результаты. Задание 
функций состояния диссипативной матрицы, входящей в уравнения метода математического прототипирования 
энергетических процессов, гарантирующих положительную определенность (или неотрицательную определен-
ность с невырожденностью) диссипативной матрицы, гарантирует корректность задания упомянутых функций. 
Выводы. Предложенные в настоящей работе методы задания функций состояния для диссипативной матрицы, 
входящей в уравнения метода математического прототипирования энергетических процессов, позволяют сфор-
мировать класс корректных функций состояния для диссипативных матриц. 
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Abstract. Background. Mathematical modeling of processes of various physical and chemical nature is the most 

important stage in solving problems of design and operation of various physical and chemical systems. The most im-
portant requirement for mathematical models is adequacy (i.e. consistency with physical laws) and the possibility of 
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setting the required accuracy (given a sufficient number of experimental data). To construct mathematical models that 
meet the above requirements, the author proposed a method of mathematical prototyping of energy processes within the 
framework of mechanics, electrodynamics and modern non-equilibrium thermodynamics – a unified approach to mod-
eling processes of various physical and chemical nature. To obtain the above method for the equations of the dynamics 
of physical and chemical processes, it is necessary to set the state functions for the properties of substances and pro-
cesses, including the dissipative matrix, with an accuracy of up to the experimentally studied coefficients. The dissipa-
tive matrix must be positive definite (or non-degenerate non-negative definite in the case of inertia in the system). 
Therefore, the state functions of a dissipative matrix must a priori satisfy the condition of positive definiteness. This 
work is devoted to the construction of state functions of a dissipative matrix that satisfy the condition of positive defi-
niteness (or non-degeneracy and non-negative definiteness). Matherials and methods. The synthesis of equations of the 
dynamics of physical and chemical processes is carried out on the basis of the method of mathematical prototyping of 
energy processes. The state functions for the dissipative matrix are constructed using the methods of uniform approxi-
mation of functions and methods of symbolic regression. Results. The assignment of the state functions of the dissipative 
matrix included in the equations of the method of mathematical prototyping of energy processes, guaranteeing positive 
definiteness (or non-negative definiteness with non-degeneracy) of the dissipative matrix guarantees the correctness of 
the assignment of the mentioned functions. Conclusions. The methods proposed in this paper for specifying state func-
tions for a dissipative matrix included in the equations of the method of mathematical prototyping of energy processes 
make it possible to form a class of correct state functions for dissipative matrices. 

Keywords: method of mathematical prototyping of energy processes, dissipative matrix, approximation, sym-
bolic regression 
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Введение 

Математические модели (ММ), воспроизводящие реальное поведение систем различной физи-
ческой и химической природы, имеют важное значение для решения практических задач проектиро-
вания и эксплуатации технических систем [1–4], разработки медицинских методов [5], прогноза  
погоды [6], безопасности в чрезвычайных ситуациях [7] и т.д. Анализ физических и химических про-
цессов в исследуемых системах имеет важное значение для построения математических моделей си-
стем различной физической и химической природы, допускающих экстраполяцию на режимы работы 
системы, при которых имеется мало экспериментальных данных или последние отсутствуют вовсе 
[8]. Для анализа различных физико-химических процессов автором был предложен на основе меха-
ники, электродинамики, современной неравновесной термодинамики метод математического прото-
типирования энергетических процессов (ММПЭП) [9–15] – единый подход моделирования систем 
различной физической и химической природы. Благодаря этому модели полученные ММПЭП явля-
ются корректными, т.е. не противоречащими общим физическим законам (законам сохранения, нача-
лам термодинамики, механики, электродинамики и т.д.), а также физическим особенностям протека-
ния процессов в различных системах [9–15]. 

Для реализации системы уравнений ММПЭП в численном виде необходимо с точностью до 
постоянных коэффициентов, исследуемых экспериментально, задать функции состояния для положи-
тельно определенной диссипативной матрицы и свободной энергии [9, 12–15]. Упомянутые функции 
состояния сколь угодно точно могут быть заданы в виде функциональных полиномов (аппроксима-
ционная теорема Вейерштрасса [16]) [9, 12–14]. При этом функциональные разложения для диссипа-
тивной матрицы должны априори гарантировать ее положительную определенность (условие кор-
ректности функциональных разложений диссипативной матрицы), что гарантирует корректность 
модели [9, 12, 13]. Настоящая статья посвящена заданию корректных функциональных разложений 
диссипативной матрицы. 

Материалы и методы 

Синтез ММ системы в соответствии с ММПЭП осуществляется путем задания координат со-
стояния x  – величин, однозначно характеризующих состояние системы независимо от ее предысто-
рии, с последующим определением потенциалов взаимодействия [9, 12, 14, 15]. Затем задаются коор-
динаты процессов, для которых определяются динамические силы – причины и необходимые условия 
протекания процессов различной физической и химической природы (рис. 1) [9, 12, 14, 15]. Незави-
симо от динамических сил полная картина динамики системы определяется кинетическими 
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свойствами, «шкалой» которых является положительно определенная диссипативная матрица (рис. 1)  
[9, 12, 14, 15]. Приведенные факторы определяют динамику физических и химических процессов  
в системе, которая в свою очередь определяет динамику измеряемых и контролируемых параметров 
(рис. 1) [9, 12]. 

 

 
Рис. 1. Факторы, определяющие динамику физических и химических процессов 

 
Функция состояния для положительно определенной диссипативной матрицы ( )A x  задается  

в соответствии со следующим формализмом [9, 12, 13]:  
1. Задаем разложение диссипативной матрицы ( )A x  по положительно определенным матри-

цам ( )rA x , 1,r N=  (где – число членов разложения по матрицам ( )rA x , 1,r N= ) в виде 
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3. Определяем приведенные обратимые составляющие ( )
, ,i rl rα x  положительно определенных 

матриц ( )rA x , 1,r N= : 
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4. Определяем матрицы ( )
, ,i rl rA x , ( )1, 1l

ri m= − , 1,r N= :  
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5. Для всех положительно определенных матриц ( )
, ,i rl rΛ x , ( )1, l

ri m= , 1,r N= , порядок которых 
больше 1, применяем итерации 1 – 4 настоящего алгоритма за исключением упомянутых матриц, опи-
сывающих электрические цепи. Последние задаются через положительные сопротивления [17], для 
которых задаются априори положительные функции состояния. Для остальных матриц ( )

, ,i rl rΛ x , 
( )1, l
ri m= , 1,r N= , порядок которых равен 1 (положительных чисел), являющихся необратимыми со-

ставляющими [12, 15], задаем априори положительные функции состояния. 
6. Задаем функции состояния для элементов матриц ( )xγ  с индексами и элементов матриц об-

ратимых составляющих ( )α x , ( )β x  с индексами [12, 15]. 
Любая симметричная положительно определенная матрица может быть разложена в виде (1) по 

положительно-определенным матрицам первого порядка (положительным числам) [18]. Аналогично 
любую несимметричную матрицу можно разложить на симметричную и антисимметричную (а зна-
чит, на симметричную и кососимметричную положительно определенные матрицы), получив также 
представление (1) [12, 18]. 

Следует отметить, что приведенный формализм справедлив также и для невырожденных неот-
рицательно определенных диссипативных матриц [12, 13]. Неотрицательно определенные диссипа-
тивные матрицы встречаются в системах, содержащих инерционности, например, в механических си-
стемах, в электрических цепях, содержащих индуктивные элементы [12, 17]. 

На функции состояния элементов матриц ( )α x , ( )β x  и ( )xγ  с соответствующими индексами 
ограничений не накладывается [12], поэтому они могут быть заданы в виде функциональных разло-
жений (по аппроксимационной теореме Вейерштрасса [16]) [9, 13]: 
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где ( ) ( )0α x , ( ) ( )0β x , ( ) ( )0 xγ  – базовые составляющие, вбирающие в себя все качественные особенно-

сти зависимости свойств веществ и процессов от состояния системы, а ( )kΔα x , 1,k N= α , ( )kΔβ x , 

1,k N= β , ( )kΔ xγ , 1,k N= γ  – довесочные составляющие, уточняющие базовые составляющие ( ) ( )0α x , 
( ) ( )0β x , ( ) ( )0 xγ  соответственно. Рассмотрим теперь необратимые составляющие ( )Λ x  с индексами, 

представив их в виде 

( ) ( )( )Λ Λ= θx x , ( )Λ 0θ > , 
( )Λ

0
Λ

d
d
θ

> , Λ∈ ,  (4) 

где ( )Λθ  – некоторая функция шкалы необратимой составляющей диссипативной матрицы, а ( )Λ x  
с соответствующими индексами – приведенная необратимая составляющая. Как видно из выражения (4), 
на приведенные необратимые составляющие ( )Λ x  с индексами ограничений не наложено, а также  

в силу монотонности функции ( )Λθ  величины Λ 0>  и Λ∈  связаны между собой взаимно-одно-

значно [16]. Поэтому задание функции ( )Λ 0>x  с использованием (4) эквивалентно заданию для при-
веденной необратимой составляющей ( )Λ x  функциональных разложений, аналогичных (2) и (3): 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
Λ Λ0

1
Λ Λ Λ

N

k k
k

c
=

Δ= +x x x ,  (5) 

где ( ) ( )0Λ x  – базовая составляющая, вбирающая в себя все качественные особенности зависимости 
необратимой соответствующей составляющей ( )Λ x  диссипативной матрицы от состояния системы, 

а ( )ΛkΔ x , Λ1,k N=  – довесочные составляющие, уточняющие базовую составляющую ( ) ( )0Λ x . Не-
трудно видеть, что задание составляющих диссипативной матрицы в виде (2)–(5) позволит вобрать  
в себя особенности физических и химических процессов в рассматриваемой системе, гарантируя  
при этом положительность необратимых составляющих диссипативной матрицы, а значит, положи-
тельную ее определенность [9, 13]. 

Рассмотрим следующие виды функций (4) шкал диссипативных составляющих диссипативной 
матрицы: 

– экспоненциальная шкала: 

( ) ( )*
minΛ Λ Λ exp Λθ = + λ , minΛ 0≥ , *Λ 0> , 0λ > ,  (6) 

где minΛ  – некоторое минимальное значение положительной диссипативной составляющей ( )Λ ;x   
*Λ  – экспоненциальный коэффициент; λ  – коэффициент экспоненциального возрастания;  

– логарифмическо-экспоненциальная шкала: 

( ) ( )( )
*
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ΛΛ Λ ln 1 exp Λθ = + + λ
λ

, minΛ 0≥ , *Λ 0> , 0λ > ,  (7) 

где minΛ  – некоторое минимальное значение положительной диссипативной составляющей ( )Λ ;x  
*Λ  – коэффициент пропорциональности; λ  – коэффициент нелинейности; 

– сигмоидальная шкала: 

( ) ( )
max min
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Λ ΛΛ Λ

1 exp Λ
−θ = +

+ −λ
, minΛ 0≥ , max minΛ Λ> , 0λ > ,  (8) 

где minΛ , maxΛ  – некоторые минимальное и максимальное значения положительной диссипативной 
составляющей ( )Λ x ; λ  – сигмоидальный коэффициент; 

– линейно-сигмоидальная шкала: 
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*
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1 exp ΛΛΛ Λ ln
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 + λ θ = +
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Λ ΛΛ
Λ
−= , minΛ 0≥ , 

max minΛ Λ> , *Λ 0> , 0λ > ,  (9) 

где minΛ , maxΛ  – некоторые минимальное и максимальное значения положительной диссипативной 
составляющей ( )Λ x ; *Λ  – коэффициент пропорциональности; λ  – коэффициент нелинейности. 

Как нетрудно видеть из уравнений (6)–(9), соответствующие функции шкал диссипативных со-
ставляющих положительные в силу положительности экспоненты, а также подлогарифмического вы-
ражения, большего единицы. Действительно, в случае (9) имеем 

( )
( )( )

( )( ) ( )
( )( )
сд

сд сд

1 exp Λ exp Λ1 exp Λ
1 0

1 exp Λ Λ 1 exp Λ Λ

− −λ λ+ λ
− = >

+ λ − + λ −
. 

Также из уравнений (6)–(9) видно, что соответствующие функции шкал диссипативных состав-
ляющих монотонно возрастают с ростом Λ  в силу монотонной возрастаемости функций ( )exp x  и 

( )ln x . Действительно, в случае (9): 
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( )
( )( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )( )( )

сд

сд сд

1 exp Λ exp Λ1 exp Λ1 ln 0
Λ 1 exp Λ Λ 1 exp Λ 1 exp Λ Λ
d

d

   − −λ λ+ λ   = >
  λ + λ − + λ + λ −  

. 

Таким образом, заданные в виде (6)– (9) функции шкал диссипативных составляющих диссипа-
тивных матриц удовлетворяют условиям (4). Рассмотрим более подробно свойства упомянутых функ-
ций шкал. 

Функция шкал необратимых составляющих диссипативной матрицы, заданная в виде уравне-
ний (6), (7), принимает значения в интервале ( )minΛ , + ∞  и, соответственно, применима для задания 
необратимых составляющих диссипативной матрицы, не ограниченных сверху; а функции шкал не-
обратимых составляющих, заданные в виде уравнений (8), (9), принимают значения в интервале 
( )min maxΛ , Λ  и, соответственно, применима для задания ограниченных сверху диссипативных состав-
ляющих. Более того, согласно уравнению (7) имеем 

( ) ( )( ) ( )( )
* *

*
min min

Λ ΛΛ Λ ln 1 exp Λ Λ ln 1 exp Λ Λ Λθ = + + λ = + + −λ +
λ λ

, 

т.е. в пределе при Λ → +∞  заданная в виде (7) функция шкалы ( ) *Λ Λ Λθ → , т.е. к прямой пропор-
циональности. Таким образом, благодаря заданной в виде (7) функции шкалы необратимых составля-
ющих диссипативной матрицы становится возможным задание приведенной составляющей, макси-
мально передающей качественное поведение диссипативной составляющей. Это целесообразно для 
использования в выражении (5) положительных базисной и довесочных составляющих и при наложе-
нии ограничения положительности коэффициентов разложения (например, в случае использования 
полиномов Бернштейна [19]). Аналогичное касается и функции (8). 

Функции шкал необратимых составляющих диссипативной матрицы, в частности обладающие 
свойствами соответствующих функций (6)–(9), могут быть также заданы и с использованием других 
функций. 

Результаты 

Итак, задание обратимых и необратимых составляющих диссипативной матрицы в виде (2)–(5) 
гарантирует корректное задание функции состояния для диссипативной матрицы по приведенному  
в настоящей работе формализму. А значит, гарантирует синтез корректных уравнений динамики про-
цессов в системе при условии корректности задания функций состояния для прочих свойств веществ 
и процессов. Более того, выражения (2), (3), (5) могут быть заданы в любом базисе, что дает возмож-
ность задания класса гарантированно корректных моделей, в котором методами теории идентифика-
ции по экспериментальным данным строится модель [20]. В заданный класс моделей зашиваются  
и физические особенности конкретного класса систем (путем задания (2), (3), (5)).  

Обсуждение 

Корректное задание предложенным в настоящей статье способом диссипативной матрицы дает 
возможность корректного задания на основе ММПЭП класса уравнений динамики процессов различ-
ной физической и химической природы в рассматриваемой системе. Это дает основу единой методики 
синтеза цифровых двойников систем различной физической и химической природы [11]. Причем ма-
тематическая основа цифровых двойников – либо аналитическая модель, получаемая путем численно-
аналитического преобразования уравнений ММПЭП, либо сами уравнения ММПЭП (либо исходные, 
либо локально-упрощенные). Для получения аналитической модели достаточно ММПЭП получить 
качественный характер динамики процессов и проанализировать перекрестные связи [11]. Это дает 
возможность, задав класс аналитических моделей, методами теории идентификации [20] строить ана-
литическую модель [11]. 

Заключение 

Использование ММПЭП с предложенным формализмом построения диссипативной матрицы 
для построения моделей систем различной физической и химической природы позволяет построить 
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класс корректных моделей рассматриваемой системы, сводя построение модели к известным методам 
теории идентификации. 
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