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Аннотация. Актуальность и цели. Основными требованиями к математическим моделям, применимым 

для решения практических задач современной техники и технологии, являются их точность и адекватность  
(т.е. не противоречивость физическим и химическим законам). Для построения таких моделей систем различной 
физической и химической природы был предложен в рамках механики, электродинамики и современной нерав-
новесной термодинамики метод математического прототипирования энергетических процессов, дающий мо-
дели, не противоречащие общим физическим законам (законам термодинамики, механики и электродинамики) 
и физическим особенностям рассматриваемой системы. Для реализации уравнений упомянутого метода в чис-
ленном виде необходимо корректно задать с точностью до экспериментально исследуемых постоянных коэф-
фициентов функции состояния для свойств веществ и процессов, в частности, функций состояния для потенци-
алов взаимодействия, приведенных обратных теплоемкостей и приведенных тепловых эффектов – условию 
полного дифференциала энтропии и внутренних энергий. Заданию упомянутых функций состояния, удовлетво-
ряющих упомянутым условиям, посвящена настоящая работа. Материалы и методы. Синтез уравнений дина-
мики физических и химических процессов осуществляется на базе метода математического прототипирования 
энергетических процессов. Задание функций состояния для потенциалов взаимодействия, приведенных обрат-
ных теплоемкостей и приведенных тепловых эффектов осуществляется путем задания независимых составля-
ющих упомянутых функций с последующим интегрированием необходимых и достаточных условий полного 
дифференциала энтропии и внутренних энергий. Упомянутые независимые составляющие строятся методами 
теории идентификации, в частности методами символьной регрессии. Результаты. Предложенная методика 
задания функций состояния для потенциалов взаимодействия, приведенных обратных теплоемкостей и приве-
денных тепловых эффектов дает корректные функции состояния упомянутых величин. Выводы. Предлагаемая 
методика построения функций состояния, удовлетворяющих упомянутым условиям полного дифференциала, 
сводит построение модели системы на основе метода математического прототипирования энергетических про-
цессов к использованию классических методов идентификации (в частности методов символьной регрессии). 

Ключевые слова: метод математического прототипирования энергетических процессов, функции состо-
яния, условия полного дифференциала, корректность моделей 
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Abstract. Background. The main requirements for mathematical models applicable to solving practical problems 

of modern engineering and technology are their accuracy and adequacy (i.e., non-contradiction with physical and 
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chemical laws). To construct such models of systems of various physical and chemical nature, a method of mathematical 
prototyping of energy processes was proposed within the framework of mechanics, electrodynamics and modern 
nonequilibrium thermodynamics, which yields models that do not contradict general physical laws (the laws of thermo-
dynamics, mechanics and electrodynamics) and the physical features of the system under consideration. To implement 
the equations of the above-mentioned method in numerical form, it is necessary to correctly specify, with an accuracy 
of experimentally studied constant coefficients, the state function for the properties of substances and processes.  
In particular, the state functions for interaction potentials, reduced inverse heat capacities and reduced thermal effects – 
the condition of the total differential of entropy and internal energies. The present work is devoted to specifying the 
above-mentioned state functions that satisfy the above-mentioned conditions. Matherials and methods. The synthesis of 
equations of the dynamics of physical and chemical processes is carried out on the basis of the method of mathematical 
prototyping of energy processes. The assignment of state functions for interaction potentials, reduced inverse heat ca-
pacities and reduced thermal effects is carried out by assigning independent components of the mentioned functions 
with subsequent integration of the necessary and sufficient conditions of the total differential of entropy and internal 
energies. The mentioned independent components are constructed by methods of identification theory, in particular by 
methods of symbolic regression. Results. The proposed method for specifying state functions for interaction potentials, 
reduced reciprocal heat capacities and reduced thermal effects gives correct state functions for the mentioned quantities. 
Conclusions. The proposed method for constructing state functions that satisfy the above-mentioned conditions of the 
total differential reduces the construction of a system model based on the method of mathematical prototyping of energy 
processes to the use of classical identification methods (in particular, symbolic regression methods). 

Keywords: method of mathematical prototyping of energy processes, state functions, conditions of total differ-
ential, correctness of models 
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Введение 

Математические модели систем имеют важное значение для решения различных практических 
задач [1]. Одним из важнейших требований, предъявляемых к математическим моделям систем раз-
личной природы, является их корректность [1]. Корректность моделей систем различной физической 
и химической природы заключается в непротиворечивости таких моделей общим физическим зако-
нам (законам сохранения, началам термодинамики, механики, электродинамики, и т.д.), а также фи-
зическим особенностям рассматриваемых систем [1–3]. Для построения корректных упомянутых мо-
делей авторами был предложен в рамках механики, электродинамики и современной неравновесной 
термодинамики метод математического прототипирования энергетических процессов (ММПЭП) – 
единый подход построения моделей систем различной физической и химической природы [2–8], позво-
ляющий в том числе получать аналитические модели, также вбирающие в себя физику и химию рас-
сматриваемой системы [5, 6]. Отсюда вытекает целесообразность использования математических моделей 
систем различной физической и химической природы, построенных ММПЭП, в качестве математиче-
ского ядра цифровых двойников систем различной физической и химической природы [5, 6, 9]. 

Для задания в численном виде полученных ММПЭП моделей систем различной физической  
и химической природы необходимо корректно задать функции состояния для свойств веществ и про-
цессов с точностью до экспериментально исследуемых постоянных коэффициентов [2, 4, 5].  
Так, функции состояния для диссипативной матрицы должны удовлетворять условию положительной 
определенности [2, 4], а функции состояния для потенциалов взаимодействия, приведенных теплоем-
костей и приведенных тепловых эффектов – условию полного дифференциала энтропии, внутренних 
энергий и энергий взаимодействия [2, 4]. Настоящая работа посвящена заданию функции состояния 
для потенциалов взаимодействия, приведенных теплоемкостей и приведенных тепловых эффектов, 
удовлетворяющих упомянутым условиям полного дифференциала [2, 4]. 

Материалы и методы 

Система уравнений ММПЭП для общего случая систем различной физической и химической 
природы имеет вид [2] 
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где iU , 1, Ui m=  – внутренние энергии (ВЭ) энергетических степеней свободы (ЭСС) (число ЭСС Um ); 

kx , 1, xk m=  – прочие координаты состояния; iQ , 1, Ui m=  – количества теплот, полученные ЭСС 
системы; ,k rα , 1, xk m= , 1, xr mΔ=  – коэффициенты матрицы баланса (получаются из законов сохра-
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стемы; Фi , 1,U Ui m m= +  – энергии взаимодействия между ЭСС (сюда же относятся и полная меха-
ническая энергия и энергия электромагнитного поля [2]); ,i jC , , 1, Ui j m=  – приведенные обратные 
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теплоемкости, а ,i kH , 1, xk m= , 1, Ui m=  – приведенные тепловые эффекты. Для реализации системы 
(1)–(11) уравнений, полученной ММПЭП, необходимо задать в численном виде функции состояния 
для положительно определенной диссипативной матрицы, удовлетворяющей условию положитель-
ной определенности, ПВЗ по ЭСС, приведенных обратных теплоемкостей и приведенных тепловых 
эффектов ЭСС, удовлетворяющих условиям полного дифференциала энтропии и внутренних энергий 
ЭСС, а также ПВЗ по ЭСС, также удовлетворяющих условиям полного дифференциала энергий вза-
имодействия между ЭСС [2]. 

Полный дифференциал энтропии в силу (1) и (3) примет вид [4] 
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Также в силу (11) имеем 
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где ,i jC , , 1, Ui j m=  – приведенные теплоемкости, в классическом случае сводящиеся к классическим 

теплоемкостям [4, 10]; ,i kH , 1, xk m= , 1, Ui m=  – приведенные тепловые эффекты, в классическом 
случае сводящиеся к классическим тепловым эффектам [4, 10], определяемые в силу 

1

1,1 1, 1,1 1,

,1 , ,1 ,

U U

U U U U U U

m m

m m m m m m

C C C C

C C C C

−
  
  

=   
       

 

     

 

  
,  (14) 

1

1,1 1,1,1 1, 1,1 1,

,1 , ,1 , ,1 ,

Uz z

U U z U U U U U z

mm m

m m m m m m m m m

C CH H H H

H H C C H H

−
    
    

= −    
           

   

 




 

       
  

.  (15) 

Выражение (13) получено из выражения (11), исходя из предположения выбора приведенных 
внутренних энергий таким образом, что матрица теплоемкостей невырожденная [11]. Согласно выра-
жениям (12) и (13) имеем окончательно 
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Согласно уравнениям (2) и (13) в силу условия полного дифференциала имеем 
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Согласно выражению (16) в силу условия полного дифференциала, учитывая выражения  
(17)–(19), имеем 
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В классическом случае выражения (17)–(23) сводятся к соответствующим классическим соот-
ношениям полного дифференциала энтропии и ВЭ [10]. 

Выражения (2), (13) и (16) позволяют определить внутренние энергии ЭСС, энергии взаимодей-
ствия между ЭСС и энтропию с точностью до соответствующих постоянных аддитивных составляю-
щих [12], так как на практике из экспериментальных данных можно получить лишь величины, опре-
деляющие частные производные энтропии, ВЭ и энергий взаимодействия между ЭСС [12]. Но и, как 
видно из выражений (1)–(11), для решения практических задач достаточно лишь частных производных 
упомянутых функций состояния [12]. Упомянутые частные производные, как видно из выражений (13) 
и (16)–(23), задаются через ПВЗ, приведенные теплоемкости и приведенные тепловые эффекты с уче-
том выражений (17)–(23) [4, 10, 12, 13]. 

Для того, чтобы задать ПВЗ, приведенные теплоемкости и приведенные тепловые эффекты, 
удовлетворяющие (17)–(23), необходимо решать дифференциальные уравнения в частных производ-
ных (17)–(23) [14]. По сути, рассматриваемая задача сводится к задаче восстановления скалярного 
потенциала векторного поля [15]. Как нетрудно видеть из выражений (13) и (16), аналитические  
решения уравнений (17)–(23) целесообразно искать путем задания функциональных разложений  
для функций энтропии и ВЭ, а также энергий взаимодействия между ЭСС [6, 16], так как в противном 
случае необходимо будет выполнять операцию интегрирования (в большинстве случаев численного) 
[15]. Частные производные упомянутых функций будут задаваться в виде частных производных ком-
понентов упомянутых функциональных разложений [6, 16]. 

Упомянутые задания ВЭ, энергий взаимодействия между ЭСС и энтропии через функциональ-
ные разложения примут вид [6, 16] 
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где в качестве функций ϕ  с индексами можно взять, например, степенные полиномы [16] (теорема 
Вейерштрасса о равномерном приближении функции полиномами [16, 17]), а функции (27)–(31) 
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задаются для конкретной физико-химической системы; ( ) constCS =  и ( ) constC
iU = , 1, Ui m= , 

( )Ф constC
i = , 1,U Ui m m= +  – вышеупомянутые аддитивные константы энтропии, ВЭ и энергий взаи-

модействия между ЭСС [12]; ( ) 0S
iγ ≥ , 1, Ui m=  – коэффициенты, гарантирующие положительность 

температур ЭСС (в общем случае нарушения локального термодинамического равновесия неравно-
весных [3, 7, 8]), определяемых, как частные производные энтропии по ВЭ соответствующих ЭСС 
при фиксированных значениях прочих координат состояния [3, 7, 8]; c  – экспериментально исследу-
емые константы. Согласно выражениям (2), (13), (16), (24)–(31) имеем 
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Выражения (32)–(34) явно определяют приведенные теплоемкости и приведенные тепловые эф-
фекты, а также ПВЗ, обусловленные взаимодействием между ЭСС, соответственно. Соотношения 
(35) представляют собой систему линейных уравнений относительно обратных температур (в общем 
случае неравновесных). Причем в силу вышеупомянутой невырожденности матрицы приведенных 
теплоемкостей система (35) линейных уравнений относительно обратных температур имеет одно ре-
шение [11], которое численно может быть найдено методами численного решения систем линейных 
уравнений (методом Гаусса или итерационным) [18]. Затем, используя выражение (36), задав независи-
мые ПВЗ по ЭСС, соответствующие 𝑘-й координате состояния [7], определяем остальные ПВЗ по ЭСС. 

Также из выражения (35) видно, что неотрицательные коэффициенты ( ) 0S
iγ ≥ , 1, Ui m=  гаран-

тируют положительность обратных температур (в общем случае неравновесных). Для этого необхо-
димо задавать ( ) 0S

iγ ≥ , 1, Ui m= , исходя из минимума результатов решения системы линейных урав-

нений (35) относительно ( )1 S
i

iT
− γ , 1, Ui m= . Такой минимум существует, так как в общем случае 

функции состояния для ПВЗ, теплоемкостей и тепловых эффектов (в том числе и приведенных) зада-
ются для ограниченного температурного диапазона, а также для ограниченной области прочих коор-
динат состояния (например, уравнение состояния и калорическое уравнение идеального газа) [10, 13], 
что гарантирует существование упомянутых минимумов [17]. В частности, в области низких темпе-
ратур задаются свои функции состояния [10, 13]. 

Результаты 

Непосредственными преобразованиями возможно убедиться, что выражения (32)–(36) удовле-
творяют условиям (17)–(23) полного дифференциала энтропии, ВЭ, а также энергий взаимодействия 
между ЭСС. Отсюда задание функций состояния для ПВЗ, обратных приведенных теплоемкостей и 
приведенных тепловых эффектов сводится к заданию в виде (27)–(31) функций состояния для заме-
ненных параметров состояния и выбору функций ϕ  с индексами, которыми чаще всего будут степен-
ные полиномы, радиально-базисные функции [16]. Такой выбор функций ϕ  с индексами упрощает 
учет в выражениях (32)–(36) физических особенностей конкретной системы. Затем задаем в силу 
(32)–(36) функции состояния для ПВЗ, приведенных теплоемкостей и приведенных тепловых 
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эффектов. И наконец, мы в силу (14) и (15) определим приведенные обратные теплоемкости и приве-
денные тепловые эффекты, уже непосредственно используемые в системе уравнений динамики про-
цессов различной физической и химической природы, полученной ММПЭП. 

Обсуждение 

Предложенная в настоящей работе методика задания функций состояния для ПВЗ, приведен-
ных обратных теплоемкостей и приведенных тепловых эффектов, гарантирующая выполнение усло-
вий полного дифференциала энтропии, полного дифференциала ВЭ, а также полного дифференциала 
энергий взаимодействия между ЭСС, сводит экспериментальное исследование упомянутых функций 
состояния к классическим методам идентификации [19], в частности, к индукционным методам сим-
вольной регрессии [20], существенно упрощающим построение ММПЭП модели [5]. 

Заключение 

Как уже отмечалось выше, задание функций состояния для ПВЗ, приведенных обратных тепло-
емкостей и приведенных тепловых эффектов через замененные параметры состояния гарантирует 
условия полного дифференциала энтропии, ВЭ и энергий взаимодействия между ЭСС. Это обуслов-
ливает задачу формирования класса функций замененных переменных, через которые определяются 
упомянутые характеристики системы. 
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