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Полимеры и композиты с полимерными матрицами нельзя считать упругими, если деформации 
не очень малы, скорости деформации не слишком высоки, а температура ненамного ниже тем-
пературы стеклования полимера. Они относятся к классу вязкоупругопластических материалов 
и  демонстрируют сложное поведение и  многообразие эффектов, наблюдаемых в  испытаниях, 
которые нельзя описать несколькими общеупотребительными скалярными параметрами. Анали-
зируются особенности поведения вязкоупругопластических материалов, основные наблюдаемые 
в испытаниях эффекты, базовые определяющие соотношения вязкоупругости с широкими обла-
стями применения (линейное интегральное определяющее соотношение вязкоупругости Больц-
мана–Вольтерры и четыре нелинейных определяющих соотношений вязкоупругопластичности, 
одно из которых учитывает взаимное влияние эволюции структуры и  процесса деформирова-
ния) и арсеналы их возможностей, система программ квазистатических испытаний полимеров 
и композитов для всестороннего изучения их вязкоупругопластических свойств (всего комплекса 
наблюдаемых в испытаниях эффектов), методология анализа данных испытаний и выбора адек-
ватных определяющих соотношений для моделирования конкретного материала. Обсуждаются 
метод системной паспортизации материалов и  моделей их поведения, основанный на списках 
(базах данных) присущих им термомеханических эффектов и их количественных характеристик. 
Описаны испытания для предварительной диагностики типа поведения материала, если харак-
теризовать его категориями упругий, вязкоупругий, вязкопластичный, упруговязкопластичный, 
и методология выбора адекватной модели для описания поведения конкретного материала. Фор-
мулируются и обсуждаются признаки физической нелинейности поведения материалов, т.е. ин-
дикаторы неприменимости линейного интегрального соотношения вязкоупругости Больцма-
на–Вольтерры, которые можно обнаружить в испытаниях по разным программам нагружения, 
способы очертить диапазон линейности поведения вязкоупругого материала. Приведены резуль-
таты анализа определяющих соотношений (с произвольными материальными функциями) и ка-
чественных свойств порождаемых ими кривых ползучести, релаксации и нагружения, составлены 
списки моделируемых ими эффектов, индикаторы их (не)применимости, удобные для быстрой 
проверки по данным испытаний. Эти соотношения, результаты их анализа, сопоставление обла-
стей их применения и система программ испытаний материалов образуют арсенал эффективных 
инструментов для исследования и описании поведения полимеров и композитов с полимерной 
матрицей.
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ВВЕДЕНИЕ

Полимеры, полимерные волокна, пленки, 
гели, пены и композиты разной структуры с по-
лимерными матрицами (ПКМ) и разнообразны-
ми наполнителями очень широко (и все шире) 
применяются во всех областях промышленно-
сти, техники и  быта как конструкционные, за-
щитные, отделочные и  функциональные мате-
риалы: в  машиностроении, кораблестроении 
и приборостроении, строительстве зданий и ин-
фраструктуры (дорожные одежды, трубопрово-
ды и т.п.), авиационной и ракетно-космической 
технике (твердое топливо и элементы конструк-
ций), текстильной промышленности, топливных 
элементах и  экоэнергетике, аддитивных техно-
логиях, медицине и т.д. [1–9]. Во многих из них 
они перспективны и при умеренных температу-
рах выигрывают конкуренцию у  сплавов вслед-
ствие своей легкости, высокой удельной проч-
ности и  коррозионной стойкости и  благодаря 
разнообразию строения и  состояний, широко-
му диапазону свойств и  многообразию методов 
управления ими. Бурно развиваются разноо-
бразные технологии синтеза и  переработки но-
вых полимерных материалов с  улучшенными 
физико-механическими свойствами для обеспе-
чения повышенных требований к работоспособ-
ности в  широком диапазоне температур и  ин-
тенсивности воздействий, к прочности и другим 
термомеханическим свойствам, к  надежности 
и ресурсу изделий [3–6, 8–13] (при все более вы-
соких требованиях к  экологичности процессов 
синтеза, эксплуатации и утилизации [13, 14]). 

Анализ большого объема данных механиче-
ских испытаний, разных видов микроскопии 
и  рентгеноскопии разнообразных материалов 
(полимеров и  композитов с  полимерными ма-
трицами, даже изначально изотропных) пока-
зывает, что их нельзя считать упругими, если де-
формации не очень малы, скорости деформации 
не слишком высоки, а  температура не гораздо 
ниже температуры стеклования полимера. Они 
относятся к  классу вязкоупругопластических 
материалов и  демонстрируют сложное поведе-
ние и  многообразие эффектов, наблюдаемых 
в  испытаниях, которые, вообще говоря, нельзя 
описать лишь несколькими общеупотребитель-
ными скалярными параметрами (модуль упру-
гости, пределы упругости и  прочности, дефор-
мация при разрушении). Даже при невысоких 
температурах и  нагрузках полимеры (особенно 
термпопласты) и  композиты на их основе про-
являют не только упругие свойства, но и упруго-
пластические, вязкоупругие, вязкопластические 
и  вязкоупругопластические, они характери-
зуются выраженной зависимостью свойств от 
времени, скорости нагружения, предыстории 
деформирования [1, 4, 7, 10, 11, 15–43]. Для их 

поведения свойственны такие эффекты, как 
ползучесть и  обратная ползучесть [1, 7, 16, 20, 
25–28, 30, 33, 35, 38, 44–51], длительная проч-
ность [1, 16, 18, 26, 46, 52–58], релаксация на-
пряжений [1, 7, 15–20, 25, 28, 30, 32, 33, 35, 38, 
40, 59–78], скоростная чувствительность кри-
вых деформирования и  нагружения [1, 4,7, 17–
22, 32–36, 39–43, 49, 78–84], существенное от-
клонение ветви разгрузки от прямолинейности 
и наличие у нее точки перегиба [42, 43, 85–87], 
остаточная деформация после разгрузки и  ее 
накопление при циклических нагружениях [23, 
42, 43, 45, 47, 85, 86, 88–94], зависимость коэф-
фициента поперечной деформации при растя-
жении от времени и  программы нагружения 
[28, 48, 95–106], выраженная нелинейность по-
ведения (нелинейность зависимостей семейств 
кривых нагружения, ползучести и релаксации от 
скорости нагружения и уровней нагрузки) [1, 3, 
7, 16–18, 29–38, 42, 43, 45, 47, 48, 50, 72, 78, 82, 
83, 87, 92–94, 104, 106–123], сильное влияние 
небольших изменений температуры на механи-
ческое поведение (на выраженность и скорость 
протекания всех упомянутых эффектов) [1, 3, 7, 
9–12, 16, 20, 25–38, 44–47, 63, 68, 74, 79–81, 124, 
125] и т.д.

В  связи с  этим вместо характеризации ос-
новных свойств материала только тензором его 
упругих модулей (и прочностных характеристик: 
пределы прочности и  предельные деформации 
при растяжении, сжатии, сдвиге и более сложных 
программах), возникает необходимость изучения 
всего комплекса указанных явлений, проведе-
ние испытаний образцов материала по базовым 
и  специально разработанным программам тер-
момеханического нагружения или деформирова-
ния при разных параметрах нагружений (уровнях 
температуры, нагрузки, деформации, скоростей 
деформации или нагружения, длительностей 
стадий нагружения составных программ, скачков 
температуры или нагрузки и т.п.) [43, 78, 123, 125, 
126], и внесение в “паспорт” материала всех се-
мейств кривых-откликов на обязательные и  до-
полнительные программы термомеханическо-
го нагружения, отражающих зависимость этих 
откликов от времени и  параметров нагружения 
(а в “паспорт” любого определяющего соотноше-
ния – результатов анализа качественных свойств 
этих кривых-откликов): кривых ползучести 
и восстановления [43, 48–51, 55–57, 94, 104–106, 
114, 125, 126], кривых релаксации [71, 72, 78, 94, 
119, 125], кривых деформирования с постоянны-
ми скоростями нагружения или деформации [42, 
43, 48, 49, 78, 82, 84, 114, 117, 125, 127], кривых на-
гружения–разгрузки [42, 43, 49, 87, 128], кривых 
циклического нагружения при разных параме-
трах циклов [91–94, 126], кривых ползучести при 
ступенчатом нагружении (с кусочно-постоянной 
нагрузкой) и т.д. [91, 94, 126, 129, 130]. Испытания 
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на ползучесть (при растяжении–сжатии, сдвиге, 
сложном напряженном состоянии) при ступен-
чатых нагружениях (см. ниже) позволяют уловить 
и  обследовать разные аспекты поведения мате-
риала и  детали реализации многих эффектов, 
собрать более богатую информацию для выбора, 
идентификации и  верификации определяющих 
соотношений по сравнению с  кривыми ползу-
чести при постоянном напряжении (такие кри-
вые ползучести все модели описывают адекватно 
при правильной настройке). В  частности, они 
позволяют обнаружить признаки нелинейности 
в поведении материала, исследовать зависимость 
кривых ползучести от уровня напряжения и пре-
дыстории нагружения, восстановление и  оста-
точную деформацию при полной и  частичной 
разгрузке, влияние параметров начальной стадии 
нагружения и  перестановки ступеней нагруже-
ния, скорость затухания памяти, эффекты, со-
провождающие скачок напряжения вниз или его 
быстрое убывание за малый промежуток времени 
(dip tests, non-monotonic creep behavior), влияние 
скачков напряжения на длительную прочность 
и отклонение от правила линейного суммирова-
ния поврежденности (Miner’s rule, linear damage 
rule, cumulative damage theory) [16, 20, 44–47, 53, 
54, 56, 91, 94, 107, 108, 113, 126, 129–134].

При достаточно малых деформациях и  ско-
ростях деформирования линейное интеграль-
ное определяющее соотношение вязкоупругости 
Больцмана–Вольтерры хорошо описывает боль-
шинство наблюдаемых при деформировании 
структурно-стабильных материалов основных 
эффектов, связанных с  диссипацией энергии 
и наследственностью (памятью предыстории на-
гружения) [7, 15–20, 25–28, 30, 35, 37, 41, 49–51, 
62, 66, 71, 84, 91, 94, 105, 134]. С  увеличением 
деформаций (напряжений) и  амплитуд цикли-
ческих нагрузок поведение материалов все ярче 
проявляет неупругость и  геометрическую и  фи-
зическую и  нелинейности, в  частности зависи-
мость от вида напряженно-деформированного 
состояния, структурные изменения и их влияние 
на термомеханические свойства материала. Из-
менение объема при нагружении, развитие раз-
ных видов дефектов и другие изменения структу-
ры, объемная ползучесть и релаксация, влияние 
среднего напряжения (гидростатического давле-
ния) и его истории на осевые и сдвиговые дефор-
мации и  связанные с  ними термомеханические 
эффекты становятся все более существенны-
ми при описании деформирования, прочности 
и  разрушения материалов [16–18, 20, 21, 32, 33, 
35, 38, 42–48, 55, 56, 63, 64, 72, 73, 78–83, 85–90, 
92–94, 101–104, 107–132].

Задачи всестороннего экспериментального из-
учения вязкоупругопластических свойств матери-
алов (полимеров, металлов и сплавов, композитов 

разной архитектуры с  разными типами матриц, 
наполнителей) при разных температурах и режи-
мах нагружения, создания удобного для пользова-
телей банка этих свойств в виде наборов кривых 
испытаний по разным базовым и  специальным 
программам нагружения и наблюдаемых эффек-
тов (семейств кривых деформирования, релак-
сации, ползучести и  восстановления, цикличе-
ского нагружения и т.п.), а не только нескольких 
простейших скалярных характеристик (модуль 
упругости, предел прочности при растяжении, 
сжатии, сдвиге или изгибе, деформация при раз-
рушении), проблема выбора адекватного опреде-
ляющего соотношения и надежного моделирова-
ния процессов деформирования и  разрушения, 
длительной прочности и  долговечности вязкоу-
пругопластичных материалов и  элементов кон-
струкций с учетом физической и геометрической 
нелинейностей, наследственности и  скоростной 
чувствительности по-прежнему остаются акту-
альными в  механике, материаловедении и  прак-
тике инженерных расчетов.

Из-за быстрого роста количества новых мате-
риалов и моделей для описания их поведения и по-
вышения требований к весу, размерам, удельной 
прочности, долговечности, надежности и  эконо-
мичности элементов конструкций и механизмов, 
первостепенную роль играют вопросы построе-
ния или выбора адекватных определяющих соот-
ношений (из сотни существующих [16–20, 30–36, 
40, 45–48, 50, 53, 58, 62–64, 68, 69, 74, 86, 89, 90, 
108, 112–118, 120, 123, 133]), анализа и  паспорти-
зации их свойств, возможностей и  области при-
менимости, сфер влияния их материальных функ-
ции и  феноменологических ограничений на них 
[48–51, 55–57, 71, 72, 78, 91–94, 104–106, 114, 117, 
119, 123, 125–130, 134–138]. Для выбора того или 
иного определяющего соотношения для описания 
поведения некоторого материала (и дальнейшего 
совершенствования и обобщения определяющего 
соотношения) важно знать, какие механические 
эффекты оно способно моделировать и при каких 
требованиях к материальным функциям. Для это-
го необходимо системное аналитическое исследо-
вание общих свойств кривых релаксации, ползу-
чести и деформирования, которые математически 
порождает применяемое определяющее соотно-
шение с произвольными материальными функци-
ями при разных типовых программах нагружения 
и их зависимости от параметров программ нагру-
жения и  характеристик материальных функций. 
В  частности  – системное исследование арсенала 
возможностей линейного интегрального опреде-
ляющего соотношения Больцмана–Вольтерры (1) 
с  произвольными функциями ползучести (круга 
моделируемых и не моделируемых эффектов, сфер 
влияния материальных функций и т.п.) [49, 51, 71, 
84, 91, 94, 105, 134–137] и  удобных для проверки 
по данным тех или иных испытаний материалов 
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индикаторов его (не)применимости, т.е. необхо-
димых качественных признаков базовых кривых, 
порождаемых определяющими соотношениями, 
удобных для быстрой проверки по данным испы-
таний по разным программам [43, 49, 51, 71, 78, 84, 
87, 91, 94, 105, 134–137]. Ведь линейное определя-
ющее соотношение (1) играет роль своеобразного 
“окуляра”, “эталонной” сетки реперных точек, 
отсчетной базы для сопоставления, по отноше-
нию к которой естественно изучать эффекты не-
линейного поведения материалов (отклонения от 
предсказаний линейной модели как начального 
приближения), наблюдаемые в  испытаниях ма-
териалов и  описываемые разными нелинейными 
определяющими соотношениями (но не описыва-
емые линейным).

С  этим вопросами тесно связаны задачи раз-
работки информативных, но экономичных ком-
плексных программ испытаний образцов ма-
териала (желательно не слишком длительных 
и многочисленных), методик определения матери-
альных параметров и  функций разных определя-
ющих соотношений по их результатам и верифи-
кации определяющих соотношений. В частности, 
цикл из нескольких десятков работ автора ([42, 
48–51, 55–57, 71, 72, 78, 91–94, 104–106, 114, 117, 
119, 123, 125–130, 134–138] и  других) посвящен 
анализу, аттестации и идентификации линейного 
соотношения вязкоупругости Больцмана–Воль-
терры (1) [49, 51, 71, 84, 91, 94, 105, 134–137] и пяти 
нелинейных определяющих соотношений вязко-
упругопластичности, одно из которых еще и учи-
тывает взаимное влияние эволюции структуры 
и процесса деформирования [78, 123, 126, 138] (см. 
ниже). В силу своей фундаментальной сложности, 
большого количества испытаний, необходимых 
для исследования вязкоупругопластических (а не 
только упругих) свойств материалов, сложности 
анализа данных испытаний в  виде семейств кри-
вых и  многочисленности разнообразных опреде-
ляющих соотношений, предложенных в  научной 
литературе для описания тех или иных конкрет-
ных материалов (при конкретных видах нагруже-
ний) [16–20, 30–36, 40, 4 5–48, 50, 53, 58, 62–64, 
68, 69, 74, 86, 89, 90, 108, 112–118, 120, 123, 133], 
многие из этих вопросов недостаточно разработа-
ны, а порой просто игнорируются и подменяются 
слабо наполненными физикой, химией и механи-
кой вычислительными схемами (и одами “цифро-
вому материаловедению”). Это нередко приводит 
к  недостоверности результатов моделирования 
(и модных ныне “цифровых двойников”), опира-
ющихся на малое количество простейших испыта-
ний определенного типа и не способных описать 
комплекс основных эффектов, и к укоренению не-
верных представлений как в научной литературе, 
так и в инженерной практике. 

Моделирование механического поведения по-
лимеров и ПКМ в рамках линейной (анизотроп-
ной) теории упругости (или термоупругости) 
допустимо лишь в области достаточно малых на-
пряжений, деформаций и невысоких температур 
(ниже температуры стеклования полимера или 
аналогичных характерных температур для матриц 
иного состава). Даже в  этой области механиче-
ское поведение композитов осложняется такими 
явлениями, как анизотропия упругих и прочност-
ных свойств и разносопротивляемость (при одно-
осных испытаниях на растяжение и  сжатие она 
может проявляться как разномодульность или 
как различие кривых деформирования или полз-
учести при растяжении и сжатии не на начальном 
участке, а  при более длительном деформирова-
нии). Полимеры и  ПКМ нельзя считать упруги-
ми, если деформации не очень малы, скорости де-
формации не слишком высоки, а температура не 
гораздо ниже температуры стеклования полиме-
ра. Даже при невысоких температурах и нагрузках 
полимеры и композиты на их основе проявляют 
не только упругие свойства, но и вязкоупругопла-
стические, выраженную зависимость свойств от 
времени, скорости нагружения, предыстории де-
формирования.

Исследование выраженности вязкоупруго-
пластических свойств и  их зависимости от па-
раметров программ нагружения и  температуры 
требует детальной разработки и  проведения об-
ширной программы испытаний для получения 
семейств кривых поведения материалов при базо-
вых программах нагружения, позволяющих полу-
чить комплексную информацию о реологических 
свойствах исследуемых материалов и  необхо-
димые данные для разработки, идентификации 
и  верификации моделей их поведения (для вы-
бора определяющих соотношений для описания 
поведения материала в  зависимости от обнару-
женных в испытаниях эффектов, разработки ме-
тодик идентификации и верификации построен-
ной модели по данным испытаний). Практически 
важная задача при этом  – анализ возможностей 
сокращения необходимой программы испытаний 
без существенной потери в  информативности 
и в адекватности моделирования.

Настоящая работа – вводная, панорамная (по-
луобзорная) статья цикла статей, посвященных 
особенностям поведения вязкоупругопластиче-
ских материалов, базовым нелинейным опреде-
ляющим соотношениям (описывающим широкие 
наборы эффектов), которые могут быть полезны-
ми инструментами моделирования поведения по-
лимеров и  композитов с  полимерной матрицей, 
и  системам программ квазистатических испыта-
ний для комплексного изучения свойств материа-
лов и для выбора, идентификации и верификации 
подходящих моделей. Речь (в первой статье) будет 
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идти только об однородных и  (квази)изотропных 
материалах, не рассматриваются специфические 
испытания для однонаправленных и  слоистых 
композитов (с сильно выраженной анизотропией 
свойств). Будут описаны система программ ква-
зистатических испытаний полимеров и  изотроп-
ных композитов (по базовым и  специальным 
программам нагружения) для изучения всего воз-
можного спектра их вязкоупругопластических 
свойств (всей совокупности наблюдаемых эффек-
тов), ее возможные редуцированные варианты 
и  методология анализа данных испытаний и  вы-
бора подходящих определяющих соотношений для 
их моделирования. В частности, будут рассмотре-
ны признаки физической нелинейности поведе-
ния материалов, т.е. индикаторы неприменимости 
линейного интегрального определяющего соотно-
шения вязкоупругости Больцмана–Вольтерры, ко-
торые можно обнаружить в испытаниях по разным 
программам нагружения, способы очертить диа-
пазон линейности поведения вязкоупругого ма-
териала. Перед идентификацией, окончательным 
выбором и  применением любого определяющего 
соотношения для моделирования поведения неко-
торого материала следует проверить наличие у экс-
периментальных кривых релаксации, ползучести 
и  нагружения материала по разным программам 
таких же качественных свойств, что и  у  кривых, 
порождаемых этим определяющим соотношением 
с произвольными материальными функциями, т.е. 
проверить выполнение индикаторов (не)приме-
нимости определяющего соотношения [43, 49–51, 
71, 78, 84, 87, 91–94, 105, 106, 126, 130, 134–138]. 
Такая проверка – своеобразный предварительный 
этап качественной экспресс-верификации опре-
деляющего соотношения, предшествующий его 
идентификации, помогающий быстро оценить це-
лесообразность ее проведения или необходимость 
выбора другого определяющего соотношения.

1. ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ 
ДЛЯ ВЯЗКОУПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ 

МАТЕРИАЛОВ И МОДЕЛИРУЕМЫЕ ИМИ 
ЭФФЕКТЫ

Программы испытаний для исследования по-
ведения вязкоупругопластических материалов 
и  основные наблюдаемые в  испытаниях эффек-
ты будут описаны в следующем разделе, а в дан-
ном разделе кратко сформулируем базовые 
определяющие соотношения для вязкоупругих 
и  вязкоупругопластических материалов (в част-
ности полимеров и ПКМ) с широкими областя-
ми применимости, которые будут использованы 
для иллюстрации наблюдаемых и  моделируемых 
эффектов поведения материалов, и  результаты 
анализа их свойств и областей применимости [42, 
48–51, 55–57, 71, 72, 78, 91–94, 104–106, 114, 117, 

119, 123, 125–130, 134–138]. Будут рассмотрены 
линейное интегральное определяющее соотно-
шение вязкоупругости Больцмана–Вольтерры 
[49, 51, 71, 84, 91, 94, 105, 134–137] и четыре нели-
нейные определяющие соотношения вязкоупру-
гопластичности, одно из которых учитывает вза-
имное влияние эволюции структуры и  процесса 
деформирования [78, 123, 126, 138], а  остальные 
описывают структурно-стабильные материалы. 
Для простоты определяющие соотношения и мо-
делируемые ими эффекты будут сформулированы 
и исследованы в одноосном случае, а строгие до-
казательства и  трехмерные формулировки опре-
деляющих соотношений можно найти в  работах 
[49, 50, 57, 104–106, 134–136]. Все утверждения, 
доказанные про кривые ползучести и  деформи-
рования, порождаемые одноосными определя-
ющими соотношениями, автоматически пере-
носятся на кривые, порожденные трехмерным 
определяющим соотношением для изотропных 
материалов в  случае одноосного сдвига, а  также 
в случае гидростатического нагружения без фор-
моизменения. Кривые нагружения, релаксации, 
ползучести и длительной прочности при неодно-
осном напряженном состоянии и  решение кра-
евых задач для труб из нелинейно вязкоупругого 
материала получены и исследованы в статьях [49, 
50, 57, 104–106, 134–136, 190–194]. 

1.1. Линейное определяющее соотношение 
вязкоупругости

Линейное определяющее соотношение вязкоу-
пругости описывает одномерные изотермические 
процессы деформирования структурно-стабиль-
ных (нестареющих) материалов, связывая исто-
рии напряжения σ( )t  и деформации ε( )t  в точке 
тела линейными интегральными операторами:

	 � � � �( ) ( ) ( )t t d
t

= −∫ �
0

, � � � �( ) ( ) ( )t R t d
t

= −∫
0

,

	 t ³ 0 � (1)

где Π( )t , R t( )   – функции ползучести и  релак-
сации соответственно. Входные процессы (σ( )t  
или ε( )t ) предполагаются кусочно непрерывны-
ми и  кусочно гладкими. На функции ползуче-
сти и релаксации в определяющем соотношении 
(1) накладываются следующие минимальные 
ограничения: Π( )t  и  R t( )  предполагаются поло-
жительными и  дифференцируемыми на ( ; )0 ¥ , 
Π( )t   – возрастающей и  выпуклой вверх [49, 91, 
94, 137], а  R t( )   – убывающей и  выпуклой вниз 
на ( ; )0 ¥ , функция релаксации может иметь ин-
тегрируемую особенность или δ-сингулярность 
в точке t = 0  (слагаемое ��( )t , где δ( )t  – δ-функ-
ция). Из этих условий, в  частности, следует 
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существование пределов Π Π( ) inf ( )0 0+ = ≥t , 
R R t( ) sup ( )0 0+ = >  ( R( )0+ = +∞ , если функция 
релаксации не ограничена сверху) и  Π( )+∞ ≥ 0  и 
R( )+∞ ≥ 0  [49, 91, 94, 137]. Эти пределы – важ-
ные параметры определяющего соотношения: 
E R= + = +( ) / ( )0 1 0Π   – мгновенный модуль 
(аналог модуля упругости для вязкоупругих мате-
риалов), а  Π( )+∞  влияет на наличие или отсут-
ствие полного восстановления материала после 
разгрузки [137], эффекта затухания памяти, на-
копление остаточной деформации и другие свой-
ства [49, 51, 91, 94, 105, 134–136].

Определяющее соотношение (1) содержит 
лишь одну независимую материальную функцию, 
поскольку функции ползучести и релаксации свя-
заны условием взаимной обратности операторов 
(1) в  виде интегрального уравнения Вольтерры 
[17–20, 28]

	 �( ) ( )t R d t
t

− =∫ � � �
0

, 

или 

	 � �( ) ( ) ( ) ( )t R d R t
t

− + =∫ � � �
0

0 1.� (2)

Зная функцию релаксации, можно найти 
функцию ползучести из выражения (2), и  нао-
борот. Для них всегда выполнено неравенство 
Π( ) ( )t R t £ 1.

Свойства базовых кривых (кривых нагруже-
ния, релаксации, ползучести и восстановления, 
циклического нагружения и другие), порожден-
ных линейным определяющим соотношением 
(1) с  произвольной функцией ползучести, не-
обходимые математические и феноменологиче-
ские ограничения на функции ползучести и ре-
лаксации изучены в цикле работ [49, 51, 71, 84, 91, 
94, 105, 134–137] и других. Анализ, в частности, 
показал, что среди моделей, описываемых опре-
деляющим соотношением (1) с произвольными 
функциями релаксации и ползучести, необходи-
мо выделять (как минимум) три основных клас-
са, ибо качественные свойства базовых теоре-
тических кривых моделей этих классов (а также 
особенности постановки и решения краевых за-
дач) заметно отличаются: 1) регулярные модели 
(РеМ) – у которых Π( )0 0¹  (тогда мгновенный 
модуль E R= + = +( ) / ( )0 1 0Π  конечен, а опреде-
ляющее соотношение (1) и первое уравнение (2) 
сводятся к уравнениям Вольтерры второго рода 
(6) с  ϕ( )u u=  и  (2)); 2) сингулярные (СиМ)  – 
с функцией релаксации, содержащей слагаемое 
��( )t , η > 0  (функция релаксации R t= ��( )  
задает ньютоновскую жидкость с  определяю-
щим соотношением � ��=   и входит слагаемым 
в функцию релаксации “половины” структурных 

моделей из пружин и демпферов), тогда Π( )0 0=  
и  �( )0 1= −� ; 3) нерегулярные модели с неогра-
ниченной функцией релаксации, не содержа-
щей слагаемое ��( )t , но имеющей интегриру-
емую особенность в  точке t = 0  (R( )0+ = +∞) 
(подробнее см. в работах [51, 134]). Третий класс 
занимает промежуточное положение между пер-
выми двумя. В  него входит, например, “модель 
Скотт–Блэра” [139–141] со степенной функци-
ей релаксации [142–145] (и вычисляемой по вы-
ражению (2) степенной функцией ползучести)

	 R t At n( ) = − , n Î ( ; )0 1 , A > 0, Π( ) ( )t c n t n= ,�

	 c A C n= −1 ( ), C n n n( ) ( ) sin= −π π1 ,
� (3)

превратившаяся через полвека в так называемый 
“фрактальный элемент” ныне популярных “фрак-
тальных” моделей (“fractional models”) с операто-
ром дробного дифференцирования [49, 50, 62, 66, 
71, 91, 105, 120, 134, 146–174]. Функция ползучести 
(3) обладает не только свойством Π( )0 0= , как 
и сингулярная модель, но и свойством Π( )0 = ∞, 
переходным к  Π( )0 0¹ , характеризующему регу-
лярную модель. Функция релаксации (3) имеет 
особенность при t = 0. Модель (3) выделяется 
тем, что у  нее функция � �( ) ( ) ( )t t R t=  не зави-
сит от времени: Ψ( ) ( )t C n=  (C n( )  может при-
нимать все значения из интервала ( ; )0 1 ); таким 
свойством обладают еще только упругий эле-
мент (у него n = 0  и  Ψ( )t º 1) и вязкий элемент (
R t= ��( ), � = �t, Ψ( )t º 0  при t > 0) [175]. Ука-
занные три класса не исчерпывают все линейные 
модели вида (1) (хотя исчерпывают все исполь-
зуемые в  практике, монографиях и  учебной ли-
тературе); например, параллельное соединение 
моделей из второго и третьего класса даст модель 
с функцией релаксации, в которой есть слагаемое 
с  сингулярностью и  слагаемое с  интегрируемой 
особенностью.

Все структурные реологические модели, 
собранные из линейных пружин (R t E( ) = , 
Π( )t E= 1/ ) и  демпферов, или “вязких элемен-
тов” ( R t= ��( ), � = t / �), посредством по-
следовательных и  параллельных соединений, 
описываются определяющим соотношением 
(1). Схемы и названия всех трех- и четырехзвен-
ных моделей приведены в статье [176] на рис. 1 
(в терминологии нет единства). Любая струк-
турная модель описывается уравнением вида 
P d Q d[ ] [ ]� �=  с  двумя дифференциальными 
операторами с  постоянными коэффициен-
тами, где порядки операторов (их характе-
ристических многочленов) p = degP  ( p ³ 0 ) 
и q = degQ  либо равны, либо q p= +1  [17, 19], 
а характеристические корни вещественны, раз-
личны и неотрицательны. Из теории линейных 



163Особенности поведения вязкоупругопластических материалов

ВЫСОКОМОЛЕКУЛЯРНЫЕ СОЕДИНЕНИЯ. Серия С № 2 2024том 66

дифференциальных уравнений следует, что 
функция ползучести любой реологической мо-
дели – сумма экспонент с отрицательными по-
казателями и  коэффициентами, и,  возможно, 
функции � �t + , � �, ³ 0, а  функция релакса-
ции – сумма экспонент с отрицательными пока-
зателями и  положительными коэффициентами 
и,  возможно, постоянной β ³ 0  и  сингулярно-
сти ��( )t , η ³ 0. Можно доказать, что множе-
ство всех несократимых n-звенных моделей рас-
падается ровно на два класса эквивалентности: 
РеМ-n и СиМ-n (структурно различные модели 
мы называем эквивалентными, если они зада-
ются одинаковыми семействами фунций ползу-
чести или функций релаксации). В частности: 1) 
эквивалентны трехзвенные регулярные модели 
Пойнтинга–Томсона и  Кельвина ([176], рис.  1а 
в англоязычной литературе они именуются “the 
standard linear solid model” и “the Zener model”), 
2) трехзвенные сингулярные модели Лесерсича 
(Lethersich) и Джеффриса (Jeffreys) ([176], рис. 1б; 
другое название – “the anti-Zener model”); 3) все 
четыре РеМ-4 ([176], рис. 1в) эквивалентны мо-
дели стандартного тела (последовательному со-
единению моделей Максвелла и Фойгта, т.е. со-
единению РеМ-2 и СиМ-2), которая именуется 
еще моделью Бюргерса (“the Burgers model”); 4) 
все четыре СиМ-4 ([176], рис.  1г) эквивалент-
ны последовательному соединению двух моде-
лей Фойгта с  разными временами ползучести 
(retardation time); 5) все РеМ-2k, k > 1, эквива-
лентны параллельному соединению k моделей 
Максвелла с разными временами релаксации; 6) 
все СиМ-2k, эквивалентны последовательному 
соединению k моделей Фойгта с  разными вре-
менами ретардации; 7) РеМ-(2k+1) получается 
из СиМ-2k последовательным присоединением 
упругого элемента, а  СиМ-(2k+1)  – из РеМ-2k 
параллельным подключением вязкого элемента 
(СиМ-1). Например, семейство функций полз-
учести

	 �( )t t e t= + − −� � � � , 

	 λ > 0, � �, ³ 0, � �Î [ , ]0  � (4)

порождает при � �Î ( ; )0 , � �, > 0, все четы-
ре регулярные структурные модели из четырех 
элементов РеМ-4 (они эквивалентны), а  при 
α = 0  – две регулярные модели из трех элемен-
тов (модели Кельвина и  Пойнтинга–Томсона). 
Так как �( )0 = −� �, функция ползучести (4) по-
рождает нерегулярные модели, когда � �= : при 
�� = 0  – ньютоновскую жидкость, при α = 0  – 
модель Фойгта, при α > 0   – обе сингулярные 
модели из трех элементов. При γ = 0  (4) дает 
линейную модель Максвелла. Случай γ < 0  
в выражении (4) нарушает ограничение Π( )t £ 0, 

что влечет возрастание кривых восстановления 
(противоречие с  экспериментальными данны-
ми) [137].

При деформировании ε = at  с  по-
стоянной скоростью a > 0  определяю-
щее соотношение (1) порождает отклик 
� �( , ) ( )t a P t= , где P t t R x dx

t
( ) ( )= − ∫1 0

, t > 0,  – 
осреднение функции релаксации, и  диаграммы 
деформирования � � � �( , ) ( / )a P a=  [176, 49]. Для 
модели Кельвина, или РеМ-3 (ее функция релак-
сации R E r e rt= − +−( ) / τ , E r> ≥ 0  – мгновен-
ный и длительный модули, τ > 0  – время релак-
сации) уравнение диаграммы деформирования 
имеет вид � � � �� �( , ) ( ) ( )/( )a E r a e ra= − − +−1 . При 
любом a диаграммы деформирования обладает 
асимптотой � �= +r Ia, I E r= −( )τ; при a ® 0  
семейство диаграмм деформирования сходит-
ся к  прямой � �=r  (равновесной диаграмме 
деформирования), а  при a→ ∞   – к  прямой 
� �= E . Диаграмма деформирования модели 
Максвелла (R Ee t= − / τ ) получаются при r = 0. 
Уравнение диаграммы деформирования модели 
(3) имеет вид � � �( , ) ( )a A n an n= − − −1 1 1 , ее мгно-
венный и  длительный модули: E a= ′ = ∞��( , )0 , 
E a∞ = ′ ∞ =��( , ) 0. При a ® 0  семейство диаграмм 
деформирования сходится к σ º 0 , а при a→ ∞  – 
к вертикальному лучу ε = 0  [176, 49].

На рис.  1а приведены диаграммы дефор-
мирования � �( , )a  модели Кельвина (РеМ-3) 
с E r/ = 10, τ = 1  (черные кривые 1–5) и  Мак-
свелла с тем же временем релаксации τ = 1  (синие 
штриховые диаграммы деформирования 1´–5´) 
для пяти скоростей a = 0 0001 0 001 0 002 0 003 0 010. ; . ; . ; . ; . . 
При a→ ∞  оба семейства диаграмм деформиро-
вания сходятся к прямой � �= E  (штрихпунктир-
ная прямая с  меткой ∞). При a ® 0  семейство 
диаграмм деформирования РеМ-3 сходится 
к  прямой � �= r  (штрихпунктирная прямая 0), 
а  диаграмма деформирования модели Максвел-
ла  – к  прямой σ = 0 . Красные штриховые пря-
мые 2˝–4˝ – диаграммы деформирования модели 
Фойгта ( R t rh t= +��( ) ( )) с  тем же длительным 
модулем r при a = 0.001;0.002 0.003; , они совпадают 
с  асимптотами диаграмм деформирования 2–4. 
Асимптоты диаграмм деформирования модели 
Максвелла горизонтальны (штриховые прямые – 
для a = 0.001;0.002 0.003; ) и совпадают с диаграмма-
ми деформирования вязкого элемента (для него 
R t= ��( ), P t= η/  и  � � �( , )a a= ). Для модели 
Фойгта (СиМ-2) все диаграмм деформирова-
ния имеют вид � � � �( , )a r a= + , т.е. они прямо-
линейны и  параллельны друг другу, � �( , )0 a a=  
(вертикальный начальный участок характерен 
для диаграмм деформирования всех сингулярных 
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моделей) [176, 49]. Диаграммы деформирования 
модели Фойгта напоминают формой диаграм-
мы деформирования жесткопластического тела 
с  линейным упрочнением, но пороговое напря-
жение σ( )0  зависит от скорости деформации. 
При a→ ∞  семейство диаграмм деформирова-
ния сходится к  вертикальному лучу ε = 0, а  при 
a ® 0  – к прямой � �= r  (штрихпунктирная ли-
ния 0 на рис. 1а).

На рис.  1б приведены диаграмма деформи-
рования � �( , )a  степенных моделей (3) с  n = 0 1.  
(черным), n = 0 5.  (голубым) и  n = 0 9.  (крас-
ным) при разных скоростях деформирования. 
Красные кривые  – диаграммы деформирова-
ния для n = 0 9.  при a = 0 1 0 5 1 2. ; . ; ; , синяя – для 
n = 0 95. , a = 1. Они по очертаниям близки к ди-
аграммам деформирования вязкого элемента. 
Голубые кривые  – диаграммы деформирования 
для n = 0 5.  при a = 0 01 0 1 1 10. ; . ; ; , черные  – для 
n = 0 1.  при a i= ±10 , i = 0 1 2 3; ; ; . Стрелками от-
мечены диаграммы деформирования с  a = 1. При 
n Î ( . ; . )0 4 0 6  диаграммы деформирования почти 
совпадают. При малом n диаграмма деформиро-
вания становится менее чувствительной к скоро-
сти, диаграммы деформирования спрямляются 
и сближаются, угол раствора веера быстро умень-
шается, и  при n ® 0  он стягивается в  единую 
прямую  – диаграмму деформирования упругого 
элемента � �= E  (штрихпунктир) с  E A= = 1  
(а функции релаксации и  ползучести сходятся 
к постоянным A  и  A-1  на ( , )0 ¥ ).

Если к  линейной пружине и  линейному вяз-
кому демпферу добавить в качестве элемента для 
соединений фрактальный элемент (3) произволь-
ной степени n Î ( ; )0 1 , то получится существенно 
более широкий класс структурных моделей (еще 
и  потому, что последовательное или параллель-
ное соединение фрактальных элементов разных 
степеней не сводится к одному элементу в отли-
чие от таких соединений линейных пружин или 
демпферов). Этот класс моделей описывается 
линейными интегро-дифференциальными урав-
нениями с производными дробного порядка [49, 
50, 62, 66, 71, 91, 105, 120, 134, 146–174 ], он вошел 
в  моду и  особенно активно изучается и  приме-
няется в моделировании последние десятилетия: 
многие авторы считают их более перспективными 
по сравнению с классическими моделями с дис-
кретным спектром релаксации, Функции ползу-
чести и релаксации которых представляются ли-
нейными комбинациями экспонент с  разными 
показателями (обобщенные модели Максвелла 
и  Фойгта). Однако последние все же остаются 
наиболее популярными в  описании испытаний 
и построении решений краевых задач и приложе-
ниях уже полтора столетия. 

При малых временах t / τ < 1  и  больших 
скоростях деформации (когда велико значение 

безразмерного параметра � �/ , τ  – минимальное 
время релаксации) регулярные модели ведут себя 
как твердые тела, а сингулярные – как жидкости, 
но при больших временах и малых скоростях мо-
дели могут сменить поведение на “противополож-
ное”, например, модели Максвелла и их параллель-
ные соединения (РеМ-2n), ведут себя как жидкости 
(в частности, у  них R( )+∞ = 0  и Π( ) ( )t R t ® 0
при t → ∞ ), а модели Фойгта и их последователь-
ные соединения (СиМ-2n) – как твердые тела тела 
(у них R( )+∞ > 0  и Π( ) ( )t R t ® 1  при t → ∞ ) [175]. 

Отметим, что приведенная (грубая) классифи-
кация моделей основана на анализе поведения 
модели (моделируемого материала) при малых 
временах (и больших скоростях деформации) 
и может (должна) быть развита с учетом анализа 
свойств функции � �( ) ( ) ( )t t R t=  [175] и  пове-
дения модели при t → ∞ : ключевые характери-
стики  – равенство нулю или положительность 
пределов R( )¥  и  v = ∞Π( ) , через которые фор-
мулируются критерий затухания памяти (см. 
ниже) и другие важные свойства модели [49, 51, 71, 
84, 91, 94, 105, 134–137]. В работе [175] предложен 
способ оценки близости поведения интегрально-
го определяющего соотношения вязкоупругости 
с  произвольной функцией ползучести к  поведе-
нию упругой среды или ньютоновской жидкости 
на некотором интервале времени по уклонениям 
Ψ( )t -1  и  Ψ( )t - 0  и пределам Ψ( )0+  и  Ψ( )¥ . 

Такая диагностика более информативна и точна, 
чем общепринятое деление моделей на жидкости 
и  твердые тела лишь по предельному значению 
функции релаксации при t → ∞: R( )∞ = 0  или 
R( )∞ > 0.

При достаточно малых деформациях (не пре-
восходящих 1–5%, а  у  некоторых полимеров 
и пен – до 20–30% и более) и при малых скоростях 
деформирования линейное соотношение (1) хо-
рошо описывает большинство наблюдаемых при 
деформировании стабильных материалов основ-
ных эффектов, связанных с диссипацией энергии 
и  наследственностью (памятью предыстории на-
гружения): релаксацию напряжений, ползучесть 
и  восстановление (полное или частичное), ско-
ростную чувствительность кривых деформирова-
ния или нагружения с постоянными скоростями, 
возрастание, выпуклость вверх и  сильное откло-
нение от прямолинейности кривых деформиро-
вания или нагружения, отличие ветви разгрузки 
от кривой нагружения, остаточные деформации 
и  их накопление при циклическом нагружении 
и т.д. [7, 15–20, 25–28, 30, 35, 37, 41, 49–51, 62, 66, 
71, 84, 91, 94, 105, 134]. С  увеличением деформа-
ций (напряжений) и  амплитуд циклических на-
грузок поведение материалов все ярче проявляет 
неупругость, а  также геометрическую и  физиче-
скую нелинейности, в частности зависимость по-
ведения от вида напряженно-деформированного 
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состояния, структурные изменения и их влияние 
на термомеханические свойства материала [16–18, 
20, 21, 32, 33, 35, 38, 42–48, 55, 56, 63, 64, 72, 73, 78–
83, 85–90, 92–94, 101–104, 107–132]. При высоких 
скоростях нагружения (по сравнению с характер-
ными временами релаксации) вязкоупругие свой-
ства не успевают проявиться, и  соотношение (1) 
(как и материалы) демонстрирует отклики, близ-
кие к  откликами линейно упругих материалов: 
в  частности, для регулярных линейных моделей 
семейство диаграмм деформирования с постоян-
ными скоростями � � �= ( , )a  (при нагружении по 
программам ε( )t at= ) сходится при a→ ∞  к пря-
мой � �= E  (штриховая красная прямая ¥  на 
рис. 1а), где E R= ( )0  – мгновенный модуль. Если 
же модель не регулярна, то E = ∞, касательная 
к любой диаграмме деформирования в нуле вер-
тикальна (рис. 1б), а семейство диаграмм дефор-
мирования � �( , )a  сходится при a→ ∞  к прямой 
ε = 0) [49, 176].

1.2. Физически нелинейное определяющее 
соотношение вязкоупругости Работнова

Нелинейное определяющее соотношение вяз-
коупругости Работнова [16, 20, 72, 83, 94, 104, 107, 
127, 129, 146, 177, 178–195] описывает одномер-
ные изотермические процессы деформирования 
структурно-стабильных (нестареющих) реоном-
ных материалов, связывая истории напряжения 
σ( )t  и деформации ε( )t  в точке тела:

	 � � � � �( ( )) ( ) ( )t t d
t

= −∫ �
0

,

	  � � � � � � �( ) ( ) ( ( )) ( )t R t d
t

= − ′∫
0

, t ³ 0.
� (5)

Здесь Π( )t , R t( )   – функции ползучести и  ре-
лаксации, как и в уравнении (1), а  ϕ( )u  – допол-
нительная материальная функция, введенная 
Ю.Н. Работновым [146]. Если Π( )0 0+ ≠  (модель 
регулярна), то R( )0+ <∞  и на пространстве не-
прерывных кусочно гладких при t ³ 0  функций 
(взаимно обратные) операторы (5) (и (1)) можно 
представить в виде

	 � � � � � � �( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )t t t d
t

= + −∫� �0
0

 ,

 	 � � � � � � � �( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))t R t R t d
t

= + −∫0
0



� (6)

где y ( )0   – обозначение для предела справа 
y ( )0+  функции y t( )  в  точке t = 0 . Cоотноше-
ние (6), обобщающее линейное соотношение (1) 
с регулярной функцией ползучести путем введе-
ния материальной функции ϕ , было предложено 
Ю.Н. Работновым в 1948 г. [146]. В работе [177] 
оно называлось “соотношением наследственной 
теорией пластичности” и  “ползучести”, в  клас-
сической монографии [16, с. 209] (1966 г.) – “на-
следственной теорией ползучести”, в  работе 
[107] было дано название “нелинейная теория 

	 (а)	 (б)
       

Рис. 1. Диаграммы деформирования � �( , )a , порождаемые соотношением (1) при разных скоростях деформиро-
вания: а – порождаемые моделями Кельвина (РеМ-3), Максвелла (РеМ-2) и Фойгта (СиМ-2); б – порождаемые 
степенной моделью с (3) n = 0 1.  (черные), n = 0 5.  (голубые) и  n = 0 9.  (красные).
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наследственности”. В 1977 г. в монографии [20, 
с. 218] Ю.Н. Работнов писал о нем: “При форму-
лировке теории автор пытался построить теорию 
наследственной пластичности, применимую для 
описания существенно необратимой ползучести 
материалов при высоких температурах…” (как 
показал анализ, проведенный автором сорока 
годами позже, этому “определению” в  большей 
степени удовлетворяет нелинейное определя-
ющее соотношение вязкоупругопластичности 
типа Максвелла [56, 92, 125, 128, 130], а  соот-
ношение (5)  – только при очень специальном 
выборе функции ползучести [127, 129]). В  ан-
глоязычных работах соотношение (5) называ-
ется уравнением квазилинейной вязкоупруго-
сти (QLV) [35, 64, 196–208], а его автором часто 
называется Y.C. Fung со ссылкой на его работы 
1970–90-х годов [196, 197, 200]. В работах [16, 20, 
107, 146, 177–188] определяющее соотношение 
(5) прилагалось к  описанию поведения стекло-
пластиков, графита, металлов, сплавов и  ком-
позитов при разных режимах деформирования, 
а  в  работах [35, 64, 196–208]  – поведения свя-
зок, сухожилий и  других биологических тканей 
(см. более подробный обзор в работах [83, 94]). 
Аналитическое изучение общих свойств основ-
ных теоретических квазистатических кривых 
(кривых ползучести и  релаксации с  произволь-
ной начальной стадией нагружения до заданного 
уровня, кривые ползучести при ступенчатых на-
гружениях, диаграммы деформирования при по-
стоянных и  кусочно постоянных скоростях на-
гружения, при циклическом нагружении и т.д.), 
порождаемых соотношением (5) с произвольны-
ми материальными функциями Π  и  ϕ , система-
тическое исследование комплекса моделируемых 
(и не моделируемых) эффектов в зависимости от 
характеристик мвтериальных функций и необхо-
димых феноменологических ограничений на ма-
териальные функции ϕ  (и следствий из них) не 
проводились до работ автора [72, 83, 94, 104, 127, 
129, 189–195 ]; границы области применимости 
соотношения (5) и их маркеры (за исключением 
подобия изохронных кривых ползучести в рабо-
тах [16, 20, 107, 177–188] и подобия кривых релак-
сации в работах [205, 206]) выявлены не были.

На функции ползучести и  релаксации в  со-
отношении (5) наложим те же минимальные 
ограничения, что и в линейной теории. Из трех 
материальных функций ϕ , Π , R  определяю-
щего соотношения (5) лишь две независимы, 
а тождество (2) является условием взаимной об-
ратности операторов (5), отображающих друг 
в  друга функции σ( )t  и  e t t( ) ( ( ))= � � . Определя-
ющее соотношение (5) обобщает линейное со-
отношение вязкоупругости (1), инвариантное 
относительно сдвигов по времени, получается 
из (5) при ϕ( )u u= . На материальную функцию 
ϕ( )u  в  соотношении (5) наложим следующие 

минимальные первичные требования [72, 83, 
94, 104, 127, 129, 189–195]: ϕ( )u , u ∈ − +( ; )ω ω , 
непрерывно дифференцируема и строго возрас-
тает на ( ; ) ( ; )ω ω− +∪0 0  (где ω ω− + < 0 ), при-
чем ϕ ϕ( ) ( )0 0 0+ = − =  (иначе входному про-
цессу ε( )t º 0  соответствует ненулевой отклик 
σ( )t ). Формально возможны случаи ω− = −∞
, ω+ = +∞  и  ′ = +∞ϕ ( )0 . Для материалов 
с  одинаковым поведением при растяжении 
и  сжатии материальная функция ϕ  нечетна и 
ω ω− += − . Из увеличении ϕ( )u  следует суще-
ствование обратной функции � := −� 1  на проме-
жутке D x xΦ = ( ; ) , где x u: sup ( ) ( )= = −+� � � 0 , 
x u: inf ( ) ( )= = +−� � � 0 , и обратимость соотно-
шения (5). Величины x  и  x  – важные характе-
ристики материальных функций ϕ  и  Φ , сильно 
влияющие на поведение кривых, порождаемых 
соотношением (5) [72, 83, 94, 104, 127, 129, 189–
195 ]. 

Наличие второй материальной функции φ  
в соотношении (5) и управление ее свойствами 
дают дополнительные возможности по описанию 
основных эффектов вязкоупругости (помимо не-
линейности). 

Например, процесс мгновенного деформиро-
вания ε ε( ) ( )t h t=  до уровня � � �∈ − +( ; )  ( h t( )  – 
функция Хевисайда) соотношение (5) перводит 
в кривую релаксации 

	 � � � �( , ) ( ) ( )t R t= , t > 0.� (7)

Так как функция релаксации R t( )  убывает 
и  выпукла вниз, а  материальная функция ϕ( )u  
возрастает, кривые релаксации (7) с  ε > 0  убы-
вают и  выпуклы вниз по t  и  возрастают по ε , 
т.е. соотношение (5) отражает типичные каче-
ственные свойства кривых релаксации стабиль-
ных вязкоупругопластичных материалов. При 
t → +∞  кривая релаксации (7) обладает гори-
зонтальной асимптотой � � �= +∞( ) ( )R , так как 
существует предел R R t( ) inf ( )+∞ = ≥ 0  в  силу 
убывания и  положительности R t( ) . Кривые ре-
лаксации (7) подобны друг другу (это важный 
индикатор применимости определяющих соотно-
шений (5) и  (1)) и  их форма совпадает с  формой 
кривых релаксации � �= R t( ), порождаемых ли-
нейным соотношением (1). Зависимость кривых 
релаксации от ε  не линейна, а  задается функ-
цией ϕ . Но ϕ  не влияет на форму кривой релак-
сации и на время (спектр, скорость) релаксации. 
Из выражения (7) следует, что модуль релакса-
ции � � � � �( ; ) ( ; )/t t=  для соотношения (5) вы-
ражается формулой � � � � �( ; ) ( ) ( ) /t R t=  (для 
линейного соотношения (1) ρ = R t( )). В  статье 
[72] доказано, что соотношение (5) способно (при 
надлежащем выборе материальной функции ϕ ) 
моделировать любой тип зависимости модуля ре-
лаксации от ε , и поведение модуля релаксации 
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материала, наблюдаемое в  испытаниях, не на-
кладывает никаких ограничений на применение 
соотношения (5).

Кривые ползучести, порождаемые соот-
ношением (5) при мгновенном нагружении 
σ σ( ) ( )t h t= , σ > 0, имеют вид

	 � � �( , ) ( ( ))t t= � �  при ��( )t x< .� (8)

Семейство кривых ползучести (8) возрастает по 
σ  (так как Φ  увеличивается), а при любом σ > 0  
кривая ползучести возрастает по t  на всем проме-
жутке, где ��( )t x< . Кривая ползучести линей-
ного соотношения (1) (их уравнения получаются 
из (8) при Φ( )x x= ) всегда выпуклы вверх на всем 
луче t > 0  (и потому определяющее соотношение 
(1) не способно описывать поведение материа-
лов, кривые ползучести которых включает стадию 
ускоряющейся ползучести [134, 137]), а  скорость 
ползучести всегда стремится при t → ∞  к  ко-
нечному пределу V v( )σ σ= , v = ∞Π( ). Кривые 
ползучести соотношения (5) уже не обязаны быть 
выпуклыми вверх, возможно наличие точек пе-
региба и  моделирование кривых ползучести со 
всеми тремя стадиями; для нелинейного соотно-
шения (5) возможен случай стремления скорости 
ползучести к  бесконечности как при t → ∞, так 
и при t t® *  [129, 209].

Варианты выбора семейств материальных 
функций φ и  его влияние на свойства кривых 

нагружения, релаксации, ползучести и  восста-
новления порождаемых соотношением (5) опи-
саны в работах [ 72, 83, 94, 104, 127, 129, 189–195, 
209]. В  частности, в работе [83] показано, что 
материальную функцию ϕ , в  принципе, можно 
найти по известной зависимости скорости ползу-
чести материала от напряжения: если � � �( ) ( )= r , 
то обратная функция � = −� 1  находится из зада-
чи Коши x x r x′ =Φ ( ) ( ), Φ( )0 0= . Например, для 
дробно-линейного закона Шестерикова [210] 
r B( ) ( )*σ σ σ σ= − −1 , σ σÎ [ ; )*0  (σ*  – предел проч-
ности) получаем ′ = − −� B x( )*�

1  и

	 �( ) ln[ / ( )]* *x B x= −� � , x Î [ ; )*0 σ ,

	 � �( ) ( )*
/u e u B= − −1 , u ³ 0 � (9)

На рис. 2а приведены кривые релаксации для 
ε = 0 01. i, i = 1 5,..., , порождаемые двумя нели-
нейными моделями Работнова (5) с материальной 
функцией (9) с  B = =σ* .0 1, и разными функци-
ями релаксации: с регулярной функцией релакса-
ции (модели Кельвина) R A e rt= +−( )/ τ , A = 10 , 
τ = 1, r = 0.1  (черные кривые 1–5) и  неограни-
ченной функцией релаксации R A t r= +−( )α , 
A = 10, r = 0.1, α = 0 5.  (голубые кривые 6–10). 
У обеих моделей R( ) .∞ = 0 1, и потому их кривые 
релаксации с одинаковым ε  имеют общую асим-
птоту � �= 0 1. . Штриховые линии 1´, 3´, 5´ (крас-
ные) и  6´, 8´, 10´ (синие)  – кривые релаксации 

	 (а)	 (б)
               

Рис. 2. Кривые релаксации (а) и модули релаксации � � � � �( ; ) ( ; )/t t=  (б) для ε = 0 01. i, i = 1 5,..., , порождаемые 
двумя нелинейными соотношениями Работнова с материальной функцией (9) с  B = =σ* .0 1  и разными функци-
ями релаксации: с регулярной функцией релаксации R A e rt= +−( )/ τ , A = 10, τ = 1, r = 0.1  (кривые 1–5) и не-
ограниченной функцией релаксации R A t r= +−( )α , A = 10, α = 0 5. , r = 0.1  (кривые 6–10). Штриховые линии 
1´, 3´, 5´ (красные) и 6´, 8´, 10´ (синие) – кривые релаксации линейных моделей с теми же функциями релаксации для 
ε = 0 01 0 03 0 05. ; . ; . .
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линейных моделей (1) с  теми же функциями 
релаксации для ε = 0 01 0 03 0 05. ; . ; . . Кривая 53  – 
кривая релаксации соотношением Работнова 
с  функцией релаксации модели Кельвина при 
ramp-деформировании с  ε =0 05.  и  t* = 1  (см. 
ниже). 

На рис. 2б приведены графики модулей релак-
сации � � � � �( ; ) ( ; )/t t=  тех же двух моделей для 
ε = 0 01. i, i = 1 5,...,  (кривые 1–5 и  6–10); � �( )  
убывает по ε . Штриховые линии – графики мо-
дулей релаксации двух линейных моделей: для 
определяющего соотношения (1) ρ( ) ( )t R t=  (не 
зависит от ε ). 

На рис.  3а приведены кривые ползучести (8) 
(с σ= 1) пяти линейных моделей: с  функцией 
ползучести (3) Π = t 0 5 800. /  (кривая 1) и  с  че-
тырьмя функциями ползучести вида (4): с  γ = 0, 
α = 0 0001. , β= 0 01.  (модель Максвелла), с  α = 0, 
� �= = 0 015. , λ = 0 1.  (Фойгта), с  α = 0, β= 0 01. , 
γ = 0 005. , λ = 0 1.  (модель Кельвина с тем же вре-
менем ретардации � �= =1 10/ ), РеМ-4 с λ = 0 1. , 
α = 0 0001. , β= 0 01. , γ = 0 005.  (штриховые кри-
вые 3, 5, 7, 9), а также – кривые ползучести 2, 4, 
6, 8, 10 нелинейных моделей Работнова (5) с теми 
же пятью функциями ползучести и материальной 
функцией

	 Φ( ) . ( )/x C x xm m= +0 5 1  	 (10)

с  C = 0 5. , m = 3. У кривых ползучести 2, 4, 6, 10 
есть участки выпуклости вниз, кривая 2 (модели 
со степенной функцией ползучести) содержит 
все три типичные стадии ползучести (замедлен-
ной, установившейся и ускоренной ползучести), 
кривые ползучести 6, 8 обладают горизонтальны-
ми асимптотами (как и кривые ползучести 5, 7). 
Примечательно, что кривыя ползучести 6 модели 
Фойгта с материальной функцией (10) имеет две 
точки перегиба. У  степенной функции ползуче-
сти Π( )0 0= , как и  у  модели Фойгта, но еще и 
Π( )0 = ∞, и  у  кривой ползучести нет горизон-

тальной асимптоты (так как Π( )∞ = ∞). Кривая 
ползучести 3 линейной модели Максвелла пря-
молинейна, а кривые 2 и 10 нелинейных моделей 
(для степенной функции ползучести и для функ-
ции ползучести РеМ-4) имеют выраженный уча-
сток установившейся ползучести (близки к  пря-
молинейным). 

На рис.  3б приведены кривые ползучести (8) 
с  разными уровнями напряжения σ  двух нели-
нейных моделей (5) с  материальной функци-
ей (9) с  B = 0 005. , σ* .= 1 5  и  двумя функциями 
ползучести: функцией ползучести (4) с  λ = 0 1. , 
α = 0 02. , β = 1, γ = 0 5.  или функцией ползучести 
(3) Π = t1 3 3/ / . Для степенной функции полз-
учести  – σ = 0 5 0 8 0 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 7. ; . ; . ; . ; . ; . ; . ; .  (крас-
ные кривые), для функции ползучести РеМ-4  – 
σ = 0 4 0 5 0 6 0 7 0 8 0 9 1. ; . ; . ; . ; . ; . ;  (черные); стрелками 
помечены кривые ползучести с σ = 1. Все эти кри-
вые ползучести имеют точку перегиба и  все три 

	 (а)	 (б)
               

Рис. 3. Кривые ползучести (8), порожденные определяющим соотношением (5) и  линейным соотношением (1) 
с разными материальными функциями: а – кривые ползучести пяти линейных моделей с функциями ползучести 
вида (3) (кривая 1) или (4) (штриховые кривые 3, 5, 7, 9) и пяти нелинейных моделей с материальной функцией (10) 
и теми же пятью функциями ползучести (кривые 2, 4, 6, 8, 10) для σ= 1; б – кривые ползучести для разных напря-
жений σ , порожденные двумя нелинейными моделями (5) с материальной функцией (9) с  B = =σ* .0 1  и разными 
функциями ползучести: степенной функцией ползучести (3) с  n = 1 3/  (красные кривые) или функцией ползучести 
(4) с  λ = 0 1. , α = 0 02. , β = 1, γ = 0 5.  (модель РеМ-4).
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типичные стадии ползучести. Поскольку мате-
риальная функция Φ( )x  из уравнения (9) обла-
дает асимптотой x = σ*, то кривые ползучести 
� � � �( ) ln[ / ( ( ))]* *t A t= − �  неограниченно растут 

при �( ) /*t ® � � , если только � �> ∞* / ( )�  (для 
указанных функций ползучести это выполнено при 
всех σ > 0 , так как Π( )∞ = ∞ ), т.е. кривые ползу-
чести имеют вертикальную асимптоту t t= *( )σ , где 
�( ) /* *t = � �  (можно трактовать t*  как время до 
разрушения, а  t*( )σ  как кривую длительной проч-
ности [189, 209]).

Кривые деформирования, релаксации 
и  ползучести, порождаемые нелинейным соот-
ношением  (5) наследуют многие свойства кри-
вых, порождаемых линейным определяющим 
соотношением (1) с  произвольной функцией 
релаксации, которое оно обобщает, в частности 
положительную скоростную чувствительность 
диаграмм деформирования с постоянными ско-
ростями σ  =  σ(ε,a), сходимость семейства диа-
грамм деформирования к  предельным кривым 
при стремлении скорости деформации к  нулю 
и  к  бесконечности и  т.п. Анализ позволил об-
наружить и важные отличия и дополнительные 
возможности определяющего соотношения (5), 
связанные с наличием дополнительной матери-
альной функции φ [72, 83, 94, 127, 129, 190, 209]. 
Главные из них: 1) соотношение (5) способно 
описывать кривые ползучести любой формы 
[209], имеющие точки перегиба и  содержащие 
все три стадии (замедленной, установившейся 
и ускоренной ползучести), в отличие от линейно-
го соотношения (1), порождающего только вы-
пуклые вверх кривые ползучести [137, 105] (и от 
нелинейного определяющего соотношения (17), 

описывающего только ползучесть с постоянной 
скоростью); 2) зависимость кривых ползучести 
(и скорости ползучести) от σ  нелинейная (и за-
дается материальной функцией � = −� 1 ); 3) ли-
нейное соотношение (1) с убывающей функци-
ей релаксации порождает только возрастающие 
и  выпуклые вверх диаграммы деформирования 
с постоянной скоростью σ = σ(ε,a) (рис. 1) и не 
может описывать разупрочнение материала [49, 
176], а соотношение (5) способно моделировать 
диаграммы деформирования с  ниспадающей 
ветвью и участком выпуклости вниз [83, 127]; 4) 
соотношение (5) способно (при надлежащем вы-
боре материальной функции ϕ ) моделировать 
любой тип зависимости модуля релаксации от ε  
[72]; 5) соотношение (5) способно моделировать 
эффект влияния ползучести на скачки упругой 
деформации, порожденные мгновенным изме-
нением напряжения в  некоторый момент (см. 
ниже) [94, 129, 131, 132]. Это открывает возмож-
ность применения соотношения (5) (вероятно, 
в  составе более сложных определяющих соот-
ношений, учитывающих накопление поврежде-
ний и эволюцию структуры материала) в моде-
лировании поведения упруговязкопластичных 
материалов, которым в  определенных условиях 
свойственно деформационное разупрочнение: 
некоторых полимеров, композитов, сталей, ти-
тановых, алюминиевых и  магниевых сплавов 
при высоких температурах и т.д.

На рис.  4а приведены семейства кривых на-
гружения � �( , )b , порождаемые определяющим 
соотношением Работнова (5) при нагружении по 
программам σ = bt  с разными скоростями b [83]. 
Разные цвета кривых соответствуют различным 

	 (а)	 (б)
               

Рис. 4. Кривые нагружения и деформирования � �( , )b  и  � �( , )a  с разными скоростями, порождаемые нелинейным 
определяющим соотношением Работнова (5) с разными парами материальных функций. Пояснения в тексте.
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парам материальных функций определяющего 
соотношения (5). Красные кривые для определя-
ющего соотношения с  функцией нелинейности 
(9) имеют горизонтальные асимптоты. 

При деформировании ε = at  с разными ско-
ростями а  соотношение (5) может порождать 
диаграммы деформирования � �( , )a  с  точкой 
максимума [127] (в отличие от соотношения 
(1) и  нелинейных соотношений (17) и  (20)). 
Например, модель с  функцией релаксации 
модели Кельвина (РеМ-3) R t E e rt( ) ( )= +−µ , 
E,µ > 0 , r Î [ ; )0 1  и материальной функцией (9)
� �( )u e u= − −1 , λ > 0  (она содержит четыре пара-
метра; в частности, 1 / µ  – время релаксации, а r  
задает отношение R Er( )∞ =  к  R E r( ) ( )0 1= + ). 
Отклик этой модели на процесс ε = at  имеет вид

� � � � � � �( , ) ( ) ( ) ( )t a Ea a e e Er ea t t a t= − − − −− − − −1 1 ,

	  t > 0 , a ¹ � �/ .� (11)

При t → ∞  все диаграммы деформирова-
ния (11) имеют общую горизонтальную асим-
птоту σ = Er. В  работе [127] доказано, что 
диаграмма деформирования (11) имеет точ-
ку максимума t am ( ) > 0  при любой скорости 
a a r r> = +− −

: ( )�� 1 11 .
На рис. 4б приведены диаграммы деформиро-

вания (11) соотношения (5) с λ = 5 , µ = 1 , E = 10 , 
r = 0,2  для скоростей a i= 0 01. , i = 1 7,...,  (кри-
вые 1–7) и  a = 0,001  (кривая 0, почти сливающая-
ся с предельной диаграммой деформирования при 
a ® 0). Две штрихпунктирные линии – предель-
ные диаграммы деформирования � � �= R( ) ( )0  
и  � � �= ∞R( ) ( )  при a→ ∞  и  a ® 0. Критерий 
наличия максимума у  диаграмм деформиро-
вания выполняется при a > ≈1 30 0 033/ . . Об-
щая асимптота всех диаграмм деформирования 
� �= ∞ ∞( ) ( )R  при t → ∞  имеет вид σ = Er , т.е. 
σ = 2. Для сравнения штриховыми линиями по-
казаны диаграммы деформирования линейной 
модели Кельвина с  той же функцией релакса-
ции (и ϕ( )u u= ) для a = 0, a i= 0 01. , i = 1 5,...,  и 
a = ∞  (при t → ∞  любая из них имеет наклон-
ную асимптоту � � �= + −rE E a1 , при a→ ∞  се-
мейство диаграммы деформирования сходится 
к прямой � �= +E r( )1 , а при a ® 0  – к прямой 
� �= rE ).

Любое ступенчатое нагружение (кусочно-по-
стоянное нагружение с любым числом скачков)

σ σ σ( ) [ ( ) ( )] ( )t h t t h t t h t ti i i
i

n

n n= − − − + −−
=

−

−∑ 1
1

1

1 .(12)

где t0 0= , t ti i> −1, σ σ( )t i=  при t t ti i∈ −( , )1  и 
σ σ( )t n=  при t tn> −1, соотношение (5) переводит 

в деформацию (кривые ползучести при ступенча-
том нагружении) вида

	 � � �( ) ( ; ) ( ) ( )( )t S t t t t t t h t ti i i i
i

n

n n n= − − + − −− −
=

−

− −∑� �1 1
1

1

1 1�

	� � �( ) ( ; ) ( ) ( )( )t S t t t t t t h t ti i i i
i

n

n n n= − − + − −− −
=

−

− −∑� �1 1
1

1

1 1 , t > 0,	 (13)

где S t T t h t t T h t T( ; ) : ( ) ( ) ( ) ( )= − − −Π Π   – отклик 
линейного соотношения (1) на единичную сту-
пеньку напряжения с  носителем [ , ]0 T  (задаю-
щий форму кривой восстановления линейного 
соотношения (1)). Анализу и  сравнению общих 
свойств кривых ползучести при ступенчатых на-
гружениях, порождаемых нелинейным соотноше-
нием Работнова (5) и  линейным соотношением 
(1) с  произвольными материальными функция-
ми, посвящены статьи [91, 94, 129, 134].

При двуступенчатом нагружении с  σ σ= >1 0, 
σ2 0= , т.е. при нагружении

	 σ σ( ) [ ( ) ( )]t h t h t t= − − 1 , σ > 0 , t1 0> ,	(14)

из уравнения (13) получается семейство кривых 
ползучести и восстановления определяющего со-
отношения (5):

	 � � �( , , ) ( ( ))t t t1 = � �  при t t£ 1; 

	 � � �( ; , ) ( ( ; ))t t S t t1 1= �  при t t> 1, 	 (15)

где функция S t t t t t( ; ) ( ) ( )1 1= − −Π Π  описывает 
кривые ползучести и  восстановления линейно-
го соотношения (1) (с Φ( )x x= ). Уравнение (15) 
справедливо при условии �� �( )t DÎ  для t t£ 1, 
т.е. ��( )t x1 < . Тогда кривая ползучести и восста-
новления (15) определена на всем луче t ³ 0, так 
как S t t( ; )1  убывает по t  в силу выпуклости вверх 
функции ползучести [57].

Семейство кривых ползучести и  восстанов-
ления (15) возрастает по σ  при любом t > 0 . 
Для любого (допустимого) σ > 0  кривая полз-
учести и  восстановления (15) возрастает по t  
на всем промежутке t t£ 1, и  убывает (нестро-
го) на луче t t> 1  (у вязкого элемента и модели 
Максвелла � � ��( ; , ) ( )t t t1 1 0= = >� const  при 
t t> 1, а у упругого элемента ε( )t º 0 ). Так как при 
t → ∞  Π Π( ) ( )t t t vt− − →1 1, где v : ( )= ∞ ≥Π 0  
[137], то кривая ползучести и  восстановления 
(15) стремится к пределу � �∞ = �( )vt1 ; ε¥  имеет 
смысл остаточной деформации (при бесконечно 
долгой выдержке). Как и  для линейного соот-
ношения (1), ε∞ = 0  только тогда, когда v = 0  
(в силу возрастания материальной функции 
Φ( )x  и требования Φ( )0 0= ); лишь в этом случае 
моделируется “полное восстановление”. При 
v ¹ 0  знаки ε¥  и  σ  совпадают. Ограничение 
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Π( )t £ 0, выведенное для линейного соотно-
шения (1) [137], и  возрастание материальной 
функции ϕ  обеспечивают монотонное убыва-
ние кривой ползучести и  восстановления (15) 
при t t> 1, никакие дополнительные ограничения 
на материальную функцию ϕ  для этого не требу-
ется. Увеличение Π( )t  гарантирует выпуклость 
вниз на луче t t> 1  кривых ползучести и восста-
новления линейного определяющего соотно-
шения � �( ) ( ; )t S t t= 1 , σ > 0, но для выпуклости 
вниз кривой ползучести и  восстановления (15) 
этого уже не достаточно.

Качественные отличия кривых ползучести 
и  восстановления соотношения (5) от кривых 
ползучести и  восстановления линейного соотно-
шения (1), обусловленные введением второй мате-
риальной функции: 1) кривая ползучести и  вос-
становления (15) с  σ > 0  уже не обязана быть 
выпуклой вверх на интервале ( ; )0 1t  и выпуклой 
вниз на луче t t³ 1  и  может иметь точки пере-
гиба; 2) у линейного определяющего соотноше-
ния скачки в  т. t t= 1  деформации и  скорости 
� � � ( ) ( ) ( )t1 0 0= − = −�  и  � � �� �� � �( ) ( ) ( )t1 0 0= − = −�  
не зависят от t1, а у нелинейных регулярных мо-
делей скачки

	 � � � �( ) ( ( ) ( )) ( ( ))t t t1 1 10 0= − − ≤� � � � � , �(16)

	 � � � ��� � � � �( ) [ ( ) ( )] ( [ ( ) ( )]) ( ) ( ( ))t t t t t1 1 1 1 10 0= − ′ − − ′� � � � � � � � ≤≤ 0

	� � � ��� � � � �( ) [ ( ) ( )] ( [ ( ) ( )]) ( ) ( ( ))t t t t t1 1 1 1 10 0= − ′ − − ′� � � � � � � � ≤≤ 0

зависят от t1  и  не равны по модулю скачкам ε( )0  
и  ��ε( )0  в момент нагружения t = 0  (наличие этих 
свойств у экспериментальной кривой ползучести 
и  восстановления  – индикаторы неприменимо-
сти линейного определяющего соотношения (1)). 

На рис.  5а приведены кривые ползучести 
и  восстановления 1–3 для σ = 1, t1 10= , по-
рожденные определяющим соотношением (5) 
с материальной функцией Φ = A x C( )/ 2, A = 0 6. , 
C = 1, и с тремя разными функциями ползучести 
вида (4) с  λ = 0 1. : 1) функция ползучести РеМ‑3 
с  α = 0, β = 0 015. , γ = 0 005. , 2) РеМ-2 
с α = 0 001. , β = 0 004. ), 3) СиМ-2 с  α = 0, 
� �, .= 0 015. Для материальных функций Φ = Ax n  
и � = − −� � �e t, � �Î [ ; ]0  (РеМ-3 и СиМ-2) форму-
ла (15) дает � � � � � �( ) [ ]( )t An e en n t t t n= − >− − −2 2 1 0  
для всех n > 0 , т.е. кривые ползучести и  вос-
становления выпуклы вниз на луче t t> 1  (это 
верно и  для материальной функции Φ , равной 
линейной комбинации степенных функций с по-
ложительными коэффициентами, в  частности 
материальной функции (10)). Штриховые линии 
1´–3´ – кривые ползучести и восстановления со-
ответствующих линейных моделей (с Φ( )x x= ), 
штрихпунктирные – обычные кривые ползучести 
(без разгрузки).

На рис. 5б приведены двуступенчатые кривые 
ползучести линейной фрактальной модели (3) 
с  c = 0 005. , w = 0 5.  для программ нагружения 
с  t1 10= , σ1 1=  и  σ2 1 0 5 0 1 5= ; . ; ; .  (штриховые 
кривые 1–4) и кривые ползучести, порожденные 
нелинейной моделью с  материальной функцией 

	 (а)	 (б)
               

Рис. 5. а – Кривые ползучести и восстановления, порожденные соотношением (5) с  Φ = Ax
2  и тремя разными 

функциями ползучести: РеМ-3, РеМ-2, СиМ-2 (1–3); штриховые линии 1´–3´ – кривые ползучести и восстановле-
ния этих трех линейных моделей (с Φ( )x x= ); б – кривые ползучести для двуступенчатых программ нагружения с 
t1 10= , σ1 1=  и разными σ2 , порожденные линейной фрактальной моделью с функцией ползучести (3) (штри-
ховые кривые 1–4) при σ2 1 0 5 0 1 5= ; . ; ; .  и нелинейной моделью с материальной функцией (10) с  m = 3, C = 0 5.  
и той же функцией ползучести (кривые 7–10) при тех же σ2.
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(10) с  m = 3, C = 0 5.  и той же функцией ползу-
чести при тех же программах нагружения (кри-
вые 7–10). Поскольку Π( )0 0= , все кривые 
ползучести 1–4 и  7–10 не имеют разрыва в  точ-
ке t t= 1 ; из Π( )0 = +∞  следует, что у  всех кри-
вых ползучести Π( )t1 0+ = ±∞  (знак совпа-
дает с  sgn( )σ σ2 1- ). Отметим, что при любом 
σ σ2 10Î ( ; )  у  кривых ползучести есть точка ми-
нимума t tm > 1  (см. кривые 2, 8), она двигается 
вправо от t1  до ¥  с убыванием σ2  от σ1  до нуля 
(см. кривые восстановления 3, 9), так как функ-
ция tm ( )σ2  убывает, tm ( )0+ = ∞, t tm ( )σ1 10− =  
(этот эффект наблюдается экспериментально, см. 
подробнее в работах [94, 129, 133]). 

В точках разрыва t t i=  программы нагруже-
ния (12) деформация (13) и ее производная, вооб-
ще говоря, имеют разрывы ( ε( )t  – первого рода). 
Пределы ε( )t  в точках t t i=  слева и справа: 

	 �( ) ( )t pi i− =0 � , � �( ) ( ( ))t pi i i+ = +0 0� � , 

	 p t t ti i k i k
k

i

: ( ) ( )= + −
=

−

∑� �1
1

1

� � ,

а скачок в точке t t i=  равен � � ( ) ( ( )) ( )t p pi i i i= + −� � �0
� � ( ) ( ( )) ( )t p pi i i i= + −� � �0 , i n= −1 1,...,  [94, 129].

У нерегулярных моделей (т.е. тех, у  которых 
Π( )0 0= , в частности у СиМ-n и степенных мо-
делей (3)) ε( )t i = 0 , т.е. кривые ползучести (13) 
непрерывны во всех точках t t i= , как и в случае 
линейного соотношения (1). Однако у  регуляр-
ных нелинейных моделей скачки ε( )t i  ненулевые 
и  зависят от всех параметров программы нагру-
жения с  номером, не превосходящим i ; скачок 
ε( )t i  увеличивается с ростом скачка напряжения 
σi  и совпадает с ним по знаку (так как матери-
альная функция Φ  возрастает). 

В случае линейного соотношения (1) с непре-
рывными Π( )t  и  R t( )  скачки кривой ползучести 
(13) и  ее производной выражаются формулами 
� � ( ) ( )t i i= � 0 , � �� �� �( ) ( )t i i= � 0 , т.е. скачок процес-
са-отклика в любой момент t i  линейно (и локально) 
зависит только от величины скачка программы на-
гружения (и ее производных) в этот же момент вре-
мени и не зависит от t i , от предыстории (от всех 
tk  и  σk  при k i< ) и от функции ползучести Π( )t  
(зависит только от ее начальных значений Π( )0  и 
Π( )0 ). В частности, модуль скачка ε( )t  не меня-

ется при смене знака скачка нагрузки. Эти свой-
ства можно использовать как индикаторы (не)при-
менимости линейного определяющего соотношения 
(1): например, в  испытаниях сплавов алюминия 
зафиксировано [132], что модуль скачка деформа-
ции вниз в момент сброса нагрузки меньше, чем 
скачок вверх в момент догрузки, и потому пове-
дение данных материалов не описывается линей-
ным соотношением (1).

Для кривых ползучести регулярных нелиней-
ных моделей (5) все обстоит иначе: зависимость 
скачков кривых ползучести от всех параметров 
программы нагружения и функции ползучести Π( )t  
отличается от линейного случая не только нелиней-
ностью, но и  нелокальностью: | ( ) |ε t i  зависит от 
знака скачка нагрузки σi  в момент t t i= : | ( ) |ε t i  
при разгрузке может быть больше или меньше, 
чем при догрузке, в зависимости от знака ¢¢Φ ( )x  
на интервале ( ( ); ( ))p pi i i i− +� � � �0 0 . Это де-
лает возможным моделирование эффекта влияния 
ползучести (т.е. предыстории нагружения и  нако-
пленной деформации) на скачки упругой деформа-
ции, порожденные “мгновенным” изменением напря-
жения в некоторый момент.

Этот эффект зарегистрирован в  испытаниях 
сплавов алюминия, композитов, костной ткани 
[211, 131, 132]; в работе [131] он назван “дрейфом 
мгновенно-упругой деформации вследствие 
ползучести”. В частности, этот эффект проявля-
ется в том, что абсолютная величина скачка де-
формации в момент сброса нагрузки отличается 
от ее скачка при нагрузке (догрузке). Линейное 
соотношение (1) с произвольной функцией полз-
учести в  принципе не способно моделировать 
явление дрейфа. Нелинейное соотношение вяз-
коупругопластичности типа Максвелла (17) тоже 
не способно [130]. А  вот соотношение Работ-
нова (5) способно. Отметим, что моделировать 
этот эффект может и нелинейное определяющее 
соотношение деформирования тиксотропных 
вязкоупругопластичных сред, учитывающее вза-
имовлияние процесса деформирования и  эво-
люции структуры (см. ниже) [126].

1.3. Физически нелинейное определяющее 
соотношение типа Максвелла  

для вязкоупругопластических материалов

В  цикле работ [42, 56, 82, 92, 93, 87, 106, 117, 
119, 125, 128, 130, 212–215] сформулировано и ана-
лизируется нелинейное определяющее соотно-
шение типа Максвелла для вязкоупругопластиче-
ских материалов

	 � � � � � �( ) ( ( )) ( ( ))t E F t V d
t

= +− − ∫1 1

0

, 

или � (17)

	  � � � � �= ′ +− −E F Vr
1 1[ ( ) ( )], t > 0,

связывающее (в одномерном случае) дефор-
мацию ε( )t  с  историей изменения напряже-
ния � �( ), τ Î [ ; ]0 t , в  изотермических процессах 
(напряжение и  время предполагаются безраз-
мерными). В  определяющее соотношение (17) 
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входят две возрастающие материальные функ-
ции F x( ), V x( ), x ∈ − +( , )ω ω , и две постоянные: 
E,η > 0. “Модуль упругости” E  и  “коэффици-
ент вязкости” η  явно выделены из материальной 
функции для учета влияния температуры в форме 
E E T= ( ), η η= ( )T  [125]. Определяющее соотно-
шение (17) основано на разложении полной де-
формации в сумму упругой и вязкопластической 
компонент:

	 ε ε ε= +e v , � �e F E= ( ) / , � � �v V= ( ) / .

Оно обобщает классическую линейную модель 
Максвелла (для нее F x x( ) =  и V x x( ) = ) и наце-
лено на описание комплекса эффектов, типичных 
для стабильных материалов, обладающих наслед-
ственностью и пластичностью, высокой скорост-
ной чувствительностью и,  возможно, разносо-
противляемостью.

Материальная функция F  определяет в опре-
деляющем соотношении (17) упругую деформа-
цию. Минимальные первичные ограничения 
на нее: F x( )  – непрерывная (строго) возраста-
ющая функция с  кусочно непрерывной произ-
водной на некотором интервале x ∈ − +( , )ω ω , 
ω ω− + < 0, такая, что F ( )0 0= . Эти условия обе-
спечивают совпадение знаков напряжения 
и  упругой деформации � �e ( )  и  соблюдение ус-
ловия εe ( )0 0= . Из строгого возрастания F x( )  
следует увеличение � �e (| |)  и  энергии упругой 
деформации с  ростом | |σ  и  существование 
обратной к  F  функции f . Функция вязкости 
V x( ) / η  в  определяющем соотношении (17) 
управляет вязкопластическими свойствами: она 
регулирует память материала, скорость дисси-
пации, релаксации, ползучести и  накопления 
пластической деформации, чувствительность 
напряжения (в частности мгновенного модуля 
и  предела текучести) к  скорости деформации, 
длительную прочность [117, 56, 119, 212, 92, 93, 
82, 125, 87, 128, 130, 106, 213–215, 42]. Минималь-
ные ограничения на нее: V x( )   – непрерывная 
(нестрого) возрастающая функция на интервале 
( , )ω ω− + , такая, что V ( )0 0= . Эти ограничения 
на материальные функции обеспечивают, в част-
ности, возрастание диаграмм деформирования 
и кривых ползучести, убывание кривых релакса-
ции и длительной прочности, положительность 
объемной деформации при одноосном растя-
жении, описание комплекса реологических эф-
фектов, типичных для вязкоупругопластичных 
материалов (см. ниже), и  термодинамическую 
соvгласованность определяющих соотноше-
ний, т.е. положительность работы напряжения 
� �( )  в произвольном процессе деформирования 
и неотрицательность и возрастание диссипации 
W t[ , ( )]� � : W t t V t( ) ( ) ( ( )) /= >� � � 0  [92, 117]. 
Если ω+  и ω-  конечны, их можно рассматривать 

как пределы прочности при растяжении и сжа-
тии (как материальные параметры). Математи-
ческие свойства оператора (17), обзоры литера-
туры и родственных (17) моделей, применяемых 
в  теории ползучести, сверхпластичности и  ме-
ханике полимеров, учет влияния температуры 
и обобщение определяющего соотношения (17) 
на трехосное напряженное состояние приведе-
ны в работах [42, 56, 82, 87, 92, 93, 106, 117, 119, 
125, 128, 130, 212–215], посвященных анали-
зу свойств семейств базовых квазистатических 
кривых (кривых релаксации и ползучести с про-
извольной начальной стадией нагружения до 
заданного уровня, ползучести при ступенчатых 
нагружениях, длительной прочности, диаграмм 
деформирования при постоянных и кусочно по-
стоянных скоростях скоростях деформации или 
нагружения, при циклическом нагружении), по-
рождаемых определяющим соотношением (17) 
с  произвольными материальными функциями 
F x( )  и V x( ), поиску ограничений на материаль-
ные функции, обеспечивающие адекватное мо-
делирование основных реологических эффек-
тов, выявлению теоретико-экспериментальные 
индикаторов (не)применимости определяюще-
го соотношения (17) и  тех эффектов, которые 
оно принципиально не может описать ни при 
каких материальных функциях.

Определяющее соотношение (17) сочетает от-
носительную простоту и широту области приме-
нимости: за счет произвольности материальных 
функций F x( )  и  V x( )  оно обобщает ряд клас-
сических моделей и  описывает широкий круг 
реологических эффектов, типичных для многих 
материалов, проявляющих вязкоупругие и  пла-
стические свойства. Определяющее соотноше-
ние (17) включает классические степенные моде-
ли вязкого течения и ползучести, реологические 
модели Гершеля–Балкли и  Шведова–Бингама, 
а  также частный случай модели Соколовского–
Малверна. В  случае F x( ) º 0 , V x x x n( ) = −1 , 
n > 1 , определяющее соотношение (17) дает сте-
пенной закон течения (Norton–Bailey model), 
самый популярный (в силу простоты) в  теории 
ползучести, вязкопластичности, гидродинамике 
неньютоновских жидкостей и  реологии поли-
меров [1, 7, 16, 21, 31, 36, 45, 46, 53, 54, 89, 90, 
216–230]. Он используется для моделирования 
зависимости скорости установившейся ползуче-
сти от напряжения [7, 16, 36, 45, 46, 53, 54, 89, 
90, 216, 218–220], течений степенных жидкостей 
(в частности, связанных с нефтедобычей) [1, 10, 
21, 31, 217], сверхпластического течения материа-
лов [221–229], движения лавин и селей [230].

Анализ свойств теоретических кривых, порож-
даемых определяющим соотношением (17) [56, 82, 
87, 92, 93, 106, 117, 119, 125, 128, 130, 211–214], по-
казал, что следует различать два основных случая, 
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в  которых определяющее соотношение (17) (или 
моделируемый материал) ведет себя по-разно-
му: 1) | ( ) |V x > 0  при всех x ¹ 0 ; 2) V x( ) º 0  
на некотором отрезке Z : [ , ] ( , )= ⊂− + − +� � � � , 
σ− ≤ 0 , σ+ ≥ 0 , σ σ+ −≠  (по определению σ-  и 
σ+   – нижняя и  верхняя грани множества нулей 
материальной функции V x( ) ). Во втором слу-
чае, пока σ( )t ZÎ , определяющее соотношение 
моделирует упругое поведение материала: дисси-
пация мала и петли гистерезиса на кривой нагру-
жения–разгрузки нет, релаксация и  ползучесть 
отсутствуют, кривая деформирования не зависит 
от скорости нагружения (или деформации) при 
ε ε ε∈ − +[ , ] , где � �± ±=: ( ) /F E ); таким образом, 
σ-  и  σ+  играют роль пределов упругости (и по-
рогов ползучести) материала при сжатии и растя-
жении, а  при σ σ> +  (или σ σ< − ) диссипация 
существенна и  начинают проявляться и  вязко-
пластические свойства. Например, в  статье [42] 
по данным испытаний комплексной полиэфир-
ной нити найден предел упругости, равный од-
ной десятой предела прочности, и апробированы 
методики идентификации определяющего соот-
ношения (17), разработанные в  [87]. Ниже будут 
приведены кривые, порожденные моделью с ма-
териальной функцией V x( ) º 0  при x ∈ − +[ , ]σ σ , 
σ+ > 0,

	 V A x n= −+ +( )σ  при x > +σ , 

	 V A x m= − −− −| |σ  при x < −σ ; � (18)

	 F x x qV x( ) ( )= + , x > 0,

A A+ − >, 0 , m n, ³ 1 , q ³ 0  (для любого q ³ 0  
выполнены ограничения ′ >F x( ) 0  и  F ( )0 0= , 
так как они выполнены для V ). При σ σ σ∈ − +[ , ] 
эта модель описывает линейно упругий материал, 
а при σ σ σ∉ − +[ , ]  проявляются реономные свой-
ства и  разносопротивляемость (если σ σ− +≠ −  
или A A− +≠  или m n¹ ).

На рис. 6а приведено семейство кривых нагру-
жения � �( , )b , порождаемых определяющим со-
отношением (17) с материальной функцией (18), 
q = 5 , σ+ = 0 1. , n = 2 , A+ = 1 , η = 10 , E = 10, 
τr =1  для скоростей нагружения b i= −10 7 , 
i = 1 6,...,  (кривые 1–6) [128]. У  всех кривых на-
гружения есть общий прямолинейный участок 
� �= E , ε ε≤ + , � �+ += / E , не зависящий от 
скорости. При σ σ> +  кривые нагружения зави-
сят от скорости и  с  ростом b  смещаются вверх. 
При b ® 0  � � �( , )b → +  для любого ε ε≥ + , т.е. 
семейство кривых нагружения � �( , )b  сходится 
к  кривой нагружения идеально упругопластиче-
ского материала с  пределом текучести σ σy = +  
( σ σ= +– прямая 0). Штриховая кривая ∞  – 
предельная кривая нагружения при b → ∞  (по-
скольку q > 0 , кривая мгновенного нагружения 
не прямолинейна при σ σ> + ). Для сравнения 
штрихпунктиром показаны предельные кривые 
нагружения при b → ∞  и  b ® 0  для σ+ = 0 05. , 
между которыми лежат все остальные диаграммы 
деформирования.

Для степенных материальных функций 
F x m= , V x n=  имеем кривые нагружения опре-
деляющего соотношения (17):

	 � � � � �( , ) ( ) ( )b E b nm n= + +− − − +1 1 1 11 .	  

	 (а)	 (б)
               

Рис. 6. Семейства кривых нагружения с разными скоростями � �( , )b , порождаемые нелинейными определяющими 
соотношениями (17).
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В случае n m> − ≥1 0  ′′ ≥F x( ) 0  и  V x( )  воз-
растает, поэтому все кривые нагружения � �( , )b  с 
b > 0  выпуклы вверх на полуоси ε > 0 . При m < 1  
это не так: на кривых нагружения есть точка пе-
региба и участок выпуклости вниз в окрестности 
нуля [128]. На рис.  6б приведены кривые нагру-
жения � �( , )b  модели с  F x m= , V x n= , m = 0 5. , 
n = 1 , η = =E 10 , τr =1  для разных скоростей: 
b i i i= × × ×− − −1 10 2 10 3 10; ; , i = 4 3 2 1; ; ;  (кривые 
нагружения для b i= × −1 10  помечены стрелка-
ми). Штриховые кривые  – предельные кривые 
� �= f E( ) , f y m= 1/ , при b → ∞  (кривые мгно-
венного нагружения) и  σ = 0  при b ® 0  (равно-
весная кривая нагружения). Штрихпунктирная 
кривая  – геометрическое место точек перегиба 
( ( ), ( )) � �b b  кривых нагружения с разными b > 0.

В работах [87, 128] аналитически изучены об-
щие свойства семейства кривых нагружения–
разгрузки–восстановления � �= ( ; , )t b1 , порож-
даемых определяющим соотношением (17), т.е. 
кривых, полученных исключением времени 
из откликов определяющего соотношения (17) 
� = �( ; , )t t b1  на программу нагружения

	 σ( )t bt=  при t tÎ [ ; ]0 1 , 

	 σ( )t bt bt= − + 2 1  при t t tÎ ( ; )1 12 , � (19)

	 σ( )t º 0  при t t> 2 1 , 

состоящую из трех стадий и зависящую от двух 
параметров: скорости нагружения и  разгрузки 
b > 0  и  длительности полуцикла нагружения 
t T1 2 0= >/ . Исследованы интервалы моно-
тонности и выпуклости кривых и условия суще-
ствования точек перегиба на участках нагрузки 
и разгрузки, величины максимальной деформа-
ции, скачков скорости деформации и пластиче-
ской деформации за цикл нагрузки–разгрузки, 
их зависимость от максимального напряжения, 
скорости и  длительности нагружения и  раз-
грузки и от характеристик материальной функ-
ции, индикаторы (не)применимости и способы 
идентификации определяющего соотношения 
по кривым нагружения–разгрузки–восстанов-
ления материала.

На рис.  7а приведены отклики � = �( ; , )t t b1  
и  кривые нагружения–разгрузки–восстановле-
ния � � �= ( ; , )t b1  определяющего соотношения 
(17) с  F x= , V x= 2  и  временем релаксации 
τr = 1  на нагружения (19) с  фиксированным 
t1 5=  и разными скоростями b i= 0 01. , i = 1 8,...,  
[128]. Кривая 4 для b = 0 04.  совпадает с  Λ( ; )t b  
для скорости b tm r

n n: ( ) //( )= =− −τ 1
1

1 1 1 25, раз-
деляющей кривые, монотонно убывающие на 
( ; )t t1 12 , и кривые с точкой максимума деформации 

на стадии разгрузки (она зарождается в  т. t t= 1 : 
Λ( )t1 0 0+ = ). С ростом b график Λ( ; )t b  смещает-

ся вверх (рис. 7а), точка максимума 


t  – вправо и 


t b t( ) ® 2 1  при b → ∞ . С убыванием τr t/ *  (с ро-
стом E ) график � = �( ; , )t t b1  на ( ; )0 2 1t  целиком 
смещается вниз, а точка максимума 



t  сдвигается 
вправо и 



t t® 2 1  при E → ∞ . После исключения t  
из параметрического представления � = �( ; , )t t b1 , 
получим кривым нагружения–разгрузки–вос-
становления в осях � �- . На рис. 7б приведены 
кривые нагружения–разгрузки–восстановления 
� � �= ( ; , )t b1  определяющего соотношения (17) с 
m = 1 5. , n = 2  (т.е. n m> ), η = 10 , E =10 , τr =1  
для t1 5=  и  разных скоростей b i= 0 01. . Синие 
штриховые кривые  – кривые нагружения–раз-
грузки–восстановления для фиксированной ско-
рости λ = 2  с  разными t1 5 10 15= ; ; . Штрихпун-
ктирная прямая – мгновенная кривая нагружения 
� � � � �= ∞ = =( ; , ) ( )*

/t Ef E 2 3 .
Отклики на треугольный импульс нагруз-

ки (19) с  деформацией, продолжающей расти 
и в начале разгрузки, и с большими остаточными 
деформациями качественно весьма сходны с на-
блюдаемыми в  испытаниях асфальтобетонов, 
твердых топлив, полиамидов, фторопласта-4 
и других материалов [43, 90, 118 ,231, 232]. В ис-
пытаниях комплексных полиэфирных нитей 
[42] он не проявлялся. Этот эффект не связан 
с нелинейностью поведения материала: его опи-
сывает даже линейное определяющее соотно-
шение (1), даже простейшая линейная модель 
Максвелла. На рис.  7в, 7г приведены графики 
� = �( )t  с  t1 5= , b = 0 01.  (кривые 1–5) для ли-
нейной модели Максвелла с  η = 10  и  разными 
E = 1 2 10 3 10 100; ; / ; ;  ( τr = 10 5 3 1 0 1; ; ; ; . ). Голубая 
кривая 2 для τr t= =1 5  разделяет кривые, мо-
нотонно убывающие на ( ; )t t1 12  (для τr t³ 1 ), 
и  кривые с  точкой максимума деформации на 
стадии разгрузки и кривые с точкой максимума 
(для τr t< 1 ). С уменьшением τr t/ *  (ростом E ) 
график Λ( )t  на ( ; )0 T  целиком смещается вниз, 
точка максимума 



t сдвигается вправо и 


t T®  
при E → ∞ . Штриховая кривая (без изломов) – 
предельная кривая семейства Λ( )t  при E → ∞ , 
η = const  ( τr ® 0 ), т.е. отклик линейно вязкого 
элемента.

Системное исследование определяющего со-
отношения (17) в цикле работ [42, 56, 82, 87, 92, 
93, 106, 117, 119, 125, 128, 130, 211–214] и других, 
показало, что его можно применять для опи-
сания комплекса основных реологических эф-
фектов, типичных для вязкоупругопластичных 
материалов, обладающих памятью, высокой чув-
ствительностью к скорости нагружения, и, воз-
можно, разносопротивляемостью, для которых 
характерны следующие особенности механиче-
ского поведения: 1) возрастающие кривые нагру-
жения с постоянной скоростью, которые могут 
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быть как выпуклыми вверх, так и могут обладать 
точкой перегиба; 2) положительная скорост-
ная чувствительность; 3) монотонное убывание 
и выпуклость кривой разгрузки или наличие на 
ней точки максимума или точки перегиба (в за-
висимости от скорости и  уровня нагружения); 
4) отсутствие восстановления (релаксации де-
формации) после импульса нагрузки, превы-
шающей предел упругости, и полной разгрузки; 
5) существенное влияние длительности и  ско-
рости нагружения на величину пластической 
деформации; 6) выраженная стадия течения 

при постоянном напряжении на диаграммах де-
формирования с постоянной скоростью и (воз-
растающая) зависимость предела текучести от 
скорости; 7) “неограниченное” нарастание пла-
стической деформации при циклическом нагру-
жении за пределом упругости (рэтчетинг без ста-
билизации и  приспособляемости, циклическое 
разупрочнение); 8) ползучесть с  постоянной 
скоростью; 9) релаксация напряжения до нуле-
вого или ненулевого значения; 10) возрастание 
податливости и  скоростной чувствительности, 
увеличение скоростей диссипации, релаксации, 

	 (а)	 (б)
               

	 (в)	 (г)
               

Рис. 7. Отклики � = �( ; , )t t b1  на программу нагружения–разгрузки–восстановления (19) и кривые нагружения–
разгрузки–восстановления � � �= ( ; , )t b1 : а, б – нелинейного определяющего соотношения (17) с  F x= , V x= 2  
и временем релаксации τr = 1  для t1 5=  и разных скоростей b i= 0 01. , i = 1 8,..., ; в, г – классической линейной 
модели Максвелла с разными τr = 10 5 3 1 0 1; ; ; ; . . Пояснения в тексте.
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ползучести и рэтчетинга с ростом температуры. 
К  таким материалам (в определенных режимах 
деформирования) относятся, например, мно-
гие полимеры, их расплавы и растворы, твердые 
топлива, асфальтобетоны, высокомодульные 
полиэтиленовые нити, геоткани и  георешетки, 
льды и мерзлые грунты, титановые и алюминие-
вые сплавы, углеродные и керамические матери-
алы при высоких температурах и т.д.

Таким образом, определяющее соотношение 
(17) обобщает несколько общеупотребительных 
моделей и описывает широкий круг реологиче-
ских эффектов (см. подробнее ниже и  работы 
[42, 56, 82, 87, 92, 93, 106, 117, 119, 125, 128, 130, 
211–214]). Однако наряду со многими достоин-
ствами у него есть и особенности, ограничива-
ющие область применимости: определяющее 
соотношение (17) не способно описывать неко-
торые эффекты, наблюдаемые при деформиро-
вании многих материалов. Например, в работах 
[92, 128, 130] доказано, что: 1) определяющее 
соотношение (17) моделирует только ползу-
честь с  постоянной скоростью (установившу-
юся ползучесть, характерную для многих пла-
стичных металлов, полимеров в  вязкотекучем 
состоянии и для материалов в состоянии сверх-
пластичности) и не способно описывать стадии 
замедленной и ускоренной ползучести, а также 
ограниченную ползучесть, свойственную, на-
пример, многим полимерам; 2) определяющее 
соотношение (17) не описывает восстановле-
ние после полной разгрузки (“обратную полз-
учесть”, “упругое последействие”), т.е. процесс 
постепенной релаксации накопленной дефор-
мации с  выходом на некоторый постоянный 
уровень при больших значениях времени, как 
это наблюдается в  испытаниях многих матери-
алов (например, для сетчатых полимеров и  для 
костной ткани кривые обратной ползучести 
стремятся к  асимптоте ε = 0 ); определяющее 
соотношение (17) описывает только мгновен-
ное восстановление упругой части деформации, 
“высокоэластичная” компонента деформации, 
обеспечивающая постепенность убывания, 
полностью отсутствует в  модели (17) (голубые 
штриховые линии на рис.  7а); 3) при цикличе-
ском нагружении за пределом упругости опреде-
ляющее соотношение (17) всегда дает рэтчетинг 
с  постоянной скоростью: “неограниченное” 
нарастание пластической деформации без ста-
билизации и  приспособляемости, циклическое 
разупрочнение.

1.4. Обобщение нелинейного определяющего 
соотношения вязкоупругопластичности типа 

Максвелла

В  связи с  обилием достоинств и  возможно-
стей определяющего соотношения (17) и  нали-
чием нескольких недостатков, целесообразно 
обобщить определяющее соотношение (17) так, 
чтобы сохранить достоинства, но устранить от-
меченные недостатки и  расширить круг опи-
сываемых им реологических эффектов и  его 
область применимости. Естественный способ 
так обобщить определяющее соотношение  – 
добавить в  него третью компоненту деформа-
ции, вязкоупругую, высокоэластическую де-
формацию, т.е. последовательно присоединить 
к  нелинейной модели Максвелла линейно вяз-
коупругий элемент (параллельное соединение 
тоже перспективно, но повлечет искажение уже 
имеющихся у определяющего соотношения (17) 
хороших свойств): ε ε ε ε= + +e v ve . Этот вязко-
упругий элемент можно выбирать по-разному: 
можно добавить фрактальный элемент Скотт–
Блэра, модели Фойгта или Кельвина и  т.п. Но 
наиболее разумным кажется максимальное об-
щение в этом направлении, т.е. добавление сла-
гаемого, управляемого не двумя–тремя параме-
трами, а  выражаемого в  общем виде линейным 
определяющим соотношением вязкоупругости 
(1) с произвольной функцией ползучести (если, 
конечно, удается, как показано в  работах [50, 
233, 234], достаточно глубоко проанализировать 
свойства столь сложного определяющего соот-
ношения, зависящего от трех произвольных ма-
териальных функций, и научиться эти свойства 
регулировать с  целью описания типичных дан-
ных испытаний материалов). 

Для общности и  удобства управления моде-
лью, ее настройки на разные материалы и  спи-
ски моделируемых эффектов введем весовой 
множитель ω Î [ ; ]0 1  (фактор нелинейности), 
позволяющий “смешивать” определяющее соот-
ношение (17) и оператор линейной вязкоупруго-
сти (1) (и моделируемые ими эффекты) в любых 
пропорциях: 

	 � � � �� � � � � � � �( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( )t E F t V d t d
t t

= + + − −− − ∫ ∫1 1

0 0

1 �

	� � � �� � � � � � � �( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( )t E F t V d t d
t t

= + + − −− − ∫ ∫1 1

0 0

1 � , t > 0.
� (20)

Таким образом, новое определяющее со-
отношение (20) представляет собой гибрид 
(и одновременное обобщение) нелинейного 
определяющего соотношения (17) и  линейно-
го соотношения вязкоупругости (1) (при ω = 0  
нелинейность отключается и  получается опре-
деляющее соотношение (1), а  при ω = 1  – со-
отношение (17)). Именно параметр ω позволяет 
регулировать вклад соотношений (17) и (1) и тем 
самым регулировать выраженность моделируе-
мых ими эффектов [50, 233, 234]. Определяющее 
соотношение (20), как и  (17) и  (1), описывает 
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процессы изотермического деформирования не-
стареющих изотропных вязкоупругих сред. 

Системное исследование нового соотноше-
ния (20) и  его трехмерного аналога (он связы-
вает истории изменения компонент девиаторов 
s , e  и первых инвариантов σ0( )t  и  ε0( )t  тензо-
ров напряжений σσ( )t  и  малых деформаций εε( )t  
в  произвольной точке тела и  содержит шесть 
материальных функций: три управляющих фор-
моизменением (F, V, Π ) и  три  – объемной де-
формацией [50]), изучение его возможностей по 
моделированию трехосных эффектов (в частности 
сценариев изменения во времени коэффициента 
поперечной деформации при ползучести и иных 
видах нагружения, влияния объемной деформа-
ции и гидростататического давления на диаграм-
му растяжения–сжатия и  т.д.) начато в  работах 
[50, 233, 234]. В  частности, выведены уравнения 
семейств кривых ползучести и  восстановления 
и  кривых нагружения с  постоянной скоростью, 
порождаемых соотношением (20) с тремя произ-
вольными материальными функциями, аналити-
чески исследованы их общие свойства и влияние 
на них параметров нагружения и  характеристик 
всех материальных функций и  сопоставлены со 
свойствами кривых ползучести и  нагружения 
скрещиваемых определяющих соотношений (17) 
и (1).

На рис.  8а приведены кривые ползуче-
сти и  восстановления трех соотношений (20) 
с  F x x( ) = , V x x x( ) | |= , E = 50 , η = 50  
(тогда τr = 1 ), функцией ползучести (3) с 
n = 1 3/ , c = 0 03.  и тремя весовыми множителя-
ми w = 0 0 5 1; . ;  (красные, черные и голубые кри-
вые) для нагружений (14) с  T = 10  и трех напря-
жений σ = 0 1 0 2 0 3. ; . ; .  (кривые 1–3) [233]. Если 
нагрузка и  разгрузка проводятся быстро, можно 
считать их мгновенными и  что программа на-
гружения состоит из двух стадий (а не четырех) 
и описывается формулой (14). Так как Π( )0 0= , 
кривые нагружения–разгрузки–восстановления 
(линейного) соотношения с  w = 0  непрерывны 
в  точке t T=  и  скачок любой кривой нагруже-
ния–разгрузки–восстановления определяюще-
го соотношения (20) с  w = 0 5.  (черные кривые) 
в  два раза меньше скачка кривой нагружения–
разгрузки–восстановления соотношения (20) с 
w = 1  (т.е. модели (17)) для того же σ . Поскольку 
v = ∞ =Π( ) 0 , для всех кривых нагружения–раз-
грузки–восстановления (линейного) соотноше-
ния с  w = 0  � �∞ =( , )T 0 , т.е. они сходятся при 
t → ∞  к общей асимптоте ε = 0. Поэтому оста-
точная деформация � �¥( , )T  модели с  w = 0 5.  
в  два раза меньше, чем у  модели (17) (асимпто-
ты кривых 1–3 показаны штрихпунктирными 
прямыми), причем восстановление происходит 

	 (а)	 (б)
   

Рис. 8. а – Кривые ползучести и восстановления для трех уровней напряжения σ = 0 1 0 2 0 3. ; . ; .  (1–3), порожден-
ные тремя соотношениями вида (20) с  F x x( ) = , V x x x( ) | |= , E = 50 , η = 50 , степенной функцией ползу-
чести (3) с  n = 1 3/ , c = 0.03 и тремя разными весовыми множителями  w = 0;0.5;1 (красные, черные и голубые 
кривые); б – кривые нагружения для скоростей b i= −10 6 , i = 1 7,...,  (1–7), порожденные тремя соотношениями 
(20) с весовыми множителями w = 1 0 5 0; . ;  (голубые, черные и синие кривые) при скрещивании соотношения 
(17) с  σ+ = 0 1. , E =10 , τr = 1  и фрактальной модели (3) с  n = 0 3. , c = 0 3. . 
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медленно (по сравнениию например, с  функ-
цией ползучести (4)). Данный пример наглядно 
показывает, насколько существенно отличаются 
кривые нагружения–разгрузки–восстановления 
соотношения (20) от кривых соотношения (17) 
благодаря введению дополнительной компонен-
ты деформации (и материальной функции Π, ко-
торая управляет ею).

На рис.  8б приведены кривые нагруже-
ния с  постоянной скоростью (по программе 
σ( )t bt= ) трех соотношений (20) с материальной 
функцией (18) с  σ+ = 0 1. , E =10 , τr = 1  и сте-
пенными функциями ползучести (3) с  u = 0 3. , 
c = 0 3. , с тремя разными весовыми множителя-
ми w = 1 0 5 0; . ;  (голубые, черные и  синие кри-
вые) для семи скоростей b i= −10 6 , i = 1 7,...,  
(кривые 1´–5´, 1–7, 1˝–7˝) [234]. Голубые кри-
вые 1´–5´ (для w = 1 ) совпадают с кривыми на-
гружения соотношения (17) (у них есть общий 
прямолинейный участок ОА, не зависящий от 
скорости: � �= E ), штриховые красные кривые 
0´ и  ∞´  – предельные кривые нагружения при 
b ® 0  и b → ∞ . Синие кривые 2˝–6˝ (для w = 0  
и  b = 0 0001 0 001 0 01 0 1 1. ; . ; . ; . ; ) совпадают с  кри-
выми 0–4 линейной фрактальной модели (3); 
она нерегулярна, Π( )0 0= , G = ∞ , Π( )∞ = ∞ , 
G ∞ = 0 , при b ® 0  семейство ее кривых нагру-
жения соотношения (20) � �( , )b  сходятся к функ-
ции σ º 0 , а  при b → ∞  семейство � �( , )b  
сходится к  ε = 0 , т.е. кривые нагружения 
� �( , )b  – к вертикальной полуоси [234]. По этой 
причине при b ® 0  семейство кривых нагруже-
ния соотношения (20) с  w Î ( ; )0 1  (см. черные 
кривые 1–7) сходится к функции σ = 0  на всей 
полуоси ε ³ 0, а  при b → ∞  сходится к  функ-
ции � � � �= = −( ) ( )E f Ew 1 , ε ³ 0 , f F= −1  
(штрихпунктирная красная кривая ∞).

1.5. Нелинейное определяющее соотношение 
для описания деформирования тиксотропных 
вязкоупругопластических жидкостей и тел 

с учетом эволюции структуры 

В статьях [235, 236, 123, 78, 126, 138] и других 
работах определящее соотношение максвеллов-
ского типа, родственное соотношению (17), по-
ложено в  основу нелинейной модели для описа-
ния сдвигового деформирования тиксотропных 
вязкоупругих жидкостей (паст, гелей, суспензий, 
полимеров в  высокоэластичном и  вязкотекучем 
состоянии, в виде расплавов и концентрирован-
ных растворов, смол, битумов, пластичных ме-
таллов и сплавов и т.д.), учитывающей взаимное 
влияние эволюции структуры и процесса дефор-
мирования (например, влияние кинетики обра-
зования и  разрушения межмолекулярных связей 
и ассоциатов макромолекул на вязкость и модуль 
сдвига и  влияние процесса деформирования на 

эту кинетику). Описание изотермического сдви-
гового деформирования таких сред опирается на 
нелинейную модель Максвелла

	  � � � �= +/ /G , � (21)

в  которой τ  – касательное напряжение, 
� �=   – скорость простого сдвига, а  модуль 

сдвига G и  динамическая вязкость η зависят 
от изменения структуры материала в  процес-
се деформирования: будем считать, что G и  η 
зависят от одного безразмерного структур-
ного параметра w t( ) : G G w= ( ) , η η= ( )w , 
w t( ) [ ; ]Î 0 1 , w w( )0 0= , w 0 0 1Î [ ; ] . Под w(t) бу-
дем понимать степень структурированности 
[123, 126], характеризующую, например, сте-
пень сшитости (геля) или степень кристаллич-
ности полимера (поскольку их кинетику можно 
описать дифференциальным уравнением вида 
(23)), или изменения в среднем размере, форме 
и  ориентации частиц фаз в  суспензиях, эмуль-
сиях, полимерных системах и  зерен в  пластич-
ных поликристаллических металлах и  сплавах, 
пористость, образование, рост и  разрушение 
агрегатов, кристаллитов или зерен, образова-
ние ван-дер-ваальсовых связей и сшивок между 
молекулами золей, гелей или растворов поли-
меров, в  частности отношение концентрации 
надмолекулярных или межмолекулярных свя-
зей (зацеплений, водородных связей, сшивок 
и т.п.) в текущий момент времени к некоторому 
максимально возможному значению концентра-
ции связей для данной температуры. Величины 
η η= ( )w  и  G G w= ( )  в выражении (21) должны 
быть неубывающими функциями от w. Можно 
выбрать их степенными или, следуя традициям 
кинетики, принять их экспоненциальными: 

	 � � �( )w e w= 0 , G w G e w( ) = 0
β , 

	 где η0 0 0,G > , 0 ≤ <� �.
� (22)

Параметры α, β определяют скорость из-
менения и  множество значений η( )w  и  G w( ) : 
� � � �

0 0£ £( )w e , G G w G e0 0£ £( ) β . Посколь-
ку вязкость обычно сильнее зависит от тем-
пературы и  структурированности, чем модуль 
сдвига, � �< . Время релаксации T G= η /  
модели Максвелла (21) выражается формулой 
T w T e w( ) ( )= −

0
� � , T G0 0 0= η / , и  потому огра-

ничение � �<  равносильно постулированию 
увеличения T w( )  с ростом w; T0  – минимальное 
время релаксации среды. 

В начальной версии модели удобно характери-
зовать текущую структуру материала только одним 
параметром w(t), не различая механизмы влияния 
разных элементов надмолекулярной структуры 
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на вязкость (или пренебрегая ими); пока будет 
важно лишь то, что материал имеет структуру, 
которая разрушается под действием напряжений 
сдвига и  может восстанавливаться. Даже такой 
простой подход (при продуманной формулировке 
эволюционного уравнения (23) для w t( ) ) и пони-
мания значимости вклада в него разных конкрет-
ных механизмов изменения структуры) позволяет 
описать множество наблюдаемых эффектов [78, 
123, 126, 138, 235, 236].

Изменение структурированности происходит 
в результате конкуренции двух основных процес-
сов: разрушения имеющихся сшивок (структур-
ных связей) и  образования новых. Рост напря-
жения ускоряет разрушение, т.е. убывание w t( )  
(вязкость при этом падает), а  скорость образо-
вания новых сшивок можем считать постоянной 
(в первом приближении, при фиксированной 
температуре) и  пропорциональной плотности 
возможных, но не реализованных сшивок (1–w). 
Поэтому кинетическое уравнение для w t( )  можно 
принять в виде

	 w k w k g s w= − −1 21( ) ( ) , � (23)

где k k1 2 0, >   – параметры, задающие скоро-
сти образования и  разрушения сшивок (вооб-
ще говоря, они зависят от температуры), g s( ), 
s ³ 0 , – возрастающая (нестрого) кусочно-глад-
кая функция, такая, что g( )0 1=  и  g( )+∞ = +∞  
(роль этого ограничения указана в  работах 
[236, 78, 123, 126]), задающая зависимость ско-
рости разрушения сшивок от безразмерного 
напряжения s t c= τ τ( ) /  (τc   – характерное ка-
сательное напряжение: пороговое или просто 
τc cG= 0 , c Î ( ; ]0 1 ). Допустим случай g s( ) = 1  
при s sÎ [ ; ]0 0 . Например, в работах [78, 123, 126, 
236] и ниже для иллюстраций использованы ма-
териальные функции

	 g s e hs( ) = , g s hs u( ) ( )= +1 , u > 0 , 

	 g hs= + +1 1ln( ) , h > 0 .
� (24)

Таким образом, в  модели (21)‒(23) (управ-
ляемой шестью материальными параметрами 
k k G1 2 0 0 0, , , ,� � > , β ³ 0 , и  одной материаль-
ной функцмей g s( )) учитывается кинетика вза-
имосвязанного протекания двух сопряженных 
процессов: сдвигового течения и  структурных 
изменений в материале. Введение безразмерного 
времени t t T= / 0  (после упрощения обозначе-
ний и  замены t  на t) [235, 123] дает уравнения 
модели (21)‒(23) в безразмерном виде:

	 s ae sew w= − −� � �( ) ,� (25)

	 w c w bg s= − +[( ( ( ))]1 1 .� (26)

Здесь s t( ) , w t( ) , t > 0   – безразмерные ка-
сательное напряжение, структурированности 
и  время, a T Gc c= =�� � � �0 0 0/ / , b k k= 2 1/ , 
c k T= 1 0  – безразмерные параметры: а зависит от 
заданной скорости сдвига ν и  начальной вязко-
сти (или времени релаксации), b и c характеризу-
ют борьбу процессов образования и разрушения 
сшивок и соотношение их скоростей с  T0 . К си-
стеме (25), (26), конечно, нужно добавить началь-
ные условия w w( )0 0=  и  s s( )0 0= . Параметр w 0  
следует рассматривать как еще один параметр 
модели, характеризующий начальное состояние 
материала, т.е. результат его предыстории (он, 
конечно, существенно влияет на кривые тече-
ния, деформирования, релаксации и ползучести, 
порождаемые определящим соотношением). Та-
ким образом, модель сводится к решению задачи 
Коши для системы двух нелинейных дифферен-
циальных уравнений (25), (26). 

В работах [78, 123, 126, 138, 235, 236] при про-
извольных материальной функции и  параметрах 
аналитически исследованы свойства положения 
равновесия, фазового портрета, интегральные 
кривых, кривых течения, деформирования, ре-
лаксации, ползучести и  восстановления, порож-
даемых определящими соотношениями, в  зави-
симости от всех шести безразмерных параметров 
a b c, , ,α > 0 , β ³ 0 , w 0 0 1Î [ ; ], от скорости сдвига 
v и  материальной функции g s( ), анализ способ-
ности модели описывать поведение не только 
жидкообразных, но и  твердообразных (густею-
щих, твердеющих, затвердевших) сред, выявлены 
основные эффекты, которые модель может или не 
может описывать (границы области применимо-
сти и ее индикаторы).

На рис.  9 приведены семейства диаграмм де-
формирования s a( , )γ  с  постоянными скоро-
стями, порожденные моделями течения тиксо-
тропных вязкоупругопластичных сред (25), (26) 
и  определящим соотношением типа Максвелла 
(17) (черные диаграммы на рис.  9а) при нагру-
жении по программам γ = at  [138] с разными а. 
Аналогичные по форме диаграммы деформиро-
вания наблюдаются в  испытаниях разных мате-
риалов (например, диаграммы деформирования 
политетрафторэтилена и  композитов на его ос-
нове [43]). Красные и голубые кривые на рис. 9б 
соответствуют одинаковому набору скоростей 
сдвига ( a = 1 37; 7 4 50 20 0 200 00 00 600 700, , , , ; , , ), но 
отличаются начальной структурированностью 
материала w 0 , от которой зависят модуль сдвига 
и вязкость (и время релаксации). Осцилляции на 
диаграммах деформирования рис. 9б появляются 
в  диапазоне скоростей a Î [ ; ]70 300  (диаграммы 
4, 5), при которых положение равновесия системы 
(25), (26) является фокусом, а не узлом [236, 123]. 
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В окрестности a = 400  (для рассматриваемой мо-
дели) осцилляции становятся быстро затухающи-
ми и вырождаются в “зуб текучести” (диаграмма 
6), а при дальнейшем повышении скорости сдви-
га точка равновесия становится узлом, и диаграм-
ма деформирования приобретает типичные очер-
тания с  хорошо выраженным прямолинейным 
участком при γ £ 2 % (красные диаграммы 7‒9 
для w 0 0 9= . ) или γ £ 6 % (голубые диаграммы 

7‒9 для w 0 0= ) и  визуальным изломом в  точке 
γ = 2 , s = 475  или точке γ = 6 , s = 460 , соответ-
ствующей обрушению структуры.

На рис.  9в, 9г приведено семейство диа-
грамм деформирования s a w( ; , )γ 0 , порожден-
ные определяющими соотношениями (25), 
(26) с  α = 100 , β = 0 , b = 0 001. , c = 0 3.  и  ма-
териальной функцией g es= /10 , при a n= 10 , 

	 (а)	 (б)
               

	 (в)	 (г)
               

Рис. 9. Диаграммы деформирования s a( , )γ  с разными скоростями а, порождаемые определяющим соотношением 
(25), (26), учитывающим эволюцию структуры, с двумя разными материальными функциями [138], и определяю-
щим соотношением типа Максвелла (17) (черные диаграммы на рис. 9а). Штриховые линии на рис. 9в и 9г – графи-
ки структурированности при тех же скоростях а (цветами от голубого до красного обозначены кривые для разных 
w 0 0 0 1 0 3 0 6 0 9= ; . ; . ; . ; . ).
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n = −6 2;...; , и  a = 10;25;50;100;125  для началь-
ной структурированности w 0 0 0 1 0 3 0 6 0 9= ; . ; . ; . ; . . 
Штриховые линии на рис. 9в, 9г – графики струк-
турированности w a w( ; , )γ 0  при тех же скоро-
стях деформирования (цветами от голубого 
до красного обозначены кривые для разных 
w 0 0 0 1 0 3 0 6 0 9= ; . ; . ; . ; . ). При изменении скоро-
сти сдвига (параметра а) на восемь порядков 
сохраняется билинейное очертание диаграмм 
деформирования , совсем не зависящее от на-
чальной структурированности w 0 : у  всех диа-
грамм деформирования есть общий начальный 
прямолинейный участок с  угловым коэффици-
ентом G G e Gw

c c= =0 0
0� � �/ /  при γ £ 1 %, не 

зависящий от скорости сдвига (стадия упруго-
сти), а  с  дальнейшим ростом γ все диаграммы 
деформирования резко выходят на горизон-
тальную асимптоту s s a= *( )  (имеют “излом”). 
Для наглядности диаграммы деформирования 
при a = 0 001 1 100. ; ;  выделены красным цветом. 
При a ³ 100  они приобретают закругленный 
переходный участок все большего радиуса пе-
ред выходом в  режим течения при постоянном 
напряжении s a*( )  (см. две верхние диаграммы 
при a = 100  и  a = 125). Структурированность 
w ( )γ  при этом сначала быстро растет почти 
до максимального значения, равного единице 
(быстро даже по времени: при всех a £ 0 1.  для 
любого w 0  w t( ) » 1  уже при t = 10 ), затем  – 
после длительного периода стабильности (это 
дает упругий участок диаграмм деформирова-
ния)  – падает (при a = 10  это происходит уже 
при t = 6  и  стадия постоянства w t( )  исчезает) 
и  стабилизируется вблизи нуля (горизонталь-
ный участок диаграмм деформирования). Рав-
новесная структурированнность w a*( )  убывает 
и  w a*( ) ® 0  при a→ ∞  (на рисунке представле-
ны графики w a w( ; , )γ 0  до a = 10 ).

На рис.  10 приведены отклики определя-
ющих соотношений (25), (26) с  b = −10 12 , 
c = 1 , α = 2 , β = 1 , G 0 100= , временем релак-
сации � �= =0 0 1/ G  и  материальной функции 
g e s= 7  на программу нагружения‒разгруз-
ки‒восстановления (19) с  фиксированным 
t1 2= , разными максимальными напряжениями 
si = 3 4 5 6; ; ;  и скоростями нагружения b s ti i= / 1  
(кривые 3, 4, 5, 6) для начальных значений струк-
турированности w 0 0 0 5 1= ; . ;  (голубые, синие 
и красные кривые 3´, 4´, 5´, 6´). На рис. 10а,10б – 
графики деформации γ( ; , )t t bi1  и  структуриро-
ванности w t t bi( ; , )1 , на рис. 10в – кривые нагру-
жения–разгрузки–восстановления � �( ; , )t bi1 . 
Очевидно, форма кривых, порожденных опреде-
ляющими соотношениями (25), (26) и (17) (рис. 7), 
сходны, но с  ростом напряжения может прои-
зойти обвал структурированности (кривые 5, 6 
и  5´, 6´ на рис.  10б), вызывающий “изломы” на 
кривых нагружения определяющих соотношений 

(25), (26) (кривые 5, 6 и 5´, 6´ на рис. 10в похожи 
на двухзвенные ломаные, привычные в  моделях 
упругопластичности с упрочнением) и усиливаю-
щий эффект возрастания деформации на стадии 
разгрузки. На кривых 3, 4 и  3´, 4´ (для малыхо 
напряжений) на рис. 10а, 10в этих эффектов еще 
нет, хотя немонотонность w t( )  появляется уже 
при si = 4  (рис. 10б). На рис. 10г приведены кри-
вые нагружения–разгрузки–восстановлени для 
s = 3 , но для начальных значений структуриро-
ванности w 0 0 0 1 0 3 0 5 0 7 1= ; . ; . ; . ; . ; , показывающие, 
как с ростом w 0  выпуклость вниз кривой нагру-
жения меняется на выпуклость вверх, как убывает 
деформация (для малого напряжения w t( )  моно-
тонно возрастает при всех w 0  – см. кривые 3 и 3´ 
на рис. 10б) и как уменьшается площадь “петли” 
под кривыми нагружения–разгрузки–восста-
новлени, равная удельной диссипации энергии 
в точке, и остаточная деформация после полной 
разгрузки. 

На рис.  10д, 10е приведены кривые нагруже-
ния–разгрузки–восстановления для более высо-
ких напряжений s = 5  и  s = 6 . Их форму сильно 
изменили два описанных эффекта, но изменение 
кривых нагружения–разгрузки–восстановлени 
с ростом w 0  те же, что и на рис. 10г.

Кривые ползучести, релаксации и  цикличе-
ского нагружения, порожденные определяющими 
соотношениями (25), (26), будут приведены ниже 
и сопоставлены с кривыми испытаний конкрет-
ных материалов.

2. ЦЕЛИ И СИСТЕМА ПРОГРАММ 
КВАЗИСТАТИЧЕСКИХ ИСПЫТАНИЙ 

ПОЛИМЕРОВ И ПКМ ДЛЯ КОМПЛЕКСНОГО 
ИЗУЧЕНИЯ ИХ РЕОНОМНЫХ СВОЙСТВ, 
ВЫБОРА И ИДЕНТИФИКАЦИИ МОДЕЛИ

На первом этапе исследования материала не-
обходимо провести испытания при одноосных 
квазистатических нагружениях (растяжение, сжа-
тие или сдвиг) по разным программам (см. ниже) 
при фиксированных температурах из намеченно-
го диапазона (с последующим анализом струк-
туры испытанных образцов) для исследования 
наличия и особенностей проявления следующих 
важнейших эффектов (это базовая часть необхо-
димого списка).
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	 (а)	 (б)
               

	 (в)	 (г)
               

	 (д)	 (е)
               

Рис. 10. Отклики определяющих соотношений (25), (26) с  временем релаксации τ = 1  на программу нагруже-
ния–разгрузки–восстановления (19) с  t1 2=  и разными максимальными напряжениями si = 3 4 5 6; ; ;  (кривые 3, 
4, 5, 6) для разных начальных значений структурированности w 0 : а–в – графики деформации γ( ; , )t t bi1 , струк-
турированности w t t bi( ; , )1  и кривые нагружения–разгрузки–восстановления � �( ; , )t bi1  для w 0 0 0 5 1= ; . ;  (голу-
бые, синие и красные кривые 3´, 4´, 5´, 6´); г–е – кривые нагружения–разгрузки–восстановлени � �( ; , )t bi1  для 
w 0 0 0 1 0 3 0 5 0 7 1= ; . ; . ; . ; . ;  при трех максимальных напряжений s = 3 , s = 5  и  s = 6
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2.1. Скоростная чувствительность и особенности 
формы диаграмм деформирования с постоянными 

скоростями до разрушения образца

При нагружении по программам ε(t) = at стро-
ятся семейства откликов σ σ= ( , )t a  и диаграммы 
деформирования � �( , )a  при разных скоростях 
деформирования a (или скоростях движения за-
хвата, как часто бывает на практике), изучается 
выраженность зависимости семейства диаграмм 
деформирования � �( , )a  (рис. 1, 4, 6, 9), мгновен-
ного и  касательного модуля, предела текучести 
(если он есть), напряжения и  деформации при 
разрушении от скорости a при фиксированных 
величинах температуры; исследование существо-
вания равновесной диаграммы (предельной при 
скорости деформирования, стремящейся к нулю). 
У большинства структурно-стабильных материа-
лов семейства диаграмм деформирования � �( , )a  
возрастают по a [83, 84, 87, 176] (рис. 1, 4, 6), но 
у материалов с изменяющейся в процессе дефор-
мирования структурой монотонность по a и ε мо-
жет нарушаться (рис. 9) [78, 138].

Целесообразно начинать исследование мате-
риала с испытаний на деформирование или нагру-
жение с постоянными скоростями до разрушения 
образца, поскольку (минимальные и  максималь-
ные) напряжения и деформации при разрушении 
σ*  и ε*  (как и пределы упругости и текучести) по-
служат важными ориентирами при планировании 
испытаний без разрушения образца [42, 43, 214] 
при выборе параметров более сложных программ 
нагружений (на нагрузку–разгрузку, ползучесть 
и восстановление, ступенчатое и циклическое на-
гружение и т.д. – см. ниже).

На рис.  1,  4,  6 приведены семейства диаграмм 
деформирования � �( , )a  разной формы, порожден-
ные линейным определяющим соотношением 
(1), определяющим соотношением Работнова (5) 
и  определяющим соотношением типа Максвел-
ла (17). На рис. 9 приведены семейства диаграмм 
деформирования � �( , )a  разной формы, порожда-
емые моделью течения тиксотропных вязкоупру-
гопластичных сред (25), (26), учитывающей вза-
имное влияние эволюции структуры и  процесса 
деформирования, и определяющего соотношения 
типа Максвелла (17) (черные диаграммы на рис. 9а) 
при нагружении по программам γ = at  с разными 
а [138]. Аналогичные по форме диаграммы дефор-
мирования наблюдаются в испытаниях разных ма-
териалов (например, диаграммы деформирования 
полиэтилена или политетрафторэтилена и компо-
зитов на его основе [43]).

По семейству откликов σ σ= ( , )t a  (по его за-
висимости от a) можно оценить диапазон ли-
нейности поведения материала (применимости 
линейного определяющего соотношения вязкоу-
пругости (1)), т.е. диапазон скоростей, в котором 

отклик σ σ= ( , )t a  пропорционален скорости a 
(σ( , ) /t a a  не зависит от a). Подчеркнем, что это 
лишь необходимое условие линейности [135, 176], 
и  лучше использовать его нарушение как доста-
точное условие неприменимости линейной тео-
рии: если зависимость отношения σ( , ) /t a a  от a 
становится заметной (превышает заданный до-
пуск в рабочем диапазоне времен), то использо-
вать линейное определяющее соотношение (1) 
нельзя. Отметим, что важно использовать имен-
но отклик σ σ= ( , )t a  как функцию времени, а не 
деформации, ибо определяющее соотношение 
(1) порождает диаграммы деформирования вида 
� � � �( , ) ( / )a P a= , где P t( )  – осреднение функции 
релаксации [84, 176], и  эта функция не линейна 
по a (� �( , ) /a a  зависит от a). Нельзя использовать 
линейное определяющее соотношение (1) и в том 
случае, когда экспериментальные диаграммы де-
формирования имеют точки перегиба и  участки 
выпуклости вниз (рис.  4 и  6б), поскольку опре-
деляющее соотношение (1) при любом a порож-
дает возрастающие выпуклые вверх диаграммы 
деформирования � �( )  [84, 176] (рис. 1).

На рис.  11 приведены результаты испыта-
ний на растяжение образцов-лопаток поли-
тетрафторэтилена со скоростями траверсы 
V = 0 6 0 00. ;;6;6 6  мм/мин (соответствующие сред-
ние по времени и рабочей части образца скорости 
деформации: a = 0 143 1 43 14 3. . .; ; ;143 × − −10 3 1c ) 
[43]. На рис. 11а представлены начальные участки 
графиков номинального напряжения от времени 
σ( , )t a  (до 170с), а на рис. 11б – диаграммы дефор-
мирования � �( , )a , полученные исключением па-
раметра t a= ε /  в зависимостях σ( , )t a  с рис. 11а. 
Очевидно, нет линейной зависимости σ( , )t a  от 
а (по крайней мере для t > 3 с), и потому нельзя 
использовать линейное определяющее соотно-
шение (1). На всех диаграммах деформирования 
есть длинная площадка текучести и стадия упроч-
нения после нее. 

Высокая скоростная чувствительность ПТФЭ 
(рис.  11б) тормозит и  останавливает локализа-
цию деформации, останавливает развитие шейки 
и обеспечивает выраженную площадку текучести, 
довольно длительный участок упрочнения за ней 
и,  в  итоге, большой ресурс пластичности (боль-
шую деформацию при разрушении). Структур-
ные корни этих свойств (и накопления необрати-
мой деформации при ползучести и циклическом 
нагружении с малыми нагрузками – см. ниже) – 
ламелярное строение кристаллитов ПТФЭ и низ-
кая прочность кристаллитов на сдвиг (и растя-
жение), из-за которой кристаллиты не могут 
препятствовать развитию деформации, т.е. сколь-
жению и перестройкам фибрилл. С увеличением 
скорости растяжения графики σ( , )t a  и  диаграм-
мы деформирования � �( , )a  смещаются вверх 
(напряжения растут), значительно уменьшается 
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абсолютное удлинение при разрыве и время при 
разрыве. Деформации и  напряжения в  момент 
разрыва ε*  и  σ*  и  пределы текучести видны на 
рис. 11б: σ*( )a  практически не зависит от а и ле-
жит в  диапазоне 18–20 МПа, предел текучести 
сильно зависит и монотонно возрастает по а  (на 
70%), а  ε*( )a  убывает по а (почти в 2 раза). Время 
до разрыва при V = 0 6. мм/мин (черная кривая) 
составило 27600  с, при V = 6   мм/мин (голубая 
кривая)  – 2108  с, при V = 60 мм/мин (красная 
кривая)  – 172  с, а  при V = 600 мм/мин (зеленая 
кривая) – 14.7 с. Более подробные данные испы-
таний см. в работе [43].

2.2. Свойства кривых нагружения  
с постоянными скоростями

Аналогично при нагружении σ(t)  =  bt с  по-
стоянной скоростью b > 0  строятся и изучаются 
семейства откликов ε( , )t b  и диаграммы деформи-
рования � �( , )b  (или � � �= ( , )b ) при разных ско-
ростях нагружения [237, 82, 83, 138]. На рис. 4а, 6, 
7 и 9б приведены кривые нагружения � � �= ( , )b , 
порождаемые нелинейными определяющими со-
отношениями Работнова (5) и  определяющим 
соотношением типа Максвелла (17) и  его обоб-
щением определяющим соотношением (20) с раз-
ными парами материальных функций при раз-
личных скоростях нагружения [83, 138]. Они дают 
представление о разнообразии форм кривых на-
гружения, порождаемых этими определяющими 
соотношениями, все эти формы и эффекты, об-
суждавшиеся выше, наблюдаются в  испытаниях 
разных материалов. Линейное определяющее со-
отношение (1) при любом b порождает возраста-
ющие выпуклые вверх диаграммы деформирова-
ния � � �= ( , )b  [83, 237], качественно близкие по 
форме к диаграммам деформирования на рис. 1. 
Нельзя использовать линейное определяющее 

соотношение и  в  том случае, когда эксперимен-
тальные кривые нагружения имеют точки пере-
гиба (рис.  4) и  участки выпуклости вниз (рис.  4 
и 6б). Все нелинейные определяющие соотноше-
ния, рассмотренные выше, способны описывать 
самые разные формы кривых нагружения, и  для 
проверки их применимости нужны более тонкие 
количественные индикаторы [42, 82, 83, 87, 92, 
130, 195, 212–215].

2.3. Зависимость диаграмм деформирования  
от температуры

Построение диаграмм деформирования при 
заданных скоростях деформирования, но при раз-
ных температурах из рабочего диапазона, опреде-
ление минимальной температуры, при которой 
на диаграмме появляется выраженная площадка 
текучести (горизонтальный участок), исследова-
ние зависимости мгновенного модуля, пределов 
пропорциональности и  текучести, напряжения 
и деформации при разрушении и показателя ско-
ростной чувствительности материала от темпера-
туры и  т.п. приведены в  работах [1, 7–12, 15–21, 
23–28, 30–36, 79–81, 124, 125].

В квазистатических испытаниях большинства 
стабильных материалов (в которых не происхо-
дят химические, фазовые и структурные превра-
щения) с повышением температуры наблюдается 
смещение вниз кривых релаксации и  смещение 
вверх кривых ползучести, увеличение скоростей 
ползучести и релаксации, смещение вниз всех ди-
аграмм деформирования σ = σ(ε, a) и σ = σ(ε, b) 
с постоянными скоростями деформирования или 
нагружения, уменьшение мгновенного модуля 
и  предела текучести (если есть площадка теку-
чести на диаграммах деформирования). В  ста-
тье [125] этот вопрос проанализирован для 

	 (а)	 (б)
               

Рис. 11. Начальные участки графиков σ( , )t a  (а) и диаграммы деформирования � �( , )a  (б) образцов ПТФЭ для ско-
ростей траверсы V = 0 6 0 00. ;;6;6 6  мм/мин (черная, синяя , красная и зеленые кривые), т.е. для средних по време-
ни и рабочей части образца скоростей деформации a = 0 14 1 4 14. .; ; ;143 ⋅ − −10 3 1c .
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определяющего сооношения (17) с  произволь-
ными материальными функциями и  зависимо-
стями модуля упругости и  вязкости E E T= ( )  и 
η η= ( )T  от температуры и  доказан критерий: 
чтобы теоретические кривые деформирования, 
релаксации и ползучести определяющего соотно-
шения (17) вели себя при изменении температуры 
так же, как и кривые изотермических испытаний 
большинства стабильных вязкоупругопластич-
ных материалов, необходимо и достаточно, чтобы 
E  и η, а также время релаксации � �r E= / , были 
убывающими функциями T  (или гомологической 
температуры, или отношения к температуре сте-
клования для полимеров). Для обеспечения убы-
вания E T( ) , η( )T  и  τr T( )  можно, например, за-
дать их в виде � � �= 0 exp( / )T , E E T= 0 exp( / )β , 
� �> > 0. 

2.4. Особенности кривых нагружения–разгрузки–
восстановления материала

Эти кривые (кривые нагружения–разгрузки–
восстановления) строятся по результатам испыта-
ний по трехстадийным программам нагружения 
(19) (рис. 12а). 

Исследуются криволинейность или прямо-
линейность ветви разгрузки на кривых нагруже-
ния–разгрузки–восстановления, зависимость 
максимальной и остаточной деформации от тем-
пературы и  скорости нагружения и  разгрузки, 
скорость и полнота восстановления после снятия 
нагрузки [42, 43, 87, 128] (рис. 7 и 10). Нагружения 
проводятся с разными скоростями bi  до величин 
напряжения σi ib t= 1  (например, σ σ = i * / 10 , 
где σ*  – минимальное напряжение при разруше-
нии, найденное в серии 1). На рис. 12а третья ста-
дия программы (19) с σ(t)  ≡  0 обрезана: она на-
много длительнее. По результатам испытаний (19) 
строятся отклики – зависимость деформации от 
времени ε( ; , )t t bi1  при разных σi ib t= 1  (рис.  7а, 
7в, 10а, 13а, 14б), по которым строятся (после 

исключения параметра времени) кривые нагру-
жения–разгрузки–восстановления � � �= ( ; , )t bi1  
при разных скоростях bi (рис. 7б, 7г, 10в, 10г, 13б, 
14в). Необходимо построить и  кривые нагруже-
ния–разгрузки при разных значениях длитель-
ности нагружения t1  [42, 43, 87], ибо у  каждого 
определяющего соотношения есть индикаторы 
(не)применимости, по кривым нагружения–раз-
грузки–восстановления с разными t1 .

На рис.  13 приведены экспериментальные 
отклики ε( ; , )t t bi1  на нагружение (19) (рис.  13а) 
и  кривые нагружения–разгрузки–восстанов-
ления � � �= ( ; , )t bi1  (рис.  13б) образца ком-
позита на основе ПТФЭ, наполненного 5% 
мелкодисперсного серпентина [43, 238], при 
t1 300= с, σ σ = i * / 10 , i = 1 5,..., , σ* = 16 МПа, 
т.е. σ = 1 6 3 2 4 8 6 4 8 0. ; . ; . ; . ; .   МПа (на рис.  13а по-
казана только четверть стадии восстановления). 
Отклики ПТФЭ на треугольный импульс нагруз-
ки (19) с  деформацией, продолжающей расти 
и  в  начале разгрузки, и  с  большими остаточны-
ми деформациями качественно весьма сходны 
с наблюдаемыми в испытаниях асфальтобетонов, 
твердых топлив и других материалов [43, 90, 118, 
231, 232]. В испытаниях комплексных полиэфир-
ных нитей [42] он не проявлялся. Этот эффект не 
связан с  нелинейностью поведения материала: 
его описывает даже линейное определяющее со-
отношение (1), даже простейшая линейная мо-
дель Максвелла (см. рис. 7в, 7г). Кривые нагруже-
ния–разгрузки–восстановления, порождаемые 
нелинейным соотношением типа Максвелла (17) 
(рис.  7а, 7б) и  нелинейным определяющим со-
отношением (25), (26) для тиксотропных сред, 
учитывающим эволюцию структуры (рис.  10в), 
качественно схожи по форме с  кривыми нагру-
жения–разгрузки–восстановления ПТФЭ [43] 
и  композитов на его основе на рис.  13, поэтому 
(после проверки системы индикаторов по кри-
вым нагружения–разгрузки–восстановления 
и  по кривым ползучести) эти определяющие 

	 (а)	 (б)
               

Рис. 12. Программы нагружения (19) и (14) (в испытаниях на нагрузку–разгрузку–восстановление и на ползучесть 
и восстановление) с разными параметрами нагружения.
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	 (а)	 (б)
               

Рис. 13. Кривые нагружения–разгрузки–восстановления ε( ; , )t t bi1  и  � �( ; , )t b1  образцов композита на основе 
ПТФЭ на программы нагружения (19) с  t1 300=  с, σ σ

i i= * / 10, i = 1 5,...,  (рис. 12а) [43].

	 (а)	 (б)
               

	 (в)	 (г)
               

Рис. 14. Кривые нагружения–разгрузки–восстановления образцов полиэфирной нити вида (19) при разных скоро-
стях нагружения и разгрузки [42]: а – программы нагружения, б – графики деформации ε( ; , )t t bi1  образцов от вре-
мени, в – кривые нагружения–разгрузки–восстановления � � �= ( ; , )t b1 , построенные по данным испытаний; 
г – увеличенные кривые нагружения–разгрузки–восстановления 1–3, 8–10 при малом напряжении.
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соотношения можно примерить к описанию по-
ведения ПТФЭ [42, 87].

На рис. 14 приведены девять программ нагру-
жения (19) (рис. 14а) и кривые нагружения–раз-
грузки–восстановления образцов комплексной 
полиэфирной нити 110×2Z50 с линейной плотно-
стью θ = 220 текс, содержащей 300 элементарных 
филаментов диаметром 26 мкм [42]. Растяжение 
образца производилось до заданного максималь-
ного напряжения σ σ

i i= * / 10, i = 1 7,..., , в 10–
70% от предела прочности σ* = ±960 40   МПа 
(кривые 1–7 на рис. 14б) при фиксированном вре-
мени нагружения t t1 =  , t = 300 с (со скоростя-
ми b b ti i= = 0 1. * /σ  , т.е. b1 0 32= .  МПа/с и 
b bi i= 1), а также при t t1 3=   со скоростями b b1 2,  
(кривые 8, 9) и  при t t* = 5 , b b= 1  (кривая 10). 
После полной разгрузки (до 2 Н) удлинение об-
разца измерялось в течение t tr = 12  (1 ч) для ана-
лиза процесса восстановления (кривые 8–10 об-
резаны при t = 4200  с). 

На рис.  14б приведены графики измеренной 
деформации ε( ; , )t t bi1  образцов от времени, на 
рис.  14в  – кривые нагружения–разгрузки–вос-
становления � � �= ( , , )b t1 , на рис.  14г  – увели-
ченные кривые нагружения–разгрузки–вос-
становления 1–3, 8–10 при малом напряжении 
для оценки предела упругости по ширине петли 
гистерезиса и  остаточной деформации [42]. Эти 
и  другие проведенные испытания полиэфирной 
нити показывают, что при σ σ> 0 1. *  нити про-
являют свойства, характерные для вязкоупруго-
пластичных материалов: зависимость диаграммы 
нагружения от скорости нагружения (скоростную 
чувствительность), несовпадение кривой разгруз-
ки с кривой нагружения (наличие петли гистере-
зиса и  существенной диссипации), ползучесть, 
восстановление, наличие остаточной деформа-
ции, зависящей от предыстории нагружения. При 
этом зависимость откликов материала ε( ; , )t b t1  
(рис.  14б) от скорости нагружения нелинейна 
(как и  кривых ползучести от уровня нагрузки) 
[42]. В связи с этим для моделирования поведения 
нитей недостаточно линейного определяющего 
соотношения вязкоупругости (1) и  необходимо 
использовать физически нелинейные определяю-
щие соотношения.

2.5. Ползучесть при постоянной нагрузке

Быстрое нагружение на начальной стадии до 
заданного уровня напряжения, можно считать 
мгновенным при математической обработке для ее 
упрощения (рис. 12б, первая стадия): σ σ( ) ( )t h t= , 
t > 0 , где h( )t  – функция Хевисайда. Измеряет-
ся развитие деформации во времени и  строится 
семейство кривых ползучести � �( ; )t  при разных 
уровнях напряжения σ  (рис. 3, первая стадия на 
рис. 8а и рис. 16), изучается зависимость средней 

и  минимальной скорости ползучести от уров-
ня напряжения σ  и от температуры, склонность 
материала к  ограниченной ползучести (наличие 
горизонтальных асимптот у  кривых ползучести) 
или к установившейся ползучести (с постоянной 
скоростью) и  течению при достаточно высоких 
температурах, ищется нижняя граница темпера-
тур, при которых ползучесть не замедляется с те-
чением времени вплоть до разрушения [16, 25, 26, 
43–51, 54–57, 78, 104–108, 114, 125, 135, 136, 165, 
209–214, 218, 219, 225, 226, 233].

Ограниченная ползучесть моделируется, на-
пример, линейным определяющим соотношени-
ем (1) или нелинейным определяющим соотно-
шением Работнова (5) с ограниченной функцией 
ползучести [51, 94, 105, 129, 134, 137, 189, 190], 
а  второй  – этими же определяющим соотноше-
нием с функцией ползучести, имеющей наклон-
ную асимптоту, или нелинейным определяющим 
соотношением вязкоупругопластичности (17) [56, 
117, 130, 212–215] и его обобщениями (20) и (25), 
(26) [50, 126, 233, 234, 243]. По зависимости экспе-
риментальных кривых ползучести от напряжения 
σ  определяется диапазон линейности поведения 
материала (диапазон напряжений, в котором по-
датливость � � �( ; ) /t  не зависит от уровня на-
пряжения), точнее, диапазон (не)применимо-
сти линейного определяющего соотношения (1). 
Подчеркнем, что это лишь необходимое условие 
линейности, и  лучше использовать его наруше-
ние как достаточное условие нелинейности: если 
зависимость податливости � � �( ; ) /t  от σ  стано-
вится заметной (превышает допуск), то исполь-
зовать линейное определяющее соотношение (1) 
нельзя.

На рис.  3 приведены кривые ползучести, по-
рожденные линейным определяющим соотноше-
нием (1) и определяющим соотношением Работ-
нова (5) и с разными материальными функциями, 
на рис. 8а – нелинейными определяющими соот-
ношениями (17) и (20).

На рис. 15 приведены кривые ползучести и гра-
фики структурированности w t( ) , порожденные 
двумя определяющими соотношениями (25), (26) 
с  разными материальными функциями и  одина-
ковыми параметрами при уровнях напряжений 
s = 5 6 7 8 9 10; ; ; ; ;  и  при трех начальных структу-
рированностях w 0 0 0 5 1= ; . ;  (голубые, черные 
штриховые и красные кривые) [126]. На рис. 15а, 
15б – для модели с экспоненциальной материаль-
ной функцией g e hs= , h = 1 , на рис. 15в, 15г – 
для модели с линейной материальной функцией 
g hs= +1 , h = 100 . 

Голубые кривые на рис. 15а, 15в, соответству-
ющие w 0 0= , сильно отличаются от прямо-
линейных, приобретают привычный для твер-
дых тел вид ограниченных кривых ползучести 
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с  горизонтальной асимптотой (математически 
это не так, асимптота наклонная, но угол наклона 
мал и  начальном участке не заметен), т.е. опре-
деляющее соотношение способно описывать не 
только установившуюся и  ускоряющуюся полз-
учесть. Это связано с  тем, что низкая начальная 
структурированность быстро нарастает при уме-
ренных напряжениях, и материал густеет и твер-
деет (голубые графики на рис. 15б, 15г). Однако, 
чем выше напряжение, тем ниже асимптота w t( )  
(рис. 15б), тем меньше степень “твердения”, и го-
лубые кривые при s = 9 10;  на рис. 15а уже снова 

приобретают форму, близкую к  кривым устано-
вившейся ползучести. Если же начальная струк-
турированность велика, то w t( )  убывает под дей-
ствием напряжения и  тем быстрее, чем выше s  
[126] (см. красные кривые для w 0 1=  на рис. 15б, 
15г), и кривые ползучести (при достаточно боль-
шом s ) приобретают ускоренный рост (рис. 15а), 
хотя при малых напряжениях деформации почти 
не росли (заметная ползучесть отсутствовала).

Если исследуется длительная прочность при 
ползучести [54–58, 189], то надо проводить 

	 (а)	 (б)
               

	 (в)	 (г)
               

Рис. 15. Кривые ползучести и структурированность w t( )  для напряжений s = 5 6 7 8 9 10; ; ; ; ;  и трех начальных со-
стояний w 0 0 0 5 1= ; . ;  (голубые, черные штриховые и красные кривые), порожденные двумя моделями (25), (26) 
с одинаковыми параметрами, но разными материальными функциями: а, б – для модели с материальной функцией 
g e hs= , h = 1 ; в, г – для модели с  g hs= +1 , h = 100 .
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испытание до разрушения, чтобы определить за-
висимость времени разрушения при ползучести 
от напряжения, т.е. построить кривую длитель-
ной прочности при данной температуре или не-
сколько кривых при разных температурах, чтобы 
исследовать зависимость длительной прочности 
от температуры. По данным испытаний образцов 
на ползучесть при фиксированном уровне напря-
жения и  при разных постоянных температурах 
можно построить семейство кривых ползучести 
и  для каждого напряжения и  построить (спро-
гнозировать) единую кривую ползучести на суще-
ственно большем интервале времени, чем время 
испытаний (на основе температурно-временной 
аналогии, если она справедлива для исследуемого 
материала).

2.6. Восстановление при полной разгрузке после 
ползучести

Восстановление изучается в  испытаниях из 
двух длительных стадий (рис.  12б): стадии полз-
учести при достаточно низких нагрузках σ , как 
правило, не превышающих 0.5–0.7 предела проч-
ности σ* , и не слишком большом времени их при-
ложения T (чтобы исключить разрушение) и ста-
дии восстановления после полной разгрузки (оно 
может продолжаться долго, и  потому надежно 
оценить необратимую часть деформации можно 
только в длительных испытаниях). Если нагрузка 
и разгрузка проводятся быстро, можно считать их 
мгновенными и считать, что программа нагруже-
ния состоит из двух стадий (а не четырех) и опи-
сывается формулой (14) (прямоугольный импульс 
нагрузки длительности T). По результатам ис-
пытания строится семейство кривых ползучести 
и  восстановления � �( ; , )t T  при разных уровнях 
напряжения σ  (рис. 4а, 8а и 16) и, возможно, раз-
ных длительностях стадий ползучести и  восста-
новления. Изучается скорость и  глубина восста-
новления, стабилизация и  величина остаточной 
деформации (к концу испытания) в зависимости 
от уровня нагрузки и  длительности нагружения 
(и температуры) [16, 25, 26, 44–47, 54, 56, 94, 126, 
129–137, 212–214, 233].

На рис.  16а, 16б приведены кривые полз-
учести и  восстановления полиэфирной нити 
[42] (а) и  полиамида-6 [50] при растяжении 
для разных уровней нагрузки. На рис.  8а пред-
ставлены кривые ползучести и  восстановления 
� �( ; , )t T , порожденные тремя определяющими 
соотношениями: 1) линейным соотношением 
вязкоупругости с  функцией ползучести вида (3); 
2) нелинейным соотношением типа Максвелла 
(17); 3) нелинейным соотношением (20), полу-
ченным их скрещиванием [50]. Хорошо видны 
качественные сходства и  отличия кривые ползу-
чести и восстановления на рис. 8а и 16а, 16б.

На рис.  16в приведены кривые ползучести 
и восстановления � �( ; , )t T  при растяжении образ-
цов-лопаток ПТФЭ силами P P£ 0 5. *  (до 50% от 
разрушающей силы и напряжения σ* = 18  МПа, 
найденных в  испытаниях с  постоянной скоро-
стью деформирования  – рис.  11), т.е. силами 
P = 50 100 150 175 200 225 250; ; ; ; ; ; Н. Длительности 
стадий ползучести и восстановления – по 4 ч [43]. 
Во всех испытаниях, даже при самых малых на-
грузках в  σ σ= 0 1. * , наблюдалась ползучесть при 
постоянной нагрузке и накопление необратимых 
деформаций: быстрый рост деформаций без за-
метного замедления и  выхода на асимптоту, не-
полное восстановление с  выходом на ненулевую 
асимптоту. Как и  следовало ожидать, семейство 
кривых ползучести и  восстановления � �( ; , )t T  
монотонно возрастает по параметру σ , причем 
особенно быстрый рост деформации (интен-
сификация ползучести) начинается с  нагрузки 
P P> =0 45 225. *   Н (красная кривая); в  частно-
сти, возрастают средняя скорость ползучести 
и  остаточная (пластическая) деформация по-
сле снятия нагрузки и  выдержки в  течение 4 ч. 
При уровнях нагрузки P P£ 0 5. * , т.е. P £ 250  Н 
и  σ £ 9 МПа деформация не превосходят 9% 
и  кривые ползучести и  восстановления имеют 
обычную форму, типичную для большинства вяз-
коупругопластичных материалов. При P P> 0 5. *  
деформации резко возрастают и  формы кривые 
ползучести меняются [43]. По рис.  16в хорошо 
видно, что уже при P P= =0 3 150. *  Н наблюдает-
ся заметное отклонение от подобия кривых полз-
учести (их пропорциональности напряжению 
и одной и той же функции времени); это означает, 
что ПТФЭ можно считать линейно вязкоупругим 
лишь при нагрузках, не превышающих σ σ= 0 2. *  
(или менее), и можно попытаться описывать зави-
симость деформации ε( )t  от истории нагружения 
σ( )t  линейным определяющим соотношением 
(1), а  проявлениями физической нелинейности 
можно пренебречь [43]. При бо́льших напряже-
ниях (усилиях) нельзя пренебрегать эффектами 
физической нелинейности при моделировании 
и  надо выбирать физически (и геометрически) 
нелинейное определяющее соотношение.

На рис.  16г приведены экспериментальные 
кривые ползучести и  восстановления при 
растяжении образцов композитов на основе 
ПТФЭ с  5% мелкодисперсного серпентина [43], 
модифицированных дозой облучения 80 кГр 
в расплаве по технологии [239–242], измеренные 
в  испытаниях по программам рис.  12б: длитель-
ности стадий ползучести и восстановления – по 
4 ч, σ σ= i * / 10 , i = 1 5,..., , σ* = 16 МПа, т.е. 
σ = 1 6 3 2 4 8 6 4 8 0. ; . ; . ; . ; . МПа. 

2.7. Релаксация напряжений  
при постоянной деформации
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Деформирование с высокой скоростью на на-
чальной стадии до заданного уровня деформации 
можно считать мгновенным при математической 
обработке для ее упрощения: ε ε( ) ( )t t= h , ε > 0 . 
Отклики материала или определяющего соотно-
шения на такие процессы  – семейство кривых 
релаксации � �( ; )t . Например, на рис. 2 приведе-
ны кривые релаксации, порожденные определя-
ющим соотношением Работнова (5). Изучаются 
зависимость кривых релаксации от времени (вы-
пуклость вниз, горизонтальная асимптота, спектр 
времен релаксации и т.п.) и от заданного уровня 
деформации ε , определяется диапазон (не)при-
менимости линейной вязкоупругости по незави-
симости экспериментального модуля релаксации 
� � � �= ( ; )/t  от ε  (в линейной вязкоупругости 
� �( ; )t  не зависит от ε  и  совпадает с  функцией 
релаксации) [71, 72, 78, 94, 119]. Подчеркнем, что 
независимость � �( ; )t  от ε  – лишь необходимое 
условие линейности, и  лучше использовать его 
нарушение как достаточное условие нелинейно-
сти. Следует заметить также, что подобие кривых 

релаксации � �( ; )t  (т.е. свойство � � � �( ; ) ( ; )t C C t= ) 
совсем не гарантирует линейность поведения мате-
риала: например, физически нелинейное соотно-
шение Работнова порождает подобные кривые 
релаксации � � � �( , ) ( ) ( )t R t=  при мгновенном 
нагружении и способно моделировать любой тип 
зависимости модуля релаксации � �( ; )t  от уровня 
деформации (убывание, возрастание, немоно-
тонность) при надлежащем выборе материальной 
функции (рис. 2б) [72]. Другие примеры соблюде-
ния подобия кривых релаксации, порожденных 
нелинейным определяющим соотношением, дают 
нелинейное соотношение, предложенное в статье 
[48] и определяющие соотношения течения тик-
сотропных вязкоупругопластичных сред (25), (26) 
(см. работу [78] и комментарии к рис. 17).

По испытаниям при разных температурах ис-
следуется зависимость семейства кривых релак-
сации (скорости и  полноты релаксации) от тем-
пературы [125]. 

	 (а)	 (б)
               

	 (в)	 (г)
               

Рис. 16. Экспериментальные кривые ползучести и восстановления при растяжении по программе (14) для разных 
уровней нагрузки [50,43]: а  – полиэфирной нити; б  – полиамида-6; в  – ПТФЭ при растягивающих усилиях 
P P£ 0 5. * ; г – композита на основе ПТФЭ с 5% серпентина, модифицированных дозой облучения 80 кГр в рас-
плаве по технологии [239–242]. 
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При любых материальных функциях семей-
ство кривых релаксации соотношения Работнова 
� � � �( , ) ( ) ( )t R t=  (и линейного соотношения (1)) 
возрастает по параметру ε  (кривые сдвигаются 
вверх с  ростом деформации), а  каждая кривая 
убывает по времени (это необходимые индикато-
ры их применимости). Для модели течения тик-
сотропных вязкоупругопластичных сред (25), (26) 
второе свойство сохраняется, а первое нарушает-
ся из-за изменения структурированности в  про-
цессе релаксации. 

На рис.  17a приведены кривые релакса-
ции s t s w( ; , )0 0  и  графики структурирован-
ности w t s w( ; , )0 0  (штриховые линии), по-
рожденные соотношениями (25), (26) с  α = 2 , 
β = 1 , b = −10 12 , c = 0 3.  и  материальной функ-
цией g e hs= , h = 0 07. , для фиксированной 
начальной структурированности w 0 0 1= .  
и  пяти значений начального напряжения 
s0 100 200 300 400 500= ; ; ; ; . В  этом случае рост s0  
приводит к тому, что вся кривая релаксации сдви-
гается вверх. При этом все графики w t s( ; , . )0 0 1 , 
совпадают, кроме s0 500= . 

На рис.  17б приведены кривые релаксации 
s t s w( ; , )0 0  и  графики w t s w( ; , )0 0 , порождаемые 
той же моделью, для w 0 0 8= .  и  пяти значений 
s0 100 200 300 400 500= ; ; ; ; . Видно, что рост s0  не 
всегда приводит к  тому, что вся кривая релакса-
ции сдвигается вверх: кривая с  s0 500=  (красная) 
быстро скатывается ниже остальных. Аномалия 
связана с  тем, что при больших s0  структури-
рованность убывает гораздо быстрее, и  потому 

резко увеличивается скорость релаксации и кри-
вая релаксации ныряет под кривую для меньших 
s0 . Эффект еще сохраняется при w 0 0 3= . . При 
w 0 0 1= .  уже наблюдается монотонность семей-
ства кривых релаксации по s0  (рис. 17a). Модель 
(25), (26) способна описывать как возрастание 
s t s w( ; , )0 0  по параметру s0 , так и  эффект не-
монотонности. Голубым пунктиром на рис.  17 
отмечены кривые релаксации для s t( ; ; . )100 0 1  и 
s t( ; ; . )100 0 8 , умноженные на 3 или на 5 (кривые 
3´ и  5´), для сравнения с  кривыми для s0 300=  
и  s0 500=  и  оценки отклонения кривых релак-
сации от подобия, характерного для линейной 
вязкоупругости (когда все кривые релаксации 
пропорциональны функции релаксации). Несмо-
тря на большое изменение структурированно-
сти в процессе релаксации, кривая 3´ полностью 
сливается с кривой 3 s t w( ; ; )300 0  и для w 0 0 1= . , 
и  для w 0 0 8= .  (т.е. подобие кривых релаксации 
очень хорошо соблюдается до s0 300= ). Откло-
нение кривой 5´ от кривой 5 мало для w 0 0 1= .  
(рис. 17а) и уже заметно для w 0 0 8= .  (рис. 17б). 

Этот пример показывает несостоятельность 
(недостаточность, ненадежность) общепринято-
го правила проверки линейности поведения струк-
турно-стабильных вязкоупругих материалов путем 
проверки подобия экспериментальных кривых релак-
сации (или кривых ползучести): в нашем примере 
кривые релаксации порождены нелинейной мо-
делью, структурированность меняется, но подо-
бие кривых релаксации выполняется с  высокой 
точностью в  широком диапазоне напряжений 

	 (а)	 (б)
               

Рис. 17. Кривые релаксации s t s w( ; , )0 0  модели (25),(26) с  материальной функцией g e hs= , h = 0 07.  для 
s0 100 200 300 400 500= ; ; ; ;  при фиксированной начальной структурированности w 0 0 1= .  (a) или w 0 0 8= .  (б).
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(до s0 400=  и  даже s0 500=  для “материала” с 
w 0 0 1= . ).

2.8. Влияние длительности начальной стадии 
нагружения или деформирования на кривые 

ползучести или релаксации

Нагружение на испытательных машинах не мо-
жет быть мгновенным в  отличие от идеализации 
п.  2.7, и  следует изучить погрешность и  пределы 
допустимости такой идеализации в  обработке 
данных испытаний, идентификации разных опре-
деляющих соотношений и моделировании релак-
сации и  ползучести с  их помощью, исследовать 
наличие (и скорость) затухания памяти о началь-
ной стадии в  зависимости от скорости и  уровня 
нагружения и  температуры [51, 59–61, 66, 71, 72, 
125, 191, 195, 203, 212]. Например, в  испытаниях 
с произвольными монотонными начальными ста-
диями деформирования (рис. 18) или по програм-
мам с постоянной скоростью деформирования на 
начальной стадии (ramp tests) с несколькими раз-
ными длительностями начальной стадии t0  (rise 
time), т.е. с  различными скоростями деформи-
рования a t= ε / 0  при фиксированном целевом 
уровне деформации ε  [59–61, 66, 71, 72, 195, 203]:

	  ε( )t at=  при t tÎ [ ; ]0 0 , 

	 ε ε( )t = = const  при t t³ 0, � (27)

Такие испытания включены в  европейские 
и  американские стандарты. Начальную стадию 
деформирования и  влияние ее длительности t0  
на экспериментальные и  теоретические кривые 
релаксации � �( ; , )t t0 , на их отклонение от кривых 
релаксации при мгновенном нагружении � �( ; )t  
и на “окно наблюдения” релаксации t kt> 0 , k > 1, 
следует учитывать при обработке кривых релакса-
ции, получаемых в  испытаниях материалов, при 
идентификации определяющего соотношения 
и  при определении области линейности поведе-
ния материала (ибо t0 влияет на модуль релаксации 
� � � � �( ; , ) ( ; , )/t t t t0 0= ) [71, 72, ,195, 212]. 

Рис. 18. Программы нагружения до заданного уров-
ня деформации в испытаниях на релаксацию напря-
жений с учетом начальной стадии.

	 (а)	 (б)
               

Рис. 19. Кривые релаксации � �( ; , )t t0 , порождаемые линейным соотношением (1) (моделью Кельвина) (а) 
и  нелинейным соотношением Работнова (5) с  � � �( ) ( )*u e u= − −1  (б) при ramp-нагружении (27) с  ε = 0 1.  и 
t0 10 5 10 3 2 1/ ; ; / ; ;τ =  [71, 72]. 



194 ХОХЛОВ

ВЫСОКОМОЛЕКУЛЯРНЫЕ СОЕДИНЕНИЯ. Серия С № 2 2024том 66

Типичные кривые релаксации с  начальными 
стадиями � �( ; , )t t0 , т.е. отклики на процессы (27), 
порожденные линейным определяющим соотно-
шением (1) и  определяющим соотношением Ра-
ботнова (5), приведены на рис. 19. 

На рис. 19а – кривые релаксации, порожден-
ные линейной моделью Кельвина (трехзвенная 
модель с  двумя упругими элементами, “standard 
linear solid”, ее функция релаксации имеет вид 
R t A e rt( ) ( )/= +− τ ) с  временем релаксации 
τ = 1  при деформировании по программе (27) с 
ε = 0 1.  и  t0 10 5 10 3 2 1/ ; ; / ; ;τ =  (кривые 1–5) т.е. 
со скоростями a = 0.01 0.02; 0.03;0.05; 10; .0 ); красная 

кривая 6  – идеальная кривая релаксации � �( ; )t  
при мгновенном нагружении ε ε( ) ( )t t= h  (пре-
дельная кривая семейства кривых релаксации 
при t0 0® ) [71]. Общая асимптота всех кривых 
релаксации при t → ∞  – прямая � �= =Ar 0 1. . 
Для сравнения шрихпунктиром показаны кривые 
релаксации � �( ; , )t t0  модели Кельвина с увеличен-
ным в 10 раз временем релаксации для t0 10 5 1= ; ;  
(кривые 7–9) и идеальная кривая релаксации 10. 
На рис.  19б приведены кривые релаксации, по-
рожденные нелинейным определяющим соот-
ношением Работнова с  функцией нелинейности 
� � �( ) ( )u e u= −− −1 1 , λ = 10, для тех же программ 
деформирования (27) [72]. 

	 (а)	 (б)
               

	 (в)	 (г)
               

Рис. 20. Зависимость кривых релаксации � �( ; , ; )t t w0 0 , порождаемых определяющим соотношением (25), (26), 
учитывающим эволюцию структуры, при ramp-нагружении (27) с  ε = 1 % (а, б) (для w 0 0 5= . , и  w 0 0=  соот-
ветственно) и  ε = 5 % (в, г) от длительности начальной стадии t0 0 1 1 3 5 7 10/ . ; ; ; ; ;τ = .
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На рис. 20а, 20б приведены кривые релаксации 
� �( ; , ; )t t w0 0 , порождаемые определяющим соот-
ношением (25), (26) с  b = −10 12 , c = 1 , α = 2 , 
β = 1 , временем релаксации � �= =0 0 1/ G  и ма-
териальной функцией g e s= 7 , учитывающим 
эволюцию структуры, при деформировании по 
программе (27) для ε = 1 %, и длительностей на-
чальной стадии t0 0 1 1 3 5 7 10/ . ; ; ; ; ;τ =  и  w 0 0 5= .  
(рис.  20а) или w 0 0=  (рис.  20б). Красная пун-
ктирная кривая  – для t0 0= ; на всех рисунках 
кривая с  t0 0 1/ .τ =  (черная штриховая кривая) 
близка к  ней. При w 0 0 5= .  кривые релаксации 
� �( ; , ; )t t w0 0  имеют примерно такой же вид, как 
и  кривые релаксации, порожденные линейным 
определяющим соотношением (1) (рис. 19а), по-
скольку структурированность быстро выходит 
на стационарное значение ( w * .= ≈0 98 1  для 
рассматриваемой модели) и меняется не сильно 
(увеличивается в 2 раза к моменту t = 5 ). Но при 
w 0 0=  (рис.  20б) значение напряжения в  кон-
це начальной стадии ?

( ; ; ) ( ; , ; )� � � �t w t t w0 0 0 0 0=  
уже не убывает монотонно с ростом длительно-
сти начальной стадии, а  достигает максималь-
ной величины при t0 3/ τ =  (красная кривая) 
и  только потом убывает по t0 . Это происходит 
из-за того, что структурированность (см. жел-
тую штрихпунктирную кривую на рис. 20г, с ней 
сливаются графики w t t( ; ; )1 00,  при всех t0 , когда 
ε = 1 %) очень быстро растет к  стационарному 
значению и быстро меняется от нуля до елини-
цы: более низкая скорость в  значительно более 
структурированном и жестком материале вызы-
вает большие напряжения. 

На рис.  20в, 20г приведены кривые релакса-
ции � �( ; , ; )t t w0 0  и графики структурированности 
w t t w( ; , ; )ε 0 0  для ε = 5 % и  w 0 0 5= . . На этих кри-
вых напряжение ?σ  уже не является наибольшим, 
поскольку из-за высокой скорости деформиро-
вания на начальной стадии с  t0 0 1 1 3 5 7/ . ; ; ; ;τ =  
структурированность успевает значительно 
упасть (рис. 20г).

При фиксированной длительности началь-
ной стадии семейство кривых релаксации 
� �( ; , ; )t t w0 0 , порождаемых определяющим соот-
ношением (25), (26), может немонотонно зави-
сеть от уровня деформации ε  (что невозможно 
для линейного определяющего соотношения (1)) 
и кривые с большим ε  могут “нырять” ниже из-
за заметного падения структурированности на 
начальной стадии и  вызванного им увеличения 
скорости релаксации. 

На рис.  21 представлены кривые релакса-
ции � �( ; , ; )t t w0 0  и  графики структурированно-
сти w t t w( ; , ; )ε 0 0  той же модели, что и на рис. 20, 
для w 0 0 5= .  и  ε = 1 2 3 5 7 10 15; ; ; ; ; ; % . Напряжения 
в конце начальной стадии ?

( ; ; )� �t w0 0  при ε = 3  и 
ε = 5  одинаковы, а при ε = 10  (красная кривая) 
лишь на 7% больше, причем на второй стадии 

кривая релаксации для ε = 10  опускается ниже 
остальных. Пунктирные кривые на рис. 21– про-
должение диаграмм деформирования с постоян-
ной скоростью при t t> 0 .

На рис. 22а приведены кривые ползучести при 
ramp-нагружении 

	 σ= bt  при t tÎ [ ; ]0 1 , 

	 σ σ( )t = = const  при t t³ 1 , 

порожденные тремя вариантами линейного 
определяющего соотношения (1) со степенны-
ми функциями ползучести (3) с  A = 1 , n = 0 1.  
(черные кривые), n = 0 5.  (голубые кривые) 
и n = 0 9.  (зеленые кривые) для нагружений до 
напряжения σ= 0 01.  с  разной длительностью 
начальных стадий t1 10 5 10 3 1= ; ; ;/  (с различными 
скоростями нагружения b = 0.001 0.002; 0.003; 1; .0 0 ) 
[51]. Красные штриховые линии (кривые 1–3) – 
идеальные кривые ползучести � �( ) ( )t c n t n=  
для  n = 0 1 0 5 0 9. ; . ; . , каждая из них будет пре-
дельной кривой семейства кривых ползуче-
сти при t1 0®  (и b t= → ∞σ / 1 ) на всем луче 
[ ; )0 ¥  [51]. Кривые ползучести для n = 0 9.  ви-
зуально близки к  прямолинейным (но тоже 
выпуклы вверх при t t³ 1 ), они растут быстрее 
и  при больших t  лежат выше кривых ползу-
чести с  меньшим показателем. Синие кривые 
и  кривая 4  – кривые ползучести фракталь-
ной модели Максвелла с  функциями ползуче-
сти � = +B t n � , B,β > 0 , n Î ( ; )0 1  при β = 1 , 
n = 0 1.  для t1 5 10 3 1= ; ;/  и t1 0= . 

На рис.  22б приведены кривые ползучести 
при ramp-нагружении, порожденные определя-
ющим соотношением (25), (26) с материальной 
функцией g e hs= , h = 1  (красные кривые 1–5) 
и  g hs= +1 , h = 100  (черные кривые 1´–5´) для 
пяти программ нагружения с  фиксированным 
напряжением s = 5  и  с  t1 0 5 1 1 5 2 3= . ; ; . ; ;  [126]. 
Начальное значение w ( ) .0 0 1=  фиксировано, 
b = 0 001. , c = 0 25. , α = 2 , β = 1 , G 0 100= . 
Для сравнения приведены кривые ползучести при 
мгновенном нагружении (штрихпунктирные 
линии 0 и 0´). В сущности, начальная стадия на-
гружения влияет на стадию ползучести только 
через начальные условия для стадии ползуче-
сти w w t0 1= ( )  и  γ γ0 1= ( )t , зависящие от t1 , s  и 
w 0 . Так как предел w F s∞ = ( )  (горизонтальная 
асимптота w t( ) ) не зависит от w 0  и  γ0  [126], он 
не зависит и от длительности начальной стадии 
нагружения. Выдержка при постоянном на-
пряжении постепенно стирает любое различие 
в  длительности начальных стадий нагружения. 
Любая кривая ползучести монотонно возрастает 
по времени и  при s = 70  обладает асимптотой 
с угловым коэффициентом r s( ) , не зависящим 
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от w 0  и от длительности начальной стадии на-
гружения [126]; асимптоты кривых ползучести 
с фиксированным s  и разными t1  параллельны 
друг другу, но не совпадают: чем больше t1 , тем 
ниже кривая ползучести и ее асимптота.

2.9. Ползучесть при ступенчатых нагружениях

Исследуются отклики материала или опре-
деляющего соотношения на процессы вида (12) 
(рис.  5 и  23) при одноосном и  неодносном [134] 

	 (а)	 (б)
               

Рис. 21. а – Кривые релаксации � �( ; , ; )t t w0 0 , порождаемые определяющим соотношением (25),(26) при фикси-
рованных t0 3= , w 0 0 5= .  и разных ε = 1 2 3 5 7 10 15; ; ; ; ; ; % и немонотонность зависимости кривых релаксации от 
ε ; б – графики структурированности w t( ; )ε .

	 (а)	 (б)
               

Рис. 22. Кривые ползучести при ramp-нагружении, порожденные линейным определяющим соотношени-
ем (1) и  определяющим соотношением (25), (26): а  – порожденные определяющим соотношением (1) со сте-
пенными функциями ползучести (3) (кривые 1‒3) и фрактальной модели Максвелла (кривые 4) для σ= 0 01.  и 
t* ; ; ;= 10 5 10 3 1/ ; б – порожденные определяющим соотношением (25), (26) с материальной функцией g e hs= , 
h = 1  (красные кривые 1‒5) или с материальной функцией g hs= +1 , h = 100  (черные кривые 1´‒5´) для s = 5  
и  t1 0 5 1 1 5 2 3= . ; ; . ; ; .
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нагружениях, эффекты при неполной разгрузке, 
при перестановке ступеней нагружения, скачки 
деформации при догрузке и  разгрузке, наличие 
экстремумов деформации на отдельных ступенях, 
асимптотика, затухание памяти [56, 91, 94, 129, 
130, 134]. Испытания на ползучесть (при растя-
жении–сжатии, сдвиге, сложном напряженном 
состоянии) при ступенчатых нагружениях позво-
ляют уловить и обследовать разные аспекты пове-
дения материала и детали реализации многих эф-
фектов, собрать более богатую информацию для 
выбора, идентификации и верификации опреде-
ляющих соотношений по сравнению с  кривыми 
ползучести при постоянном напряжении (такие 
кривые ползучести все модели описывают адек-
ватно при правильной настройке). В  частности, 
они позволяют обнаружить признаки нелиней-
ности в поведении материала, исследовать зави-
симость кривых ползучести от уровня напряже-
ния и предыстории нагружения, восстановление 
и остаточную деформацию при полной и частич-
ной разгрузке (рис. 5), влияние перестановки сту-
пеней нагружения, скорость затухания памяти, 
эффекты, сопровождающие скачок напряжения 
вниз или его быстрое убывание за малый про-
межуток времени (dip tests, non-monotonic creep 
behavior), влияние скачков напряжения на дли-
тельную прочность и отклонение от правила ли-
нейного суммирования поврежденности (Miner’s 
rule, linear damage rule, cumulative damage theory) 

[16, 20, 44–47, 53, 54, 56, 91, 94, 107,108, 113, 126, 
129–134 ,216, 231, 244].

На рис. 23а приведены кривые ползучести (13) 
� �12( , )t  и  � �21( , )t , порожденные тремя линейны-
ми моделями (1) со степенной функцмей ползуче-
сти (3) с  c = 0 025.  и показателями n = 0 7.  (кри-
вые 1, 2), n = 0 5.  (кривые 3, 4), n = 0 1.  (кривые 5, 
6) при трехступенчатых нагружениях вида 

	 σ σ σ σ σ σ( ; , , , ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( )t T h t h t T h t T h t T h t T1 2 3 1 22 2= − − + − − − + − σσ3

	σ σ σ σ σ σ( ; , , , ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( )t T h t h t T h t T h t T h t T1 2 3 1 22 2= − − + − − − + − σσ3 � (28)

с  произвольным напряжением σ3 , действу-
ющим при t t T> =2 2 . На рис.  23а зада-
ны T = 10 , σ1 0 05= . , σ2 0 1= . , σ σ3 = , где 
σ σ σ= +0 5 1 2. ( ) . Он иллюстрирует свойство 
асимптотической коммутативности кривых ползу-
чести при перестановке первых двух ступеней [134]: 
для любых двух нагружений (28), отличающих-
ся только порядком приложения нагрузок σ1  и 
σ2 , разность откликов � � � � � �12 3 1 2 3( ; ) ( ; , , , )t t T=  
и  � � � � � �21 3 2 1 3( ; ) ( ; , , , )t t T=  стремится к  нулю 
при t → ∞ . Это свойство доказано для опреде-
ляющих соотношений (1) и (5) с произвольными 
материальными функциями [94, 134]. Красные 
штрихпунктирные линии  – обычные кривые 
ползучести � �( , )t . При σ σ3 =  (и только в  этом 

	 (а)	 (б)
               

Рис. 23. Кривые ползучести � �12 3( ; )t  (1, 3, 5, 7) и  � �21 3( ; )t  (2, 4, 6, 8) при трехступенчатых нагружениях (28)  
с σ σ σ σ3 1 20 5= = +. ( )  и перестановкой ступеней σ1 0 5= . , σ2 1= : а – кривые ползучести, порожденные тре-
мя линейными моделями (3) со степенными функциями ползучести с  w = 0 7 0 5 0 1. ; . ; .  [134]; б – кривые ползуче-
сти 1–4, порожденные двумя линейными моделями вида (4) (РеМ-4 и СиМ-2 с одинаковым временем ретарда-
ции � �= =1 10/  – кривые 1–4) и нелинейным определяющим соотношением Работнова (5), получающимися 
из РеМ-4 или СиМ-2 введением материальной функции Φ = x 0 5,  (кривые 5, 6 и 7, 8) [94]. 



198 ХОХЛОВ

ВЫСОКОМОЛЕКУЛЯРНЫЕ СОЕДИНЕНИЯ. Серия С № 2 2024том 66

случае) кривые ползучести � �12( , )t  и  � �21( , )t  ле-
жат с  разных сторон от обычной кривой полз-
учести � �( , )t 3  на всем луче t T³ 2  [134], а  их 
уклонения от нее стремятся к  нулю при t → ∞ . 
Поскольку у  степенных функций ползучести (3) 
Π( )0 0= , то все кривые на рис. 23а не имеют раз-
рывов в точках t T=  и  t T= 2 . 

На рис. 23б приведены кривые ползучести (13) 
для трехступенчатых программ (28) с T = 10 , 
σ1 0 5= . , σ2 1=  и  σ σ σ3 1 20 5= +. ( )  (кривые 1, 3, 
5, 7) и  с  перестановкой ступеней σ1  и  σ2  (кри-
вые 2, 4, 6, 8) для двух линейных (штриховые 
линии 1–4) и двух нелинейных моделей: кривые 
1, 2 – для линейной РеМ-4 с функцией ползуче-
сти (4) с  α = 0 01. , β = 0 02. , γ = 0 015. , λ = 0 1. ; 
кривые 3, 4 – для линейной модели Фойгта (4) с 
� �, .= 0 015 , λ = 0 1. , α = 0  (с таким же временем 
ретардации � �= =1 10/ ); кривые 5, 6 и 7, 8 – для 
двумя вариантами нелинейного определяющего 
соотношения Работнова (5), получающимися из 
РеМ-4 и  модели Фойгта введением материаль-
ной функции Φ = x 0 5.  [94]. Штрихпунктирные 
линии  – кривые ползучести (8) этих двух нели-
нейных моделей при постоянном напряжении 
σ σ σ= +0 5 1 2. ( )  (при σ σ2 1>  для них справедли-
во неравенство � � � � � � � �( ; , ) ( ; ) ( , , )t t t1 2 2 1> >  при 
всех t t> 2 ). Рис.  23б также иллюстрирует асим-
птотическую коммутативность кривых ползуче-
сти, порожденных нелинейным соотношением 
Работнова (5) [94]. Функция ползучести модели 
Фойгта (СиМ-2) ограничена, и потому кривые 3, 
4, 7, 8 обладают горизонтальными асимптотами. 
Из Π( )0 0=  следует, что кривые 3, 4, 7, 8 непре-
рывны и в точках t t i= , а у кривых 1, 2, 5, 6 есть 

скачки (помечены стрелками на рис. 23б), причем 
в случае линейного соотношения (1) скачки при 
догрузке и разгрузке одинаковы по модулю, а у со-
отношения Работнова (5) нет [94].

Следует отметить еще наличие точек минимума 
на кривых ползучести линейных моделей (3) в ин-
тервалах разгрузки ( , )T T2  и  ( , )2T ¥  (кривые 1, 
2 на рис. 4б и кривые 2, 4 на рис. 23а). Минимум 
присутствует и на рис. 5б. В статье [94] найдены ус-
ловия существовании интервала убывания и точки 
минимума у двухступенчатых кривых ползучести, 
порождаемых определяющим соотношением (1) (
n = 2  в работе (13)) с неполной разгрузкой (когда 
σ σ2 10Î ( ; )). Такой эффект наблюдается в испыта-
ниях разных материалов в  некотором достаточно 
узком диапазоне величин σ σ2 1 0 1/ ( ; )Î  [45, 112, 
132, 133] и нередко (ошибочно) интерпретируется 
как проявление нелинейности поведения матери-
ала [112, 132, 133]. Анализ показал [94], что линей-
ное определяющее соотношение (1) вполне способно 
воспроизводить этот эффект: некоторые модели 
в ограниченном диапазоне σ σ2 1/  (РеМ-4 и дру-
гие), некоторые  – при любом σ σ2 1 0 1/ ( ; )Î  (на-
пример, фрактальный элемент (3) с произвольным 
показателем). Некоторые модели не способны 
воспроизводить данный эффект ни при каком 
σ σ2 10Î ( ; ) , например: РеМ-3, СиМ-2, РеМ-2. 
Если Π( )∞ = ∞  и  σ2 0> , то интервал убывания 
кривых ползучести (13) (с n = 2 ) обязательно ко-
нечен, поскольку главная часть ее асимптотики не-
ограниченно возрастает.

На рис.  24 приведены отклики на два цик-
ла нагружения до s = 70  и  полной разгруз-
ки ( n = 4  в  программе нагружения (12) 

	 (а)	 (б)
               

Рис. 24. Отклики γ( )t  и г w t( )  на два цикла нагружения до s = 70  и полной разгрузки, порождаемые определяю-
щим соотношением (25), (26) с b = 0 001. , c = 0 25. , α = 2, β = 1, G 0 100=  и материальной функцией g es= /10  
при разных w 0 .
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и  одинакова длительность всех стадий T = 3
) и  графики структурированности w t( ) , порож-
даемые определяющим соотношением (25), (26) 
с  b = 0 001. , c = 0 25. , α = 2 , β = 1 , G 0 100=  
и  материальной функцией g es= /10  при разных 
w 0 : w 0 0 0 1 0 3 0 6 0 9 1= ; . ; . ; . ; . ;  (голубым цветом для 
w 0 0= , красным – для w 0 1= , стрелка на рис. 24 
указывает направление смещения кривых с  воз-
растанием параметра w 0 ) [126]. Скачки при до-
грузке и разгрузке как правило различны, но мо-
гут быть близки.

2.10. Диаграммы деформирования со скачками 
скорости деформации или нагружения

Исследуется влияние скачка скорости деформи-
рования в некоторый момент времени на диаграм-
мах деформирования � � �= ( , )a  (см. выше) в  ис-
пытаниях из двух стадий с разными скоростями:

	 ε( )t a t= 1  при t tÎ [ ; ]0 1 , 

	 ε( ) ( )t a t t a t= − +2 1 1 1  при t t> 1. 
� (29)

Строятся семейства откликов материала или 
определяющего соотношения σ σ= ( ; , , )t a t a1 1 2  
и  диаграмм деформирования � � �= ( , , )a a1 2  при 
разных скоростях деформирования и сопоставля-
ются с диаграммами деформирования � � �= ( , )a1  
и  � � �= ( , )a2  (см. рис.  25а из работы [228] для 
титанового сплава ВТ-6 при температуре 900°С). 
Такие испытания используются при исследова-
нии металлов и  сплавов в  состоянии сверхпла-
стичности [84, 221–223, 227–229], но они вполне 

информативны и для деформативных полимеров 
с высокой скоростной чувствительностью и ком-
позитов на их основе (и для гелей и расплавов по-
лимеров в  испытаниях на сдвиг): в  них по зави-
симости величины скачка напряжения в момент 
t1  от скачка скорости a a2 1-  и от скорости зату-
хания памяти о первой стадии нагружения мож-
но определить величину показателя скоростной 
чувствительности материала [223], особенности 
зависимости напряжения течения от скорости 
и другие характеристики. 

На рис. 25б приведены диаграммы деформиро-
вания σ σ= ( ; , , )t a t a1 1 2 , порождаемые  четырехзвен-
ной линейной моделью вязкоупругости с функцией 
релаксации R t A e A et t( ) / /= +− −

1 2
1 2τ τ , т.е парал-

лельным соединением двух моделей Максвелла 
с временами релаксации τ1 1= , τ2 10= , при нагру-
жении (29) с t1 5 10 15= ; ; , a1 1=  (кривая 1 – диаграм-
ма деформирования σ σ= ( ; )t a1 ) и a2 0 5 0 1 0 01= . ; . ; .  
(диаграмма деформирования σ σ= ( ; )t a2  – штри-
ховые черные кривые 2–4, все они обладают гори-
зонтальными асимптотами � � �= +a A A2 1 1 2 2( )); 
диаграммы деформирования � � �= ( , , )a a1 2  может 
иметь точку экстремума в  интервале ε ε> 1 , если 
τ τ1 1 22 2ln ln< <t  (это иллюстрируют голубые 
кривые, соответствующие t1 1 3 5 6 5= ; ; ; . ). Но нырок 
под диаграмму деформирования σ σ= ( ; )t a2  (как 
на рис. 25а) линейное определяющее соотношение 
(1) не моделирует. Однако его способно моделиро-
вать определяющее соотношение (25), (26), учиты-
вающее эволюцию структуры при деформирова-
нии.

2.11. Циклические нагружения (мягкие и жесткие)

	 (а)	 (б)
               

Рис. 25. Диаграммы деформирования σ σ= ( ; , , )t a t a1 1 2  со скачком скорости деформирования: а – диаграммы де-
формирования титанового сплава ВТ-6 при температуре 900°С [228]; б – диаграммы деформирования, порож-
даемые параллельным соединением двух линейных моделей Максвелла с временами релаксации τ1 1= , τ2 10= .
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При мягких периодических нагружениях (ког-
да задается программа по напряжению) с разной 
формой, амплитудой и коэффициентом асимме-
трии цикла исследуются накопление остаточной 
деформации, возрастание или убывание (воз-
можно, стремление к  нулю) скорости ее нако-
пления с увеличением числа циклов, склонность 
к  рэтчетингу или приспособлению материала 
(в зависимости от температуры); строятся кривые 
малоциклового нагружения при разных параме-
трах циклов [23, 42, 43, 45, 47, 85, 86, 88–94, 126, 
216, 244].

На рис. 26а приведены кривые ползучести для 
мягкого отнулевого ступенчатого циклическо-
го нагружения с  полуциклом T = 5  и  размахом 
σ = 1 , порождаемые четырьмя линейными мо-
делями (1) с  функциями ползучести (3) и  (4): 1) 
модели со степенной функцией ползучести (3) с 
c = 1 , n = 0 5.  (черная кривая); 2) кривая полз-
учести РеМ-4 (4) с  λ = 0 1.  (время ретардации 
� �= =1 10/ ), α = 0 001. , β = 0 015. , γ = 0 01.  
(голубая кривая); 3) модели Фойгта (4) с  λ = 0 1. , 
α = 0 , � �= = 0 01.  (красная кривая); 4) кривая 
ползучести модели Максвелла (синяя кривая) с 
� = +� �t , α = 0 001. , β = 0 005.  (время релак-

сации � � �= =/ 5 ) [91]. РеМ-4 и  модель Мак-
свелла регулярны ( Π( )0 0¹ ), и  потому их кри-
вые ползучести имеют в  точках t kT=  разрывы 
со скачками ±��( )0 ; свойство v > 0  вызывает 
накопление пластической деформации. У  моде-
ли Фойгта и степенной модели v = 0  и  Π( )0 0= , 

и  потому кривые ползучести непрерывны при 
всех t > 0 .

Штрихпунктирные кривые 1–4  – обычные 
кривые ползучести этих моделей при постоян-
ном напряжении σ σ= 0 5.  (среднем за цикл), 
при достаточно больших t  кривые ползучести 
РеМ-4 и  РеМ-2, имеющие наклонную аимпто-
ту, � � �= +t  лежат не ниже, а выше степенной 
кривой 1. Циклическая кривая ползучести вяз-
кого элемента не имеет разрывов и  совпадает 
с  кривой ползучести модели Максвелла (РеМ-2) 
на интервалах t t ti i∈ −( ; )2 1 2 , где кривые ползу-
чести  – горизонтальные отрезки. Кривые полз-
учести СиМ-3 не имеют разрывов и  отличаются 
от кривых ползучести РеМ-4 только на интерва-
лах t t ti i∈ − −( ; )2 2 2 1 , i m= 1,...,  (они получаются 
сдвигом дуги кривой ползучести РеМ-4 вниз на 
β, а  убывающие участки кривых ползучести на 
интервалах t t ti i∈ − −( ; )2 2 2 1  у СиМ-3 и РеМ-4 со-
впадают). Для модели Фойгта и степенной моде-
ли дополнительно приведены кривые ползучести 
с  удвоенной длительностью цикла, т.е. T = 10  
(штриховые кривые 5, 6).

На рис. 26б представлены кривые ползучести 
тех же линейных моделей (1), что и на рис. 26а, 
но для симметричного циклического ступенчато-
го нагружения, состоящего из одинаковых пря-
моугольных полуциклов растяжения и  сжатия 
длительности T  и  амплитуды σ . На рис.  26б 
приведены кривые ползучести для симметрич-
ного циклического нагружения с  T = 5 , σ = 1  

	 (а)	 (б)
               

Рис. 26. Кривые циклического нагружения, порожденные линейными моделями (1) с функциями ползучести (3) 
(черные кривые) и (4) (СиМ-2 – красные, РеМ-2 – синие, РеМ-4 – голубые): а – для отнулевого ступенчатого 
цикла с отдыхом ( t iTi = , T = 5 , σ σ2 1k− = , σ2 0k = ), б – для симметричного цикла ( σ σ2 1k− = , σ σ2k = − ).
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пяти линейных моделей: 1) модели со степен-
ной функцией ползучести (3) с  c = 1 , n = 0 5.  
(черная кривая); 2) кривые ползучести РеМ-4 
(4) с  λ = 0 1.  (время ретардации � �= =1 10/
), α = 0 001. , β = 0 015. , γ = 0 01.  (голубые кри-
вые); 3) модели Фойгта (4) с  λ = 0 1. , α = 0
, � �= = 0 01.  (красная кривая); 4) кривая 
ползучести модели Максвелла с  � = +� �t , 
α = 0 001. , β = 0 005.  (синяя кривая с  разрыва-
ми); 5) кривая ползучести вязкого элемента с 
� = �t , α = 0 001.  (синяя ломаная: она не име-

ет разрывов и  периодична). Все кривые ползу-
чести ограничены на луче t ³ 0 , у всех участки 
возрастания и убывания чередуются, а последо-
вательности максимальных и минимальных де-
формаций циклов { }M i  и  { }m i  убывают, огра-
ничены и имеют пределы, средняя деформация 
ε i i iM m= +0 5. ( )  убывает и  � �i vT® 0 5.  при 
i → ∞  [91]. У кривых ползучести модели Мак-
свелла и РеМ-4 в точках t iTi =  есть разрывы со 
скачками ±��( )0 . У модели Фойгта и степенной 
модели Π( )0 0= , и потому их кривые ползучести 
непрерывны при всех t > 0 ; у  этих двух моде-
лей v = 0 , поэтому происходит симметризация 
кривых ползучести относительно оси ε = 0  [91]. 
У  РеМ-4, РеМ-2 и  вязкого элемента (СиМ-1) 
v = >α 0 , и потому 0 5 0 5 0. ( ) .M m Ti i+ → >��  
(т.е. симметризация кривых ползучести проис-
ходит относительно голубой штрихпунктирной 
прямой � ��= =0 5 0 25. .T ) [91]. Штрихпун-
ктирные красные кривые  – обычные кривые 
ползучести модели Фойгта при σ = ±1  (при 

достаточно больших временах максимальные 
деформации M i  и  | |m i  при циклическом на-
гружении в  4 раза меньше, чем предельные де-
формации ползучести при σ = ±1 ). 

На рис.  27а приведены графики деформации 
при мягком циклическом ступенчатом нагру-
жении с  отнулевым циклом с  периодом 2 6T =  
и размахом s = 30  (на четных полуциклах напря-
жение равно нулю), порождаемые определяющим 
соотношением (25), (26) с  b = 0 001. , c = 0 25. , 
α = 2 , β = 1 , G 0 100=  и материальной функци-
ей g es= /10  (той же моделью, что на рис. 24) при 
разных w 0 : w 0 0 0 1 0 3 0 6 0 9 1= ; . ; . ; . ; . ;  (голубым цве-
том для w 0 0= , красным  – для w 0 1= ) [126]. 
Деформация положительна и  быстро нарастает 
с числом циклов. 

Однако некоторые сочетания материальных 
параметров в соотношении (25), (26) могут при-
вести к тому, что в определенном диапазоне на-
пряжений и  длительностей стадии нагружения 
после полной разгрузки может возникнуть де-
формация противоположного знака (знаку на-
пряжения и деформации на стадии ползучести); 
это происходит, если убывание структурирован-
ности (и модуля сдвига (22)) на стадии ползуче-
сти значительно и скачок деформации при раз-
грузке достаточно велик: больше накопленной 
деформации γ( )T  [126]. Для этого достаточно, 
например, увеличить α или β. В  таком случае 
при повторных нагружениях и  при отнулевом 
циклическом нагружении возможно накопление 

	 (а)	 (б)
               

Рис. 27. Деформация γ( )t , порождаемая определяющим соотношением (25), (26) с  b = 0 001. , c = 0 25. , α = 2, 
β = 1  и материальной функцией g es= /10  при отнулевом мягком циклическом ступенчатом нагружении с T = 3  
и размахом s = 30  (а) и кривая ползучести γ( )t , для s = 50 , порождаемая определяющим соотношением (25), 
(26) с той же материальной функцией, но с  α = 7  (б).
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деформации противоположного знака (рис. 27б, 
28а, 28б), поскольку за время отдыха w t( )  возрас-
тает, структура укрепляется, делая среду относи-
тельно жесткой, затем под нагрузкой она лома-
ется (тем быстрее, чем больше s  – рис. 28г), что 
приводит к  смене знака деформации при раз-
грузке. На рис. 27б приведены циклические кри-
вые ползучести, порождаемые определяющим 
соотношением (25), (26) с теми же материальны-
ми функциями и параметрами, что и на рис. 27а, 
но с  α = 7 , при s = 50.

На рис.  28а–28в приведены графики дефор-
мации, порождаемые определяющим соотно-
шением (25), (26) с  теми же материальными 
функциями и  параметрами, что и  на рис.  27, 
но с  α = 7 , для разных w 0 0 0 1 0 3 0 5 0 7 1= ; . ; . ; . ; . ;  
(кривые 0–5 разного цвета) при циклическом 
нагружении с  T = 3  и  тремя амплитудами на-
пряжения: s = 50  (рис.  28а), s = 70  (рис.  28б) 
и  s = 80  (рис.  28в) [126]. Отличие от модели 
рис.  27  только в  величине α = 7 , но кривые 
ведут себя иначе. При s = 50  и  w 0 1=  мини-
мальные деформации γn  (n  – номер цикла) 
становятся отрицательными уже на первом ци-
кле разгрузки (рис.  28а) и  далее убывают, для 
w 0 0 7= .  (синяя кривая)  – на седьмом цикле 
разгрузки и  монотонно убывают, для w 0 0 5= .  
(оранжевая кривая) минимальные деформации 
сначала возрастают, а потом монотонно убыва-
ют и  γ15 0< ; для малых w 0  (вплоть до w 0 0= ) 
после нескольких первых циклов тоже происхо-
дит монотонное убывание с выходом γn  в отри-
цательную область. При нагружении с амплиту-
дой s = 70  (рис. 28б) накопление отрицательных 
деформаций идет гораздо быстрее. Совсем иная 
картина наблюдается при нагружении с  s = 80  
(рис.  28в): при w 0 0 7= .  и  w 0 1=  минимальная 
деформации меньше нуля в нескольких первых 
циклах, но далее γn  возрастает и становится по-
ложительной; а  при w 0 0 5£ .  γn  увеличивается 
и  γ1 0> . На рис.  28г совмещены графики w t( )  
в этих процессах циклического нагружения для 
s = 50  (верхний пучок) и  s = 80  (нижний пучок 
с большей амплитудой и значительно меньшим 
средним значением).

2.12. Проявления физической нелинейности 
в поведении материала

С  увеличением деформаций (напряжений) 
и амплитуд циклических нагрузок поведение ма-
териалов все ярче проявляет неупругость, а так-
же геометрическую и  физическую нелинейно-
сти, в частности зависимость поведения от вида 
напряженно-деформированного состояния, 
структурные изменения и их влияние на термо-
механические свойства материала. Изменение 
объема при нагружении, развитие разных видов 

дефектов и  другие изменения структуры, объ-
емная ползучесть и  релаксация, влияние сред-
него напряжения (гидростатического давления) 
и его истории на осевые и сдвиговые деформа-
ции и  связанные с  ними термомеханические 
эффекты становятся все более существенны-
ми при описании деформирования, прочности 
и разрушения материалов [16–18, 20, 21, 32, 33, 
35, 38, 42–48, 55, 56, 63, 64, 72, 73, 78–83, 85–90, 
92–94, 101–104, 106–132, 138, 177–208, 210–215, 
233, 234, 243]. Основные эффекты и  признаки 
нелинейности обсуждались выше.

Прежде всего следует изучать характер не-
линейности зависимостей семейств кривых 
ползучести и  релаксации от уровней нагрузки 
и деформации, а семейств диаграмм деформиро-
вания � � �= ( , )a  и � � �= ( , )b  от скорости дефор-
мирования или нагружения [43, 48–51, 55, 71, 72, 
78, 82–84, 87, 94, 114, 117, 119, 125–127, 138, 176, 
190–195, 209, 212, 233, 234, 237, 243]. Нередко 
случается, что нелинейности поведения матери-
ла приписывают эффекты [34, 39, 40, 67, 97, 116, 
133, 244, 245], адекватно описываемые в рамках 
линейной теории [71, 84, 91, 94, 105, 136, 175], 
вытекающие лишь из наличия наследственно-
сти и присущие всем (почти всем) линейно вяз-
коупругим материалам (при достаточно малых 
деформациях и скоростях). Точное знание арсе-
нала возможностей и границ области примени-
мости линейного определяющего соотношения 
вязкоупругости (1) и  имманентных свойств по-
рождаемых ею базовых теоретических кривых, 
вытекающих из постулатов наследственности, 
линейности и  инвариантности относительно 
сдвигов по времени интегральных операторов 
(1), связывающих истории напряжений и дефор-
маций, необходимо для грамотного моделиро-
вания, для выбора или построения более слож-
ных и  точных моделей поведения реономных 
материалов, использующих линейную теорию 
вязкоупругости и  обобщающих ее в  определен-
ных аспектах, для их идентификации, аттеста-
ции и  сопоставления, и,  в  целом,  – для совер-
шенствования расчетных схем и методов расчета 
конструкций.

Например, криволинейность диаграмм дефор-
мирования с  постоянными скоростями � �( , )a  и 
� �( , )b  свидетельствует лишь о том, что материал 
не ведет себя линейно упруго, и  еще не свиде-
тельствует о физической нелинейности: линейно 
вязкоупругие материалы имеют непрямолиней-
ные диаграммы деформирования (рис.  1 и  7г), 
зависящие от скорости. Нельзя использовать ли-
нейное определяющее соотношение (1) в том слу-
чае, когда экспериментальные кривые ползучести 
или диаграммы деформирования � �( , )a  и  � �( , )b  
имеют точки перегиба (рис. 3, 4, 9, 11, 15) и участ-
ки выпуклости вниз (рис.  4 и  6б), поскольку 
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линейное определяющее соотношение (1) при 
любой скорости нагружения порождает возраста-
ющие выпуклые вверх и диаграммы деформиро-
вания � �( , )a  и � �( , )b  [84, 176] и при любом уровне 
деформации  – выпуклые вверх кривые ползуче-
сти (рис.  1 и  3). Еще один пример индикатора 
нелинейности: немонотонность зависимости се-
мейства экспериментальных кривых релаксации 
материала � �( ; , )t t0  при ramp-нагружении (27) от 
параметров t0  и  ε  (при фиксированном  t): ведь 
семейство кривых релаксации � �( ; , )t t0 , порож-
даемое линейным определяющим соотношением 

линейной вязкоупругости (1) монотонно по t0  и 
ε  [71]. Нелинейные определяющие соотношения 
Работнова (5) или (25), (26) способны моделиро-
вать как монотонную, так и немонотонную зави-
симость семейства кривых релаксации � �( ; , )t t0  
от t0  и  ε  (рис. 17, 20) [72, 78]. Другие индикато-
ры (не)применимости линейного определяющего 
соотношения (1) разобраны выше в  и  в  статьях 
автора [43, 49, 51, 71, 78, 84, 87, 91, 94, 105, 134–137, 
175, 176, 237].

	 (а)	 (б)
               

	 (в)	 (г)
               

Рис. 28. а, б, в – графики деформации, порождаемые определяющим соотношением (25), (26) с b = 0 001. , c = 0 25. , 
α = 7, β = 1, и материальной функцией g es= /10  для разных w 0 0 0 1 0 3 0 5 0 7 1= ; . ; . ; . ; . ;  (кривые 0–5 разного цве-
та) при отнулевом циклическом нагружении с  T = 3  и тремя амплитудами напряжения: s = 50 (а), s = 70  (б) и 
s = 80  (в); г – графики w t( )  в этих процессах циклического нагружения для s = 50  (верхний пучок) и  s = 80.
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2.13. Мониторинг и анализ изменения поперечной 
и объемной деформации образцов

В процессе всех указанных выше изотермиче-
ских испытаний на растяжение–сжатие изучают-
ся наличие объемной ползучести, пластического 
разрыхления, поврежденности и  структурных 
изменений, зависимость их морфологии и коли-
чественных мер от уровня температуры, эволю-
ция коэффициента поперечной деформации со 
временем и  в  зависимости от программы нагру-
жения, его (не)монотонность и возможность сме-
ны знака [25–27, 49, 50, 95–106, 136, 190, 192, 193]. 
Наличие объемной деформации в испытаниях на 
сдвиг свидетельствует о  том, что объемные де-
формации и деформации формоизменения не не-
зависимы и  нельзя использовать определяющие 
соотношения, в  которых шаровые части и  деви-
аторы тензоров напряжений и  деформаций раз-
деляются и связаны независимыми уравнениями.

2.14. Длительная прочность при ползучести, ее 
зависимость от температуры и параметров 

технологии изготовления

Эта тема исследовалась, например, в  работах 
[1, 16, 18, 26, 46, 52–58, 114, 189, 209, 246].

2.15. Экспериментальное исследование 
износостойкости при истирании, ее зависимость 
от пары трения, вида и количества наполнителя, 

температуры, давления, облучения

Эта тема столь специфична и  обширна, что 
остается за рамками данного обзора. Она иссле-
довалась, например, в работах [43, 238–242, 247–
254] (см. список литературы в работе [43]).

2.16. Изучение проявлений анизотропии упругих, 
вязкопластических и прочностных свойств, 

изучение связи анизотропии композитов 
с особенностями технологии изготовления

Эта тема столь обширна, что полностью оста-
ется за рамками данного обзора. 

2.17. Экспериментальное и теоретическое 
исследование особенностей поведения материалов 

при неодноосных нагружениях

В  частности, исследование возможностей 
по моделированию влияния объемной ползу-
чести и  гидростатического давления и  его скач-
ков на механическое поведение (на кривые 
испытаний и  эффективные свойства) компо-
зитов и  способности разных версий определя-
ющих соотношений описывать влияние вида 

напряженно-деформированного состояния, 
в частности дилатацию и разносопротивляемость 
растяжению–сжатию при ползучести и других ви-
дах нагружения. Анализ пределов применимости 
постулатов о независимости объемной деформа-
ции от касательных напряжений (от девиатора 
тензора напряжений), а сдвиговых деформаций – 
от среднего напряжения (давления), об упругой 
связи между объемной деформацией и  средним 
напряжением в точке (т.е. пренебрежения объем-
ной ползучестью), постулата о постоянстве коэф-
фициента Пуассона и постулата о несжимаемости 
материала в зависимости от диапазонов темпера-
тур и нагрузок. Конечно, исследования анизотро-
пии и  поведения полимеров и  композитов при 
неодноосных нагружениях требуют гораздо более 
обширного списка программ испытаний, чем од-
ноосные программы 2.1–2.16, с  которых следует 
начинать исследование, но это темы последую-
щих работ.

2.18. Динамические испытания разного рода

Эта обширная тема осталась за рамками дан-
ного обзора, ограниченного квазистатическими 
испытаниями. 

3. САМЫЕ ИНФОРМАТИВНЫЕ 
ИСПЫТАНИЯ НА НАЧАЛЬНОМ ЭТАПЕ 

ИССЛЕДОВАНИЙ И ДИАГНОСТИКА ТИПА 
ПОВЕДЕНИЯ МАТЕРИАЛА

На начальном этапе исследований по проек-
тированию и  отработке программ испытаний, 
методик регистрации данных испытаний и  их 
обработки можно ограничиться только сериями 
испытаний 2.1, 2.3–2.8 по программам ε(t)  =  at 
и (14), (19), (27) (рис. 1–17). Каждая из них тре-
бует проведения, как минимум, 5–7 испытаний 
при разных параметрах программ нагружения 
(их количество надо умножить на 3–5 повторных 
испытаний для осреднения и  оценки разброса). 
Если нужны свойства при разных температурах, 
то потребуется 15–30 испытаний при разных па-
раметрах программ нагружения. Например, ис-
пытания на ползучесть следует проводить при 3–4 
значениях температуры (на первом этапе – лишь 
при комнатной температуре) и  при 4–6 уровнях 
напряжения (не выше 0.5…0.7 предела прочно-
сти при максимальной температуре). При этом 
длительность испытания (еще один важный па-
раметр) должна быть достаточно большой, чтобы 
все особенности развития ползучести проявились 
на кривых ползучести. В  испытаниях на восста-
новление при нулевой нагрузке (14) появляется 
еще один параметр нагружения  – длительность 
стадии восстановления (или ее отношение к дли-
тельность стадии ползучести под нагрузкой). 
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Одна из самых информативных программ 
испытаний  – нагружение с  последующей пол-
ной разгрузкой и наблюдением восстановления 
(19) (рис.  12а) для и  построения кривой нагру-
жения–разгрузки–восстановления – см. выше, 
рис. 7, 10, 13, 14, а детально – в работах [42, 43, 
87, 128]. 

С  помощью испытаний вида (19) (лучше се-
рии испытаний с  различными максимальными 
напряжениями и скоростями нагружения и, воз-
можно, при разных уровнях температуры, если 
требуется исследовать зависимость свойств от 
температуры) удобно провести предварительную 
диагностику типа поведения материала (в первом 
приближении), если характеризовать его катего-
риями упругий, вязкоупругий, вязкопластичный, 
упруговязкопластичный: 

1) если кривая разгрузки ложится на кривую 
нагрузки при достаточно низких скоростях де-
формирования (нет петли гистерезиса), то ма-
териал можно считать упругим в  исследованном 
диапазоне напряжений, деформаций, скоростей 
нагружения и температур (рис. 7, 13, 14) [42]; 

2) если петля гистерезиса есть (рис. 7, 10, 13, 14), 
но нет остаточной деформации (она достаточ-
но быстро полностью исчезает после разгрузки, 
становится меньше допуска), то материал можно 
считать вязкоупругим; 

3) если петля гистерезиса есть и  сохраняется 
остаточная деформация (рис. 7, 10, 13, 14) (после 
полной разгрузки и длительной выдержки дефор-
мация стремится к  ненулевой горизонтальной 
“асимптоте”, восстановление “выдыхается”), то 
нельзя пренебрегать способностью материала на-
капливать необратимую деформацию и материал 
следует рассматривать как упруговязкопластич-
ный [43]; 

4) если выполняются условия п. 3), но кривая 
нагружения (и разгрузки) не зависит от скорости 
нагружения (в исследованном диапазоне ско-
ростей и  температур), а  остаточная деформация 
практически не релаксирует (восстановление 
заканчивается за малое время, например, рав-
ное длительности стадии нагружения–разгруз-
ки, и  далее деформация не меняется с  течением 
времени), то материал можно считать упругопла-
стичным. 

Усложнение программы испытаний (19) вве-
дением дополнительной стадии выдержки при 
постоянной ненулевой нагрузке (после первой 
стадии нагрузки, перед стадией разгрузки) весь-
ма полезно для уточнения “диагноза”: если на 
этой стадии наблюдается рост деформации (полз-
учесть), то материал можно квалифицировать 
как упруговязкопластичный или вязкоупругий, 
а если деформация постоянна, то как упругий или 

упругопластичный (различие между ними будет 
заметно на стадии разгрузки, как было описано 
выше).

В принципе для такого экспресс-анализа типа 
поведения материала можно провести серию ис-
пытаний на обратную ползучесть, т.е. нагружение 
прямоугольным ипмпульсом напряжения, бы-
струю (“мгновенную”) разгрузку и последующую 
выдержку при нулевой (или почти нулевой) на-
грузке. Но по сути испытания будут проводиться 
по той же программе нагружения, имеющей очер-
тание трапеции, но нагрузка и  разгрузка будут 
считаться “мгновенными” (это упрощение, схе-
матизация программы нагружения при обработке 
результатов испытаний). 

В  сущности, перечисленные качественные 
свойства можно рассматривать как первичные 
индикаторы для предварительного выбора класса 
определяющих соотношений, которые стоит ис-
пользовать для описания поведения материала. 
Этих грубых свойств недостаточно для выбора 
конкретного определяющего соотношения и  не-
обходимы привлечение данных дополнитель-
ных испытаний и  учет более тонких эффектов 
поведения материала, проявляющихся как при 
нагружениях (19), так и  при других программах 
испытаний (при циклических нагружениях, при 
ступенчатой ползучести и т.п.).

Лучше не только провести испытания по про-
грамме (19) на сжатие, растяжение и сдвиг (многие 
материалы обладают разносопротивляемостью, 
выражающейся не только в разномодульности, но 
и разном виде кривых ползучести и деформиро-
вания при растяжении и сжатии), но и провести 
испытания еще и  по программе, дополненной 
таким же циклом с  изменением знака нагрузки, 
причем в двух версиях: сначала растяжение – по-
том сжатие и наоборот. Это естественный подход 
к  программам циклического нагружения (серия 
испытаний 2.11) с симметричным циклом и с от-
нулевым циклом (рис.  26–28); последние в  ряде 
случаев удобно или целесообразно проводить по 
схеме трехточечного изгиба [255–269] (см. списки 
литературы статей [268, 269]).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В  статье описаны цели и  система программ 
квазистатических испытаний полимеров и  ком-
позитов для всестороннего изучения их вязкоу-
пругопластических свойств (всей совокупности 
всех наблюдаемых в испытаниях эффектов), арсе-
налы возможностей пяти нелинейных определя-
ющих соотношений вязкоупругопластичности по 
их описанию и методология анализа данных ис-
пытаний и выбора адекватных определяющих со-
отношений для их моделирования. Рассмотрены 
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линейное интегральное определяющее соотно-
шение вязкоупругости Больцмана–Вольтерры 
(1) и четыре нелинейных определяющих соотно-
шений вязкоупругопластичности (5), (17), (20) 
и (25),(26), последнее из которых учитывает вза-
имное влияние эволюции структуры и  процесса 
деформирования, указаны списки моделируемых 
и не моделируемых ими эффектов и индикаторы 
(не)применимости определяющих соотношений, 
удобные для быстрой проверки по данным испы-
таний, приведены ссылки на работы, в  которых 
эти определяющие соотношения и  их свойства 
анализируются детально. Описаны испытания 
для предварительной диагностики типа поведе-
ния материала (в первом приближении), если 
характеризовать его категориями упругий, вязко-
упругий, вязкопластичный, упруговязкопластич-
ный, и  методология выбора адекватной модели 
для описания поведения конкретного материала. 
Указаны признаки физической нелинейности 
поведения материалов, т.е. индикаторы неприме-
нимости линейного интегрального соотношения 
вязкоупругости Больцмана–Вольтерры, которые 
можно обнаружить в испытаниях по разным про-
граммам нагружения, способы очертить диапазон 
линейности поведения вязкоупругого материала. 
Изученные определяющие соотношения, состав-
ленные списки моделируемых ими эффектов, 
индикаторы применимости, методики идентифи-
кации и описанная система программ испытаний 
материалов составляют арсенал эффективных 
инструментов для описания поведения полиме-
ров и композитов с полимерной матрицей.

Эта работа  – вводная, полуобзорная (пано-
рамная) статья цикла статей, посвященных осо-
бенностям поведения, определяющим соотно-
шениям и  системам программ квазистатических 
испытаний вязкоупругопластических материалов 
(в частности полимеров и  композитов с  поли-
мерной матрицей) для комплексного изучения 
их свойств и  для выбора, идентификации и  ве-
рификации подходящих моделей. Панорамный 
(“стволовой”) характер этой статьи, бегло за-
трагивающей или намечающей многие важные 
темы, будет дополнен в следующих статьях цикла 
более детальным и глубоким анализом специаль-
ных вопросов, конкретных моделей, их арсеналов 
возможностей и индикаторов их применимости, 
удобных для быстрой экспериментальной про-
верки, конкретных видов испытаний (например, 
испытаний на сдвиг, на изгиб и при сложном на-
пряженном состоянии, в  частности испытаниях 
образцов-колец и толстых труб) и эффектов, на-
блюдаемых в испытаниях и описываемых разны-
ми моделями. Ряд статей (продолжающих работы 
[42, 43, 57, 192, 194, 214, 238, 268, 269] и др.) будет 
посвящен анализу данных испытаний по систе-
ме программ, особенностям методик испытаний 
(например, на изгиб [268, 269] или на растяжение 

труб с внутренним давлением [57, 192, 194]) и со-
вершенствованию методов обработки их данных, 
комплексной характеризации свойств и  моде-
лированию поведения конкретных полимеров 
(полиэтилены, ПТФЭ, ПЭТФ, сверхвысокомо-
лекулярный ПЭ, полифениленсульфид, полиэ-
фирэфиркетон, полилактид, полиамид-6) и ком-
позитов на их основе [42, 43, 214, 238]. Ведь даже 
по чистому ПТФЭ (и другим материалам) в науч-
ной литературе представлены только разрознен-
ные данные испытаний по отдельным програм-
мам образцов, изготовленных из разного сырья 
в разных условиях по различным технологиям, 
которые нельзя использовать вместе для выбора, 
идентификации и всесторонней верификации 
определяющих соотношений для описания все-
го комплекса вязкоупругопластических свойств 
ПТФЭ [43].

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке Российского научного фонда (проект 22-13-
20056). 
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