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Аннотация. Концепция совершенствования наблюдения в системе управления 

воздушным движением (УВД) основывается на использовании современных технологических 

решений в интересах гражданской авиации РФ. В настоящее время высокоточное и 

непрерывное определение местоположения (МП) воздушных судов (ВС) может быть 

обеспечено за счет использования многопозиционной системы наблюдения (МПСН). В данной 

статье предложен алгоритм определения МП ВС в МПСН на основе модифицированного 

метода наименьших квадратов (ММНК). Отличительной особенностью предложенного 

алгоритма является формирование оценок координат ВС в условиях стохастического характера 

оцениваемого вектора состояния и ошибок измерений при нелинейной зависимости измерений 

от оцениваемых параметров. Для оценки точности предложенного алгоритма проводились 

экспериментальные исследования путем моделирования на ПЭВМ. Анализ полученных 

результатов продемонстрировал высокую точность определения координат ВС и соответствие 

теоретическим данным. Таким образом, применение разработанного алгоритма на основе 

модифицированного метода наименьших квадратов позволяет производить оценку координат 

воздушных судов в многопозиционной системе наблюдения с высокой точностью при 

случайном характере оцениваемого вектора состояния и ошибок измерения. 
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Abstract. The concept of improving surveillance within the air traffic control (ATC) system 

is based on the use of modern technological solutions for the benefit of civil aviation of the Russian 

Federation. Currently, high-precision and continuous determination of the aircraft position can be 

ensured through the use of a multi-position surveillance system (MPSS). This article proposes an 

algorithm for determining the aircraft position in the MPSS based on the modified least squares 

method (MLSM). A distinctive feature of the proposed algorithm is the obtaining of estimates of 

aircraft coordinates under the assumption of random measurement errors and the estimated state 

vector with a nonlinear dependence of measurements on the estimated parameters. To evaluate the 

accuracy of the proposed algorithm, experimental studies were conducted through computer 

simulation. Analysis of the obtained results demonstrated high accuracy of aircraft coordinate 

determination and consistency with theoretical data. Thus, the use of the developed algorithm based 

on the modified least squares method allows for the estimation of aircraft coordinates in a multi-

position surveillance system with high accuracy under the random behavior of the estimated state 

vector and measurement errors. 

Key words: multi-position surveillance system, modified least squares method, aircraft, 

location, covariance matrix, root mean square error. 

 

  



Введение 

Концепция совершенствования средств наблюдения в системе УВД 

основывается на применении различных технологических решений в интересах 

гражданской авиации РФ. В настоящее время высокоточное и непрерывное 

определение МП ВС в пространстве может быть обеспечено при использовании 

мультилатерационной технологии [Прохоров и др., 2013; Стратегия…, 2022]. 

Многопозиционные системы наблюдения (МПСН) в гражданской авиации 

используются для обнаружения, идентификации и сопровождения ВС и 

наземных транспортных средств (ТС), а также для УВД [Лаптенок и др., 2019; 

Михеев и др., 2021]. Существует два типа систем: широкозонная МПСН (МПСН-

Ш) и аэродромная многопозиционная система наблюдения (АМПСН). МПСН-Ш 

позволяет осуществлять наблюдение за воздушными судами (ВС) на воздушных 

трассах, местных воздушных линиях, установленных маршрутах, в районах 

авиационных работ и аэродромов гражданской авиации [Wide Area…, 2004]. 

АМПСН реализует наблюдение (обнаружение, измерение, определение МП) ВС 

при взлете и посадке, во время руления, стоянки и полета в районе аэродрома, а 

также ТС и наземных объектов, находящихся на аэродроме, как показано на 

рис. 1. 

 

 
Рисунок 1 – Наблюдение ВС и ТС на рабочей площади аэродрома 

 

В документах ИКАО и Евроконтроля указано, что МПСН должны 

удовлетворять требованиям, предъявляемым к аналогичным системам 

наблюдения [Прохоров и др., 2013]. Поэтому для эффективного 

функционирования МПСН требуется разработка соответствующих алгоритмов 

определения координат ВС и ТС. В работах [Монаков, 2018а; Монаков, 2018б; 

Монаков, 2018в; Skrypnik и др., 2019] представлены результаты разработки 

алгоритмов навигационных определений в МПСН. 

Так в работе [Development…, 2021] приведен алгоритм определения 

координат ВС использованием мультилатерационной технологии на основе 



классического метода наименьших квадратов (МНК). Предложенный алгоритм 

включает следующие этапы: ввод исходных данных, расчет расстояний между 

приемными станциями и воздушным судном, вычисление вектора невязки, 

расчет матрицы частных производных с учетом оценок координат воздушного 

судна на предыдущей итерации, вычисление поправки, расчет уточненных 

координат ВС. Достоинство классического МНК заключается в отсутствии 

необходимости привлечения априорной информации о статистических 

характеристиках переменных вектора состояния и измерений. В свою очередь 

отсутствие статистической информации не позволяет в полной мере решить 

задачу анализа точности разрабатываемых алгоритмов. Поэтому требуется 

введение гипотезы о стохастическом характере ошибок измерения и переменных 

оцениваемого вектора состояния [Степанов, 2017]. 

Предложенный в [Development…, 2021] алгоритм, основанный на 

минимизации суммы квадратов отклонений, является чувствительным к 

выбросам и аномальным значениям данных, которые снижают точность 

определения координат ВС. Ввиду того, что в реальных условиях при 

определении координат ВС в МПСН прием сигналов осуществляется на фоне 

шумов, то требуется разработка помехоустойчивых алгоритмов на основе 

модификации МНК. 

Цель статьи – разработка алгоритма определения местоположения 

воздушных судов в многопозиционной системе наблюдения на основе 

модифицированного метода наименьших квадратов. 

 

Теоретические исследования. Материалы и методы 

Для определения МП в МПСН используется разностно-дальномерный 

метод [Измерение координат…, 2014; Кондратьев и др., 1986; Onalaja et al., 2014], 

согласно которому координаты ВС и ТС определяются на основе измеренных 

разностей моментов прихода сигнала на приемных пунктах, разнесенных в 

пространстве. Затем вычисляются разности времен прихода сигналов (цели Ц) 

01 02  τ ,   τ  от ВС до центрального (опорного НП0) и разнесенные наземные пункты 

(НП1,НП2) (рис. 2). 



 
Рисунок 2 – Конфигурация МПСН 

 

Считаем, что сигнал принимается на трёх приёмных позициях. Алгоритм 

определения координат на основе МПСН заключается в приеме антенной 

сигнала с борта ВС, обработке его в приёмном устройстве, где он выделяется на 

фоне шумов и помех, усиливается и переносится на промежуточную частоту; 

затем сигнал поступает на АЦП и преобразуется в цифровую форму для 

дальнейшей обработки; оцифрованный сигнал поступает на измеритель, на 

выходе которого получаются данные о времени прихода сигнала (TOA – Time of 

Arrival); которые затем обрабатываются в вычислителе разности времён прихода 

сигнала (TDOA – Time Difference of Arrival), вместе с данными о TOA с других 

станций [Stefanski et al., 2018]. 

При обработке информации в МПСН разность дальностей между ВС, ТС и 

наземными приёмными станциями (НПС) определяется следующим образом: 

 

( ) ( ), , , ,ij i j ij i jR w g g c w g g =  ,    (1) 

 

где ( ), ,ij i jR w g g  – разность расстояний от ВС до i-ой и j-ой НПС; w  – вектор 

координат ВС в декартовой системе координат; ig , 
jg  – векторы координат НПС 

с номерами i или j; количество НПС равно m; ( ), ,ij i jw g g  – разность моментов 

прихода сигнала от ВС до i-го и j-го НПС, соответственно; c – скорость 

распространения радиоволн. 

Вводя обозначения векторов координат ВС и НПС в форме ( ), ,а а аw x y z , 

( ), ,i i i ig x y z  и ( ), ,j j j jg x y z , выражение (1) перепишем в следующем виде (2): 



( ) ( ) ( )
2 2 2

ij i j i а i а i а iR R R x x y y z z R = − = − + − + − +  −  

( ) ( ) ( )
2 2 2

j а j а j а j ijx x y y z z R c− − + − + − − =    (2) 

 

Известно [Leonardi et al., 2009], что из всего множества измеренных разниц 

времени прибытия сигнала (DTOA) только (m–1) разниц моментов прибытия 

оказываются статистически независимыми. При реализации 

мультилатерационной технологии МП ВС определяется путём решения системы 

нелинейных уравнений (2) как точка пересечения линий положения, которые 

имеют форму гипербол.  

Как уже отмечалось, в работе [Development…, 2021] приведён один из 

возможных алгоритмов определения МП ВС на основе МНК. Отличительная 

особенность которого в том, что оценивание неизвестных переменных вектора 

состояния w  по измерениям u  основано на выборе значений, обеспечивающих 

минимизацию критерия, характеризующего меру близости между измеренными 

и вычисленными значениями ( )s w  или Hw  [Степанов, 2017]: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2

1

m
T

i i

i

J w u s w u s w u s w
=

= − − = − .   (3) 

 

Разности ( )i i iu s w= −  называются невязками измерений. 

Соответствующая критерию (3) оценка 𝑤 определяется следующим образом: 

 

( ) ( )( ) ( )( )ˆ argmin
T

w

w u u s w u s w= − − . 

 

В процессе работы алгоритма МНК выбирается такое значение 

неизвестного параметра, при котором минимизируется сумма квадратов невязок 

измерений согласно (2) [Степанов, 2017]. 

В работе предлагается применить модифицированный метод наименьших 

квадратов (ММНК), при использовании которого минимизируемый критерий 

записывается следующим образом: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T T

J w u Hw Q u Hw w w D w w= − − + − − ,  (4) 

 

где w  – вектор математических ожиданий, Q  – весовая матрица учета вклада 

отличий измеренных и вычисленных значений, которые соответствуют 

различным компонентам вектора измерений, D  – неотрицательно определенная 

матрица. 

Исходя из реальных условий функционирования МПСН полагаем, что w  

является векторной случайной величиной с математическим ожиданием w  и 

дисперсиями  2

0 . Также полагаем, что погрешности измерений являются 

центрированными случайными величинами, не коррелированными между собой 



и с w , дисперсии которых принимают значения 2

ir , 1,...,i m=  при неравноточных 

измерениях w  и 2 2

ir r=  при равноточных измерениях [Степанов, 2017].  

Система (2) включает четыре неизвестных величины. Это три координаты 

источника сигнала ВС ( ), ,а а аw x y z  и невязка 
dis i jR R R = − , обусловленная 

смещением шкал времени НПС. Конкретизируем алгоритм ММНК 

применительно к задаче определения местоположения в МПСН. 

Минимизируемый критерий (4) перепишем в виде 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
T T

J w u s w Q u s w w w D w w= − − + − − .  (5) 

 

В соответствии с заданным критерием (5) и выражение для 

соответствующей ему оценки запишем в виде: 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )ˆ argmin
T T

w

w u u s w Q u s w w w D w w= − − + − − . (6) 

 

Ввиду нелинейной зависимости измерений от оцениваемых параметров в 

соответствии с выражением (2) задача разработки алгоритма оценивания 

значительно усложняется. Решение данной проблемы возможно путем сведения 

нелинейной задачи к линейной на основе линеаризации. Минимизируемый 

критерий (5) в данном случае запишем в виде: 

 

( ) ( ) ( )(
3

1 2

1

, , ( ) ( )а а а i i i л i л

i

J x y z q u H w x - x H w y - y
=

= − − −  

( ) ( )
2

3

1

( )
n

i л i

i

H w z - z d w w
=

− + − ,    (7) 

 

а его приближение, соответствующее линеаризованному описанию функции  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

i i i а i а i аs w R w x x y y z z= = − + − + −  , (8) 

 

в окрестности точки линеаризации имеет вид 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 1( ) ( )
T T

i i л i i лJ w u H w w- w Q u H w w- w w w D w w= − − + − − =  

( ) ( )( ( ) ( )
3

2

1 2 3

1 1

( ) ( ) ( )
n

i i i л i л i л i

i i

q u H w x - x H w y - y H w z - z d w w
= =

= − − − + −  , (9) 

 



где ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

cos cos cos

cos cos cos

cos cos cos

i i i

Л j j j

k k k

H w

 − − −
 

= − − − 
 
− − − 

  

  

  

 – матрица направляющих 

косинусов линии визирования ВС – НПС, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

л л л л л

i i i i i а i а i аu w u R w u x x y y z z− = − − + − + − . (10) 

 

При этом справедливы обозначения:  

 

( )

( )

л

i

л

j

H w
H

H w

 
 =
 
 

, 
( )

( )

л

i

л

j

u w
u

u w

 
 =
 
 

, лw w w= − . 

 

Алгоритм определения МП ВС на основе ММНК запишем в виде: 

 

( ) ( ) ( )( )( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆw w K w u s w H w w w+  = + − − −
 

      :  (11) 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 1ˆ ˆ ˆTK w P w H w V −=   ;    (12) 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

( ) ( ) 1 ( )ˆ ˆ ˆw TP w P H w V H w
−

−= +   ;   (13) 

 

=0,1,2,...   (0)ŵ w= . 

 

где ( )( )ˆP w   – расчетная матрица ковариаций ошибок оценивания; ( )( )ˆK w   – 

матричный коэффициент усиления; V  – диагональная матрица с элементами 2

ir . 

Формулу для вычисления матрицы ковариаций ошибок оценивания на 

основе ММНК с учётом сделанных предположений запишем в виде: 

 

( ) ( ) ( )
1

3

2
1

1л w л

i

i i

P w P M w
r

−

=

 
= + 
 

 ,   (14) 

 

где wP  – ковариационная матрица вектора лw w w= − , 

 



( )

i a i a i a

i i i

j a j a j aл

j j j

k a k a k a
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При выполнении условия 2 2

ir r=  выражение (14) упрощается и приводится 

к виду: 
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Использование итерационного алгоритма для получения расчетной 

матрицы ковариаций предполагает необходимость принятия значения, 

сформированного на последней итерации. Кроме того, следует заметить, что 

предложенный алгоритм является работоспособным в случае, когда число 

измерений и количество НПС не совпадают между собой. 

Детальный анализ выражений (11)-(13) показывает, что расчетная точность 

оценивания МП в МПСН определяется взаимным расположением НПС и ВС. В 

этом случае выражение для радиальной среднеквадратической сферичной 

погрешности определения МП ВС M  можем записать в виде: 

 

      ( )
1
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1

1,1 2,2 3,3 л

M i

i

P P P r Sp M w

−

=

 
= + + =  

 
 ,              (15) 

где Sp  – след матрицы.  

Из (15) следует, что при одинаковой величине r  погрешность M  будет 

определяться произведением среднеквадратической ошибки измерения TOA на 

коэффициент, характеризующий взаимное расположение ВС и НПС, который 

называется геометрическим фактором (Position Dilution of Precision) [Степанов, 

2017]: 
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Следует отметить, что при увеличении количества применяемых НПС m  

радиальная среднеквадратическая погрешность определения МП ВС в МПСН 

будет уменьшаться.  

 



Моделирование и исследование 

При решении задачи разработки алгоритма определения МП ВС в МПСН 

важной особенностью является исследование статистических характеристик 

формируемых оценок на основе ММНК, т.е. анализа точности. Для оценки 

точности определения МП ВС на основе мультилатерационной технологии 

проводились экспериментальные исследования алгоритма определения 

координат на основе ММНК. Среднеквадратическая погрешность определения 

времени задержки ответного сигнала от ВС в точке приема 2 9ir м= . 

Моделировалась ситуация использования НПС с известным 

месторасположением. Точность определения координат МП ВС оценивается с 

использованием статистического моделирования на основе метода Монте-Карло. 

Результаты статистического моделирования процесса определения 

плановых координат ВС при полете по заданному маршруту в трехпозиционной 

МПСН представлены на рисунках 3-6. На рисунках 3, 4 представлены графики 

динамики изменения координат МП ВС в процессе полета и их оценки, 

полученные в МПСН при реализации синтезированного алгоритма.  

 

Рисунок 3 – Графики динамики  

координаты х ВС и её оценки 

Рисунок 4 – Графики динамики  

координаты y ВС и её оценки 

 

Анализ зависимостей, представленных на рисунках 3, 4, показывает, что в 

процессе оценивания предложенный алгоритм обеспечивает минимизацию 

выбранного критерия, характеризующего меру близости между истинными и 

оценочными значениями координат ВС. Отклонение оценок от истинных 

значений координат полета ВС является следствием наличия ошибок измерения.  

На рисунках 5, 6 представлены графики зависимости апостериорных 

среднеквадратических погрешностей (СКП) ошибок оценивания координат МП 

ВС, определяемые по расчетной матрице ковариаций ошибок оценивания 

 1,1x P=  и  1,1y P= .  

 

 



Рисунок 5 – СКП ошибка оценки  

координаты x  ВС 

Рисунок 6 – СКП ошибка оценки  

координаты y  ВС 

 

Анализ результатов, представленных на рисунках 5, 6, демонстрирует 

высокую точность определения координат ВС на основе предложенного 

алгоритма. Нелинейный характер графиков обусловлен зависимостью СКП от 

взаимного расположения ВС и НПС, которое меняется в процессе полета 

относительно стационарно установленных станций. Полученные в ходе 

моделирования результаты исследования подтверждают известное 

теоретическое положение о том, то расчетная точность оценивания в задаче 

определения координат по навигационным опорным точкам с известным МП в 

значительной степени определяется взаимным расположением радиоориентиров 

и подвижных объектов. 

 

Заключение 

В статье излагаются принципы обработки навигационной информации с 

целью оценивания неизвестных координат ВС и ТС в предположении о 

случайном характере оцениваемого вектора и ошибок измерения. 

Рассматривается подход построения алгоритма оценивания на основе 

модифицированного метода наименьших квадратов в прикладном плане 

ориентированного на решение задачи определения МП ВС в МПСН. Решение 

поставленной задачи по оценке координат усложняется ввиду нелинейной 

зависимости измерений от оцениваемых параметров, поэтому в работе 

выполнено сведение исходной нелинейной задачи к линейной на основе 

линеаризации. В статье приведены результаты конкретизации алгоритма ММНК 

применительно к задаче определения МП ВС в МПСН, представлены результаты 

разработки алгоритма определения местоположения в МПСН на основе 

модифицированного метода наименьших квадратов в нелинейной постановке. 

Отличительной особенностью алгоритма является зависимость ошибки 

оценивания от значения самого оцениваемого вектора состояния. 

При разработке алгоритма определения МП ВС в МПСН важной является 

задача исследования его точностных характеристик и анализа статистических 

свойств ошибок формируемых оценок. Для анализа точности предложенного 

алгоритма проведены экспериментальные исследования методами машинного 



моделирования. Для оценки точности алгоритма определения МП ВС на основе 

мультилатерационной технологии проводились экспериментальные 

исследования определения координат на основе путем моделирования ситуации 

использования наземных приемных станций с известным месторасположением.  

Анализ представленных результатов показывает высокую точность 

определения координат ВС на основе предложенного алгоритма. Нелинейный 

характер графиков обусловлен зависимостью погрешности оценки координат от 

взаимного расположения ВС и НПС, подтверждающий известное теоретическое 

положение о том, что расчетная точность оценивания в задаче определения 

координат по навигационным опорным точкам определяется взаимным 

расположением радиоориентиров и подвижного объекта. Сравнительный анализ 

характеристик предложенного алгоритма с известными данными подтвердил их 

достоверность. 

Таким образом, применение разработанного алгоритма на основе 

модифицированного метода наименьших квадратов позволяет производить 

оценку координат воздушных судов в многопозиционной системе наблюдения с 

высокой точностью при случайном характере оцениваемого вектора состояния и 

ошибок измерения. 
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