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Аннотация. Рассмотрен самосопряжённый оператор, действующий в пространстве Крейна и об-
ладающий инвариантным подпространством, которое является максимальным неотрицательным
и распадается в прямую сумму равномерно положительного (т. е. эквивалентного гильбертову
пространству по отношению к внутреннему псевдоскалярному произведению) и конечномерного
нейтрального подпространств. Доказано существование разностного выражения, преобразующего
порождённую этим оператором последовательность моментов в последовательность, представи-
мую как разность позитивных последовательностей моментов. В случае циклического оператора
этот результат применён для построения функционального пространства, в котором исследуемый
оператор моделируется как оператор умножения на независимую переменную.
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1. Введение

Как хорошо известно (см. [24, гл. 5, следствие 5.7]), унитарные и самосопряжённые операторы в
пространствах Понтрягина являются примерами обобщённых спектральных операторов. В слу-
чае пространств Крейна те же типы операторов, вообще говоря, теряют это свойство. Вместе
с тем для некоторых подклассов самосопряжённых операторов удаётся доказать их обобщённую
спектральность.

Одному из таких классов и посвящена настоящая работа. Она тесно примыкает к другой ра-
боте автора, и ряд результатов будет только кратко описан в первом разделе, затем во втором
разделе кратко напоминается предложенное Х. Лангером аналитическое разложение резольвенты
самосопряжённого оператора в пространстве Понтрягина. Исследованию связанной с самосопря-
жённым оператором в пространстве Крейна последовательности моментов и смежным вопросам
посвящен очередной раздел. В четвёртом разделе предыдущие результаты применяются к по-
строению функциональной модели для исследуемого класса.
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2. Некоторые ключевые понятия и предварительные результаты

В наиболее общей постановке (см. [2,6]) пространство с индефинитной метрикой определяет-
ся как (комплексное) линейное пространство L с заданной на нём эрмитовой полуторалинейной
формой (внутренним эрмитовым произведением) Q(x, y), причём такой, что соответствующая
квадратичная форма q(x) := Q(x, x) является знаконеопределëнной (т. е. Q(x, x) принимает по-
ложительные, отрицательные и нулевое значения). В случае конечномерного пространства L
используется также (см. [13]) термин псевдоунитарное пространство.

Теорема 2.1. Пусть q(x)— вещественнозначная функция, заданная на линейном простран-
стве L. Функция q(x) тогда и только тогда порождается некоторой квадратичной формой,
когда она удовлетворяет следующим условиям:

a. q(αx) = |α|2q(x), x ∈ L, α ∈ C,
b. для любых x, y ∈ L выражение q(x + λy) опре-

деляет функцию, непрерывную по переменной
λ ∈ C,

c. для q(·) верно тождество параллелограмма
q(x+ y) + q(x− y) = 2

(
q(x) + q(y)

)
.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

Обычно пространство с индефинитной метрикой снабжается той или иной топологией. В част-
ности, пусть H— сепарабельное гильбертово пространство со скалярным произведением (·, ·)H.
Пространство H называется гильбертовым пространством с индефинитной метрикой, если оно
дополнительно оснащено непрерывной эрмитовой полуторалинейной формой [·, ·], такой что со-
ответствующая квадратичная форма знакопеременна.

Заметим, что именно внутреннее произведение [·, ·] является для нас основным, а вот гильбер-
тово скалярное произведение играет вспомогательную роль и может меняться на топологически
ему эквивалентное. В силу непрерывности внутреннее произведение может быть представлено в
форме [·, ·] = (G·, ·)H, где G— так называемый оператор Грама, который необходимо является
ограниченным. Кроме того, эрмитовость внутреннего произведения влечёт за собой самосопря-
жённость G как оператора в гильбертовом пространстве.

Такие пространства с индефинитной метрикой обычно называют гильбертовыми простран-
ствами с G-метрикой (см. [1,19]). Теория операторов в них сравнительно бедна результатами и,
возможно, ещё ждёт своих исследователей. Намного более развитой является теория операторов
в гильбертовых пространствах с G-метрикой в случае ограниченно обратимого оператора Грама
(т. е. в регулярных гильбертовых пространствах с G-метрикой [1, 19]).

Предложение 2.1. Гильбертово пространство H с G-метрикой будет регулярным тогда и
только тогда, когда для любого действующего на всём H непрерывного линейного функционала
f найдётся такой вектор yf , что

fx = [x, yf ], x ∈ H.
Гильбертово скалярное произведение в регулярном гильбертовом пространстве с G-метрикой

может быть заменено топологически эквивалентным ему произведением так, что [·, ·] = (J ·, ·),
где J = P+ − P−, P+ и P− — (гильбертовы) ортопроекторы, P+ + P− = I. Последнее равенство
влечёт равенство P+(P+ + P−) = P+, откуда следует

P+P− = 0 и P−P+ = 0. (2.1)

Положим H+ = P+H, H− = P−H. В силу (2.1) подпространства H+ и H− образуют прямую
сумму и, кроме того, ортогональны в смысле внутреннего произведения [·, ·].

Разложение H = H+[+̇]H− называется каноническим разложением, а оператор J — канониче-
ской симметрией. Пространство с индефинитной метрикой, в котором оператор Грама является
канонической симметрией, называется J-пространством, или пространством Крейна.

В этих заметках мы будем предполагать, что H является пространством Крейна или его част-
ным случаем — пространством Понтрягина: J-пространство называется пространством Понт-
рягина, или пространством Πκ, если dimH− = κ <∞.

Вектор 0 �= x ∈ H называется положительным, неотрицательным или нейтральными если,
соответственно, [x, x] > 0, [x, x] � 0 или [x, x] = 0. Аналогично определяются отрицательные и
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неположительные векторы. Два вектора x, y ∈ H называются J-ортогональными (x[⊥]y), ес-
ли [x, y] = 0. Аналогично вводятся определения J-ортогональных множеств, J-ортогонального
дополнения и т. п. J-ортогональное дополнение к множеству X ⊂ H обозначается X [⊥].

Термин «подпространство» у нас всегда обозначает замкнутое линейное многообразие, а ли-
нейное многообразие, которое может быть незамкнутым, называется линеалом. Линеал называ-
ется положительным, если все его ненулевые векторы положительны, аналогично определяются
отрицательные, неотрицательные и т. п. линеалы.

Положительное подпространство называется максимальным положительным, если оно не яв-
ляется собственным подпространством другого положительного подпространства. Аналогично
определяются максимальные отрицательные, максимальные неположительные и т. п. подпро-
странства. Далее, подпространство L ⊂ H называется невырожденным, если L ∩ L[⊥] = {0},
в противном случае подпространство L называется вырожденным. Если L является вырожден-
ным подпространством, то подпространство L∩L[⊥] называется изотропной частью L. Если L—
невырожденное подпространство, то можно образовать J-ортогональную прямую сумму L[+̇]L[⊥].

В общем случае эта сумма плотна в J-пространстве, но не совпадает с ним, если же L[+̇]L[⊥] = H,
то подпространство L называется проекционно полным.

Предложение 2.2. Подпространство L является проекционно полным тогда и только то-
гда, когда оно является регулярным гильбертовым G-пространством, на котором внутреннее
произведение — это [·, ·]|L.

Заметим, что в пространстве Πκ подпространство является проекционно полным тогда и толь-
ко тогда, когда оно невырождено. Все определения, равно как и большинство упомянутых ре-
зультатов и их доказательства, а также дальнейшее описание геометрии J-пространств можно
найти в монографии [3,20] и лекциях [4,5]. Мы будем придерживаться стандартных обозначений
в случае понятий, связанных с гильбертовой структурой на H (ортогональность, ортогональное
дополнение, ортогональная сумма и т. п.).

Все операторы, упомянутые в этой работе, полагаются, если только прямо не оговорено про-
тивное, линейными и ограниченными. Символами σ(A) и ρ(A) обозначаются, соответственно,
спектр и множество регулярных точек (в другой терминологии — резольвентное множество) опе-
ратора A. Итак, пусть A: H �→ H—некоторый оператор.

Оператор Ac называется J-сопряжённым (J-с.) к оператору A, если [Ax, y] = [x,Acy] для всех
x, y ∈ H. Отметим, что спектры операторов A и Ac расположены симметрично относительно
вещественной оси (т. е. λ ∈ σ(A) ⇒ λ̄ ∈ σ(Ac)). Оператор A называется J-самосопряжённым
(J-с.с.), если A = Ac. Заметим, что часть спектра J-с.с. оператора может быть невещественной,
а собственным значениям оператора могут соответствовать нетривиальные жордановы цепоч-
ки из собственных и присоединённых векторов, причём это верно не только для операторов в
пространстве Крейна, но и в псевдоунитарном пространстве (см. [3–5,13, 20]).

Замечание 2.1. Структура пространства Крейна позволяет переформулировать в терминах
внутреннего произведения [·, ·] многие результаты, обычно формулируемые в терминах гильбер-
това скалярного произведения. Приведём два примера.

1. Пусть 〈x, y〉—дополнительная непрерывная полуторалинейная форма, заданная в простран-
стве Крейна H. Тогда найдётся такой оператор D, что 〈x, y〉 = [Dx, y], если форма 〈x, y〉—
эрмитова, то D— J-с.с. оператор, а если соответствующая квадратичная форма 〈x, x〉 неот-
рицательна, то D— J-неотрицательный оператор.

2. Если C — J-неотрицательный оператор, то ‖C‖ = sup
x: ‖x‖=1

{[Cx, x]}.

3. Спектральное разложение J-с.с. оператора в пространстве Понтрягина

В этом разделе пространство с индефинитной метрикой — это пространство Понтрягина, и ука-
занное условие дальше оговариваться не будет. Если J-с.с. оператор A имеет только вещественный
спектр, то у него есть собственная спектральная функция (с.с.ф.) Eλ с конечным множеством
критических точек Λ. Точные формулировки будут приведены ниже. Поскольку некоторые фор-
мулы, полученные в процессе доказательства существования с.с.ф., используются для построения
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модельного пространства по версии [25], то мы приведём его набросок по схеме, предложенной
в [27] (класс операторов, охваченный в [27], шире, чем рассматриваемый нами). На первом этапе
вещественность спектра оператора A предполагаться не будет. Итак, по известной теореме Понт-
рягина найдётся такое максимальное неположительное подпространство L−, что AL− ⊂ L−.
В силу определения пространства Понтрягина размерность подпространства L− равна κ, поэто-
му оператор A|L− действует в конечномерном пространстве, и его спектр — конечное множество.
Пусть N(t)—минимальный аннулирующий многочлен для A|L− (т. е. N

(
A|L−

)
= 0 и N(t) имеет

минимальную степень среди всех многочленов с таким свойством), коэффициент которого при
старшей степени для определённости равен единице, N̄(t)—многочлен, коэффициенты которого
сопряжены к коэффициентам многочлена N(t). Тогда

0 = [N(A)x, y] = [x, N̄ (A)y], где x ∈ L−, y ∈ H
и N̄(A)H ⊂ L+, где L+ = L[⊥]

− —максимальное неотрицательное подпространство. Введём на H
новую полуторалинейную форму 〈x, y〉 := [N(A)x,N(A)y]. Тогда

〈x, x〉 = [N̄(A)N(A)x, x] = [N(A)N̄ (A)x, x] = [N̄(A)x, N̄ (A)x] � 0 ∀x ∈ H. (3.1)

Отметим, что свойство (3.1) называется дефинизируемостью оператора A, при этом многочлен
N(A)Ñ (A) называется дефинизирующим.

Рассмотрим последовательность степенных моментов

{ck = 〈Akx, x〉}+∞
k=0, (3.2)

которая, очевидно, удовлетворяет следующему условию роста:

|ck| � ‖x‖2‖N(A)‖2‖A‖k, k = 0, 1, . . . (3.3)

Так как квадратичная форма 〈·, ·〉 неотрицательна, то по теореме Гамбургера (см., например, [7,
теорема 2.1.1]) последовательность {ck}+∞

k=0 допускает представление

ck =

+∞∫

−∞
tkdσ(x)(t), (3.4)

где σ(x)(t)—неубывающая функция, σ(x)(−∞) = 0, σ(x)(t − 0) = σ(x)(t) ∀t ∈ R. В силу усло-
вия (3.3) функция σ(x)(t) не имеет точек роста на полубесконечных интервалах (−∞,−‖A‖) и
(‖A‖,+∞), а именно

σ(x)(t) = 0 при t < −‖A‖ и σ(x)(t) = [N(A)x,N(A)x] при t > ‖A‖. (3.5)

Благодаря (3.5) представление (3.4) может быть переписано в виде

ck =

‖A‖+ε∫

−‖A‖
tkdσ(x)(t), ε = const > 0.

Из последнего равенства следует (см., например, [7, теорема 2.6.4]), что функция σ(x)(t) опреде-
ляется единственным образом (проблема моментов является определённой). Укажем также, что
σ(x)(t) может быть восстановлена по {ck}∞0 с помощью аналитической функции f(ξ), первона-
чально заданной в окрестности бесконечно удалённой точки рядом:

f(ξ) =

∞∑

k=0

ckξ
−(k+1),

а затем аналитически продолженной на область C\[−‖A‖, ‖A‖] формулой

f(ξ) =

‖A‖+ε∫

−‖A‖

1

ξ − t
dσ(x)(t), ε = const > 0. (3.6)
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Несложно показать, что

σ(x)(t− 0) + σ(x)(t+ 0)

2
=

1

2πi
lim

δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

f(ξ)dξ, (3.7)

где Γ
(t)
δ —положительно ориентированная граница прямоугольной области [−‖A‖− 1, t]× i[−1, 1]

без участка границы между точками (t,−iδ) и (t, iδ). Чтобы не усложнять формулы, мы будем
использовать дальше представление (3.4), но при этом иметь в виду, что соответствующие ин-
тегралы фактически берутся по конечному промежутку. Далее, для фиксированного t функция
σ(x)(t) определяет неотрицательную числовую функцию по отношению к x. Поскольку эта функ-
ция порождена (как следует из (3.4)) эрмитовыми полуторалинейными формами 〈Akx, x〉, для
которых, очевидно, выполняются тождество параллелограмма и соотношение однородности, то,
в силу единственности представления (3.4) и формулы восстановления (3.7), оба эти условия вы-
полнены и для σ(x)(t). Кроме того, σ(x)(t) � [N(A)x,N(A)x], поэтому функция σ(x)(t) непрерывна
по x в нормированной топологии. Итак, для σ(x)(t) выполнены условия теоремы 2.1. Последнее
обстоятельство открывает возможность ввести эрмитову полуторалинейную форму

≺ x, y �(t):=
1

4

3∑

m=0

im · σ(x+imy)(t).

Поскольку квадратичная форма σ(x)(t) непрерывна по x, введённая полуторалинейная форма
≺ x, y �(t) непрерывна в гильбертовой нормированной топологии. В силу сказанного (см. также
замечание 2.1) найдётся операторнозначная функция Gt, такая что (s-lim—предел в сильной
операторной топологии)

• G−∞ = 0, Gt = s-lim
τ→t−0

Gτ для любого t ∈ R;

• для любого t ∈ R и τ ∈ (−∞, t) оператор (Gt −Gτ ) является J-неотрицательным;

• N(A)N̄ (A)Akx =
+∞∫

−∞
tkdGtx для любого x ∈ H и k = 0, 1, 2, . . .

Указанное интегральное представление степеней оператора A и стандартное разложение его
резольвенты Rξ(A) в окрестности бесконечно удалённой точки (см. [15, гл. XI, § 1, п. 148, фор-
мула (5)]) приводит к следующему представлению:

N(A)N̄ (A)Rξ(A) =

+∞∫

−∞

1

t− ξ
dGt, (3.8)

где ξ ∈ C\[−‖A‖, ‖A‖]. Далее, выражениеM(t, ξ) =
N(ξ)N̄ (ξ)−N(t)N̄ (t)

t− ξ
превращается после его

очевидного доопределения в исключительной подобласти t = z в полином от двух переменных,
т. е. выражению M(A, ξ) = Rξ(A)

(
N(ξ)N̄ (ξ)I − N(A)N̄ (A)

)
можно придать корректный смысл.

Последняя формула и представление (3.8) приводят к новому представлению

Rξ(A) =
1

N(ξ)N̄ (ξ)

(
M(A, ξ) +

+∞∫

−∞

1

t− ξ
dGt

)
, (3.9)

где сходимость интеграла можно понимать как в сильной, так и в равномерной операторной то-
пологиях. Непосредственно из этого представления следует, что вне вещественной оси функция
Rξ(A) аналитична всюду за исключением, быть может, конечного числа полюсов. Последнее озна-
чает, что невещественный спектр A состоит из конечного числа собственных значений с конечной
длиной жордановых цепочек. Несложно показать, что инвариантное подпространство операто-
ра A, состоящее из всех его собственных и присоединённых векторов, отвечающих ровно одному
собственному значению, нейтрально и потому в случае пространства Понтрягина конечномер-
но. Кроме того, спектр любого J-с.с. оператора (как в случае пространства Понтрягина, так и
пространства Крейна) симметричен относительно вещественной оси. Всё сказанное позволяет от-
делить инвариантное подпространство оператора A, отвечающее его невещественному спектру,
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от инвариантного подпространства, отвечающего его вещественному спектру. Эти подпростран-
ства оказываются J-ортогональными и проекционно полными, а первое подпространство — ещё и
конечномерным. Соответствующие J-ортогональные проекторы могут быть построены как про-
екторы Рисса (по поводу последних см., например, [15, гл. XI, § 1, п. 148, теорема о разложении]).
J-с.с. операторы в конечномерных J-пространствах полностью описываются методами линейной
алгебры [13], поэтому в дальнейшем, если прямо не оговорено противное, мы будем предполагать,
что

σ(A) ⊂ R. (3.10)
При условии (3.10) все коэффициенты многочлена N(ξ) вещественны, поэтому формула (3.9)
может быть заменена на формулу

Rξ(A) =
1

N2(ξ)

(
M(A, ξ) +

+∞∫

−∞

1

t− ξ
dGt

)
. (3.11)

Положим
Λ := {λ : N(λ) = 0}.

Множество Λ в дальнейшем называется множеством критических точек для оператора A и
для его спектральной функции, к определению которой мы переходим.

Обозначим RG множество тех t ∈ R, для которых Gt непрерывна в сильной операторной топо-
логии. Действуя так же, как и в (3.7), положим

Et =
(− 1

2πi

)
s-lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)dξ (3.12)

для всех t ∈ RG\Λ, и доопределим Et по формуле Et = s-lim
τ∈RG, τ→t−0

Eτ для остальных t ∈ R\Λ.
Существование предела в (3.12) следует, грубо говоря, из теоремы о существовании сильного пре-
дела у монотонной ограниченной последовательности операторов в гильбертовом пространстве
(см. [15, гл. II, § 1, п. 104, теорема Вижье—С.-Надя]) и формулы (3.11), однако соответствующее
доказательство не вполне тривиально, по этому поводу см. [26, 27] или [18]. Результатом вычис-
ления (3.12) является следующая теорема.

Теорема 3.1. В пространстве Понтрягина J-с.с. оператор A с вещественным спектром об-
ладает спектральной функцией Et, такой что (здесь Δ = [a, b), a, b �∈ Λ)

a. для любого t ∈ R\Λ верно AEt = EtA;

b. если E(Δ)H �= {0}, то σ(A|E(Δ)H) ⊂ Δ̄;

c. если Δ ∩ Λ = ∅ и E(Δ)H �= {0}, то подпростран-
ство E(Δ)H положительно и AE(Δ) =

∫

Δ

tdEt;

d. если Δ∩Λ �= ∅, то подпространство E(Δ)H либо
отрицательно, либо индефинитно.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

Поясним последний пункт. В условиях этого пункта подпространство E(Δ)H содержит либо
отрицательный, либо нейтральный собственный вектор оператора A, вместе с тем оно проекци-
онно полно. Проекционно полное подпространство не может быть семидефинитным (в данном
случае — неположительным), поэтому оно либо отрицательно, либо (если найдётся нейтральный
собственный вектор) индефинитно. Продолжим тему. Пусть λ0 ∈ Λ. Тогда возможны три взаи-
моисключающих варианта:

• для некоторого интервала Δ = [a, b), такого что (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ, спектральная
функция Et|E(Δ)H ограничена и после доопределения Eλ0 = s-lim

t→λ0−0
Et справедливо AE(Δ) =

∫

Δ

tdEt;
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• для некоторого интервала Δ = [a, b), такого что (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ, спектральная
функция Et|E(Δ)H ограничена, но после доопределения Eλ0 = s-lim

t→λ0−0
Et имеем AE(Δ) �=

∫

Δ

tdEt;

• для некоторого интервала Δ = [a, b), такого что (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ, спектральная
функция Et|E(Δ)H неограничена.

Отметим, что ограниченность спектральной функции Et|E(Δ)H имеет (или не имеет) место од-
новременно для всех интервалов Δ = [a, b), подчинённых условиям (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ
с фиксированным λ0, а наличие предела s-lim

t→λ0−0
Et следует из теоремы Вижье—С.-Надя (см. [15,

гл. VII, § 1, п. 104]). Интерпретируем теперь каждую из этих опций в терминах теории спек-
тральных операторов (см. [9]). Первый вариант означает, что оператор A|E(Δ)H подобен само-
сопряжённому оператору, т. е. является скалярным спектральным оператором с вещественным
спектром. Второй вариант соответствует случаю, когда оператор λ0 ∈ Λ является спектральным
оператором, состоящим из суммы скалярного спектрального оператора и нетривиального конеч-
номерного нильпотентного оператора. Итак, только третий вариант отвечает случаю обобщённых
спектральных операторов.

4. Спектральное разложение J-с.с. оператора класса D+
κ

В этом разделе пространство с индефинитной метрикой — это сепарабельное гильбертово про-
странство H, а операторы, если не оговорено противное, ограничены и действуют в H.

Вначале отметим следующий геометрический факт.

Предложение 4.1. Если L является максимальным семидефинитным подпространством
из H, а P есть J-ортопроектор и PL ⊆ L, то линеал PL является максимальным семидефит-
ным подпространством относительно PH.

Пусть L—подпространство пространства Крейна, символ L0 = L ∩ L[⊥] — это его изотроп-
ную часть. Говорят, что подпространство L+ (L−) принадлежит классу h+ (h−), если L0

+ (L0−)
конечномерно, а фактор-пространство L̂+ = L+/L0

+ (L̂− = L−/L0−) является гильбертовым (ан-
тигильбертовым) относительно индуцированной индефинитной метрики, или, что эквивалентно,
L+ ∈ h+ (L− ∈ h−), если оно разлагается в сумму конечномерного изотропного и равномерно
положительного (равномерно отрицательного) подпространств.

Множество максимальных неотрицательных и максимальных неположительных подпро-
странств обозначим через M+ и M−, соответственно.

Будем говорить, что оператор T принадлежит классу H и писать T ∈ H, если у него существу-
ют инвариантные подпространства L± ∈ M± и все такие подпространства принадлежат классу
h±, соответственно.

Определение 4.1. Множество A = {A} самосопряжённых линейных операторов, действую-
щих в пространстве Крейна, принадлежит классу K(H), A ∈ K(H), если существует такой са-
мосопряжённый оператор B ∈ H в этом пространстве, что BA = AB при всех A ∈ A. Если A
состоит из одного оператора A, то будем говорить, что A принадлежит классу K(H) и писать
A ∈ K(H).

Определение 4.2. Скажем, что семейство A = {A} самосопряжённых линейных операторов,
действующих в пространстве Крейна, принадлежит классу D+

κ , A ∈ D+
κ , если для него найдётся

пара инвариантных подпространств L± ∈ M± ∩ h±, L+[⊥]L− с размерностью подпространства
L+ ∩ L−, равной κ, κ < ∞. Если семейство A = {A} состоит из единственного оператора A, то
мы будем также писать A ∈ D+

κ .

Предложение 4.2. Если J-с.с. оператор A принадлежит к классу D+
κ , L+— соответству-

ющее инвариантное подпространство из определения 4.2, то его невещественный спектр либо
пуст, либо состоит из конечного числа собственных значений. При этом максимальная длина
присоединённой цепочки векторов, отвечающих такому собственному значению, не превосхо-
дит размерности изотропной части подпространства L+.
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Доказательство. Пусть L−= L
[⊥]
+ . Положим

L1 = L+ ∩ L−, L2 = L+ � L1, L3 = L− � L1, L0 = JL1. (4.1)

Поскольку по условию подпространства L2 и L3 являются равномерно дефинитными, то без
ограничения общности можно считать, что относительно разложения

H = L0 ⊕ L1 ⊕ L2 ⊕ L3 (4.2)

оператор J имеет матричное представление

J =

⎛

⎜⎜
⎝

0 V −1 0 0
V 0 0 0
0 0 I2 0
0 0 0 −I3,

⎞

⎟⎟
⎠ , (4.3)

где V : L0 → L1 —изометрический оператор, а I2 и I3 — тождественные операторы в соответству-
ющих подпространствах. Относительно того же разложения (4.2) оператор A имеет представле-
ние

A =

⎛

⎜⎜
⎝

A00 0 0 0
A10 A11 A12 A13

A20 0 A22 0
A30 0 0 A33

⎞

⎟⎟
⎠ , (4.4)

откуда

JA =

⎛

⎜⎜
⎝

V −1A10 V −1A11 V −1A12 V −1A13

V A00 0 0 0
A20 0 A22 0
−A30 0 0 −A33

⎞

⎟⎟
⎠ . (4.5)

Оператор JA является самосопряжённым в обычном гильбертовом смысле, поэтому

V −1A10 = A∗
10V, A00 = V −1A∗

11V, A20 = A∗
12V,

A30 = −A∗
13V, A22 = A∗

22, A33 = A∗
33.

}
. (4.6)

Непосредственные вычисления показывают, что резольвента Rξ(A) определена для тех значений
ξ ∈ C, для которых одновременно имеют смысл операторы Rξ(A00), Rξ(A11), Rξ(A22), Rξ(A33) и

Rξ(A) =

⎛

⎜
⎜
⎝

Rξ(A00) 0 0 0
R10 Rξ(A11) R12 R13

R20 0 Rξ(A22) 0
R30 0 0 Rξ(A33)

⎞

⎟
⎟
⎠ , (4.7)

где
R30 = −Rξ(A33)A30Rξ(A00), R20 = −Rξ(A22)A20Rξ(A00),

R12 = −Rξ(A11)A12Rξ(A22), R13 = −Rξ(A11)A13Rξ(A33),

R10 = {Rξ(A11)A10 +R12A20 +R13A30}Rξ(A00).

Поскольку операторы A22 и A33 самосопряжены, невещественный спектр оператора A совпадает
с объединением невещественных спектров конечномерных операторов A00 и A11, и поэтому он
конечен. Кроме того, из представления (4.7) следует, что при ξ → ξ0 ∈ σ(A), ξ �= ξ0, ξ0 �= ξ̄0
резольвента Rξ(A) имеет степенной рост, не превосходящий сумму показателей роста резольвент
Rξ(A00) и Rξ(A11). Если одновременно ξ0 ∈ σ(A00), ξ0 ∈ σ(A11), то и ξ̄0 ∈ σ(A00), ξ̄0 ∈ σ(A11),
причём dimRSξ0(A00) = dimRSξ̄0(A11) и dimRSξ̄0(A00) = dimRSξ0(A11). Итак, показатель роста
резольвенты Rξ(A) при ξ → ξ0 не превосходит суммы dimRSξ̄0(A00) + dimRSξ0(A00), которая,
в свою очередь, не больше dimL0.

Предложение 4.3. Пусть J-с.с. оператор A принадлежит к классу D+
κ , L+— соответству-

ющее инвариантное подпространство из определения 4.2 и σ(A)\R �= ∅. Тогда пространство H
однозначно представимо в виде

H = H′[+]H′′,
где H′ и H′′ —инвариантные подпространства оператора A, σ(A|H′) ⊂ R, σ(A|H′′) ⊂ C\R,
dimH′′ <∞ и оператор A|H′ принадлежит к классу Dκ′ , κ′ < κ (возможно, κ′ = 0).
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Доказательство. Существование разложения H = H′[+]H′′ со свойствами σ(A|H′) ⊂ R, σ(A|H′′) ⊂
C\R и его единственность тривиально следуют из предложения 4.2, поскольку в силу этого пред-
ложения невещественная часть σ(A) является изолированным подмножеством множества σ(A) и
проектор Рисса (см. [8, 15])

P
′
=

−1

2πi

∮

Γ
Rξ(A)dξ,

где Γ— такой простой положительно ориентированный симметричный относительно R контур,
Γ ⊂ ρ(A), что весь невещественный спектр оператора A лежит вне Γ и, наоборот, его вещественная
часть располагается внутри Γ, определяет подпространство H′ (H′ = P ′H), а двойственный ему
проектор P ′′ = I-P ′ —подпространство H′′. Поскольку контур Γ симметричен относительно R и
поэтому P ′ — J-с.с. оператор, то H′[⊥]H′′.

Далее, из вида оператора P ′ следует, что подпространство L+ будет для него инвариантным,
поэтому из предложения 4.1 вытекает, что подпространство P ′L+ является искомым инвари-
антным подпространством оператора A|H′ и, таким образом, нам осталось лишь проверить ко-
нечномерность подпространства H′′. Итак, подпространство P ′′L+ является для оператора A|H′′

максимальным неотрицательным инвариантным подпространством, которое к тому же псевдоре-
гулярно, а его изотропная часть конечномерна. Покажем, что в действительности P ′′L+ нейтраль-
но. В самом деле, если мы допустим противное, т. е. что в P ′′L+ есть хоть один положительный
вектор, то получим, что σ(A|H′′)∩R �= ∅, однако это невозможно в силу выбора H′′. Итак, подпро-
странство P ′′L+ нейтрально и, следовательно (см. 4.1), P ′′L+ ⊂ L1, поэтому dimP ′′L+ = κ′′ � κ.
Наконец, поскольку P ′′L+ —максимальное нейтральное подпространство относительно H′′, то
dimH′′= 2κ′′.

Замечание 4.1. В условиях предложения 4.3 справедливо H′′ ∩ L1 �= ∅.

Представление (4.7) полезно в том смысле, что позволяет локализовать спектр оператора
A ∈ D+

κ , но непосредственно с его помощью сложно доказать существование у A спектрального
разложения того же типа, что у самосопряжённого оператора в пространстве Понтрягина. Наша
ближайшая цель — построить аналитическое представление резольвенты оператора A, аналогич-
ное представлению, изложенному в работах [18,26,27]. Оно будет похожим на представление (3.9),
для чего так же, как в работе [18], будут рассмотрены последовательности вида {[P (A)Anx, x]}∞1 ,
где x ∈ H, а P (ξ)—некоторый фиксированный полином. В [18] это был дефинизирующий поли-
ном, но в наших условиях такой полином, вообще говоря, не существует.

Рассмотрим теперь матричное представление оператора A+ = A|L+ и его резольвенты. Итак,

A+ =

(
A11 A12

0 A22

)
, Rξ(A

+) =

(
Rξ(A11) −Rξ(A11)A12Rξ(A22)

0 Rξ(A22)

)
.

Рассмотрим структуру операторов A12 и Rξ(A11)A12Rξ(A22). Для упрощения предположим, что
оператор A11 представляет собой одну жорданову клетку с собственным числом μ и базисом
{ej}k1 , т. е.

A11ej = μej + ej+1, j = 1, 2, . . . k − 1, A11ek = μek, Lin{ej}k1 = L1. (4.8)

Далее, найдётся такая система {yj}k1 ⊂ L1, что A12x =
k∑

j=1
(x, yj)ej . Поскольку образ оператора

A12 может быть, вообще говоря, подпространством пространства L1, система {yj}k1 может быть
линейно зависимой. Более того, благодаря предложению 4.3 гильбертова структура пространства
H может быть выбрана так, что в случае невещественного μ все yj = 0, поэтому в дальнейшем
предполагается, что собственное число μ вещественно. Наконец, пусть E(22)

λ непрерывная слева
спектральная функция оператора A22, т. е. A22 =

∫

R

λdE
(22)
λ . Тогда

Rξ(A22) =

∫

R

1

λ− ξ
dE

(22)
λ , Rξ(A11)el =

k∑

j=l

(−1)j−l 1

(μ− ξ)j−l+1
ej , l = 1, 2, . . . , k,
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Rξ(A11)A12Rξ(A22)x =
k∑

l=1

( ∫

R

1

λ− ξ
dE

(22)
λ x, yl

) k∑

j=l

(−1)j−l 1

(μ− ξ)j−l+1
ej =

=
k∑

j=1

(∫

R

1

λ− ξ

( j∑

l=1

(−1)j−l 1

(μ − ξ)j−l+1
d(E

(22)
λ x, yl)

))
ej .

Интегральное представление оператора Rξ(A11)A12Rξ(A22) получено нами в предположе-
нии (4.8), но от этого частного случая достаточно легко перейти к общей ситуации: если жор-
дановых клеток несколько, то надо взять сумму по всем этим клеткам. Итак, пусть оператор
A11 состоит из p клеток и соответствующий базис пространства L1 разбит на p групп: {e(m)

j }kmj=1,
m = 1, 2, . . . p, k1 + k2 + . . . + kp = κ. Тогда

Rξ(A11)A12Rξ(A22)x =

p∑

m=1

km∑

j=1

( ∫

R

1

λ− ξ

( j∑

l=1

(−1)j−l 1

(μm − ξ)j−l+1
d(E

(22)
λ x, y

(m)
l )

))
e
(m)
j . (4.9)

Возьмём открытый промежуток Δ = (α, β) ⊂ R, такой что

[α, β] ∩ σ(A11) = ∅, α, β �∈ σp(A22), (4.10)

и построим прямоугольник [α, β] × i[−h, h] с соблюдением одного из условий того же типа
[α, β] × i[−h, h] ∩ σ(A11) = ∅. Обозначим Γ(Δ) положительно ориентированную границу этого
прямоугольника. Наша задача — найти значение проектора Рисса, трактуя последний как инте-
грал в смысле главного значения:

E+(Δ) =
(− 1

2πi

)
s-lim
δ→+0

∫

Γδ(Δ)

Rξ(A
+) dξ , (4.11)

где Γδ(Δ)—часть контура Γ(Δ) без двух участков границы, первый из которых находится меж-
ду точками (α,−iδ) и (α, iδ), а второй — между точками (β,−iδ) и (β, iδ). Проектор Рисса как
интеграл в смысле главного значения был использован в сообщении [11], посвящённом существо-
ванию спектральной функции у J-с.с. оператора в пространстве Понтрягина. Детальное изложе-
ние доказательства сходимости указанного интеграла можно найти в работе [27] (см. также [18]).
Непосредственный подсчёт даёт следующий результат:

E+(Δ) =

(
0 E(12)(Δ)

0 E(22)(Δ)

)
,

где

E(12)(Δ)x = −
p∑

m=1

km∑

j=1

( ∫

Δ

( j∑

l=1

(−1)j−l 1

(μm − λ)j−l+1
d(E

(22)
λ x, y

(m)
l )

))
e
(m)
j . (4.12)

Представление (4.12) наглядным образом показывает, что условие α, β �∈ σp(A22) не является су-
щественным и от него можно отказаться, но, вообще говоря, связанный с J-с.с. оператором про-
ектор E+(Δ) является неограниченной функцией от α и β.

Перейдём к представлению оператора A+E+(Δ). Равенство A+Rξ(A
+) = I+ξRξ(A

+) позволяет
представить этот оператор в виде, аналогичном (4.11)

A+E+(Δ) =
(− 1

2πi

)
s-lim
δ→+0

∫

Γδ(Δ)

ξRξ(A
+) dξ,

откуда рассуждениями, подобными приведённым выше, получаем представление

A+E+(Δ) =

(
0 A12(Δ)
0 A22(Δ)

)
,

где

A12(Δ)x = −
p∑

m=1

km∑

j=1

(∫

Δ

( j∑

l=1

(−1)j−l λ

(μm − λ)j−l+1
d(E

(22)
λ x, y

(m)
l )

))
e
(m)
j .
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Аналогичным образом выглядит оператор (A+)nE+(Δ) для любого натурального n. Для упро-
щения записи можно учесть что операторы A+ и E+(Δ) коммутируют, а к тому же E+(Δ)
идемпотентен, поэтому

(A+)nE+(Δ) = (A+E+(Δ))n =

(
0 A12(Δ)(A22(Δ))(n−1)

0 (A22(Δ))n

)
,

где

A12(Δ)(A22(Δ))(n−1)x = −
p∑

m=1

km∑

j=1

( ∫

Δ

( j∑

l=1

(−1)j−l λn

(μm − λ)j−l+1
d(E

(22)
λ x, y

(m)
l )

))
e
(m)
j . (4.13)

Доопределим теперь оператор E+(Δ) на всём пространстве H как J-ортогональный проектор
E+(Δ) с помощью матричного представления (сопоставьте с (4.4), (4.5), (4.6)):

E+(Δ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 0

E(12)(Δ)
(
E(12)(Δ)

)∗
V 0 E(12)(Δ) 0(

E(12)(Δ)
)∗
V 0 E(22)(Δ) 0

0 0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

Подпространство E+(Δ)H инвариантно относительно оператора A, поэтому AE+(Δ) =
E+(Δ)AE+(Δ). Применив к последнему равенству операцию сопряжения, мы получим E+(Δ)A =
E+(Δ)AE+(Δ), поэтому AE+(Δ) = E+(Δ)A.

Зафиксируем произвольный интервал (a, b), содержащий носитель спектральной меры E
(22)
λ .

Пусть {μj}k1 — совокупность всех попарно различных (т. е. кратность не учитывается) веществен-

ных собственных чисел оператора A11, так что k � κ, Xε =
k⋃

1

[μj−ε, μj+ε], где ε > 0—достаточно

малое число, при котором отрезки, из которых состоит множество Xε, не пересекаются между со-
бой, Yε = (a, b)\Xε. Поскольку Yε — это объединение непересекающихся интервалов, то операторы
E+(Yε) и E+(Yε) корректно определяются по принципу аддитивности, в частности

E+(Yε) =

⎛

⎜⎜
⎝

0 0 0 0

E(12)(Yε)
(
E(12)(Yε)

)∗
V 0 E(12)(Yε) 0(

E(12)(Yε)
)∗
V 0 E(22)(Yε) 0

0 0 0 0

⎞

⎟⎟
⎠ .

Пусть

M(ξ)—минимальный аннулирующий многочлен оператора A11 со
старшим коэффициентом, равным единице, M̃(ξ)— аналогичный
многочлен для оператора A00,

(4.14)

так что их коэффициенты будут сопряжены. Пусть x ∈ H, y ∈ L1, тогда [M̃(A)x, y] = [x,M(A)y] =

0, т. е. M̃(A)H[⊥]L1, иными словами

M̃(A)H ⊂ L1 � L2 � L3. (4.15)

Далее, пусть

{τν}q1 = σ(A11) ∩ σp(A22), Q(ξ) = Πq
1(ξ − τν), Ñ(ξ) = M̃(ξ)Q(ξ). (4.16)

Тогда благодаря (4.15) для многочлена Ñ(ξ) и любого x ∈ H верно

Ñ(A)x = z1 + z2 + z3, z1 ∈ L1, z2 ∈ L2, z3 ∈ L3 lim
ε→0

E(22)(Yε)z2 = z2. (4.17)



САМОСОПРЯЖЁННЫЕ ОПЕРАТОРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ КРЕЙНА 535

Итак, пусть N(ξ) =M(ξ)Q(ξ). С учётом (4.4) мы имеем

N(A) =

⎛

⎜
⎜
⎝

N(A00) 0 0 0
N10 0 N12 N13

N20 0 N(A22) 0
N30 0 0 N(A33)

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

Ñ(A) =

⎛

⎜⎜
⎝

0 0 0 0

Ñ10 Ñ(A11) Ñ12 Ñ13

Ñ20 0 Ñ(A22) 0

Ñ30 0 0 Ñ(A33)

⎞

⎟⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

, (4.18)

откуда

N(A)Ñ(A) =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 0

N12Ñ20 +N13Ñ30 0 N12Ñ(A22) N13Ñ(A33)

N(A22)Ñ20 0 N(A22)Ñ(A22) 0

N(A33)Ñ30 0 0 N(A33)Ñ(A33)

⎞

⎟
⎟
⎠ =

=

⎛

⎜⎜
⎝

0 0 0 0

N12Ñ20 0 N12Ñ(A22) 0

N(A22)Ñ20 0 N(A22)Ñ(A22) 0
0 0 0 0

⎞

⎟⎟
⎠+

⎛

⎜⎜
⎝

0 0 0 0

N13Ñ30 0 0 N13Ñ(A33)
0 0 0 0

N(A33)Ñ30 0 0 N(A33)Ñ(A33)

⎞

⎟⎟
⎠ .

Проанализируем первое слагаемое:
⎛

⎜⎜
⎝

0 0 0 0

N12Ñ20 0 N12Ñ(A22) 0

N(A22)Ñ20 0 N(A22)Ñ (A22) 0
0 0 0 0

⎞

⎟⎟
⎠ = N+(A)Ñ+(A), (4.19)

где

N+(A) =

⎛

⎜
⎜
⎝

N(A00) 0 0 0
0 0 N12 0
N20 0 N(A22) 0
0 0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ , Ñ+(A) =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 0

0 Ñ(A11) Ñ12 0

Ñ20 0 Ñ(A22) 0
0 0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

Отметим, что операторы N(A) и Ñ(A) J-сопряжены, поэтому J-сопряжены операторы N+(A) и
Ñ+(A). Далее, оператор N+(A)Ñ+(A) является в некотором смысле дефинизирующим, поскольку

[N+(A)Ñ+(A)x, x] = [Ñ+(A)x, Ñ+(A)x] � 0, x ∈ H. (4.20)

Чтобы с его помощью построить позитивную последовательность моментов, надо проверить, что
операторы A и N+(A)Ñ+(A) коммутируют. Мы это сделаем с помощью проектора E+(Yε). Рас-
смотрим выражение N(A)E+(Yε)Ñ (A)x, где x ∈ H. Согласно (4.17) Ñ(A)x = z1 + z2 + z3, откуда

N(A)E+(Yε)Ñ (A)x = N(A)E+(Yε)(z1 + z2 + z3) = N(A)(E12(Yε)z2 + E22(Yε)z2) =

= (N12E22(Yε)z2 +N(A22)E22(Yε)z2).

В силу (4.17) lim
ε→0

N(A)E+(Yε)Ñ (A)x = (N12z2 +N(A22)z2). Поскольку z2 = Ñ20x0 + Ñ(A22)x2, то

lim
ε→0

N(A)E+(Yε)Ñ(A)x = N+(A)Ñ+(A)x.

Осталось заметить, что проектор E+(Yε) коммутирует с оператором An, поэтому для любого
натурального n верно AnN(A)E+(Yε)Ñ (A) = N(A)E+(Yε)Ñ(A)An, откуда

AnN+(A)Ñ+(A) = N+(A)Ñ+(A)A
n.
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Аналогично (4.19) введём разложение
⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 0

N13Ñ30 0 0 N13Ñ(A33)
0 0 0 0

N(A33)Ñ30 0 0 N(A33)Ñ(A33)

⎞

⎟
⎟
⎠ = N−(A)Ñ−(A), (4.21)

где

N−(A) =

⎛

⎜
⎜
⎝

N(A00) 0 0 0
0 0 0 N13

0 0 0 0
N30 0 0 N(A33)

⎞

⎟
⎟
⎠ , Ñ−(A) =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 0

0 Ñ(A11) 0 Ñ13

0 0 0 0

Ñ30 0 0 Ñ(A33)

⎞

⎟
⎟
⎠ .

Итак, рассмотрим три последовательности:

cn = [N(A)Ñ (A)Anx, x], c+n = [N+(A)Ñ+(A)A
nx, x], c−n = [N−(A)Ñ−(A)Anx, x], n = 0, 1, . . .

В силу (4.20) последовательность {c+n }∞0 положительна и имеет следующее ограничение на рост:
|c+n | � C‖A‖n. По аналогичной причине последовательность {c−n }∞0 отрицательна и имеет анало-
гичную оценку роста. Как хорошо известно (см., напр, [7]) найдутся такие неубывающие непре-
рывные слева функции σ(x)+ (t) и σ(x)− (t), что

c+n =

‖A‖+0∫

−‖A‖

tndσ
(x)
+ (t), c−n = −

‖A‖+0∫

−‖A‖

tndσ
(x)
− (t), n = 0, 1, . . . , (4.22)

причём эти функции определяются с точностью до константы. Символ ‖A‖+0 означает, что мы
учитываем возможный скачок функций σ(x)± (t) в точке ‖A‖. Из приведённых формул следует, что

cn =

‖A‖+0∫

−‖A‖
tndη(x)(t), η(x)(t) = σ

(x)
+ (t)− σ

(x)
− (t), n = 0, 1, . . . (4.23)

Отметим удивительный факт [23], что представление последнего типа допускает произвольная
вещественная последовательность, но в этом случае верхний предел интегрирования будет бес-
конечен. На основании представлений (4.22) в [18,27] показано,что найдутся такие неубывающие
операторные функции G±

t , что
• G±

−∞ = 0, G±
t = s-lim

τ→t−0
G±

τ для любого t ∈ R;

• для любого t ∈ R и τ ∈ (−∞, t) оператор (G±
t −G±

τ ) является J-неотрицательным;

• N±(A)Ñ±(A)Akx = ±
‖A‖+0∫

−‖A‖
tkdG±

t x для любого x ∈ H и k = 0, 1, 2, . . .

Связь между операторами N(A)Ñ (A), N+(A)Ñ+(A) и N−(A)Ñ−(A) (см. (4.19) и (4.21)) приводит
к представлению

N(A)Ñ (A)Akx =

‖A‖+0∫

−‖A‖

tkdGtx (4.24)

для любого x ∈ H и k = 0, 1, 2, . . . , где Gt = G+
t − G−

t . Представление (4.24) и стандартное
разложение резольвенты Rξ(A) в окрестности бесконечно удалённой точки (см. [15, гл. XI, § 1,
п. 148]) приводит к представлению

N(A)Ñ (A)Rξ(A) =

‖A‖+0∫

−‖A‖

1

t− ξ
dGt, (4.25)
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где ξ ∈ C\[−‖A‖, ‖A‖]. Далее, выражение M(t, ξ) =
N(ξ)Ñ (ξ)−N(t)Ñ(t)

t− ξ
превращается после

его очевидного доопределения в особой подобласти t = z в полином от двух переменных, т. е.
выражению

M(A, ξ) = Rξ(A)
(
N(ξ)Ñ(ξ)I −N(A)Ñ (A)

)

можно придать корректный смысл. Последняя формула и представление (4.25) приводят к ново-
му представлению

Rξ(A) =
1

N(ξ)Ñ(ξ)

(
M(A, ξ) +

‖A‖+0∫

−‖A‖

1

t− ξ
dGt

)
. (4.26)

Предложение 4.4. Пусть спектр J-с.с. оператора A ∈ D+
κ веществен, L+— отвечающее

определению 4.2 подпространство, инвариантное относительно A. Тогда оператор A обладает
вещественной с.с.ф. Eλ с конечным множеством спектральных особенностей Λ (RΛ —множе-
ство промежутков Δ = [a, b) a, b �∈ Λ), причём

a. для любого λ ∈ R\Λ верно Eλ ∈ AlgA;

b. если Δ ∈ RΛ и Δ∩Λ = ∅, то E(Δ)H = H+
Δ[+]H−

Δ, AH
+
Δ ⊂ H+

Δ,

AH−
Δ ⊂ H−

Δ, H
+
Δ — равномерно положительное, а H−

Δ —равно-

мерно отрицательное подпространство (каждое из подпро-

странств H+
Δ и H−

Δ может вырождаться в {0});
c. если Δ ∈ RΛ и Δ∩Λ �= ∅, то E(Δ)L+∩L1 �= {0} и оператор

A|E(Δ)H не является скалярным спектральным оператором.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.27)

Доказательство. Демонстрация справедливости этого предложения может быть реализована по
той же схеме, что и доказательство теоремы 3.1 из [18], которая посвящена аналогичному резуль-
тату для пространства Понтрягина, поэтому мы покажем только путь, приводящий к этой схеме.
Итак, пусть N(ξ)— тот же многочлен, что и в (4.14), (4.16), (4.18), который в силу веществен-
ности спектра соответствующего оператора будет иметь вещественные коэффициенты, так что
формула (4.26) может быть заменена на формулу

Rξ(A) =
1

N2(ξ)

(
M(A, ξ) +

+∞∫

−∞

1

t− ξ
dGt

)
. (4.28)

Положим
Λ := {λ : N(λ) = 0}.

Множество Λ является кандидатом в множество особых точек для оператора A и для его спек-
тральной функции, к определению которой мы переходим.

Обозначим RG множество тех t ∈ R, для которых Gt непрерывна в сильной операторной топо-
логии. Действуя так же, как и в (3.7), положим

Et =
(− 1

2πi

)
s-lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A) dξ (4.29)

для всех t ∈ RG\Λ и доопределим Et по формуле Et = s-lim
τ∈RG, τ→t−0

Eτ для остальных t ∈ R\Λ.
Существование предела в (4.29) следует, в первом приближении, из теоремы о существовании
сильного предела у монотонной ограниченной последовательности операторов в гильбертовом
пространстве (см. [15, гл. VII, § 1, п. 104, теорема Вижье—С.-Надя]) и формулы (4.28), однако
соответствующее доказательство имеет ряд особенностей. С учётом структуры Gt из (4.24) они
исчерпывающим образом описаны в [18]. В заключение остановимся на пунктах b и c (4.27).
Первый из этих пунктов гарантирует, что при условии Δ ∈ RΛ и Δ ∩ Λ = ∅ оператор A|E(Δ)H
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является скалярным спектральным оператором, т. е. A|E(Δ)H =
∫

Δ

λdEλ|E(Δ)H. Второе условие име-

ет отчасти противоположный смысл, т. е. исключает из Λ те точки, в которых оператор A|E(Δ)H

оказался спектральным оператором. Это может произойти, если соответствующее собственное
подпространство оператора A регулярно и индефинитно. В этом состоит отличие множества кри-
тических точек для J-с.с. оператора в пространстве Понтрягина и множеством особых точек для
J-с.с. оператора в пространстве Крейна.

Заметим, что последнее предложение можно было бы доказать, не повторяя путь доказатель-
ства аналогичной теоремы в пространстве Понтрягина, а используя саму теорему, однако фор-
мулы (4.24) и (4.25) полезны и сами по себе, поскольку открывают естественную постановку
вопроса о создании модели J-с.с. оператора по схеме Йонаса—Лангера—Тексториуса, которую
они использовали в случае пространства Понтрягина (об этом см. ниже). При этом вопрос о свя-
зи дефинизируемой числовой последовательности (интегро-полиномиальное представление такой
последовательности получено в [28]) и циклического J-с.с. оператора достаточно сложен. Приве-
дём следующий пример.

Пример 4.1. Пусть {e+j , e−j }∞0 — ортонормированный базис в гильбертовом пространстве H,

индефинитная структура на котором задана оператором J : Je±j = ±e±j , j = 0, 1, . . . Зададим в H
дополнительную J-ортонормированную систему, которая полна в H, но базисом не является:

h+j =
j√

2j − 1
(e+j +

j − 1

j
ej−), h−j =

j√
2j − 1

(
j − 1

j
e+j + e−j ), j = 0, 1, . . . ,

и два оператора Ae±j =
±1

j + 1
e±j и Bh±j =

±1

j + 1
h±j , j = 0, 1, . . . Далее, пусть

x =

∞∑

j=0

1

(j + 1)2
(e+j + e−j ), y =

∞∑

j=0

1

(j + 1)2
(h+j + h−j ).

Тогда

Anx =

∞∑

j=0

1

(j + 1)2+n

(
e+j + (−1)ne−j

)
, Bny =

∞∑

j=0

1

(j + 1)2+n

(
h+j + (−1)nh−j

)
,

[Anx, x] =

∞∑

j=0

1

(j + 1)4+n

(
1 + (−1)n+1

)
, [Bny, y] =

∞∑

j=0

1

(j + 1)4+n

(
1 + (−1)n

)
.

Итак, две последовательности моментов совпадают, но порождающие эти последовательности
операторы A и B подобными не являются, в частности, A ∈ D+

0 , а оператор B не принадлежит
к D+

κ ни при каком κ. Отметим при этом, что последовательность

dn = [An+1x, x] =
∞∑

j=0

1

(j + 1)4+n

(
1 + (−1)n+1

)
, n = 0, 1, . . .

положительна, т. е. операторы A и B дефинизируемы.

Пример 4.2. Пусть система e, g, f, h1, h2, h3, . . . образует ортонормированный базис в гиль-
бертовом пространстве H, и пусть полуторалинейная форма на H задаётся формулой

[x, y] = (x, e)(g, y) + (x, g)(e, y) + (x, f)(f, y) +

∞∑

j=1

(−1)j(x, hj)(hj , y).

Тогда это пространство превращается в пространство Крейна. Зададим на H оператор A с помо-
щью следующих условий:

Ae = 0, Ahj =
1

j
· (hj + e), j = 1, 2, . . . , Ag = f +

∞∑

j=1

(1)j

j
· hj , Af = e.
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Расширяя область определения A по линейности и непрерывности на всё пространство H полу-

чим, что A— это компактный J-с.с. оператор, A(hj + e) =
1

j
· (hj + e), j = 1, 2, . . . Спектральная

функция оператора A может быть полностью описана равенством

E
({1

j

})
x = (−1)j [x, (hj + e)] · (hj + e),

так что

Etx =
(
I − E

({1
j

}n

j=1

))
x = x−

n∑

j=1

(−1)j [x, (hj + e)] · (hj + e),

где n = [1/t], [1/t]—целая часть числа 1/t.

Этот примере будет проанализирован в следующем разделе.

5. Схема Йонаса—Лангера—Тексториуса

В работе [25] была предложена модель ограниченного циклического J-с.с. оператора в про-
странстве Понтрягина, базирующегося на интегральном представлении последовательности ви-
да (3.2).

Напомним для начала определение циклического вектора и циклического оператора (см., на-
пример, [17, гл. 14, п. 126], [14, гл. VII, п. 2]).

Если B —некоторый оператор в гильбертовом пространстве H, то циклическим вектором этого
оператора называется любой вектор x ∈ H, такой что система векторов {Bnx}∞n=0 полна в H.

Далеко не для всякого оператора существуют циклические векторы. В случае самосопряжённо-
го оператора B в гильбертовом пространстве наличие циклического вектора эквивалентно про-
стоте спектра у B, но для спектральных или обобщённых спектральных операторов картина
усложняется. Если оператор B обладает циклическим вектором, то он называется циклическим.
Циклическим, в частности, является оператор A из примера 4.2, а его циклическим вектором
будет, скажем, g.

Далее, всякий ограниченный J-с.с. оператор A, действующий в пространстве Понтрягина H,
полиномиально дефинизируем, т. е. для A найдётся такой (дефинизирующий) полином P(·), для
которого оператор P(A) J-неотрицателен. В (3.1) показано, что можно положить P(·) = N(·)Ñ (·),
однако, вообще говоря, для одного и того же оператора существуют разные дефинизирующие по-
линомы и для дальнейшего конкретный вид P(·) неважен, дальше лишь предполагается, что ко-
эффициенты у P(·) вещественны, а коэффициент при его старшей степени равен единице. Итак,
пусть A—фиксированный ограниченный J-с.с. оператор, действующий в пространстве Понтря-
гина H, и для него найдётся такой вектор g, что последовательность {Ang}∞0 полна в H. Выберем
и зафиксируем полином P(ξ) = ξm + ηm−1ξ

m−1 + ηm−2ξ
m−2 + . . .+ η0, который дефинизирует A.

Последовательность {dn = [P(A)Ang, g]}∞0 является позитивной последовательностью моментов
и поэтому допускает уже упомянутое представление (3.4)

dn =

+∞∫

−∞
tndσ(t),

которое мы используем для регуляризованного интегрального представления последовательности
моментов

{cn = [Ang, g]}∞0 .
Указанные последовательности моментов связаны соотношениями

dn = cn+m + ηm−1cn+m−1 + ηm−2cn+m−2 + . . .+ η0cn,

которое в результате ряда преобразований приводит (ср. с [28])

cn =

m∑

j=0

α
(n)
j cj +

+∞∫

−∞

tn −
m∑

j=0
α
(n)
j tj

P(t)
dσ(t), (5.1)
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где
m∑

j=0
α
(n)
j tj —интерполяционный многочлен для tn, n = 0, 1, . . . Поясним, что для n < m пред-

ставление (5.1) сводится к тривиальному равенству cn = cn.
Перейдём теперь к формированию модельного пространства Понтрягина как некоторого про-

странства функций. Отождествим (циклический) вектор g с тождественной единицей, вектор
Ag— с t, A2g— с t2 и т. д. Итак, стартовым линейным многообразием функций у нас будет мно-
жество полиномов P. Превратим множество P в линейное пространство с внутренним скалярным
произведением [·, ·] полагая [tj, tl] = cj+l, j, l = 0, 1, . . . , где величины cl+j заданы в (5.1).

По построению линеал P изометричен плотному подмножеству пространства Понтрягина H,
поэтому он после пополнения превращается в пространство Понтрягина, которое мы обозначим
Π(Φ), а исходный оператор будет подобен действующему в Π(Φ) оператору умножения AT на
независимую переменную.

Указанное пополнение можно реализовать разными способами, но все эти способы топологи-
чески эквивалентны. Один из вариантов — выделить в P максимальное отрицательное подпро-
странство L− и найти в P J-ортогональное дополнение L+ = L[⊥]

− . Линеал L+ с внутренним
эрмитовым произведением [·, ·]— это предгильбертово пространство, пополнив которое, мы и по-
лучим (в прямой сумме с L−) пространство Понтрягина Π(Φ).

Формулы (5.1) показывают, что, вообще говоря, как гильбертова структура, так и структура
пространства Понтрягина на функциональном пространстве Π(Φ) может задаваться не обыч-
ной мерой Лебега—Стилтьеса, а некоторым распределением (обобщённой функцией) Φ. Разбор
конкретного примера можно найти в м [18].

Перейдём теперь к проблеме модельного представления циклического J-с.с. оператора класса
D+

κ . Отметим, что такой оператор относится к классу H. Обратное неверно главным образом
потому, что для циклического оператора допустимы жордановы цепочки, отвечающие одному
собственному вектору, но невозможны собственные подпространства размерностью больше еди-
ницы. Различие, впрочем, невелико, так как у оператора класса H собственных подпространств
размерностью больше единицы может быть только конечное число и каждое из них должно иметь
конечную размерность.

Итак, пусть H— это гильбертово J-пространство, оператор A ∈ D+
κ действует в этом простран-

стве, J-самосопряжён и существует такой вектор g ∈ H, что система {Ajg}∞0 полна в H. Посколь-
ку A ∈ D+

κ , то существует разложение (4.2) и соответствующие матричные представления (4.3)
и (4.4). Вектор g может быть представлен в соответствии с (4.2) в виде g = g0+g1+g2+g3. Струк-
тура угловых операторов E(12)(Δ) и A12(Δ)(A22(Δ))(n−1) (см. (4.12) (4.13)), отвечающих операто-
рам E+(Δ) и (A+)nE+(Δ) соответственно, показывает, что у них есть совместное ядро K2 ⊂ L2 —
ортогональное дополнение к векторам {{E(22)(Δ)y

(m)
j }kmj=1}pm=1 (см. (4.9)), Δ пробегает множество

интервалов вида (4.10). K2 является положительным инвариантным подпространством операто-
ра A и его можно отделить. Итак, мы можем допустить, что совместного нетривиального ядра у
указанной системы угловых операторов нет. Тогда в силу соотношения сопряжённости (4.6) мат-
ричных элементов A20 и A12 оператора A, а также его степеней, ясно, что замыкание линейной
оболочки системы подпространств {(Ak)20L0}∞0 , где (Ak)20 — соответствующий угловой оператор
оператора Ak, совпадает с L2. Итак, без ограничения общности можно считать, что g = g0.

Тогда существует многочлен P(t) с вещественными коэффициентами, при котором последова-
тельность dn = [P(A)Ang, g], n = 0, 1, . . . представима в виде (4.23)

dn =

‖A‖+0∫

−‖A‖
tndη(t), η(t) = σ+(t)− σ−(t), n = 0, 1, . . . , (5.2)

где σ+(t) и σ−(t) неубывающие непрерывные слева функции. В силу простоты спектра оператора
A разложение η(t) = σ+(t) − σ−(t) является разложением Хана (см. [10]). Наряду с последова-
тельностью {dn}∞0 рассмотрим последовательность моментов

{cn = [Ang, g]}∞0 . (5.3)
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Указанные последовательности моментов связаны соотношениями

dn = cn+m + γm−1cn+m−1 + γm−2cn+m−2 + . . .+ γ0cn,

где коэффициентами являются коэффициенты многочлена P(ξ). Нам в дальнейшем будет удобно
считать, что степень многочлена чётная, и он представлен в виде P(ξ) = N(ξ)Ñ (ξ), где N(ξ) и
Ñ(ξ)—многочлены с сопряжёнными коэффициентами. На возможность манипуляции со степе-
нями многочленов указывается в [28], а элементы соответствующих представлений могут быть
восстановлены через равенство

cn =

m∑

j=0

α
(n)
j cj +

+∞∫

−∞

tn −
m∑

j=0
α
(n)
j tj

P(t)
dη(t), (5.4)

где
m∑

j=0
α
(n)
j tj —интерполяционный многочлен для tn, n = 0, 1, . . . , функция η(t) та же, что и

в (5.3). При n < m представление (5.4) превращается в тривиальное равенство cn = cn.
Приступим к построению модельного пространства Крейна как некоторого пространства функ-

ций. Отождествим вектор g с тождественной единицей, вектор Ag— с t, A2g— с t2 и т. д. Итак,
стартовым линейным многообразием функций у нас будет множество полиномов P. Превра-
тим множество P в линейное пространство с внутренним скалярным произведением [·, ·] полагая
[tj , tl] = cj+l, j, l = 0, 1, . . . , где величины cl+j заданы в (5.3). По построению линеал P изомет-
ричен плотному подмножеству пространства Крейна H, поэтому он после пополнения превра-
щается в пространство Крейна, которое мы обозначим K, а исходный оператор будет подобен
действующему в K оператору умножения AT на независимую переменную. Как было показано
выше (пример 4.1), такие пополнения определяются неоднозначно, и они топологически могут
быть неэквивалентны, в этом состоит радикальное различие между случаями пространств Понт-
рягина и Крейна. Мы воспользуемся представлением (5.2), элементы которого определяются в
существенном однозначно. Итак, рассмотрим сначала линеал L—линейную оболочку полиномов
вида N(t)tk, k = 0, 1, . . . При этом

〈N(t)tj , N(t)tl〉 =
‖A‖+0∫

−‖A‖
tl+jd(σ+(t) + σ−(t)), j, l = 0, 1, . . .

Линеал L линейно изоморфен плотному линейному подмножеству в L1 ⊕ L2 ⊕ L3, но внутреннее
произведение [·, ·] вырождается на L1, поэтому полунормы 〈·, ·〉1/2 недостаточно для пополнения
подпространства L. Введём на L дополнительные полунормы

pj(Q(t)) = |[Q(t), tj ]|, j = 0, 1, (m/2) − 1,

где m— степень многочлена P(ξ) (напомним, что она чётна). Далее, для произвольного много-
члена u(t) ∈ L введём норму

‖u(t)‖2 =

(m/2)−1∑

j=1

|pj(u(t)|2 + 〈Q(t), Q(t)〉.

Тогда пополнение L по этой норме превращает L в гильбертово пространство. Следующий этап —
это дополнение пополненного пространства до пополнения P, но это уже не является проблемой,
поскольку дополняющее подпространство конечномерно и его элементы известны, это система
tj j = 0, 1, (m/2) − 1. Дальнейшее очевидно.

Проиллюстрируем предложенную схему на примере 4.2. Имеем

• Ag = f +
∞∑

j=1

(−1)j

j
· hj ,

• A2g = e+
∞∑

j=1

(−1)j

j2
· (hj + e),
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• A3g = e+
∞∑

j=1

(−1)j

j3
· (hj + e),

· · ·
• Akg = e+

∞∑

j=1

(−1)j

jk
· (hj + e),

откуда
• c0 = 0,
• c1 = [Ag, g] = 0,

• c2 = [A2g, g] = 1 +
∞∑

j=1

(−1)j

j2
,

• c3 = [A3g, g] =
∞∑

j=1

(−1)j

j3
,

· · ·
• ck = [Akg, g] =

∞∑

j=1

(−1)j

jk
.

Итак, первым членом последовательности моментов, который может быть задан через знако-
переменную меру (заряд) является c2, а функция, задающая знакопеременную меру, выглядит
следующим образом:

∀ t � 0 σ(t) = 0, ∀t > 0 σ(t) = 1 +
∑

j�t−1

(−1)j

j2
.

Аналогично находится функция, задающая соответствующую положительную меру:

∀t � 0 η(t) = 0, ∀t > 0 η(t) = 1 +
∑

j�t−1

1

j2
.

Наконец, норма, по которой будет пополняться подпространство L многочленов, выглядит сле-
дующим образом:

‖u(t)‖2 = |[u(t), 1]|2 + 〈u(t), u(t)〉,
или в терминах скалярного произведения �·, ·� полиномов u(t) и v(t)

�u(t), v(t)� = [u(t), 1][1, v(t)] + 〈u(t), v(t)〉.
Так как σ(t) и η(t) является функциями, графически состоящими из счётного числа ступеней,

то для функций, входящих в пополнение L, имеет смысл только то, какое значение имеет та или
иная функция в точках скачков функций, задающих меру. С этой точки зрения величина [1, u(t)]
для полинома u(t) = t2v(t), где v(t)—другой полином, задаётся формулой

[1, u(t)] =

∞∑

j=1

(−1)j

j2
v
(1
j

)
=

∞∑

j=1

(−1)ju
(1
j

)
. (5.5)

Прямая проверка показывает, что последовательность функций tn, n = 2, 3, . . . является после-
довательностью Коши и сходится к функции ϕ1(t): ϕ1(t) = 0 при t ∈ [0, 1) ϕ1(1) = −1, последова-
тельность функций 4ntn(1− t)n —к функции ϕ2(t): ϕ2(t) = 0 при t ∈ [0, 1/2)∪ (1/2, 1], ϕ2(1/2) = 1
и т. д. Функция ϕn(t) в этой схеме задаётся равенствами ϕn(t): ϕn(t) = 0 при t ∈ [0, 1/n)∪(1/n, 1],
ϕn(1/n) = (−1)n. Подсчитывая с помощью предельного перехода значения внутреннего скаляр-
ного для этих функций, имеем [ϕn(t), u(t)] = (−1)nū(1/n) и, в частности, [ϕn(t), ϕl(t)] = (−1)nδnl,
где δnl — символ Кронекера. Одновременно

〈ϕn(t), u(t)〉 = ū(1/n), 〈ϕn(t), ϕl(t)〉 = δnl.

Рассмотрим теперь последовательность

ψn(t) =
1

n

n∑

1

ϕ2l(t).
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Внешне эта последовательность функций равномерно сходится к нулю, однако [ψn(t), 1] = 1 для
любого n = 1, 2, . . . С другой стороны, согласно методу средних арифметических для последо-
вательностей (см. [12, теорема 4.1.II Сильвермана—Теплица]), для произвольного полинома u(t)
верно lim

n→∞[ψn(t), tu(t)] = 0. Итак, для любого полинома u(t) мы имеем lim
n→∞[ψn(t), u(t)] = u(0),

т. е. lim
n→∞ψn(t) можно отождествить с дельта-функцией Дирака δ(t), причём [δ(t), δ(t)] = 0

〈δ(t), δ(t)〉 = 0.
Перейдём к подсчёту скалярного произведения �·, ·� (см. (5.5)) для найденных элементов. Итак,

�ϕn(t), ϕl(t)� = (−1)n+l+(−1)nδnl, т. е. рассматриваемые функции не ортогональны! Но [1, ϕn(t)−
(−1)nδ(t)] = 0, поэтому

(ϕn(t)− δ(t), ϕl(t)− δ(t)) = (−1)nδnl.

Последнее равенство означает, что система {ϕl(t) − δ(t)}∞l=1 является ортонормированной систе-

мой, поэтому ряд
∞∑

l=1

νl(ϕl(t)− δ(t)) сходится тогда и только тогда, когда
∞∑

l=1

|νl|2 <∞.

Рассмотрим теперь последовательность

ϑn(t) =

n∑

1

ϕl(t)− δ(t)

l
.

Наша цель — найти lim
n→∞[ϑn(t), v(t)] для произвольного полинома v(t), который, очевидно, может

быть представлен в виде v(t) = v(0) + v′(0)t+ t2w(t). Итак,

lim
n→∞[ϑn(t), v(t)] = lim

n→∞

(

v′(0)
n∑

1

(−1)l

l2
+

n∑

1

(−1)l
w(1/l)

l3

)

= v′(0)
∞∑

1

(−1)l

l2
+

∞∑

1

(−1)l
w(1/l)

l3
.

С другой стороны,

[t, v(t)] = v′(0)

(

1 +

∞∑

1

(−1)l
1

l2

)

+

∞∑

1

V
w(1/l)

l3
,

поэтому элемент t− lim
n→∞[ϑn(t) из K) может быть отождествлён с обобщённой функцией −δ′(t).

Резюмируя вышеприведённые соображения, можно утверждать, что все элементы простран-

ства K могут быть представлены в виде α+βδ(t)+γδ′(t)+
∞∑

l=1

νl(ϕl(t)−δ(t)), где
∞∑

l=1

|νl|2 <∞. При

этом надо иметь ввиду, что σ(t)—функция скачков, поэтому значения какой либо функции из

K) на множестве
∞⋃

l=1

( 1

l + 1
,
1

l

)
несущественны и, скажем, функции t и −δ′(t) +

∞∑

l=1

1

l
(ϕl(t)− δ(t))

представляют один и тот же элемент из K. Аналогичное замечание верно для пары функций t2

и δ′(t) +
∞∑

l=1

12

l
ϕl(t)− δ(t) и т. п. Оператор AT после его замыкания задаётся равенствами

AT δ(t) = 0, AT δ
′(t) = −δ(t), AT 1 = −δ′(t) +

∞∑

l=1

1

l
(ϕl(t)− δ(t)), ATϕl(t) =

1

l
ϕl(t),

где l = 1, 2, . . . Этим завершается описание модели оператора A из примера 4.2.

6. Заключение

Самосопряжённые и унитарные операторы в пространствах Крейна — это, в целом, очень широ-
кий класс операторов для того, чтобы его представители обладали таким набором свойств, кото-
рые были бы полезны при их использовании в смежных разделах теории операторов. Операторы,
которые, наряду с самосопряжённостью, обладают инвариантным подпространством специаль-
ного вида, имеют свойства, близкие к свойствам самосопряжённых операторов в пространстве
Понтрягина, включая и возможность их модельного представления, что и было продемонстри-
ровано в настоящей работе. Автор глубоко признателен доценту Д.А. Закоре, который много
сделал для того, чтобы эта работа была написана.
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24. I. Colojoară and C. Foiaş, Theory of generalized spectral operators, Gordon and Breach, New York, 1968.
25. P. Jonas, H. Langer, and and B. Textorius, “Models and unitary equivalence of ciclic selfadjoint operators
in Pontrjagin spaces,” In: Operator Theory and Complex Analysis, Birkhauser, Basel, 1992, pp. 252–284.

26. H. Langer, “Spectraltheorie linearer Operatoren in J-räumen und enige Anwendungen auf die Shar L(λ) =
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