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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ГАРДНЕРА

С.И. Безродных, С.В. Пикулин

Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» РАН, Москва, Россия

Аннотация. Рассматривается вопрос об эффективном решении начально-краевой задачи для
уравнения Гарднера— пространственно одномерного нелинейного эволюционного уравнения,
описывающего широкий класс дисперсионных автоволновых процессов. В работе предложен
численно-аналитический метод, основанный на сочетании явной и неявной схемы дискретизации
по времени для различных членов дифференциального оператора. Для решения последователь-
ности вспомогательных линейных задач разработан новый эффективный алгоритм, опирающийся
на аналитические представления с использованием явного вида фундаментальной системы реше-
ний. Рассмотрен пример численного решения начально-краевой задачи для уравнения Гарднера
и проведено сопоставление результата с известным точным решением типа уединенной бегущей
волны.

Ключевые слова: уравнение Гарднера, эффективный численно-аналитический метод, функция
Грина, явно-неявная схема.
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краевой задачи для уравнения Гарднера// Соврем. мат. Фундам. направл. 2025. Т. 71, № 3.
С. 353–369. http://doi.org/10.22363/2413-3639-2025-71-3-353-369

1. Введение

1.1. Начально-краевая задача для уравнения Гарднера. Будем рассматривать начально-
краевую задачу для квазилинейного эволюционного уравнения в прямоугольнике x ∈ [0, L], t ∈
[0, T ], заданного нелинейным оператором Ξ[u](x, t), следующего вида:

Ξ[u] := ∂tu+
(
αu+ β u2

)
∂xu+ γ ∂3xxxu = f(x, t), u = u(x, t), x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ], (1.1)

u(x, 0) = u0(x), (1.2)
u(0, t) = ϕ0(t), u(L, t) = ψ0(t), ∂xu(L, t) = ψ1(t), (1.3)

где α, β ∈ R, γ > 0. При β = 0 уравнение (1.1) превращается в уравнение Кортевега—де-Фриза [5].
В общем виде уравнение (1.1) может быть сведено к уравнению Кортевега—де-Фриза при помощи
преобразования Миуры [20, 21]. Вопросы разрешимости начально-краевых задач для уравнения
Кортевега—де-Фриза изучены, например, в работе [17].

© С. И. Безродных, С. В. Пикулин, 2025
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Уравнение (1.1), называемое уравнением Гарднера, описывает волновые процессы в многоком-
понентных стратифицированных жидкостях, в том числе внутренние волны в океане [15,16], вол-
ны перепада уровня на мелкой воде — т. н. боры, или дисперсионные ударные волны [19], волны
в конденсированной квантовой жидкости [14], а также ионно-звуковые волны в плазме [22,24]. От-
метим, что различные постановки задач для уравнения (1.1) привлекают внимание специалистов
по численному анализу как содержательный пример для верификации различных вычислитель-
ных алгоритмов, см. [10], а также [11,13, 23, 25].
Как правило, при численном решении нелинейных эволюционных уравнений отыскание иско-

мой аппроксимации сводится к серии вспомогательных линейных задач (см., например, [8]). По-
этому при построении таких численных алгоритмов следует использовать адекватную решаемой
задаче процедуру приближения нелинейного дифференциального оператора, а также опираться
на достаточно точный и эффективный метод решения получаемых вспомогательных линейных
задач.
Настоящая работа является продолжением исследований [3,4] по разработке вычислительных

алгоритмов решения начально-краевых нелинейных параболических задач, применимых, в том
числе, для уравнений типа Колмогорова—Петровского—Пискунова и Бюргерса. В разделе 2 раз-
вит аналитико-численный алгоритм решения начально-краевой задачи (1.1)–(1.3), в основе кото-
рого лежит сочетание явной экстраполяции по времени нелинейного слагаемого

(
αu+ β u2

)
∂xu

в левой части уравнения (1.1) и неявной аппроксимации его линейных членов в соответствии с
модифицированной схемой Кранка—Николсон [12].
Новизна разработанного в разделе 2 численного алгоритма для уравнения (1.1) заключается в

предложенном методе решения вспомогательных линейных задач. Решения этих задач мы строим
в полуаналитическом виде с использованием явного вида частных решений линейного уравнения
и его фундаментальной системы решений. Применяемый метод позволяет эффективно решать
возникающие линейные краевые задачи с алгоритмической сложностью O(K), где K —число
отрезков дискретизации по пространственной переменной. Отметим также, что близкий подход
использовался в работе [2] при решении сингулярно возмущенной краевой задачи, возникающей
в теории полупроводниковых приборов [1].
В разделе 3 предложенный метод проиллюстрирован с помощью численной реализации для

начально-краевой задачи о распространении солитона «большой амплитуды» (см. [7]) при отри-
цательном значении коэффициента β в уравнении (1.1). Полученные при сопоставлении числен-
ного результата с явным аналитическим решением данные подтверждают высокую точность и
эффективность предложенного метода.

1.2. Общая схема вычислительного алгоритма. Зададим равномерную дискретизацию
временно́го отрезка [0, T ] с шагом τ = T/N, N ∈ N и введем следующие обозначения:

un(x) ≈ u(x, tn), x ∈ [0, L], tn = nτ, n = 0, . . . , N,

Fn(x) :=
(
αun(x) + β u2n(x)

) d
dx
un(x), (1.4)

где un(x)—искомое приближенное решение задачи (1.1)–(1.3) в момент времени t = tn, причем
функция u0(x) задана начальным условием (1.2). Будем вычислять приближения un(x) последо-
вательно при n = 1, . . . , N.
Для получения функции u1(x) из u0(x) можно воспользоваться любой двухслойной вычисли-

тельной схемой, например, явно-неявной схемой на основе приближения Кранка—Николсон [8].
В настоящей работе при сопоставлении численных результатов с явным решением в разделе 3
функция u1(x) и ее производные по x задаются в качестве известных величин наряду с началь-
ными данными (1.2).
Предполагая, что приближенные значения u(x, t) известны на первых n слоях, т. е. заданы

функции

u0(x), u1(x), . . . , un(x),
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найдем приближение на (n + 1)-м слое, т. е. функцию un+1(x). Для этого будем использовать
следующую аппроксимацию нелинейного дифференциального оператора Ξ[u] из (1.1), центриро-
ванную в точке t = tn + τ/2, на основе трехслойной явно-неявной схемы [12,18]:

Ξ[u] = ∂tu+
(
αu+ β u2

)
∂xu+ γ ∂3xxxu ≈

un+1(x)− un(x)
τ

+
3

2
Fn(x)− 1

2
Fn−1(x) +

+
9

16
γ
d3

dx3
un+1(x) +

3

8
γ
d3

dx3
un(x) +

1

16
γ
d3

dx3
un−1(x);

(1.5)

здесь для нелинейного члена применена явная экстраполяция Адамса—Бэшфорта, а линей-
ное слагаемое со старшей производной приближено по модифицированной схеме Кранка—
Николсон [12].
Подставляя приближение (1.5) в уравнение (1.1), получаем уравнение относительно значений

искомой аппроксимации un+1(x) на (n + 1)-м слое:

9

16
τγ

d3

dx3
un+1(x) + un+1(x) = gn+1(x), (1.6)

где правая часть определяется по формуле

gn+1(x) = un(x)− 3

8
τγ

d3

dx3
un − 1

16
τγ

d3

dx3
un−1 − τ

(3
2
Fn(x)− 1

2
Fn−1(x)

)
. (1.7)

Используя уравнения вида (1.6), отвечающие индексам n, n − 1, перепишем выражение (1.7)
следующим образом:

gn+1(x) = un(x) +
2

3

(
un(x)− gn(x)

)
+

1

9

(
un−1(x)− gn−1(x)

)
+ τ

(3
2
Fn(x)− 1

2
Fn−1(x)

)
=

=
5

3
un(x) +

1

9
un−1(x)− 2

3
gn(x)− 1

9
gn−1(x) + τ

(3
2
Fn(x)− 1

2
Fn−1(x)

)
. (1.8)

Отметим, что правая часть (1.7) уравнения (1.6) зависит только от функций, уже вычисленных
на предыдущих шагах алгоритма. Кроме того, форма (1.8) представления gn+1(x) исключает
явную зависимость этой правой части от старших производных функций uj(x), j = 0, . . . , n − 1,
хотя их первые производные входят в выражения (1.4) для нелинейных членов Fn(x), Fn−1(x).
Уравнение (1.6), (1.8) дополняется краевыми условиями

un+1(0) = ϕ0(tn+1), un+1(L) = ψ0(tn+1),
du

dx
(L) = ψ1(tn+1) (1.9)

в соответствии с условиями (1.3) исходной задачи.
Таким образом, решение исходной нелинейной задачи (1.1)–(1.3) сведено к последовательно-

му решению линейной задачи (1.6), (1.8), (1.9) с изменяющимися на каждом шаге алгоритма
правой частью gn+1(x) и граничными значениями в (1.9). В следующем разделе 2 представлен
численно-аналитический метод, позволяющий эффективно вычислять решение основной линей-
ной задачи (1.6), (1.8), (1.9).

2. Численно-аналитический метод решения основной линейной краевой задачи

Для удобства изложения предлагаемого метода решения краевой задачи (1.6), (1.8), (1.9) пе-
репишем уравнение (1.6) в новых обозначениях:

L [y](x) ≡ 1

ω3

d3y

dx3
+ y(x) = g(x), ω > 0, x ∈ [0, L], (2.1)

а краевые условия (1.9) — в виде

y(0) = Φ0, y(L) = Ψ0.
dy

dx
(L) = Ψ1. (2.2)

Нетрудно убедиться в том, что следующий набор функций составляет фундаментальную си-
стему решений уравнения (2.1)

F1(x) := eμx, F2(x) := eρx, F3(x) := eρx (2.3)
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где μ, ρ, ρ—корни характеристического уравнения λ3/ω3 + 1 = 0:

λ1 =: μ = −ω, λ2 =: ρ = ω ε, λ3 =: ρ = ω ε−1, ε := eπi/3 = 3
√−1; (2.4)

при этом F1(x) является вещественной, а F2(x) и F3(x)—комплексными функциями. Нам потре-
буются следующие соотношения между величинами μ и ρ:

ρ ρ = ω2, ρ2 = −ωρ, ρ 2 = −ωρ, ρ− ρ = ω
√
3 i, ρ− μ = ω

√
3 eπi/6 = i

√
3 ρ. (2.5)

μ+ ρ+ ρ = ω (−1 + ε+ ε) = 0 = ω2 (1− ε− ε) = μ2 + ρ2 + ρ 2. (2.6)

Введем на отрезке [0, L] сетку, образованную узлами

0 = ξ0 < ξ1 < · · · < ξK = L (2.7)

и обозначим через Pm пространство многочленов от переменной x степени не выше m � 0
(dimPm = m + 1). Будем предполагать, что правая часть g(x) уравнения (2.1) является ку-
сочно полиномиальной функцией, совпадающей на каждом из интервалов [ξk−1, ξk] с некоторым
полиномом fk(x), т. е. справедливы соотношения

g(x)
∣
∣
[ξk−1,ξk]

=: fk(x) ∈ Pm, k = 1, . . . ,K. (2.8)

Функция (2.8), вообще говоря, может иметь разрывы в точках ξk. Решение y(x) уравнения (2.1)
с такой правой частью будем искать в классе C2[0, L], понимая решение уравнения в смысле
выполнения интегрального тождества, эквивалентного (2.1) (см. [9]).
Предлагаемый численный алгоритм решения задачи (2.1), (2.2) состоит из двух этапов. На

первом этапе (см. п. 2.1) построим частные решения уравнения (2.1) отдельно на каждом из
промежутков пространственного разбиения (2.7). На втором этапе (см. п. 2.2) с помощью этих
частных решений получим решение краевой задачи (2.1), (2.2) на всем отрезке интегрирования
x ∈ [0, L].

2.1. Построение частных решений на отрезках разбиения. Построим частное решение
уравнения (2.1) с правой частью вида (2.8) на k-м отрезке разбиения (2.7) при помощи интеграль-
ного представления

ỹk(x) =

ξk∫

ξk−1

fk(ξ) E(x, ξ) dξ, x ∈ [ξk−1, ξk], k = 1, . . . ,K, (2.9)

где функция fk(ξ) задана равенством (2.8), а через E(x, ξ) обозначено фундаментальное решение
уравнения (2.1), т. е. решение уравнения

L [E(x, ξ)] = δ(x− ξ); (2.10)

здесь ξ ∈ R—параметр, а δ( · )—функция Дирака.
Утверждение 2.1. Функция

E(x, ξ) = 1

3

{ −μ eμ (x−ξ), ξ � x,

ρ eρ (x−ξ) + ρ eρ (x−ξ), ξ > x
(2.11)

является фундаментальным решением уравнения (2.1), т. е. удовлетворяет равенству (2.10)
при всех ξ ∈ R.

Отметим, что функция (2.11) является вещественной и экспоненциально убывает с ростом
расстояния |x− ξ|.
Доказательство. Фундаментальное решение (2.11) может быть получено следующим образом
(см. [4, 6]). Образуем из функций фундаментальной системы решений (2.3) и их производных
матрицу

D(x) :=

⎛

⎝
eμx eρx eρx

μ eμx ρ eρx ρ eρx

μ2 eμx ρ2 eρx ρ 2 eρx

⎞

⎠ = M × diag(eμx, eρx, eρx), (2.12)
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где постоянная матрица M имеет вид

M :=

⎛

⎝
1 1 1
μ ρ ρ
μ2 ρ2 ρ 2

⎞

⎠ = diag
(
1, ω, ω2

)×
⎛

⎝
1 1 1
−1 ε ε
1 −ε −ε

⎞

⎠ . (2.13)

Первую строку матрицы D(x) составляют функции (2.3), вторую и третью строки — соответ-
ственно первые и вторые производные этих функций. Здесь и далее diag( ·, ·, · ) означает диаго-
нальную матрицу с указанными элементами на главной диагонали. Обратим матрицу (2.12) и
запишем результат, заменяя независимую переменную x на ξ:

D−1(ξ) = diag
(
e−μ ξ, e−ρ ξ, e−ρ ξ

)×M−1,

где

M−1 =
1

3

⎛

⎝
1 −1 1
1 ε −ε
1 ε −ε

⎞

⎠× diag
(
1, ω−1, ω−2

)
. (2.14)

Тогда произведение

G(x, ξ) := D(x) × D−1(ξ) = M × diag
(
eμ (x−ξ), eρ (x−ξ), eρ (x−ξ)

)
× M−1 (2.15)

обращается в единичную матрицу E при x = ξ, т. е.

G(x, ξ)
∣∣
∣
x=ξ

= E, x, ξ ∈ R, (2.16)

причем вторая и третья строки матрицы-функции G(x, ξ) являются в силу построения (2.15) со-
ответственно первой и второй производной по x от ее первой строки, поскольку тем же свойством
обладает матрица-функция G(x).
Из (2.16) следует, что матричный элемент

G
(3)
(1) (x, ξ) =

1

3ω2

(
eμ (x−ξ) − ε eρ (x−ξ) − ε eρ (x−ξ)), (2.17)

занимающий правый верхний угол матрицы (2.15), удовлетворяет равенствам

G
(3)
(1) (x, ξ)

∣∣
∣
x=ξ

=
d

dx
G

(3)
(1) (x, ξ)

∣∣
∣
x=ξ

= 0,
d2

dx2
G

(3)
(1) (x, ξ)

∣∣
∣
x=ξ

= 1,

откуда получаем, что функция

E0(x, ξ) := ω3G
(3)
(1) (x, ξ) θ(x− ξ) (2.18)

является фундаментальным решением уравнения (2.1); здесь θ( · )—функция Хевисайда.
Покажем, что функция (2.11) отличается от E0(x, ξ) прибавлением линейной комбинации функ-

ций F2 и F3, принадлежащих фундаментальной системе (2.3) и, следовательно, также удовле-
творяет условию (2.10). В самом деле, из (2.17), (2.18) с учетом равенств (2.5) имеем

E0(x, ξ) + ω ε

3
F2 +

ω ε

3
F3 = E0(x, ξ) + ω

3

(
ε eρ (x−ξ) + ε eρ (x−ξ)

)
=

=
ω

3

{
eμ (x−ξ), x � ξ

ε eρ (x−ξ) + ε eρ (x−ξ), x < ξ
= E(x, ξ).

Утверждение доказано.

Частное решение ỹk(x) уравнения (2.1) на отрезке [ξk−1, ξk] может быть вычислено по форму-
лам (2.9), (2.11) путем численного интегрирования на основе квадратурных формул. Для случая
кусочно полиномиальной правой части g(x) этого уравнения, имеющей вид (2.8), проведем такое
вычисление в явном виде.
Подставляя фундаментальное решение E(x, ξ) в виде (2.11) в интегральное представление (2.9),

находим

ỹk(x) =

ξk∫

ξk−1

fk(ξ) E(x, ξ) dξ =
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=
1

3

(
−μ

x∫

ξk−1

eμ (x−ξ) fk(ξ) dξ + ρ

ξk∫

x

eρ (x−ξ) fk(ξ) dξ + ρ

ξk∫

x

eρ (x−ξ) fk(ξ) dξ
)
=

=
1

3

(
μ

ξk−1∫

x

eμ (x−ξ) fk(ξ) dξ + ρ

ξk∫

x

eρ (x−ξ) fk(ξ) dξ + ρ

ξk∫

x

eρ (x−ξ) fk(ξ) dξ
)
. (2.19)

Для того, чтобы вычислить интегралы, стоящие в правой части равенства (2.19), рассмотрим
следующую более общую ситуацию. Предположим, что заданы некоторый многочлен f(x) ∈ Pm
степени m � 0 и число ν ∈ C, ν �= 0, и найдем первообразную функции e−νx f(x). Применяя
несколько раз интегрирование по частям, получим

∫
e−νx f(x) dx = −e

−νx

ν

m∑

j=0

1

νj
dj

dxj
f(x) + C = −e

−νx

ν

{ m∑

j=0

(1
ν
D(m)

)j}
f(x) + C, (2.20)

где через 1m+1 обозначен тождественный оператор в пространстве Pm, а через Dm — оператор
дифференцирования по x, действующий в этом же линейном пространстве, т. е.

D(m) : Pm → Pm, f
D(m)�−→ df

dx
, f(x),

df

dx
∈ Pm. (2.21)

Отметим, что оператор (2.21) является нильпотентным:

∀f ∈ Pm :
dm+1f

dξm+1
= 0 =⇒ (D(m))m+1 = 0. (2.22)

Используя свойство (2.22), перепишем формулу (2.20) в виде
∫
e−νx f(x) dx = −e

−νx

ν

{
1m+1 − 1

ν
D(m)

}−1
f(x) + C, C = const. (2.23)

Отметим, что входящее в правую часть формулы (2.23) выражение

F (x; ν)[ f ] :=
{
1m − 1

ν
D(m)

}−1
f(x) (2.24)

также задает многочлен из пространства Pm.
Вычислим, исходя из (2.23), определенный интеграл от функции e−νξ f(ξ) в пределах от x до Ξ,

где x,Ξ ∈ R—некоторые числа, пользуясь формулой Ньютона—Лейбница:
Ξ∫

x

e−νξ f(ξ) dξ =
[
−e

−νξ

ν
F (ξ; ν)

]ξ=Ξ

ξ=x
=

1

ν

(
e−νx F (x; ν)− e−νΞ F (Ξ; ν)

)
=

=
1

ν eνx

(
F (x; ν)− F (Ξ; ν) eν(x−Ξ)

)
; (2.25)

здесь в выражениях F ( ·; ν)[ f ] для простоты опущен параметр f.
Введем следующее обозначение:

J (x; ν,Ξ)[ f ] := ν eνx
Ξ∫

x

e−νξ f(ξ) dξ. (2.26)

Тогда с учетом формулы (2.25) имеем

J (x; ν,Ξ)[ f ] = F (x; ν)[ f ]− F (Ξ; ν)[ f ] eν(x−Ξ). (2.27)

Введем также обозначения для выражений (2.24) и (2.26) при f = fk(ξ):

Fk(x; ν) := F (x; ν)[fk] ≡
{
1m+1 − 1

ν
D(m)

}−1
fk(x), Fk(x; ν) ∈ Pm, (2.28)

Jk(x; ν,Ξ) := J (x; ν,Ξ)[fk] = Fk(x; ν)− Fk(Ξ; ν) eν(x−Ξ). (2.29)
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Вычислим интегралы в правой части равенства (2.19) по формуле (2.25) при f = fk и ν = μ
или ν = ρ. Используя введенные обозначения (2.24) (2.26), (2.28), (2.29), получим

ỹk(x) =
1

3

(Jk(x; μ, ξk−1) + Jk(x; ρ, ξk) + Jk(x; ρ, ξk)
)
, x ∈ [ξk−1, ξk]. (2.30)

Найдем первую и вторую производные полученного частного решения (2.30) уравнения (2.1)
на отрезке [ξk−1, ξk]. Для этого сначала продифференцируем по x выражение (2.26):

d

dx
J (x; ν,Ξ)[ f ] = ν2 eνx

Ξ∫

x

e−νξ f(ξ) dξ − ν eνx e−νx f(x) = ν J (x; ν,Ξ)[ f ]− ν f(x). (2.31)

Дифференцируя по x равенство (2.30), с учетом формул (2.31) и (2.6) находим

d

dx
ỹk(x) =

1

3

( d
dx
Jk(x; μ, ξk−1) +

d

dx
Jk(x; ρ, ξk) + d

dx
Jk(x; ρ, ξk)

)
=

=
1

3

(
μJk(x; μ, ξk−1) + ρJk(x; ρ, ξk) + ρJk(x; ρ, ξk)

)− 1

3
(μ + ρ+ ρ) fk(x) =

=
1

3

(
μJk(x; μ, ξk−1) + ρJk(x; ρ, ξk) + ρJk(x; ρ, ξk)

)
. (2.32)

Повторно дифференцируя по x полученное выражение (2.32), аналогичным образом находим

d2

dx2
ỹk(x) =

1

3

(
μ2 Jk(x; μ, ξk−1) + ρ2 Jk(x; ρ, ξk) + ρ2 Jk(x; ρ, ξk)

)− 1

3
(μ2 + ρ2 + ρ2) fk(x) =

=
1

3

(
μ2 Jk(x; μ, ξk−1) + ρ2 Jk(x; ρ, ξk) + ρ2 Jk(x; ρ, ξk)

)
. (2.33)

Введем в рассмотрение вектор-функцию

ỹk(x) :=
(
ỹk(x),

dỹk
dx

(x),
d2ỹk
dx2

(x)
)T

; (2.34)

здесь и далее ( · )T означает матричное транспонирование. Тогда равенства (2.30), (2.32), (2.33)
принимают вид одного векторного соотношения

ỹk(x) =
1

3

{
Jk(x; μ, ξk−1)

(
1, μ, μ2

)T
+ Jk(x; ρ, ξk)

(
1, ρ, ρ2

)T
+ Jk(x; ρ, ξk)

(
1, ρ, ρ2

)T}
=

=
1

3
M× (Jk(x; μ, ξk−1), Jk(x; ρ, ξk), Jk(x; ρ, ξk)

)T
, x ∈ [ξk−1, ξk], (2.35)

где матрица M имеет вид (2.13). Таким образом, искомое частное решение (2.9) уравнения (2.1)
с полиномиальной правой частью на отрезке [ξk−1, ξk] построено в виде (2.30) и, вместе с первыми
двумя производными, — в векторном виде (2.35).
Для дальнейшего изложения вычислительного алгоритма нам потребуется найти значения век-

тора (2.35) в концах отрезка [ξk−1, ξk]. Для того, чтобы их получить, воспользуемся тождеством

J (Ξ; ν,Ξ)[ f ] = 0, Ξ ∈ R, ν �= 0, f ∈ Pm, (2.36)

которое непосредственно вытекает из определения (2.26). Подставляя последовательно x = ξk−1

и x = ξk в формулу (2.35), с учетом (2.36) находим

ỹk(ξk) =
1

3
M× (Jk(ξk; μ, ξk−1), 0, 0

)T
, k = 1, . . . ,K, (2.37)

ỹk(ξk−1) =
1

3
M× ( 0, Jk(ξk−1; ρ, ξk), Jk(ξk−1; ρ, ξk)

)T
.

Последнее равенство запишем, производя подстановку k �→ (k + 1), в следующем виде:

ỹk+1(ξk) =
1

3
M× ( 0, Jk+1(ξk; ρ, ξk+1), Jk+1(ξk; ρ, ξk+1)

)T
. k = 0, . . . ,K − 1. (2.38)

Таким образом, приходим к следующему результату.
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Утверждение 2.2. Уравнение (2.1) с кусочно-полиномиальной правой частью (2.8) имеет
на каждом отрезке [ξk−1, ξk], k = 1, . . . ,K, частное решение ỹk(x) вида (2.30), где выражения
Jk(x; ·, · ) даны формулами (2.29), (2.28). Вектор (2.34), составленный из производных функции
ỹk(x), может быть найден по формуле (2.35). Значения таких векторов в узлах ξk находятся
по формулам (2.37), (2.38).

2.2. Решение линейной краевой задачи на отрезке. Построим решение краевой зада-
чи (2.1), (2.2), (2.8), предполагая, что на отрезках [ξk−1, ξk], разбиения (2.7) заданы какие-либо
вещественнозначные частные решения ỹk(x) ∈ C2[ξk−1, ξk] уравнения (2.1), (2.8):

L [ ỹk ](x) = fk(x), x ∈ [xk−1, xk], k = 1, . . . ,K. (2.39)

Для этих частных решений мы сохраняем обозначение ỹk(x) из предыдущего пункта, не полагая
при этом, что они обязательно заданы формулой (2.9). Как и выше, будем обозначать через ỹk(x)
вектор-функцию (2.34).
Определим для каждого отрезка [ξk−1, ξk], k = 1, . . . ,K, разбиения (2.7) фундаментальную

систему решений уравнения (2.1), элементы которой запишем в виде строки

dk(x) :=
(
eμ (x−ξk−1), eρ(x−ξk), eρ(x−ξk)

)
. (2.40)

Дополняя строку (2.40) ее первой и второй производной по x, образуем по аналогии с матри-
цей (2.12) матрицу

Dk(x) :=

⎛

⎝
eμ (x−ξk−1) eρ(x−ξk) eρ(x−ξk)

μ eμ (x−ξk−1) ρ eρ(x−ξk) ρ eρ(x−ξk)

μ2 eμ (x−ξk−1) ρ2 eρ(x−ξk) ρ 2 eρ(x−ξk)

⎞

⎠ = (2.41)

= M × diag
(
eμ (x−ξk−1), eρ(x−ξk), eρ(x−ξk)

)
, (2.42)

где постоянная матрица M дана формулой (2.13); здесь и далее знак × обозначает матричное
умножение.
Обозначим через ŷ(x) искомое решение краевой задачи (2.1), (2.2), (2.8), а через ŷ(x)— вектор

производных порядка 0, 1, 2 от ŷ(x) по аналогии с (2.34). На каждом из отрезков [ξk−1, ξk] это
решение имеет вид

ŷ(x) = ỹk(x) + dk(x)× hk, (2.43)
ŷ(x) = ỹk(x) +Dk(x)× hk, x ∈ [xk−1, xk], k = 1, . . . ,K, (2.44)

где

hk ≡
(
ak, bk, ck

)T
, k = 1, . . . ,K, (2.45)

— некоторый постоянный вектор-столбец коэффициентов, элементы которого будут найдены да-
лее, а строка dk(x) и матрица Dk(x) заданы равенствами (2.40), (2.41).
Условие гладкости ŷ(x) ∈ C2[0, L] эквивалентно требованию непрерывности вектор-функции

ŷ(x) во внутренних узлах ξk отрезка [0, L]. В силу представления (2.44) это приводит к следующим
условиям:

ỹk(ξk) +Dk(ξk)× hk = ỹk+1(ξk) +Dk+1(ξk)× hk+1, k = 1, . . . ,K − 1. (2.46)

Соотношения (2.46) представляют собой систему (K − 1) линейных алгебраических уравнений
относительно K векторов (2.45). Потребуем в дополнение к этому выполнения краевых усло-
вий (2.2), что обеспечит совпадение числа уравнений и числа неизвестных. Для того чтобы сфор-
мулировать указанное требование, введем фундаментальные системы решений d(0)(x) и d(L)(x)
уравнения (2.1), связанные с концевыми точками отрезка [0, L] x = 0 = ξ0 и x = L = ξK соответ-
ственно:

d(0)(x) :=
(F1(x), F2(x), F3(x)

)
, d(L)(x) := d0(x− L), (2.47)

где функции Fj(x), j = 1, 2, 3, являются экспонентами (2.3). Определим также соответствующие
матрицы, составленные из производных фундаментальных систем (2.47):

D(0)(x) := D(x) = D1(x)× diag
(
1, e−ρ ξ1 , e−ρ ξ1

)
, (2.48)
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D(L)(x) := D(x− L) = DK(x)× diag
(
eμ (L−ξk−1), 1, 1

)
, (2.49)

где матрица D(x) имеет вид (2.12), а D1(x) и DK(x) даны формулой (2.41) при k = 1 и k = K.
Запишем равенство (2.44) при k = 1, x = ξ0 = 0 с учетом (2.48) в следующем виде:

ŷ(0)− ỹ1(0) = D1(0)× h1 = D(0)(0) × diag
(
1, e−ρ ξ1 , e−ρ ξ1

)× h1 =

= M× ( a1, e−ρ ξ1 b1, e−ρ ξ1 c1
)T
. (2.50)

Аналогичным образом равенство (2.44) при k = K, x = ξK = L запишем в виде

ŷ(L)− ỹK(L) = DK(L)× hK = D(L)(L)× diag
(
eμ (L−ξk−1), 1, 1

) × hK =

= M× ( eμ (L−ξK−1) aK , bK , cK
)T
. (2.51)

Рассмотрим векторные равенства (2.50), (2.51) покомпонентно и выпишем те три уравнения из
получившихся шести, в которые входят данные краевых условий (2.2):

Φ0 − ỹ1(0) = a1 + e−ρ ξ1 b1 + e−ρ ξ1 c1, (2.52)

Ψ0 − ỹK(L) = eμ (L−ξK−1) aK + bK + cK , (2.53)

Ψ1 − ỹK
dx

(L) = μ eμ (L−ξK−1) aK + ρ bK + ρ cK , (2.54)

где уравнение (2.52) отвечает первой компоненте равенства (2.50), а уравнение (2.53), (2.54) —
первым двум компонентам равенства (2.51).
Уравнения (2.46), (2.52)–(2.54) образуют систему линейных алгебраических уравнений, в ко-

торой число уравнений 3K совпадает с числом искомых скалярных величин (2.45). Для того,
чтобы сформулировать результат о разрешимости этой системы и дать эффективные форму-
лы вычисления коэффициентов ak, bk, ck, введем ряд обозначений. Определим числа uk, vk, wk,
k = 1, . . . ,K − 1, характеризующие размер скачков частных решений ỹk(x) и их производных во
внутренних узлах сетки (2.7), следующим образом:

(uk, vk, wk)
T ≡ zk := M−1 × (ỹk+1(ξk)− ỹk(ξk)

)
, k = 1, . . . ,K − 1, (2.55)

где матрица M−1 имеет вид (2.14). Рассмотрим также следующие линейные комбинации этих
чисел:

U :=

K−1∑

k=1

eμ (L−ξk) uk, V :=

K−1∑

k=1

e−ρ ξk vk, W :=

K−1∑

k=1

e−ρ ξk wk. (2.56)

Определим величины Φ̃0, Ψ̃0, Φ̃1 и R1, R2, связанные с краевыми условиями (2.2):

Φ̃0 := Φ0 − ỹ1(0), Ψ̃0 := Ψ0 − ỹK(L), Ψ̃1 := Ψ1 − ỹK
dx

(L), (2.57)

R1 := Ψ̃0 +
1

ω
Ψ̃1, R2 := Ψ̃0 + U − eμL (Φ̃0 − V −W ). (2.58)

Отметим, что из вида матрицы (2.14) и вещественности компонент векторов ỹk(x) и функций,
задающих краевые условия (2.2), вытекают следующие соотношения:

uk ∈ R, wk = vk, k = 1, . . . ,K − 1; U, Φ̃0, Ψ̃0, Φ̃1,R1,R2 ∈ R, W = V . (2.59)

Введем в рассмотрение число B, зависящее только от произведения (ωL):

B := Im
{
(ε+ 1) (1 − e−(ε+1)ωL)

}
, (2.60)

где ε определено последней из формул (2.4). Заметим, что поскольку Re{ε+1} = 3/2 > 0, то при
достаточно больших значениях (ωL) величина B отлична от нуля.
Теорема 2.1. Предположим, что величина B, определяемая по формуле (2.60), отлична

от нуля. Тогда система уравнений (2.45), (2.46), (2.52)–(2.54) однозначным образом разреши-
ма относительно 3K искомых величин ak, bk, ck, k = 1, . . . ,K — коэффициентов представле-
ния (2.43)–(2.45)—при любых значениях параметров Φ0,Φ1,Ψ0 ∈ R и любых заданных функциях
ỹk(x) ∈ C2[ξk−1, ξk], k = 1, . . . ,K.
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Справедливы следующие формулы для вычисления коэффициентов bK и a1:

bK =

(
1− e−(ε+1)ωL

)R1 − (ε+ 1)R2

2iB , (2.61)

a1 = Φ̃0 − 2 Re{V + e−ρ L bK}, (2.62)

где Φ̃0 определено формулой (2.57). Остальные коэффициенты из серий {ak}, {bk} определяются
рекуррентным способом:

ak+1 = eμ (ξk−ξk−1) ak − uk, k = 1, . . . ,K − 1, (2.63)

bk = e−ρ (ξk+1−ξk) bk+1 + vk, k = K − 1, . . . , 1. (2.64)

Для коэффициентов {ck} справедливо соотношение
ck = bk, k = 1, . . . ,K. (2.65)

Доказательство. Умножая равенство (2.46) слева на матрицу M−1, перепишем его с учетом
формулы (2.42) и обозначения (2.55) в виде

diag
(
eμ (ξk−ξk−1), 1, 1,

)× hk − diag
(
1, eρ (ξk−ξk+1), eρ (ξk−ξk+1)

)× hk+1 =

= M−1 × (ỹk+1(ξk)− ỹk(ξk)
)
= zk, k = 1, . . . ,K − 1.

(2.66)

Покомпонентная запись векторного равенства (2.66) приводит к соотношениям (2.63), (2.64) и
следующей формуле:

ck = ck+1 e
−ρ (ξk+1−ξk) + wk, k = 1, . . . ,K − 1. (2.67)

Перейдем к выводу равенств (2.61), (2.62). Последовательно применяяK−1 раз формулу (2.63),
выразим через a1 величину eμ (L−ξK−1) aK , входящую в правые части уравнений (2.53) и (2.54):

eμ (L−ξK−1) aK = eμ (L−ξK−1)
(
eμ (ξK−1−ξK−2) aK−1 − uK−1

)
=

= eμ (L−ξK−2)
(
eμ (ξK−2−ξK−3) aK−2 − uK−2

)− eμ (L−ξK−1) uK−1 = · · · =
= eμ (L−ξ1) (eμ (ξ1−ξ0) a1 − u1

)− eμ (L−ξ2) u2 − · · · − eμ (L−ξK−2) uK−2 − eμ (L−ξK−1) uK−1 =

= eμL a1 − U, (2.68)

где U задано первым из равенств (2.56). Аналогичным образом выразим через bK и cK слагаемые
в правой части уравнения (2.52), содержащие b1 и c1, используя рекуррентные соотношения (2.64)
и (2.67) соответственно:

e−ρ ξ1 b1 = e−ρ ξ1
(
e−ρ (ξ2−ξ1) b2 + v1

)
= · · · = e−ρL bK + V, (2.69)

e−ρ ξ1 c1 = e−ρ ξ1
(
e−ρ (ξ2−ξ1) c2 + w1

)
= · · · = e−ρL cK +W, (2.70)

где величины V и W также заданы формулами (2.56).
Подставляя выражения (2.68)–(2.70) в уравнения (2.52)–(2.54), исключим величины aK , b1 и c1

из этой системы. Тогда с использованием обозначений (2.57) получаем следующую систему трех
линейных алгебраических уравнений относительно коэффициентов a1, bK и cK :

a1 +
(
e−ρL bK + V

)
+
(
e−ρL cK +W

)
= Φ̃0, (2.71)

(
eμL a1 − U

)
+ bK + cK = Ψ̃0, (2.72)

μ
(
eμL a1 − U

)
+ ρ bK + ρ cK = Ψ̃1, (2.73)

Исключим a1 из уравнений (2.72), (2.73). Для этого умножим первое из них (2.72) на μ и
вычтем результат из второго (2.73), получим

(ρ− μ) bK + (ρ− μ) cK = Ψ̃1 − μ Ψ̃0. (2.74)

Затем, подставляя в уравнение (2.72) коэффициент a1, выраженный из уравнения (2.71) в виде

a1 = Φ̃0 − V −W − e−ρL bK − e−ρL cK , (2.75)



ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ГАРДНЕРА 363

получаем
(
1 + e(μ−ρ)L

)
bK +

(
1 + e(μ−ρ)L

)
cK = Ψ̃0 + U − eμL (Φ̃0 − V −W ). (2.76)

Запишем уравнение (2.74), разделив его на ω = −μ, вместе с уравнением (2.76) с учетом
равенств (2.4), (2.5) в следующем векторном виде:

(
ε+ 1 ε+ 1

1− e−(ε+1)ωL 1− e−(ε+1)ωL

)

×
(
bK

cK

)
=

(R1

R2

)
, (2.77)

где величины R1, R2 заданы формулами (2.58). Решая полученную систему (2.77), находим

bK =

(
1− e−(ε+1)ωL

)R1 − (ε+ 1)R2

2i Im
{
(ε+ 1) (1 − e−(ε+1)ωL)

} , cK =
−(1− e−(ε+1)ωL

)R1 + (ε+ 1)R2

2i Im
{
(ε+ 1) (1 − e−(ε+1)ωL)

} ,

откуда с учетом обозначения (2.60) получаем формулу (2.61), а также соотношение

cK = bK . (2.78)

Формула (2.62) вытекает из (2.75), (2.78) и (2.59), а формула (2.65) следует по индукции
из (2.78), (2.67), (2.64) и (2.59). Теорема доказана.

2.3. Вычислительный алгоритм решения линейной краевой задачи. Дадим уточне-
ние формул (2.55) для случая, когда частные решения ỹk(x) уравнения (2.1), (2.8) заданы в
виде (2.30), (2.35).
Подставляя равенства (2.37), (2.38) в формулу (2.55) при k = 1, . . . ,K − 1, находим

zk = M−1 × (ỹk+1(ξk)− ỹk(ξk)
)
= M−1 ×

(1
3
M× ( 0, Jk+1(ξk; ρ, ξk+1), Jk+1(ξk; ρ, ξk+1)

)T−

− 1

3
M× (Jk(ξk; μ, ξk−1), 0, 0

)T)
=

1

3

(−Jk(ξk; μ, ξk−1), Jk+1(ξk; ρ, ξk+1), Jk+1(ξk; ρ, ξk+1)
)T
,

т. е. для коэффициентов {uk}, {vk}, {wk} имеем следующие выражения:

uk = −1

3
Jk(ξk; μ, ξk−1), vk =

1

3
Jk+1(ξk; ρ, ξk+1), wk = vk, k = 1, . . . ,K − 1, (2.79)

где величины Jk(x; ·, · ) определяются по формулам (2.29), (2.28).
Остановимся подробнее на вычислении полиномов Fk(x; ν) вида (2.28), которые составляют

основу построения искомого решения задачи (2.1), (2.2), (2.8) согласно теореме 2.1 и форму-
лам (2.29), (2.79).
Предположим, что многочлен fk(x) ∈ Pm, задающий правую часть уравнения (2.1) на k-м

отрезке разбиения (2.7), записан в виде линейной комбинации

fk(x) =

m∑

j=0

fk,j T
(k)
j (x), fk,j ∈ R, (2.80)

базисных векторов

T
(k)
j (x) := Tj

(
2
x− ξk−1

Δk
− 1
)
, j = 0, . . . ,m, (2.81)

где Tj(X)— j-й многочлен Чебышева первого рода, X ∈ [−1, 1], а через Δk обозначена длина
рассматриваемого отрезка:

Δk := ξk − ξk−1, k = 1, . . . ,K. (2.82)

Обозначим через T(m) матрицу оператора дифференцирования многочленов от X в базисе
{Tj(X)}mj=0. Тогда матрица оператора дифференцирования D(m) в базисе {T (k)

j (x)}mj=0 равна
2T(m)/Δk, а матрица оператора

(
1 − D(m)/ν

)
, стоящего в правой части определения (2.28),

имеет вид

R(k)(m, ν) := Em+1 − 2

νΔk
T(m), (2.83)
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где Em+1 = diag(1, . . . , 1)— единичная матрица порядка m+ 1. Матрица T(m) является верхне-
треугольной и имеет нули на главной диагонали. Следовательно, матрица R(k)(m, ν), как и обрат-
ная к ней, также является верхне-треугольной и имеет единицы на главной диагонали. Вычисляя
эту обратную матрицу и применяя ее к вектору (2.80), получаем вектор-столбец

(
R(k)(m, ν)

)−1 × (fk,0, . . . , fk,m
)T

коэффициентов разложения искомого многочлена Fk(x; ν) по базису (2.81). Сформулируем по-
строенный вычислительный алгоритм решения задачи (2.1), (2.2), (2.8) с кусочно полиномиаль-
ной правой частью.

Алгоритм 2.1.
1. Предполагаем, что многочлены (2.8), задающие правую часть уравнения (2.1), представлены
коэффициентами fk,j разложения (2.80) по базису (2.81), j = 0, . . . ,m, k = 1, . . . ,K.

2. Вычисляем матрицы
(
R(k)(μ,m)

)−1 и
(
R(k)(ρ,m)

)−1
, k = 1, . . . ,K, обратные к матри-

цам (2.83) при ν = μ и ν = ρ соответственно.
3. Умножая векторы (fk,j)

m
j=0 слева на найденные матрицы для каждого значения индекса

k = 1, . . . ,K, вычисляем по формуле (2.28) многочлены Fk(x;μ) и Fk(x; ρ) в виде разложений
по базису (2.81).

4. Подставляя в формулу (2.29) последовательно x = ξk при k = 1, . . . ,K и ν = ρ, ν = μ, нахо-
дим значения Jk+1(ξk; μ, ξk+1), Jk(ξk; ρ, ξk), k = 1, . . . ,K−1, из которых по формулам (2.79)
получаем числа {uk}, {vk = wk}.

5. По формулам (2.56)–(2.58), (2.60)–(2.65) находим коэффициенты {ak}, {bk = ck}.
6. Получаем искомое решение y = ŷ(x) вместе с его первыми двумя производными в ви-
де (2.43)–(2.45), где частные решения ỹk(x) и их производные представлены формулой (2.35).

При заданном m алгоритм 2.1 имеет сложность O(K), где K —число отрезков разбиения (2.7).
Отметим, что если разбиения (2.7) является равномерным, то матрицы (2.83) совпадают между
собой при всех k = 1, . . . ,K, поскольку одинаковы длины (2.82) отрезков [ξk−1, ξk]. В этом случае
все шаги алгоритма 2.1, кроме шага 5, сводятся к перемножению матриц, что позволяет достичь
высокой эффективности при его численной реализации.

3. Численные результаты

Рассмотрим пример численного решения начально-краевой задачи для уравнения Гарднера

∂tu+
(
αu+ β u2

)
∂xu+ γ ∂3xxxu = 0, (3.1)

т. е. для уравнения (1.1) при f(x) = 0. Выпишем известное [7] солитонное решение, т. е. решение
типа уединенной бегущей волны

uex(x, t) =
6 γ Γ2

α+
√
α2 + 6β γ Γ2 ch

(
Γ (x−Ω t)

) , Γ > 0, Ω := γ Γ2, (3.2)

где Ω— скорость распространения волны вдоль оси x, а Γ—произвольный параметр.
При β < 0 допустимые значения величины Γ имеют верхнюю грань Γlim:

Γ ∈ (0,Γlim), Γlim =
α

√
6 |β| γ , (3.3)

так что при Γ→ Γlim амплитуда A := max (x,t)u
ex(x, t) решения (3.2) приближается снизу к своему

предельному значению

Alim =
α

|β| ,
а верхняя часть профиля волны обретает характерную плоскую форму.
Зададим начальное и краевые условия (1.2), (1.3) для уравнения (3.1) в следующем виде:

u0(x) = u ex(0, x), ϕ0(t) = u ex(0, t), ψ0(t) = u ex(L, t), ψ1(t) =
∂u ex

∂x
(L, t). (3.4)
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Рис. 1. Решение задачи (3.1), (3.4), (3.5) — распространение солитона (3.2);
а, б, в — график решения в различные моменты времени; г, д, е — график абсо-
лютной погрешности в те же моменты времени.

Fig. 1. Solution of the problem (3.1), (3.4), (3.5): propagation of the soliton (3.2);
а, б, в: graphs of the solution at different moments of time; г, д, е: graphs of the
absolute error at the same moments of time.

τ m K ‖un − uex(·, tn)‖L∞ ‖∂xun − ∂xuex(·, tn)‖L∞ CPU t, sec
1e-3 4 100 1.2e-2 2.7e-1 0.24
1e-4 5 200 1.3e-4 3.2e-3 3.48
1e-5 6 300 1.4e-6 3.2e-5 50.36
1e-6 7 400 2.9e-8 5.1e-7 658.11

Таб. 1. Сопоставление результатов численного алгоритма для задачи (3.1), (3.4),
(3.5) с ее точным решением (3.2) при различных значениях параметров τ, m, K.

Tab. 1. Comparison of the results of the numerical algorithm for the problem (3.1),
(3.4), (3.5) with its exact solution (3.2) for different values of the parameters τ, m, K.

Приведены результаты численного решения начально-краевой задачи (3.1), (3.4), проведенного
по схеме из раздела 1.2 с использованием алгоритма 2.1 для решения вспомогательной линейной
задачи (1.6), (1.8), (1.9), при следующих значениях параметров:

α = 1, β = −0.1, γ = 10−3, L = 3, T = 1.6, x0 = 0.2,

Alim = 10, Γ = (1− 10−5) Γlim ≈ 40.82, Ω ≈ 1.67.
(3.5)
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Рис. 2. Найденная численно производная решения (3.2) задачи (3.1), (3.4), (3.5);
а, б, в — график производной в различные моменты времени; г, д, е — график аб-
солютной погрешности этого вычисления в те же моменты времени.

Fig. 2. The numerically found derivative of the solution (3.2) of the problem (3.1),
(3.4), (3.5); а, б, в: graphs of the derivative at different moments of time; г, д, е: graphs
of the absolute error of this calculation at the same moments of time.

В таб. 1 для различных сочетаний шага по времени τ, степени m кусочно-полиномиальной
аппроксимации и количества K отрезков разбиения (2.7) приведена погрешность численного ре-
шения задачи (3.1), (3.4), (3.5), вычисленная как максимум L∞-норм ‖un−uex(·, tn)‖L∞ на отрезке
[0, L] по всем n = 0, . . . , N разности аппроксимации un(x) с точным решением (3.2) при t = tn.
Также в таблице дана погрешность ‖∂xun − ∂xuex(·, tn)‖L∞ вычисления первой производной ре-
шения и затраченное процессорное время. Численная реализация проводилась при помощи биб-
лиотеки Numeric Python на ноутбуке с процессором 11th Gen Intel Core i7. Отметим, что шаг τ
по времени может быть выбран очень малым без потери устойчивости численного результата.
Это связано с тем, что предложенный в разделе 2 алгоритм 2.1 сохраняет свою эффективность
при решении сингулярно возмущенных краевых задач для линейного уравнения (2.1), т. е. при
больших значениях параметра ω, что и реализуется для вспомогательного уравнения (1.6) при
малом τ. Отметим также, что в тестовых примерах, приведенных в таб. 1, достигаемая точность
определяется явно-неявной схемой аппроксимации (1.5), т. е. увеличение указанных в таблице
параметров m, K при заданном значении τ не приводит к дальнейшему повышению точности
результата.
На рис. 1 приведены графики численного решения задачи (3.1), (3.4), (3.5) при τ = 10−6, m = 7,

K = 400 в различные моменты времени, а также графики погрешности, найденной как разность
приближенного и точного решения (3.2). На рис. 2 даны графики вычисленной производной
решения и соответствующие графики абсолютной погрешности.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭВОЛЮЦИОННЫХ СТРАТЕГИЙ

ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ПОПУЛЯЦИЙ

НА НЕОДНОРОДНОМ АРЕАЛЕ

П.А. Зеленчук, В. Г. Цибулин

Южный федеральный университет, Ростов-на-Дону, Россия

Аннотация. На примере системы «хищник—жертва» в условиях неоднородного ареала по-
строена математическая модель взаимодействующих популяций, обладающая разнообразными
эволюционными стратегиями. Модель основана на системе уравнений в частных производных
«диффузия—адвекция—реакция» и позволяет учитывать многофакторный таксис видов. Пред-
ложены модифицированные функции локального взаимодействия хищника и жертвы, обеспечи-
вающие многообразие эволюционных стратегий системы. Исследован ряд ключевых параметров,
отвечающих за формирование стратегий с идеальным свободным распределением (ИСР). Рас-
смотрены функции миграции, позволяющие учесть все виды направленного движения особей
жертвы и хищника. Приведены условия для потоковых параметров системы, при которых воз-
можна реализация ИСР-подобных стратегий. Представлены результаты вычислительных экспе-
риментов для ряда стационарных и колебательных режимов.

Ключевые слова: эволюционная стратегия, идеальное свободное распределение, уравнения
диффузии—адвекции—реакции, хищник—жертва.
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Введение

Одной из интереснейших проблем, связанной с применением современной математики к наукам
о жизни, является изучение эволюционных стратегий. Под эволюционными стратегиями здесь
понимаются не эвристические методы оптимизации или эволюционные алгоритмы [5], а стратегии
поведения биологических систем, описываемые некоторым математическим аппаратом [9, 14].
В настоящее время актуальным является поиск и исследование таких эволюционных стратегий,

при которых достигается долговременное стабильное существование биологических сообществ,
нескольких видов или различных популяций одного вида. Особое внимание уделяется моделям,
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учитывающим пространственно-временную неоднородность среды обитания [8]. Важной зада-
чей является изучение таких моделей, которые позволяют реализовать несколько эволюционных
стратегий в рамках одной математической формулировки.
Успех той или иной стратегии обычно определяется исходя из некоторого количественного по-

казателя, являющегося аналогом теоретико-игрового понятия полезности или выгоды [19]. Часто
в качестве такого показателя используется индивидуальная приспособленность особей популяции
в ее тесной связи с процессами рождения и смерти [16]. Эволюционно стабильной стратегией
(ЭСС) для нескольких взаимодействующих видов называется такая стратегия поведения, при
которой устанавливается равновесие системы, смена которого не выгодна ни одному из игроков.
В этом случае каждая популяция обеспечивает свое долговременное существование и не может
быть вытеснена с ареала популяцией с другой стратегией [21].
С точки зрения неоднородности ареала обитания и сложности рассматриваемых объектов,

наиболее подходящим для построения математической модели эволюционных стратегий в биоло-
гическом сообществе является использование уравнений в частных производных, учитывающих
адвективные и диффузионные процессы [9]. Примером ЭСС, математическая модель которой
основана на уравнениях диффузии—адвекции—реакции является идеальное свободное распреде-
ление (ИСР) [7].
Анализ литературы показывает, что модели ИСР рассматривались для одного биологиче-

ского вида [11], нескольких конкурирующих за общий ресурс видов [15] и систем «хищник—
жертва» [13, 18]. В работе [22] для системы «хищник—жертва» ИСР определяется как пропор-
циональность распределения обоих видов имеющемуся на ареале ресурсу в стационарном или
осциллирующем режиме. В работе [23] рассмотрен более общий случай ИСР-подобного распре-
деления, когда обобщенному ресурсу пропорционально только распределение жертвы, а для хищ-
ника возможны различные варианты.
Цель данной статьи — на примере системы «хищник—жертва» развить математическую модель

взаимодействующих популяций, описывающую несколько эволюционных стратегий. Вначале рас-
сматривается базовая модель локального взаимодействия, реализующая ряд стратегий, часть из
которых обладает ИСР. Затем модель расширяется за счет введения потоковых слагаемых, опи-
сывающих диффузию и многофакторный таксис (направленную миграцию). Полученная система
уравнений диффузии—адвекции—реакции дополняется начальными и граничными условиями.
Проводится анализ условий на параметры системы, при которых она наследует эволюционные
стратегии базовой модели. Для подтверждения реализации ЭСС и ИСР-решений выполнен ряд
вычислительных экспериментов при различных комбинациях параметров.

1. Модель локального взаимодействия

Рассматривается модель «хищник—жертва» с функциями локального взаимодействия

F1 = μ1ufnm(u, p)− λ1g(u, v, p),
F2 = μ2g(u, v, p) − λ2v, (1.1)

отвечающими концепции ИСР [1,23]. Закон роста жертвы задается функцией fnm(u, p)

fnm(u, p) =
1

pm

(
1− u

p

) n∑

i=0

riu
i, (1.2)

где n,m = 0, 1, 2, . . . , а p = p(x, y) > 0—ресурс жертвы, неравномерно распределенный по ареалу
D = [0, a] × [0, b]. Предполагается, что функция p(x, y) достаточно гладкая и не обращается
в нуль. Отметим, что выражение (1.2) накладывает ограничение на рост популяции (плотность
жертвы не превышает доступного ресурса). Полином c коэффициентами ri позволяет описывать
различные сценарии роста жертвы: логистический при n = 0, гиперболический при n = 1 и
r0 = 0. В случае n = 2, m = 0, (r0 = 0, r1 = −η1, r2 = η2) будет иметь место эффект Олли [10]

fnm(u, p) = η1u

(
η2
η1
u− 1

)(
1− u

p

)
. (1.3)
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В дальнейшем предполагается, что коэффициенты ri, кроме последнего rn, равны нулю, т. е.

fnm(u, p) =
rnu

n

pm

(
1− u

p

)
. (1.4)

Трофическая функция g(u, v, p) в общем случае зависит от плотностей взаимодействующих по-
пуляций [20] и задается в виде [4], учитывающем функциональный отклик Холлинга II рода и
неоднородность распределения ресурса:

g(u, v, p) =
uv

p+ Cu
. (1.5)

Неотрицательный параметр C позволяет учесть инертность хищника, проявляемую им при по-
иске, охоте, поглощении и переработке жертвы. В случае C = 0 и p(x, y) = const трофическая
функция приобретает вид классического отклика Лотки—Вольтерры [17]. Положительные коэф-
фициенты μi, λi (i = 1, 2) не зависят от пространственных координат и времени, μ1 отвечает за
прирост жертвы, λ2— за вымирание хищника при отсутствии жертвы, а λ1 и μ2 масштабируют
эффект хищничества.
Таким образом, модель «хищник—жертва» представляется системой обыкновенных дифферен-

циальных уравнений (ОДУ):

du

dt
= u

[
μ1
un

pm

(
1− u

p

)
− λ1 v

p+ Cu

]
,

dv

dt
= v

[
μ2

u

p+ Cu
− λ2

]
. (1.6)

Отметим, что фактически получилось континуальное семейство систем ОДУ, т. к. присутствие
функции ресурса p(x, y) определяет задачу для каждой точки ареала D.
Система (1.6) имеет три стационарных решения: неустойчивое тривиальное равновесие (u = 0,

v = 0), решение без хищника:
u = p(x, y), v = 0, (1.7)

и решение для сосуществующих видов

u = Ap, v = Bnp
ν , (1.8)

где

A =
λ2

μ2 − λ2C , Bn =
μ1μ2
λ1λ2

(1−A)An+1, ν = n−m+ 1. (1.9)

Решение (1.7) устойчиво при выполнении условия
μ2

1 + C
< λ2. (1.10)

При нарушении условия (1.10) от (1.7) ответвляется решение (1.8), которое устойчиво на интер-
вале

nμ2
1 + n (1 + C)

< λ2 <
μ2

1 + C
. (1.11)

При нарушении левой части условия (1.11) и n �= 0 в системе возникает колебательный ре-
жим [1]. За устойчивость решения (1.8), соответствующего сосуществованию двух видов, отвеча-
ют в основном параметры хищника (коэффициенты μ2, λ2 и C). Для выживания хищник должен
придерживаться стратегии, обеспечивающей уменьшение смертности λ2 и увеличение параметра
воспроизводства μ2.
Решение (1.7) соответствует распределению ресурса (ИСР) и в этом смысле является эволю-

ционно стабильной стратегией (ЭСС) для одного вида при его расселении на площади всего
ареала [6, 22]. При сосуществовании обеих популяций, что описывается выражением (1.8), рас-
пределение жертвы пропорционально ресурсу и не зависит от параметров m и n, в то время как
распределение хищника зависит от параметра ν = n−m+ 1.
Справедливо следующее утверждение [23].

Утверждение 1.1. При n = m система (1.6) имеет нетривиальное стационарное реше-
ние (1.8), отвечающее ИСР для двух видов.
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Доказательство. Подставляя n = m в (1.9), получим для (1.8) выражения u = Ap и v = Bnp,
так что плотности жертвы и хищника оказываются прямо пропорциональны ресурсу p(x, y) и,
следовательно, будут обладать ИСР.

Таб. 1. Эволюционные стратегии в зависимости от параметра ν в (1.8)-(1.9).

ν n m Колебания Жертва Хищник Распределение

1 -1 0 2 нет u ∝ p(x) v ∝ p(x)−1 рис. 1(a)

2 0 0 1 нет u ∝ p(x) v = const рис. 1(b)

3 0 1 2 μ2 � λ2(2 + C) u ∝ p(x) v = const рис. 2(b)

4 1 0 0 нет u ∝ p(x) v ∝ p(x) рис. 1(c)

5 1 1 1 μ2 � λ2(2 + C) u ∝ p(x) v ∝ p(x) рис. 2(a)

6 2 1 0 μ2 � λ2(2 + C) u ∝ p(x) v ∝ p(x)2 рис. 1(d)

Tab. 1. Evolution strategies depending on the parameter ν in (1.8)-(1.9).

ν n m Oscillations Prey Predator Distribution

1 -1 0 2 no u ∝ p(x) v ∝ p(x)−1 Fig. 1(a)

2 0 0 1 no u ∝ p(x) v = const Fig. 1(b)

3 0 1 2 μ2 � λ2(2 + C) u ∝ p(x) v = const Fig. 2(b)

4 1 0 0 no u ∝ p(x) v ∝ p(x) Fig. 1(c)

5 1 1 1 μ2 � λ2(2 + C) u ∝ p(x) v ∝ p(x) Fig. 2(a)

6 2 1 0 μ2 � λ2(2 + C) u ∝ p(x) v ∝ p(x)2 Fig. 1(d)

Таким образом, модель (1.6) допускает несколько эволюционных стратегий, определяемых
функцией роста жертвы. С биологической точки зрения параметр ν соответствует одному из
возможных сценариев роста жертвы при её выборе соответствующего закона роста (параметр
n) и ориентации на ресурс (параметр m). Значения ν, получающиеся при сочетаниях парамет-
ров n и m, задают различные эволюционные стратегии, приводящие к соответствующему реше-
нию (1.8) со своим уникальным распределением двух популяций на ареале. В таб. 1 приведены
некоторые важные для дальнейшего рассмотрения случаи, отвечающие наиболее интересным
пространственным распределениям (рис. 1) и возможным колебательным режимам (рис. 2), ко-
торые для наглядности изображены на одномерном ареале (x ∈ [0, 1]). В расчетах использовалась
следующее распределение ресурса:

p(x) = exp

[
1

2
cos

(
3πx

a

)]
. (1.12)

Приведенные на рис. 1 кривые демонстрируют варианты стратегии для хищника v(x): от
осторожной (v(x) обратно пропорционально u(x)) и безразличной к распределению жертвы
(v(x) = const), до агрессивной (v(x) пропорционально квадрату плотности u(x)). Жертва не
достигает своего максимума ввиду присутствия хищника, но остается пропорциональной ресур-
су, что соответствует концепции ИСР, а распределение хищника можно трактовать как ИСР-
подобное [4].
На рис. 2 приведена динамика плотностей жертвы u(x, t) и хищника v(x, t) при нарушении

условия (1.11) для случаев ν = 0 и ν = 1, соответствующих 3-й и 5-й строкам таб. 1.
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Рис. 1. Стационарные распределения жертвы u(x) (синяя кривая) и хищника
v(x) (красная), ресурс p(x) (зеленая): (a) n = 0, m = 2, λ2 = 1.75, (b) n = 0,
m = 1, λ2 = 1.57, (c) n = 0, m = 0, λ2 = 1.5, (d) n = 1,m = 0, λ2 = 1.25;
μ1 = μ2 = 2, C = 0, λ1 = 1.

Fig. 1. Stationary distributions of prey u(x) (blue curve) and predator v(x) (red),
resource p(x) (green): (a) n = 0, m = 2, λ2 = 1.75, (b) n = 0, m = 1, λ2 = 1.57,
(c) n = 0, m = 0, λ2 = 1.5, (d) n = 1,m = 0, λ2 = 1.25; μ1 = μ2 = 2, C = 0, λ1 = 1.

2. Система с мультифакторным таксисом

Для моделирования пространственно-временных взаимодействий хищника и жертвы применя-
ется система уравнений диффузии—адвекции—реакции. В [1] было показано, что для получения
ИСР-подобных решений помимо направленного движения жертвы на ресурс (таксис) необходимо
учитывать таксис хищника (миграция в направлении жертвы). Учет многофакторного таксиса
для взаимодействующих популяций на неоднородном ареале D позволяет сформулировать мате-
матическую модель в виде системы уравнений для плотностей видов u(x, y, t) и v(x, y, t)

∂u

∂t
= −∇q1 + F1, ∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
,

∂v

∂t
= −∇q2 + F2, (2.1)

их потоков qi
q1 = −k1∇u+ α1u∇Q1,

q2 = −k2∇v + α2v∇Q2, (2.2)

и функций таксиса Qi

Q1 = ln [p(x, y) + β11u+ β12v] ,
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Рис. 2. Динамика жертвы u(x, t) (слева) и хищника v(x, t) (справа) при наруше-
нии условия (1.11); n = 1, m = 2, λ1 = 1.5, λ2 = 0.87, μ1 = μ2 = 2, C = 0.

Fig. 2. Dynamics of prey u(x, t) (left) and predator v(x, t) (right) when condition (1.11)
is violated; n = 1, m = 2, λ1 = 1.5, λ2 = 0.87, μ1 = μ2 = 2, C = 0.

Рис. 3. Динамика жертвы u(x, t) (слева) и хищника v(x, t) (справа) при наруше-
нии условия (1.11): n = 1, m = 1, λ1 = 1.3, λ2 = 0.95, μ1 = μ2 = 2.

Fig. 3. Dynamics of prey u(x, t) (left) and predator v(x, t) (right) when condition (1.11)
is violated: n = 1, m = 1, λ1 = 1.3, λ2 = 0.95, μ1 = μ2 = 2.
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Q2 = ln [p(x, y) + β21u+ β22v] . (2.3)

Здесь ki —коэффициенты диффузии, направленная миграция Qi включает в себя движение видов
на ресурс, таксис хищника и жертвы друг на друга и на особей своего вида. Очевидно, что
жертва будет избегать хищника (β12 < 0), а хищник, наоборот, преследовать жертву (β21 > 0).
Вместе с тем, по отношению к своей популяции, возможны разные стратегии. Если коэффициенты
β11, β22 положительны, то будет иметь место образование стай, в противном случае — стремление
избежать скопления особей своего вида. Направленное движение хищника на ресурс жертвы —
достаточно типичная ситуация, многие хищники избирают тактику засад в местах, наиболее
привлекательных с точки зрения кормовой базы жертвы [17].
Система (2.1) дополняется краевыми условиями отсутствия потоков (	n—нормаль)

qj · 	n = 0, j = 1, 2, (x, y) ∈ ∂D, (2.4)

и начальными распределениями плотностей популяций

u(x, y, 0) = u0(x, y), v(x, y, 0) = v0(x, y). (2.5)

Полученные для модели локального взаимодействия распределения (1.8) могут быть решени-
ями системы (2.1) при дополнительных условиях на параметры диффузии и таксиса.

Утверждение 2.1. Система (2.1) будет иметь ИСР-подобные решения (1.8), если на гра-
нице ареала

∇p · 	n = 0, (x, y) ∈ ∂D, (2.6)
и выполнены условия

k1 =

(
1 +Aβ11 + νBnp

ν−1β12
1 +Aβ11 +Bnpν−1β12

)
α1,

νk2 =

(
1 +Aβ21 + νBnp

ν−1β22
1 +Aβ21 +Bnpν−1β22

)
α2. (2.7)

Доказательство. Так как решение (1.8) не зависит от времени и обнуляет функции локального
взаимодействия (1.1), то

∇ · qi = 0, (x, y) ∈ D. (2.8)
Подставляя (1.8) в (2.2), (2.3) и дифференцируя, получим

q1 = A∇p
[
−k1 + α1

(
1 +Aβ11 + νBnp

ν−1β12
1 +Aβ11 +Bnpν−1β12

)]
,

q2 = Bnp
ν−1∇p

[
−νk2 + α2

(
1 +Aβ21 + νBnp

ν−1β22
1 +Aβ21 +Bnpν−1β22

)]
. (2.9)

Поскольку qi пропорциональны ∇p и выполнено (2.6), то потоки равны нулю во всей области D:
q1 = 0, q2 = 0, (2.10)

и для решения (1.8) с положительными A,Bn и C должны выполняться равенства

−k1 + α1

(
1 +Aβ11 + νBnp

ν−1β12
1 +Aβ11 +Bnpν−1β12

)
= 0,

−νk2 + α2

(
1 +Aβ21 + νBnp

ν−1β22
1 +Aβ21 +Bnpν−1β22

)
= 0. (2.11)

Эти равенства тождественно удовлетворяются в силу (2.7).

Из условий (2.7) следует, что соотношения между коэффициентами ki и αi зависят от пара-
метра ν, см. таб. 2, в которой представлены четыре основных случая, отвечающих таб. 1. Если
параметры ki и αi не зависят от координат, то ИСР возможно только в случае ν = 1 (третья стро-
ка таб. 2). При ν �= 1 для сохранения решений (1.8) требуется, чтобы диффузионные параметры
ki (или миграционные αi) являлись функциями от ресурса p(x, y) и коэффициентов локального
взаимодействия μi и λi, входящих в A и Bn.
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Таб. 2. Условия (2.7) для ИСР при различных значениях параметра ν.
Tab. 2. Conditions (2.7) for IFD for different values of the parameter ν.

ν Условия / Conditions

-1 k1 =

[
1− 2Bnβ12

p2 +Aβ11p2 +Bnβ12

]
α1 −k2 =

[
1− 2Bnβ22

p2 +Aβ21p2 +Bnβ22

]
α2

0 k1 =

[
1− Bnβ12

p+Aβ11p+Bnβ12

]
α1 0 =

[
1− Bnβ22

p+Aβ21p+Bnβ22

]
α2

1 k1 = α1 k2 = α2

2 k1 =

[
1 +

Bnβ12p

1 +Aβ11 +Bnβ12p

]
α1 2k2 =

[
1 +

Bnβ22p

1 +Aβ21 +Bnβ22p

]
α2

Условие kj = αj при ν = 1 было получено в [23] для частного варианта функции таксиса.
Примеры реализации решений для конкретной функции ресурса даны ниже.

3. Вычислительный эксперимент

Для решения начально-краевой задачи (2.1)–(2.5) использовался метод прямых на основе ком-
пактной разностной схемы по пространственной координате и метода Рунге—Кутты четвертого
порядка точности по времени [2, 3]. В качестве начальных распределений использовались выра-
жения (1.8)-(1.9) для ряда значений n и m. Распределение ресурса на одномерном ареале за-
давалось функцией (1.12). Основная цель экспериментов состояла в вычислении стационарных
распределений популяций в зависимости от выбранной стратегии, каждая из которых описыва-
ется определенным набором параметров локального взаимодействия и направленного движения
особей. Поскольку ИСР является необходимым и достаточным условием для ЭСС [7], то в вычис-
лительных экспериментах рассматривались в основном стратегии с ИСР, как представляющие
интерес с биологической точки зрения.
На рис. 4 представлены финальные распределения жертвы (синие кривые) и хищника (крас-

ные), полученные для эволюционных стратегий при ν = −1 и различных параметрах ki, αi, βij ,
i, j = 1, 2. В первой строке таб. 1 представлена стратегия в отсутствие потоков (ki = αi = 0), для
которой распределение жертвы пропорционально ресурсу, а хищника — обратно пропорционально
(сплошные жирные кривые). Наличие диффузии и таксиса в общем случае приводит к отклоне-
нию от этой стратегии, за исключением случая, когда потоковые коэффициенты удовлетворяют
условию (2.7).
Если, например, k1 = α1 и k2 = −α2, то в зависимости от величины коэффициентов βij полу-

чаем отклонения в распределениях популяций (тонкая сплошная и пунктирные кривые). Когда
коэффициенты k2 и α2 одного знака, то распределение хищника кардинально меняется (звездочки
на рис. 4), становясь ИСР-подобным, что свидетельствует о существенном изменении стратегии.
На рис. 5 представлены распределения для эволюционной стратегии при ν = 0 (вторая и тре-

тья строки таб. 1). Начальные распределения (ki = αi = 0) представлены сплошными жирными
линиями, иллюстрирующими равномерное, не зависящее от координаты, распределение хищника
и ИСР жертвы. Согласно (2.7), наличие потоков не вызовет изменения в распределении популя-
ций, если α2 = 0 (вторая строка таб. 2). Если α2 = 0 и нарушено условие (2.7), то при β12 > 0
хищник избегает больших скоплений жертвы и меняется его распределение (сплошные тонкие
линии). При изменении знака β12 распределение v(x) меняет выпуклость (пунктирные линии),
что свидетельствует о смене стратегии: хищник ориентируется на скопления жертвы. При α2 �= 0
этот эффект лишь усиливается (звездочки на рис. 5), приводя к ИСР-подобным распределениям
обоих видов.
Отметим, что в полной системе с потоками (2.1) при нарушении условия (1.11) возможны ко-

лебания. В качестве примера рассмотрим рис. 6, на котором изображен колебательный режим
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Рис. 4. Эволюционная стратегия при ν = −1 (толстая кривая, ki = αi = 0),
жертва u (верх), хищник v (низ) на одномерном ареале, n = 0, m = 2. Финальные
распределения при α2 = −0.01, β12 = 1, β22 = 0 (сплошная тонкая), α2 = −0.01,
β22 = 2, β12 = 0 (пунктир), α2 = 0.01, β22 = 2, β12 = 0 (звездочки); μ1 = μ2 = 2,
C = 0, λ1 = 1. λ2 = 1.5, ki = 0.01, α1 = 0.01, β11 = β21 = 0.

Fig. 4. Evolution strategy for ν = −1 (thick curve, ki = αi = 0), prey u (top),
predator v (bottom) on a one-dimensional habitat, n = 0, m = 2. Final distributions
for α2 = −0.01, β12 = 1, β22 = 0 (thin solid), α2 = −0.01, β22 = 2, β12 = 0 (dashed),
α2 = 0.01, β22 = 2, β12 = 0 (asterisks); μ1 = μ2 = 2, C = 0, λ1 = 1. λ2 = 1.5,
ki = 0.01, α1 = 0.01, β11 = β21 = 0.

для стратегии ν = 1 с нарушением условий (1.11) и (2.7): λ2 = 0.95 < 2 = μ2, k1 �= α1 (тре-
тья строка таб. 2). Видно, что даже при наличии колебаний распределение популяций u(x, t) и
v(x, t) сохраняют подобие ИСР, с той лишь разницей, что жертва (рис. 6, график слева) силь-
нее ориентируется на ресурс, а популяция хищника более размазана по ареалу (рис. 6 график
справа).
На рис. 7 приведены результаты исследования полной системы (2.1) в зависимости от пара-

метра C функции трофического взаимодействия. В качестве основной взята стратегия ν = −1
(сплошные жирные кривые, C = 0), а параметр C принимал значения C = 0.45 (пунктирная
кривая) и C = 0.6 (звездочки на рис. 7). Слева изображено стационарное распределение жертвы
(синий цвет), а справа — стационарное распределение хищника (красный). Видно, что увеличе-
ние параметра C принципиально не изменяет стратегии, а приводит лишь к убыли популяции
хищника и росту популяции жертвы. Дальнейшее увеличение C вызывает нарушение условия
устойчивости (1.11) для двух видов и приводит к решению без хищника.
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Рис. 5. Эволюционная стратегия при ν = 0 (толстая кривая, ki = αi = 0), жертва
u (верх), хищник v (низ), n = 0, m = 1. Финальные распределения при α2 = 0,
β12 = 1 (сплошная тонкая), α2 = 0, β12 = −0.5 (пунктир), α2 = 0.005, β12 = 0
(звездочки); μ1 = μ2 = 2, C = 0, λ1 = 1. λ2 = 1.5, ki = 0.01, α1 = 0.01, β11 = β21 =
0 = β22 = 0.

Fig. 5. Evolutionary strategy for ν = 0 (thick curve, ki = αi = 0), prey u (top),
predator v (bottom), n = 0, m = 1. Final distributions for α2 = 0, β12 = 1 (thin solid),
α2 = 0, β12 = −0.5 (dashed line), α2 = 0.005, β12 = 0 (asterisks); μ1 = μ2 = 2, C = 0,
λ1 = 1. λ2 = 1.5, ki = 0.01, α1 = 0.01, β11 = β21 = 0 = β22 = 0.

4. Заключение

В данной работе построена математическая модель взаимодействующих популяций хищника и
жертвы, позволяющая описать разнообразные эволюционные стратегии в рамках одной матема-
тической модели на основе уравнений диффузии—адвекции—реакции. Большое число параметров
системы (2.1)–(2.5) приводит к многообразию эволюционных стратегий, каждая из которых за-
дает правила поведения видов в процессе взаимодействия с окружающей средой (ресурс p(x)) и
друг с другом. Математически, одна стратегия отличается от другой значениями параметров си-
стемы уравнений, что позволяет описать основные биологические процессы: рост жертвы (1.2),
хищничество (1.5), локальное взаимодействие (1.1) и направленное движение (2.3), вызванное
различными раздражителями (стимулами).
Среди большого многообразия стратегий практическую значимость представляют ЭСС, при-

держиваясь которых, виды могут стабильно существовать на неоднородном ареале, не боясь вы-
теснения или полного исчезновения. Безусловно, построение ЭСС на основе модели (2.1) требует
знания о реальных значениях всех входящих в нее коэффициентах и функциональных зависимо-
стях. Так, для описания локальной динамики системы «хищник—жертва» (реакция) требуются
коэффициенты роста и убыли видов. Чтобы учесть пространственные эффекты, необходимы
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Рис. 6. Динамика жертвы u(x, t) (слева) и хищника v(x, t) (справа); n = 1, m = 1.
μi = 2, λ1 = 1.3, λ2 = 0.95, C = 0, k1 = 0.01, k2 = 0.05, αi = 0.01, βij = 0, i, j = 1, 2.

Fig. 6. Dynamics of prey u(x, t) (left) and predator v(x, t) (right); n = 1, m = 1.
μi = 2, λ1 = 1.3, λ2 = 0.95, C = 0, k1 = 0.01, k2 = 0.05, αi = 0.01, βij = 0, i, j = 1, 2.

функция ресурса, коэффициенты диффузии и таксиса (направленной миграции). В силу неодно-
родности ареала и сезонности возникает проблема описания соответствующих параметрических
зависимостей.
Задача определения коэффициентов и функций, отвечающих конкретным условиям сосуще-

ствования видов, является сложной, и для ее решения часть параметров находится из имеющихся
простых наблюдений, а для подбора остальных проводится вычислительный эксперимент со зна-
чениями из некоторых диапазонов. При этом наблюдаемые в природе распределения наводят на
мысль о возможной связи параметров локального взаимодействия и пространственного распре-
деления (коэффициентов диффузии и таксиса). Так, математический анализ задачи об инвазии
хищника на неоднородный по ресурсу, занятый другим видом ареал показал, что для корректно-
го описания динамики нужно модифицировать функциональный отклик, введя зависимость от
неравномерно распределенного ресурса [4,12]. Другим примером являются соотношения, связыва-
ющие параметры диффузии и направленной миграции, обеспечивающие реализацию идеального
свободного распределения [22,23].
В данной работе предпринята попытка построения популяционной модели, описывающей ло-

кальные и пространственные взаимодействия хищника и жертвы на неоднородном ареале, с та-
кими зависимостями между параметрами, которые приводят к нескольким эволюционным ИСР-
стратегиям. Используя гипотезу о распределении жертвы пропорционально плотности ресурса,
предложены новые функциональные зависимости роста жертвы и трофического взаимодействия,
обеспечивающие различные сценарии поведения хищника. Представлены явные формулы, поз-
воляющие рассчитывать стационарные распределения сосуществующих видов и анализировать
колебательные процессы.
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Рис. 7. Зависимость от параметра C финальных распределений жертвы u(x, t)
(слева) и хищника v(x, t) (справа): C = 0 (сплошная), C = 0.45 (пунктир), C = 0.6
(звездочки); n = 0, m = 2, μi = 2, λ1 = 1, λ2 = 1.2, ki = 0.01, α1 = 0.01, α2 = −0.01,
βij = 1, i, j = 1, 2.

Fig. 7. Final distributions of prey u(x, t) (left) and predator v(x, t) (right) as functions
of parameter C: C = 0 (solid), C = 0.45 (dashed), C = 0.6 (asterisks); n = 0, m = 2,
μi = 2, λ1 = 1, λ2 = 1.2, ki = 0.01, α1 = 0.01, α2 = −0.01, βij = 1, i, j = 1, 2.
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Abstract. Using a predator–prey model in a heterogeneous environment, we have created a mathema-
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Аннотация. В статье предложена численно-аналитическая методика решения задач линейной
вязкоупругости анизотропного тела, не требующая явного построения аналитического представ-
ления ядер ползучести и релаксации. Приближенное решение интегральных уравнений базирует-
ся на непосредственном использовании экспериментальных данных, предварительно сглаженных
и заполненных более густой сеткой. Таким образом, решение граничных задач вязкоупругости
сводится к решению задач теории упругости в произвольный момент времени.

Ключевые слова: вязкоупругая деформация, анизотропная среда, численно-аналитическое ре-
шение.
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1. Введение

Механические свойства наследственно-упругих материалов, к которым можно отнести многие
горные породы, пластмассы, металлы и сплавы, а также полимерные и композитные материалы
на полимерной основе, при длительном нагружении в значительной степени зависят от времени.
В условиях эксплуатации элементы конструкций из таких материалов подвергаются постоянным
или меняющимся во времени режимам нагружения, в результате действия которых происхо-
дит перераспределение напряжений и деформаций, заметно изменяющее картину распределения
напряжений и деформаций по сравнению с упругим случаем. Уточнение перераспределения на-
пряжений и деформаций может быть полезным при оценке долговечности и несущей способности
элементов конструкций.
Одним из наиболее используемых при решении задач линейной теории вязкоупругости являет-

ся метод, основанный на принципе В. Вольтерра, идея которого заключается в следующем: для
решения задач вязкоупругости необходимо построить решение задачи линейной теории упру-
гости и в окончательном результате заменить упругие постоянные операторами, расшифровав
полученные комбинации операторов или функции от операторов.
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Непосредственное применение принципа Вольтерра к анализу напряженно деформированного
состояния анизотропных сред является весьма затруднительным. Это связано с тем, что суще-
ствует лишь незначительное число задач теории упругости, для которых известна явная зависи-
мость от упругих постоянных, если использовать упругое решение в обычной форме.
В случае, когда упругие решения содержат дробно-рациональные функции от упругих посто-

янных, решение задач вязкоупругости может быть легко получено при помощи алгебры резоль-
вентных операторов Вольтерра, которая обладает следующими свойствами [1]:

Свойство 1 (теорема умножения). Для любых регулярных точек x и y имеет место равен-
ство

P ∗ (x)P ∗ (y) = [P ∗ (x)− P ∗ (y)] / (x− y) , x �= y.

Свойство 2. Для любого резольвентного оператора P ∗ (β) имеет место формула обращения

[1− λP ∗ (β)]−1 = 1 + λR∗ (β + λ) .

Оператор R̄λ = 1 + λR∗ (β + λ) называется обратным для оператора P̄λ = 1 − λP ∗ (β) , а опе-
ратор R∗ (β + λ)— резольвентным для P ∗ (β) . Резольвентный оператор образован из функций
того же класса, что и P ∗ (β) , сдвигом по параметру λ.
В общем случае (например, для анизотропных сред) это решение может содержать иррацио-

нальные или трансцендентные функции от упругих постоянных. Это делает невозможным непо-
средственное использование алгебры резольвентных операторов к решению таких задач. Поэтому
для решения упругих задач применяются приближенные методы, идея которых состоит в поиске
решения, когда его зависимость от упругих постоянных устанавливается в явном виде. Степен-
ные ряды, в которые раскладываются иррациональные и трансцендентные функции, как прави-
ло, сходятся медленно. Поэтому для получения достаточно точного решения нужно сохранять
большое число членов ряда. Это приводит к громоздким вычислениям и потере точности.
В задачах вязкоупругости для анизотропного тела, в отличие от задач теории упругости, вме-

сто уравнений закона Гука используются уравнения состояния в одной из следующих форм:

e (t) = P (0) s (t) +

t∫

0

dP (t− τ)
d (t− τ) s (τ) dτ, (1.1)

s (t) = R (0) e (t) +

t∫

0

dR (t− τ)
d (t− τ) e (τ) dτ. (1.2)

Здесь приняты обозначения e (t) = [e1, e2, e3, e4, e5, e6]
T , s (t) = [s1, s2, s3, s4, s5, s6]

T — векторы
деформаций и напряжений в произвольный момент времени t; P (t) = Pij (t) , R (t) = Rij (t)
(i, j = 1, 6)—матрицы функций ползучести и релаксации. В представлениях (1.1) и (1.2) учтены
начальные условия. В начальный момент времени при t = 0 уравнения (1.1) и (1.2) переходят
в уравнения закона Гука.
Элементы матриц функций ползучести P или релаксации R определяются из эксперимента.

Если представить их в виде произведений P (t) = {Pij (t)} = {aijpij (t)} , R (t) = {Rij (t)} =
{Aijrij (t)} , то уравнения (1.1), (1.2) можно записать в виде

ei = āij sj, sj = Āij ei (i, j = 1, 6) (1.3)

где
āij = aij

(
1 + p∗ij

)
, Āij = Aij

(
1− r∗ij

)
. (1.4)

Каждый из временных операторов (1.4) состоит из двух элементов: матриц упругих постоян-
ных aij или Aij, а также интегральных операторов aijp∗ij или Aijr

∗
ij с ядрами наследственности

dpij (t− τ)
d (t− τ) или

drij (t− τ)
d (t− τ) , где

p∗ijsj (t) =
t∫

0

dpij (t− τ)
d (t− τ) sj (τ) dτ, r∗ijej (t) = −

t∫

0

drij (t− τ)
d (t− τ) ej (τ) dτ.
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Обращение систем (1.1), (1.2) или (1.3) представляет собой трудноразрешимую в аналитиче-
ском плане задачу. Экспериментально найденные значения ядер P или R задаются дискретным
набором величин, соответствующим некоторым фиксированным значениям времени. По этим экс-
периментальным значениям различными методами строят аналитические аппроксимации ядер
в специальной форме. Одной из таких форм является класс дробно-рациональных функций, по-
строенных Ю.Н. Работновым [8]

Э (−β; t− τ) =
∞∑

n=0

(−1)nβn(t− τ)α+n(1+α)
Γ [(n+ 1) (1 + α)]

. (1.5)

Операторы с ядрами вида (1.5) обладают алгеброй операторов Вольтерра, и их резольвенты

образованы из функций того же класса. Если принять
dpij (t− τ)
d (t− τ) = λpijЭαp

ij

(
−βpij; t− τ

)
, то

интегральный оператор aij представлений (1.4) примет вид

āij = aij

[
1 + λpijЭ

∗
αp
ij

(
−βpij

)]
.

Необходимо отметить, что аппроксимация экспериментально найденной кривой ползучести яв-
ляется источником дополнительных погрешностей. Так, ядро вида λЭα (−β; t− τ) имеет произ-
вол, содержащий всего три константы λ, α и β. Это обстоятельство не всегда позволяет построить
функцию, хорошо описывающую экспериментально найденные величины на достаточно большом
временном интервале. Результаты аппроксимации, приведенные в работах исследователей в этом
направлении, показали, что погрешность в отдельных случаях достигала тридцати процентов.
Поэтому точное описание вязкоупругих свойств реальных тел должно приводить к операторам
с ядром более сложной формы. Для таких операторов построение резольвенты в аналитической
форме наталкивается на непреодолимые трудности. В работах [1, 6] показано, что построение
алгебры операторов Вольтерра не связано с каким-либо их специальным видом и может быть
осуществлено для любых резольвентных операторов. Это обстоятельство делает возможным про-
водить алгебраическими методами реализацию решений граничных задач теории вязкоупруго-
сти во времени. Решение может быть осуществлено c использованием произвольных исходных
операторов и выражено через значения воздействия на единицу этих операторов, заданных непо-
средственно таблицей экспериментальных данных.
В данной работе предложен новый подход к решению таких задач. Предлагаемый подход не

требует построения аналитического представления ядер ползучести и релаксации в специальной
форме. Метод основан на численном определении резольвент интегральных уравнений состояния
среды.

2. Обращение интегральных уравнений линейной теории вязкоупругости

В опыте на ползучесть мгновенно прикладываются и поддерживаются постоянными напряже-
ния s (t) = σ. Интегрирование уравнения (1.1) в этом случае дает

e (t) = P (t)σ, (2.1)

где σ = sk (t = 0) = [σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6]
T — вектор-столбец напряжений констант.

По формуле (2.1) определяются значения функции ползучести P (t) по величине измеренной
деформации во времени. После интегрирования уравнения (1.2) по частям и подстановки в него
выражения (2.1) можно найти соотношение, связывающее между собой функции ползучести P (t)
и релаксации R (t)

I =

t∫

0

R (t− τ) dP (τ)

dτ
dτ , (2.2)

где I— единичная матрица.
Из уравнения (2.2) находится функция релаксации R (t) , соответствующая функции P (t) ,

найденной из эксперимента на ползучесть.
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В опытах на релаксацию мгновенно прикладываются и поддерживаются постоянными дефор-
мации. После интегрирования уравнения (1.2) получается

s (t) = R (t) ε, (2.3)

где ε = ek (t = 0) = [ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, ε6]
T — вектор-столбец деформаций констант.

По формуле (2.3) определяются значения функции R (t) по величине измеренных напряжений
во времени. После интегрирования уравнения (1.1) по частям и подстановки в него выраже-
ния (2.3) можно найти еще одно соотношение, связывающее между собой функции релаксации
R (t) и ползучести P (t):

I =

t∫

0

P (t− τ) dR (τ)

dτ
dτ . (2.4)

Из уравнения (2.4) находится функция ползучести P (t) , соответствующая функции R (t) ,
найденной из эксперимента на ползучесть.
Решение уравнения (2.2) можно получить численным методом. В этом случае нет надобно-

сти использования аналитической аппроксимации экспериментальных значений функции P (t) .
Пусть временной отрезок [0, t] разбит на N равных интервалов длиной h точками, соответствую-
щими временам t0 = 0, t1 = h, . . . , ti = ih, . . . , tN = t, и пусть P0, P1, . . . , PN — экспериментально
найденные значения функции ползучести P (t) в этих точках. Тогда соотношение (2.2) в точках
сетки можно приближенно записать в виде

I =
n∑

i=0

Rn−i (Pi −Pi−1) (n = 0, 1, . . . , N) , (2.5)

где Pi = P (ti) , Rn−i = R (tn − ti)— значения функций в точке τ = ti.
При этом значение Pi−1 = P (ti−1) при отрицательном значении индекса равно нулю. Из (2.5),

с учетом изложенного, получается

Rn =

(

I−
n∑

i=1

Rn−i (Pi −Pi−1)

)

A (n = 0, 1, . . . , N) . (2.6)

С помощью представлений (2.6) по экспериментально полученным значениям функции ползу-
чести в точках сетки находятся функции релаксации. Решение уравнения (2.4) осуществляется
аналогичным образом. В результате получается

Pn =

(

I−
n∑

i=1

Pn−i (Ri −Ri−1)

)

a (n = 0, 1, . . . , N) . (2.7)

Из полученного соотношения по заданным функциям релаксации в точках сетки находятся
функции ползучести.
Таким образом, соотношения (2.6) и (2.7) полностью решают задачу обращения уравнений (1.1)

или (1.2).
Функции ползучести P (t) или релаксации R (t) строятся на основании табличных данных,

которые определяются при проведении эксперимента. Таблица экспериментальных данных мо-
жет содержать погрешности измерений, которые обусловлены различными причинами, в том
числе связанными с длительностью интервалов замеров изменения деформаций или напряже-
ний. Поэтому данные таблицы должны подлежать определенной математической обработке. Эта
задача тесно связана с задачей сглаживания и восполнения, когда по заданным точкам изме-
рения (tk, εk) необходимо провести гладкую кривую w (t) при минимальной погрешности. При
этом в качестве функции w (t) выбирают выражение, которое соответствует ожидаемому поведе-
нию рассматриваемого физического процесса. Установлено, что функции ползучести εk = P (tk)
должны быть монотонно возрастающими, а функции релаксации σk = R (tk)—монотонно убы-
вающими функциями времени. Если уровень нагрузок меньше предела прочности материала,
то развитие деформаций практически полностью прекращается при достижении определенного
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времени. В этом случае имеет место затухающий процесс, а представление для функции w (t)
можно выбирать в виде ряда, содержащего затухающую экспоненциальную функцию

w(t) =

(

1 +
m∑

k=1

akt
αk

)

e−βt
α
. (2.8)

В представлении (2.8) подлежат определению величины α, β и ak, а процесс аппроксимации
носит название нелинейное приближение.
Пусть на отрезке [0, t] задана дискретная сетка значений временной переменной t: 0 = t0 <

t1 < . . . < tn = t. В узлах сетки даны экспериментально полученные значения функции ε [t]:
ε(t0) = ε0, ε1, . . . , εn = ε(t). Необходимо осуществить вычисление величин α, β и ak так, чтобы
функция (2.8) сглаживала кривую, заданную таблицей, и, используя эту функцию, провести
восполнение таблицы.
Алгоритм сглаживания таблицы исходных экспериментальных данных основан на использо-

вании дискретного метода наименьших квадратов. Для этого требуется, чтобы искомая сглажи-
вающая функция минимизировала функционал

Φ (a1, a2, . . . , am, α, β) =

n∑

p=0

[w (tp)− εp]2 . (2.9)

Приравнивая производные по коэффициентам ak нулю, получаем систему линейных алгебра-
ических уравнений относительно этих коэффициентов. Эта система решается при варьировании
величин α и β для достижения выполнения условия (2.9). После нахождения постоянных α, β
и ak определена функция, позволяющая осуществить гладкое восполнение сеточных значений
в любой точке отрезка [0, t] .
Матричные уравнения (2.1) и (2.3) можно записать в форме

ei = Pij (t) sj или si = Rij (t) ej
(
i, j = 1, 6

)
, (2.10)

где Pij = aijpij (t) , Rij = Aijrij (t) .
Для случая, когда из эксперимента на ползучесть определена матрица функций ползучести

Pij (t) , необходимо взять представление ei = āijsj = aij

(
1 + p∗ij

)
sj из (1.3) и сравнить его с

соответствующим соотношением представления (2.10).
Используя предлагаемую методику, получаем соотношение

p∗ij · 1 = pij − 1.

Таким образом, из экспериментальных данных для кривых ползучести, с учетом их воспол-
нения, получены значения результатов воздействия на единицу интегральных операторов для
записи уравнений состояния. Временная матрица в этом случае имеет вид

Pn = āij · 1 = aij
[
1 + p∗ij · 1

]
.

Матрица Āij · 1 = Rn находится по формуле (2.6).
Для случая, когда из эксперимента на релаксацию определены элементы матрицы функций ре-

лаксации Rij (t) , необходимо взять представление si = Āijej = Aij

(
1− r∗ij

)
ej из (1.3) и сравнить

его с соответствующим соотношением представления (2.10). В результате получается

r∗ij · 1 = rij − 1.

Временная матрица уравнений закона Гука в момент времени t = tn определяются соотноше-
ниями

Rn = Āij · 1 = Aij
[
1− r∗ij · 1

]
.

Матрица āij · 1 = Pn находится по формуле (2.7).
Дальнейшее решение задач теории вязкоупругости в любой момент времени ничем не отлича-

ется от решения задач теории упругости.
Возможности расшифровки произвольных операторов рассмотрены на примере для изотроп-

ного случая. Пусть из эксперимента получены опытные данные об изменениях коэффициента
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Пуассона во времени. Если не вводить функции Работнова, то кривые ползучести можно запи-
сать в виде

ν̄ = ν (1 + p∗ν · 1) = νpν (t) , (2.11)
где pν (t)—функция ползучести, найденная в результате эксперимента.
Отсюда находятся значения действия оператора p∗ν на единицу:

p∗ν · 1 = pν (t)− 1. (2.12)

Используя предположение о постоянстве оператора объемного сжатия, согласно которому
(1− 2ν̄) /Ē = (1− 2ν) /E, находим

Ē · 1 = E (1− λE p∗ν · 1) = E rE (t) , λE = 2ν/ (1− 2ν) . (2.13)

Здесь функция релаксации rE (t) для модуля Юнга определилась через функцию ползучести
pν (t) для коэффициента Пуассона посредством формулы (2.12).
При помощи свойства для резольвентных операторов [1− λP ∗ (β)]−1 = 1+λR∗ (β + λ) опреде-

ляется оператор, обратный оператору (2.13):
1

Ē
· 1 =

1

E
[1 + λE p∗ν (λE) · 1] =

1

E
pE (t) . (2.14)

Результат воздействия оператора p∗ν (λE) на единицу представляет собой функцию ползуче-
сти pE (t) , значения которой выражаются через значения соответствующей функции релаксации
rE (t) из соотношения (2.7):

pE (tn) = 1−
n∑

k=1

pE (tn−k) [rE (tk)− rE (tk−1)] (0, 1, . . . , N) .

Значения p∗ν (λE) · 1 находится из соотношения (2.14):

p∗ν (λE) · 1 = [pE (t)− 1] /λE . (2.15)

Учитывая свойство 1/Ḡ = 2 (1 + ν̄) /Ē, можно найти
1

Ḡ
· 1 =

1

G
[1 + λG p∗ν (λE) · 1] =

1

G
pG (t) , λG = λE + ν/ (1 + ν) ,

Ḡ · 1 = G [1− λG p∗ν (βG) · 1] = G rG (t) , βG = λE − λG, (2.16)
где

rG (tn) = 1−
n∑

k=1

rG (tn−k) [pG (tk)− pG (tk−1)] , (0, 1, . . . , N) ,

p∗ν (βG) · 1 = [1− rG (t) ] /λG.

Соотношения (2.11)–(2.16) связывают значения воздействия интегральных операторов p∗ν (. . .)
и r∗ν (. . .) на единицу с функциями ползучести p...(t) и релаксации r... (t) , заданными таблично.
Таким образом, решение граничных задач вязкоупругости сводится к решению задач теории

упругости в произвольный момент времени. При этом уравнения закона Гука заменяются урав-
нениями состояния (1.1), (1.2), которые в результате интегрирования принимают вид (2.2) и (2.4),
соответственно.

3. Численные исследования

Проверка предложенного метода на достоверность осуществлялась исследованием напряженно-
деформированного состояния пластины в условиях обобщенного плоского напряженного состоя-
ния. Решение упругой задачи для изотропной пластины, ослабленной круговым отверстием ра-
диуса R, когда на бесконечности заданы усилия σ01 = p, σ02 = q, σ06 = 0, имеет вид [5]

σr = 2α+
b1
r2
−
(
β +

4a1
r2
− 3b3

r4

)
cos (2θ) ,

σθ = 2α − b1
r2

+

(
β − 3b3

r4

)
cos (2θ) , τrθ =

(
β +

3b3
r4
− 2a1

r2

)
sin (2θ) , (3.1)
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ur =
r

2G
[α (κ− 1)− β cos (2θ)] + 1

2G

[
−b1
r

+

(
a1 (κ+ 1)

r
− b3
r3

)
cos (2θ)

]
,

uθ =
r

2G
β sin (2θ)− 1

2G

(
a1 (κ− 1)

r
+
b3
r3

)
sin (2θ) .

В представлениях (3.1) введены обозначения: α = (p+ q) /4, β = (q−p)/2, κ = (3− ν) / (1 + ν) ,
a1, b1, b3 —неизвестные постоянные; черточками сверху обозначены величины G и κ, которые при
решении вязкоупругой задачи будут меняться во времени.
В формулах (3.1) видна явная зависимость перемещений и напряжений от постоянных ν и G.

Это обстоятельство позволяет построить точное решение вязкоупругой задачи методом Вольтер-
ра и провести численные исследования. Рассмотрим два вида граничных условий.

1) Контур отверстия не подкреплен. Из граничных условий σr = τrθ = 0, когда r = R,
коэффициенты функций (3.1) будут такими:

a1 = −βR2, b1 = −2αR2, b3 = −βR4. (3.2)

Из соотношений (3.1) и (3.2) видно, что в рассматриваемой задаче напряжения от времени не
зависят, а изменяются только перемещения.

2) Контур отверстия жестко подкреплен. Коэффициенты функций (3.1) находятся из гра-
ничных условий ur = uθ = 0, когда r = R:

a1 =
G

Gκ
βR2, b1 =

G

G
αR2 (κ− 1) , b3 =

G

Gκ
βR4. (3.3)

Из соотношений (3.1) и (3.3) видно, что в рассматриваемой задаче от времени зависят и пере-
мещения, и напряжения.

В формулы для напряжений и перемещений (3.1) входят временные операторы. В первом слу-
чае это 1/G и κ/G, а во втором, с учетом значений коэффициентов (3.3), это операторы G, G/κ
и 1/κ. При расшифровке их учитывалось, что соотношения между упругими операторами такие
же, как и соотношения между упругими постоянными, а также считалось, что объемная дефор-
мация материала пластинки является упругой [8,9]. Это позволяет воспользоваться равенствами

1− 2ν

E
=

1− 2ν

E
, G =

E

2 (1 + ν)
, κ =

3− ν
1 + ν

. (3.4)

В работе [9] коэффициент ν предложено заменить временным оператором

ν̄ = ν [ 1 + δЭ∗
α (−β, t) ] , (3.5)

где α, β и δ—реологические характеристики материала, а интегральный оператор Э∗
α (−β, t)

выражается через функцию Миттаг-Леффлера E1+α (−η) (см. [9])
Э∗
α (−β, t) = [1− E1+α (−η)] /β, η = β t1+α. (3.6)

Из равенств (3.4) с учетом (3.5) и свойств операторов Э∗
α (−β, t) находятся указанные выше

временные операторы.
Исследования проводились для алюминиевой изотропной пластины со следующими упругими

и реологическими параметрами [2]: E = 7.1 · 104 МПа, ν = 0.25, α = −0.5, δ = 0.00615c−0.5

и β = 0.00665c−0.5; а также для ортотропной пластины, изготовленной из композитного ма-
териала на основе эпоксидного связующего [7]: E0

11 = 23.0 · 103 МПа, λ1 = 0.0323 c−(1+α),

β1 = 0.157 c−(1+α), E0
22 = 16.0 · 103 МПа, λ2 = 0.1295 c−(1+α), β2 = 0.2745 c−(1+α), G0

12 = 3.08 · 103
МПа, λg = 0.0717 c−(1+α), βg = 0.0276 c−(1+α), ν12 = 0.11, ν21 = 0.0765, α = −0.846. Некоторые ре-
зультаты для одного свободного или жестко подкрепленного отверстия в случае, когда пластинка
растягивается на бесконечности усилиями интенсивности p вдоль оси Ox1, представлены ниже.
Такие же результаты получились при решении этой задачи методом, изложенным в данной

статье. При этом уравнения закона Гука следует выбирать в форме (2.1) для случая, когда контур
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Таб. 1

Перемещения / Movements t, час / t, hours

0 100 500 1000 5000

ur ·G/(pR)(θ = 0) 1.2 3.8115 5.7501 6.6905 8.6486

ur ·G/(pR)(θ = π/2) −0.4 −1.0529 −1.5375 −1.7726 −2.2622
uθ ·G/(pR)(θ = π/4) 0.8 2.4322 3.6438 4.2316 5.4554

не подкреплен, и в форме (2.3) для подкрепленного контура. Матрицы Pn = P (tn) и Rn = R (tn)
в случае, когда материал является изотропным, имеют вид

Pn =

⎛

⎝
1/Ē −ν̄/Ē 0
−ν̄/Ē 1/Ē 0

0 0 1/Ḡ

⎞

⎠ , Rn =

⎛

⎝
Ē/
(
1− ν̄2) ν̄Ē/

(
1− ν̄2) 0

ν̄Ē/
(
1− ν̄2) Ē/

(
1− ν̄2) 0

0 0 Ḡ

⎞

⎠ . (3.7)

Элементы матрицы Rn в случае, когда материал изотропный, имеют достаточно простой вид.
С целью тестирования элементы матрицы Rn вычислялись путем расшифровки и использования
соотношений (2.6). Результаты вычислений сближаются, если шаг h сетки уменьшается. В слу-
чае, когда материал анизотропен, матрицу Rn следует вычислять, используя соотношения (2.6).
При этом следует учитывать, что P0 = a, R0 = A. Исследование напряженно-деформированного
состояния в любой момент времени ведется путем использования функций обобщенных ком-
плексных переменных [4]. При проведении исследований для изотропных сред были использова-
ны алгоритмы, разработанные для анизотропных материалов с учетом методики, предложенной
в работе [3].
В таб. 1 приведены значения перемещений ur и uθ в характерных точках кругового отвер-

стия изотропной пластинки в различные моменты времени. Как видно, стабилизация изменения
перемещений происходит через достаточно большой промежуток времени. Напряжения в этом
случае, как было указано ранее, от времени не зависят.
Проведенные исследования для ортотропной пластинки показали, что напряжения, возникаю-

щие на контуре свободного отверстия, зависят от времени, а полученные численные результаты
хорошо согласуются с данными, приведенными в работе [7].
Исследования напряженного состояния ортотропной пластинки с жестким круговым включе-

нием показали, что напряжения, возникающие на контуре спая, со временем уменьшаются за
исключением небольшой зоны, находящейся вблизи возникновения максимальных напряжений
σθ, где напряжения увеличиваются с течением времени.

4. Заключение

Основные результаты представленной работы заключаются в следующем:

1. С применением аппарата алгебры резольвентных операторов и матричной алгебры разрабо-
тан новый численно-аналитический метод обращения операторов определяющих уравнений
деформирования анизотропных вязкоупругих сред без использования аналитических пред-
ставлений ядер ползучести и релаксации, позволяющий распространить область возможного
применения численно-аналитических подходов на новые классы моделей деформирования
вязкоупругих тел и элементов конструкций.

2. Разработана численно-аналитическая методика исследования задач линейной вязкоупруго-
сти анизотропных сред, которая для произвольных моментов времени сводится к приме-
нению алгоритмов, подобных используемым при решении задач теории упругости анизо-
тропного деформируемого тела без учета реологических эффектов, и позволяет изучить
наследственные деформационные процессы в случаях конструкций, изготовленных из ани-
зотропных материалов.
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1. Введение

Статья посвящена проблеме разрешимости одномерных уравнений для модели, описывающей
движение сжимаемой вязкой смеси. По поводу происхождения этой модели можно обратиться к
монографиям [8,20], а также за уточнениями для подмодели, рассматриваемой в данной работе, —
к статье [16]. Несмотря на имеющиеся результаты о разрешимости для одномерных уравнений
динамики сжимаемых вязких смесей, такие как [1, 3–6,9–13,15, 17, 18], остается неизученным ва-
риант нестационарных одномерных движений с учетом взаимодействия компонент смеси между
собой как на уровне обмена импульсом, так и через взаимное вязкое трение в случае, если матрица
вязкостей является недиагональной и нетреугольной. Именно этот случай будет рассматриваться
в данной работе.
Структура статьи следующая. Раздел 2 содержит постановку задачи и формулировку основно-

го результата — теоремы 2.1 о существовании и единственности решения. В разделе 3 проводится
исследование разрешимости приближенной задачи, полученной из исходной задачи применением

© В. Ю. Ноговищева, Д. А. Прокудин, 2025

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License
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метода Галеркина. В разделе 4 выводятся равномерные по параметру приближения оценки реше-
ний приближенной задачи, на основе которых совершается предельный переход и обосновывается
существование решения исходной задачи в малом по времени. Для продолжения локального ре-
шения в разделе 5 выводятся априорные оценки, постоянные в которых не зависят от промежутка
существования локального решения. В разделе 6 доказывается единственность решения исследу-
емой задачи и завершается доказательство теоремы 2.1. В заключительном разделе 7 приведены
основные результаты работы.

2. Постановка задачи и основной результат

Рассмотрим начально-краевую задачу для одномерных изотермических уравнений динамики
сжимаемой вязкой смеси. В замыкании QT области QT = (0, T ) × (0, 1), T = const > 0 требуется
найти плотности ρi(t, x) > 0 и скорости ui(t, x) для каждой компоненты с номером i = 1, . . . , N,
N ∈ N, N � 2, удовлетворяющие следующей системе уравнений, начальных и краевых условий:

∂ρi
∂t

+
∂(ρiv)

∂x
= 0, i = 1, . . . , N, (2.1)

ρi

(
∂ui
∂t

+ v
∂ui
∂x

)
+ αiK

∂ρ

∂x
=

N∑

j=1

νij
∂2uj
∂x2

+

N∑

j=1

aij(uj − ui), i = 1, . . . , N, (2.2)

ρi|t=0 = ρ0i(x), ui|t=0 = u0i(x), i = 1, . . . , N, (2.3)
ui|x=0 = ui|x=1 = 0, i = 1, . . . , N. (2.4)

Здесь v =

N∑

j=1

αjuj — cредневзвешенная скорость, αj = const ∈ (0, 1),

N∑

j=1

αj = 1, ρ =

N∑

j=1

ρj —

суммарная плотность, νij —постоянные коэффициенты вязкостей, образующие симметричную
матрицу N > 0, K = const > 0, aij = aji = const > 0, ρ0i(x), u0i(x)—известные функции
начальных данных.

Определение 2.1. Сильным решением задачи (2.1)–(2.4) называется совокупность 2N функ-
ций (ρ1, . . . , ρN , u1, . . . , uN ) таких, что для всех i = 1, . . . , N

ρi > 0, ρi ∈ L∞
(
0, T ;W 1

2 (0, 1)
)
,

∂ρi
∂t
∈ L∞

(
0, T ;L2(0, 1)

)
,

ui ∈ L∞
(
0, T ;W 1

2 (0, 1)
) ∩ L2

(
0, T ;W 2

2 (0, 1)
)
,

∂ui
∂t
∈ L2(QT ),

(2.5)

уравнения (2.1), (2.2) выполнены почти всюду в QT , начальные условия (2.3) — для почти всех
x ∈ (0, 1), а краевые условия (2.4) — для почти всех t ∈ (0, T ).

Сформулируем теорему об однозначной разрешимости задачи (2.1)–(2.4), которая является
основным результатом этой работы.

Теорема 2.1. Пусть начальные данные в (2.3) удовлетворяют условиям

ρ0i > 0, ρ0i ∈W 1
2 (0, 1), u0i ∈ W̊ 1

2 (0, 1), i = 1, . . . , N. (2.6)

Тогда существует единственное сильное решение задачи (2.1)–(2.4) в смысле определения 2.1.

Доказательство теоремы 2.1 будет проведено в разделах 3–6 настоящей работы.

3. Построение галеркинских приближений

Докажем сначала разрешимость приближенной начально-краевой задачи, полученной из за-
дачи (2.1)–(2.4) применением метода Галеркина (i = 1, . . . , N, k = 1, . . . ,m):

∂ρmi
∂t

+
∂(ρmi v

m)

∂x
= 0, (3.1)

1∫

0

(
ρmi

∂umi
∂t

+ ρmi v
m ∂u

m
i

∂x
+ αiK

∂ρm

∂x
−

N∑

j=1

νij
∂2umj
∂x2

−
N∑

j=1

aij(u
m
j − umi )

)
sin (πkx) dx = 0, (3.2)
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ρmi |t=0 = ρ0i(x), (3.3)

umi =

m∑

s=1

ξmis (t) sin (πsx), umi |t=0 =

m∑

s=1

ξ0is sin (πsx), (3.4)

где m ∈ N, vm =
N∑

j=1

αju
m
j , ρ

m =
N∑

j=1

ρmj , ξ0ik = ξmik(0) = 2

1∫

0

u0i(x) sin (πkx) dx, при этом

ρmi > 0, ρmi ∈ L∞
(
0, tm;W 1

2 (0, 1)
) ∩W 1

∞
(
0, tm;L2(0, 1)

)
, ξmik ∈ C1[0, tm], tm ∈ (0, T ). (3.5)

Условимся пока опускать индекс m вверху в обозначении решений. Рассмотрим множество

V =
{
ξ ∈ (C[0, tm])mN | ξ(0) = ξ0, ‖ξ‖(C[0,tm])mN � c

}
, (3.6)

где
ξ = (ξ1, . . . , ξN ), ξi = (ξi1, . . . , ξim), i = 1, . . . , N,

ξ0 = (ξ01, . . . , ξ0N ), ξ0i = (ξ0i1, . . . , ξ0im), i = 1, . . . , N,

c2 = e

max
1�i�N

sup
[0,1]

ρ0i

min
1�i�N

inf
[0,1]

ρ0i
‖ξ0‖2RmN + 1,

и построим оператор A : V → (C[0, tm])mN , ImA ⊂ (C1[0, tm])mN , A(ξ) = ψ, где ψ = (ψ1, . . . ,ψN ),
ψi = (ψi1, . . . , ψim), i = 1, . . . , N следующим образом. Сначала найдем функции

ρi > 0, ρi ∈ L∞
(
0, tm;W 1

2 (0, 1)
) ∩W 1

∞
(
0, tm;L2(0, 1)

)
, i = 1, . . . , N

как решения задач Коши (3.1), (3.3), где v =
N∑

j=1

αjuj, а uj задаются по формулам (3.4) (см. [14]).

При этом справедливы неравенства (i = 1, . . . , N)

(
inf
[0,1]

ρ0i

)
e
−

N∑

j=1

t∫

0

sup
[0,1]

∣
∣
∣ ∂uj∂x

∣
∣
∣ dτ

� ρi(t, x) �
(

sup
[0,1]

ρ0i

)

e

N∑

j=1

t∫

0

sup
[0,1]

∣
∣
∣ ∂uj∂x

∣
∣
∣ dτ

, (3.7)

которые, в силу включения ξ ∈ V, дают оценки
(
inf
[0,1]

ρ0i

)
e−πm

2cNt � ρi(t, x) �
(

sup
[0,1]

ρ0i

)

eπm
2cNt, i = 1, . . . , N. (3.8)

Затем найдем функцию ψ как решение следующей задачи Коши для системы mN линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка (i = 1, . . . , N, k = 1, . . . ,m):

1∫

0

(
ρi
∂Ui
∂t

+ ρiv
∂Ui
∂x

+ αiK
∂ρ

∂x
−

N∑

j=1

νij
∂2Uj
∂x2

−
N∑

j=1

aij(Uj − Ui)
)
sin (πkx) dx = 0, (3.9)

ψ(0) = ξ0, (3.10)

где Ui =
m∑

s=1

ψis(t) sin (πsx).

Неравенство
detM(t) �= 0,

где

M(t) =

⎛

⎜
⎜⎜
⎝

M1(t) 0 . . . 0
0 M2(t) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . MN (t)

⎞

⎟
⎟⎟
⎠
,
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Mi(t) =

⎧
⎨

⎩

1∫

0

ρi(t, x) sin (πkx) sin (πsx) dx

⎫
⎬

⎭

m

k,s=1

, i = 1, . . . , N,

выполненное в силу положительности ρi, i = 1, . . . , N, позволяет разрешить систему (3.9) отно-
сительно производных, что обосновывает существование функции ψ ∈ (C1[0, tm])mN .
Таким образом, для произвольного tm ∈ (0, T ) определен оператор A : V → (C1[0, tm])mN ⊂

(C[0, tm])mN , A(ξ) = ψ, неподвижная точка которого, если она существует, вместе с соответству-
ющими функциями ρi, ui, i = 1, . . . , N, дает решение задачи (3.1)–(3.4).
Покажем, что при достаточно малом tm оператор A удовлетворяет условиям теоремы Шаудера

о неподвижной точке (см. [2, с. 39]), а именно:
1) V — выпуклое замкнутое ограниченное множество (в нашем случае это очевидно);
2) A : V → V ;
3) A—вполне непрерывный оператор.
Установим сначала, что A(V ) ⊂ V. Условимся через Ci(·), i ∈ N, обозначать величины, прини-

мающие конечные положительные значения и зависящие от объектов, указанных в скобках или
перечисленных в комментариях. Умножим уравнения (3.9) на ψik(t), а затем просуммируем по
i, k и проинтегрируем по x; получим с учетом (3.1), что

1

2

d

dt

N∑

i=1

1∫

0

ρiU
2
i dx+

N∑

i,j=1

νij

1∫

0

(
∂Ui
∂x

)(
∂Uj
∂x

)
dx+

+
1

2

N∑

i,j=1

aij

1∫

0

(Ui − Uj)2 dx = K

N∑

i=1

αi

1∫

0

ρ

(
∂Ui
∂x

)
dx,

(3.11)

откуда, в силу неравенств (при получении которых мы используем (3.8) и тот факт, что N > 0)

N∑

i,j=1

νij

1∫

0

(
∂Ui
∂x

)(
∂Uj
∂x

)
dx � C1(N)

N∑

i=1

1∫

0

(
∂Ui
∂x

)2

dx,

K

N∑

i=1

αi

1∫

0

ρ

(
∂Ui
∂x

)
dx � C1

2

N∑

i=1

1∫

0

(
∂Ui
∂x

)2

dx+ C2,

где C2 =
K2N3

2C1

(

max
1�i�N

sup
[0,1]

ρ0i

)2

e2πm
2cNtm , получаем оценку

d

dt

N∑

i=1

1∫

0

ρiU
2
i dx+C1

N∑

i=1

1∫

0

(
∂Ui
∂x

)2

dx � 2C2,

из которой, в свою очередь, следует, что

N∑

i=1

1∫

0

ρiU
2
i dx �

N∑

i=1

1∫

0

ρ0iU
2
0i dx+ 2C2t

m, (3.12)

где U0i =

m∑

s=1

ψis(0) sin (πsx) =

m∑

s=1

ξ0is sin (πsx), i = 1, . . . , N. Еще раз привлекая (3.8), получаем

из (3.12) неравенство

‖ψ‖2(C[0,tm])mN � eπm
2cNtm

max
1�i�N

sup
[0,1]

ρ0i

min
1�i�N

inf
[0,1]

ρ0i
‖ξ0‖2RmN +

4C2e
πm2cNtm

min
1�i�N

inf
[0,1]

ρ0i
tm.
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Выберем

tm < min

⎛

⎝T,
1

πm2cN
,

min
1�i�N

inf
[0,1]

ρ0i

4eC3

⎞

⎠ , (3.13)

где C3 =
K2N3e2

2C1

(

max
1�i�N

sup
[0,1]

ρ0i

)2

. Тогда получим, что C2 � C3 и придем к нужной оценке

‖ψ‖(C[0,tm])mN � c.

Таким образом, при выполнении (3.13) оператор A отображает множество V в себя.

Докажем теперь компактность оператора A. Умножая (3.9) на
dψik(t)

dt
, суммируя по i, k и

интегрируя по x, выводим соотношение

N∑

i=1

1∫

0

ρi

(
∂Ui
∂t

)2

dx =
N∑

i=1

1∫

0

(
− ρiv

(
∂Ui
∂x

)(
∂Ui
∂t

)
+ αiKρ

(
∂2Ui
∂t∂x

)
−

−
N∑

j=1

νij

(
∂2Ui
∂t∂x

)(
∂Uj
∂x

)
+

N∑

j=1

aij (Uj − Ui)
(
∂Ui
∂t

))
dx.

(3.14)

С помощью (3.8), неравенства Коши и неравенств ‖ξ‖(C[0,tm])mN � c, ‖ψ‖(C[0,tm])mN � c,∥
∥∥
∥
∂Ui
∂x

∥
∥∥
∥
L2(0,1)

� C4(m)‖Ui‖L2(0,1),

∥
∥∥
∥
∂2Ui
∂t∂x

∥
∥∥
∥
L2(0,1)

� C4

∥∥
∥∂Ui
∂t

∥∥
∥
L2(0,1)

, i = 1, . . . , N, произведем оцен-

ки слагаемых в правой части (3.14):

−
N∑

i=1

1∫

0

ρiv

(
∂Ui
∂x

)(
∂Ui
∂t

)
dx � 1

8

N∑

i=1

1∫

0

ρi

(
∂Ui
∂t

)2

dx+ C5

⎛

⎝C4,

{

sup
[0,1]

ρ0i

}N

i=1

, N, c,m, tm

⎞

⎠ ,

(3.15)

K
N∑

i=1

αi

1∫

0

ρ

(
∂2Ui
∂t∂x

)
dx � 1

8

N∑

i=1

1∫

0

ρi

(
∂Ui
∂t

)2

dx+

+ C6

⎛

⎝C4,

{
inf
[0,1]

ρ0i

}N

i=1

,

{

sup
[0,1]

ρ0i

}N

i=1

,K,N, c,m, tm

⎞

⎠ ,

(3.16)

−
N∑

i,j=1

νij

1∫

0

(
∂2Ui
∂t∂x

)(
∂Uj
∂x

)
dx � 1

8

N∑

i=1

1∫

0

ρi

(
∂Ui
∂t

)2

dx+ C7

(

C4,

{
inf
[0,1]

ρ0i

}N

i=1

,N, N, c,m, tm
)

,

(3.17)
N∑

i,j=1

aij

1∫

0

(Uj − Ui)
(
∂Ui
∂t

)
dx � 1

8

N∑

i=1

1∫

0

ρi

(
∂Ui
∂t

)2

dx+ C8

({
inf
[0,1]

ρ0i

}N

i=1

, {aij}Ni,j=1, N, c,m, t
m

)

.

(3.18)
Таким образом, из (3.14) получаем неравенство

1

2

N∑

i=1

1∫

0

ρi

(
∂Ui
∂t

)2

dx � C5 + C6 + C7 + C8,

интегрируя которое по времени и применяя (3.8), выводим оценку
N∑

i=1

∥
∥∥
∥
∂Ui
∂t

∥
∥∥
∥
L2(Qtm)

� C9

(

C5, C6, C7, C8

{
inf
[0,1]

ρ0i

}N

i=1

, N, c,m, tm

)

, (3.19)
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где Qtm = (0, tm)× (0, 1). Поскольку получена оценка ψ в (W 1
2 (0, t

m))mN , то A является компакт-
ным оператором.
Установим далее непрерывность оператора A из V в (C[0, tm])mN . Пусть ξ(1,2) ∈ V, ψ(1,2) =

A(ξ(1,2)), u
(1,2)
i =

m∑

s=1
ξ
(1,2)
is sin (πsx), U

(1,2)
i =

m∑

s=1
ψ
(1,2)
is sin (πsx), i = 1, . . . , N. Пусть ρ(1,2)i , i =

1, . . . , N —решения задач Коши (3.1), (3.3), где вместо v стоят v(1,2) =
N∑

j=1
αju

(1,2)
j соответственно.

Обозначим ρi = ρ
(1)
i −ρ(2)i , ui = u

(1)
i −u(2)i , Ui = U

(1)
i −U (2)

i , i = 1, . . . , N, v = v(1)−v(2), ρ = ρ(1)−ρ(2),
где ρ(1,2) =

N∑

j=1
ρ
(1,2)
j . Дифференцируя по переменной x уравнения

∂ρ
(1,2)
i

∂t
+
∂
(
ρ
(1,2)
i v(1,2)

)

∂x
= 0, i = 1, . . . , N (3.20)

(см. замечание 4.1 далее), затем умножая на
∂ρ

(1,2)
i

∂x
, интегрируя по x, t, используя начальные

условия

ρ
(1,2)
i |t=0 = ρ0i, i = 1, . . . , N, (3.21)

неравенства (см. (3.8))
(
inf
[0,1]

ρ0i

)
e−πm

2cNt � ρ
(1,2)
i (t, x) �

(

sup
[0,1]

ρ0i

)

eπm
2cNt, i = 1, . . . , N (3.22)

и неравенство Гронуолла, получаем оценки
∥
∥∥
∥
∥
∂ρ

(1,2)
i

∂x

∥
∥∥
∥
∥
L2(0,1)

� C10

({
‖ρ0i‖W 1

2 (0,1)

}N

i=1
, N, c,m, tm

)
, i = 1, . . . , N. (3.23)

Заметим теперь, что из (3.20), (3.21) следуют равенства

∂ρi
∂t

+
∂
(
ρiv

(1)
)

∂x
+
∂
(
ρ
(2)
i v

)

∂x
= 0, ρi|t=0 = 0, i = 1, . . . , N. (3.24)

Умножая (3.24) на ρi, интегрируя по x, приходим к соотношениям

1

2

d

dt

1∫

0

ρ2i dx = −
1∫

0

(
1

2
ρ2i

(
∂v(1)

∂x

)

+ ρ
(2)
i ρi

(
∂v

∂x

)
+

(
∂ρ

(2)
i

∂x

)

ρiv

)

dx �

� 1

2

(

sup
[0,1]

∣
∣∣
∣∣
∂v(1)

∂x

∣
∣∣
∣∣

1∫

0

ρ2i dx+ sup
[0,1]

ρ
(2)
i

1∫

0

(

ρ2i +

(
∂v

∂x

)2
)

dx+ sup
[0,1]

v2
1∫

0

(
∂ρ

(2)
i

∂x

)2

dx+

+

1∫

0

ρ2i dx

)

� C11

⎛

⎝C10,

{

sup
[0,1]

ρ0i

}N

i=1

, N, c,m, tm

⎞

⎠

⎛

⎝
1∫

0

ρ2i dx+
N∑

j=1

1∫

0

u2j dx

⎞

⎠ .

(3.25)

Здесь использовались очевидные соотношения

N∑

j=1

1∫

0

u2j dx =
1

2

N∑

j=1

m∑

s=1

ξ2js(t), sup
[0,1]

v2 �
N∑

i,j=1

m∑

s,l=1

|ξil(t)ξjs(t)|,
1∫

0

(
∂v

∂x

)2

dx =
π2

2

N∑

i,j=1

αiαj

m∑

s=1

s2ξjs(t)ξis(t).

(3.26)



НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОМЕРНЫХ УРАВНЕНИЙ ДИНАМИКИ СЖИМАЕМОЙ ВЯЗКОЙ СМЕСИ 401

Из (3.25), применяя неравенство Гронуолла и учитывая начальные условия в (3.24), для всех
t ∈ (0, tm] выводим неравенства

1∫

0

ρ2i dx � C12(C11, t
m)

N∑

j=1

t∫

0

1∫

0

u2j dxdτ, i = 1, . . . , N. (3.27)

Далее, из уравнений для U (1,2)
i , i = 1, . . . , N (см. (3.9)) ввиду (3.20) следует соотношение

1

2

N∑

i=1

1∫

0

ρ
(1)
i U2

i dx+
N∑

i,j=1

νij

t∫

0

1∫

0

(
∂Ui
∂x

)(
∂Uj
∂x

)
dxdτ +

1

2

N∑

i,j=1

aij

t∫

0

1∫

0

(Ui − Uj)2dxdτ =

= K

N∑

i=1

αi

t∫

0

1∫

0

ρ

(
∂Ui
∂x

)
dxdτ −

N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

ρiUi

(
∂U

(2)
i

∂τ

)

dxdτ −

−
N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

ρ
(1)
i vUi

(
∂U

(2)
i

∂x

)

dxdτ −
N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

ρiv
(2)Ui

(
∂U

(2)
i

∂x

)

dxdτ.

(3.28)

Первое слагаемое в левой части (3.28) допускает оценку

1

2

N∑

i=1

1∫

0

ρ
(1)
i U2

i dx �
e−πm2cNtm min

1�i�N
inf
[0,1]

ρ0i

2

N∑

i=1

1∫

0

U2
i dx. (3.29)

Для второго слагаемого в левой части (3.28) имеем неравенство

N∑

i,j=1

t∫

0

1∫

0

νij

(
∂Ui
∂x

)(
∂Uj
∂x

)
dxdτ � C1

N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

(
∂Ui
∂x

)2

dxdτ. (3.30)

Для первого слагаемого в правой части (3.28) получаем соотношение

K
N∑

i=1

αi

t∫

0

1∫

0

ρ

(
∂Ui
∂x

)
dxdτ � C1

2

N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

(
∂Ui
∂x

)2

dxdτC13 (C1, C12,K,N, t
m)

N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

u2i dxdτ.

(3.31)
Для второго слагаемого в правой части (3.28) следует неравенство

−
N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

ρiUi

(
∂U

(2)
i

∂τ

)

dxdτ � C12Nt
m

2ε

N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

u2i dxdτ+

+
ε

2

N∑

i=1

sup
[0,t]×[0,1]

U2
i

t∫

0

1∫

0

(
∂U

(2)
i

∂τ

)2

dxdτ � εmC2
9

N∑

i=1

sup
[0,t]

1∫

0

U2
i dx+

+
C12Nt

m

2ε

N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

u2i dxdτ,

(3.32)

взяв в котором

εmC2
9 =

e−πm2cNtm min
1�i�N

inf
[0,1]

ρ0i

4N
,



402 В.Ю. НОГОВИЩЕВА, Д.А. ПРОКУДИН

получим, что

−
N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

ρiUi

(
∂U

(2)
i

∂τ

)

dxdτ �
e−πm2cNtm min

1�i�N
inf
[0,1]

ρ0i

4N

N∑

i=1

sup
[0,t]

1∫

0

U2
i dx+

+C14

(

C9, C12,

{
inf
[0,1]

ρ0i

}N

i=1

, N, c,m, tm

)
N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

u2i dxdτ.

(3.33)

Третье слагаемое в правой части (3.28) оценим следующим образом:

−
N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

ρ
(1)
i vUi

(
∂U

(2)
i

∂x

)

dxdτ � C15

(
N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

u2i dxdτ +

N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

U2
i dxdτ

)

, (3.34)

где C15 = C15

⎛

⎝
{

sup
[0,1]

ρ0i

}N

i=1

, N, c,m, tm

⎞

⎠ . Наконец, для последнего слагаемого в правой ча-

сти (3.28) получаем соотношение

−
N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

ρiv
(2)Ui

(
∂U

(2)
i

∂x

)

dxdτ � C16

(
N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

u2i dxdτ +
N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

U2
i dxdτ

)

, (3.35)

где C16 = C16 (C12, N, c,m, t
m) . Таким образом, из (3.28), с учетом (3.29)–(3.35), следует неравен-

ство
N∑

i=1

1∫

0

U2
i dx � C17

⎛

⎝
N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

u2i dxdτ +
N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

U2
i dxdτ

⎞

⎠ ,

где C17 = C17

(

C13, C14, C15, C16,

{
inf
[0,1]

ρ0i

}N

i=1

, N, c,m, tm

)

, из которого, пользуясь неравенством

Гронуолла, получаем оценку

N∑

i=1

1∫

0

U2
i dx � C18(C17, t

m)

N∑

i=1

tm∫

0

1∫

0

u2i dxdt,

а отсюда — неравенство

‖ψ(1) −ψ(2)‖(C[0,tm])mN � C19(C18, t
m)‖ξ(1) − ξ(2)‖(C[0,tm])mN ,

обосновывающее непрерывность оператора A на V.
Поскольку оператор A удовлетворяет перечисленным выше условиям теоремы Шаудера, то

в V существует неподвижная точка ξ оператора A, определяющая, вместе с соответствующими
функциями ρi, ui, i = 1, . . . , N, решение задачи (3.1)–(3.4).

4. Равномерные оценки и сходимость галеркинских приближений

Получим далее равномерные по параметруm оценки решений приближенной начально-краевой
задачи (3.1)–(3.4), которые позволят совершить предельный переход при m→∞. Введем следу-
ющее обозначение:

α(t) =

N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

(

ρi

(
∂ui
∂t

)2

+

(
∂2ui
∂x2

)2
)

dxdτ, α′(t) � 0. (4.1)

Поскольку уравнения (3.1) влекут выполнение неравенств (3.7), то из этих неравенств следуют
оценки

C−1
20 e

−C20α(t) � ρi(t, x) � C20e
C20α(t), i = 1, . . . , N, (4.2)
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где C20 = C20

⎛

⎝
{

sup
[0,1]

ρ0i

}N

i=1

,

{
inf
[0,1]

ρ0i

}N

i=1

, N, T

⎞

⎠ . Далее заметим, что из (3.1) вытекают равен-

ства

ρi
∂2

∂t∂x

(
1

ρi

)
+ ρiv

∂2

∂x2

(
1

ρi

)
=
∂2v

∂x2
, i = 1, . . . , N, (4.3)

из которых получаем

d

dt

1∫

0

ρi

(
∂

∂x

(
1

ρi

))2

dx = 2

1∫

0

(
∂

∂x

(
1

ρi

))(
∂2v

∂x2

)
dx, i = 1, . . . , N. (4.4)

Из (4.4) следуют соотношения

1∫

0

ρi

(
∂

∂x

(
1

ρi

))2

dx �
1∫

0

ρ0i

((
1

ρ0i

)′)2

dx+

+

t∫

0

1∫

0

ρi

(
∂

∂x

(
1

ρi

))2

dxdτ +

t∫

0

1∫

0

1

ρi

(
∂2v

∂x2

)2

dxdτ, i = 1, . . . , N.

(4.5)

Замечание 4.1. При выводе (4.5) нам потребовалась (в (4.3), (4.4)) дополнительная гладкость
ρi, i = 1, . . . , N по сравнению с (3.5), хотя сами соотношения (4.5) никаких дополнительных тре-
бований не предусматривают. Это означает, что (4.5) могут быть получены путем регуляризации
ρ0i, i = 1, . . . , N, вывода (4.5) для решений получившихся задач, а затем предельного перехода по
параметру регуляризации. Аналогичным образом следует понимать вывод соотношений (3.23).

Из (4.5), пользуясь (4.1), (4.2) и неравенством Гронуолла, получаем оценки

1∫

0

(
∂

∂x

(
1

ρi

))2

dx+

1∫

0

(
∂ρi
∂x

)2

dx � C21e
C21α(t), i = 1, . . . , N, (4.6)

где C21 = C21

(
C20,

{
‖ρ0i‖W 1

2 (0,1)

}N

i=1
,
{
inf
[0,1]

ρ0i

}N

i=1
, N, T

)
. Далее, умножая (3.2) на ξ′ik + π2k2ξik,

суммируя по i, k и учитывая (3.1), (3.4), приходим к соотношению (здесь используется симмет-
ричность матрицы N)

N∑

i=1

1∫

0

ρi

(
∂ui
∂t

)2

dx+
N∑

i,j=1

νij

1∫

0

(
∂2ui
∂x2

)(
∂2uj
∂x2

)
dx+

1

2

d

dt

N∑

i=1

1∫

0

ρi

(
∂ui
∂x

)2

dx+

+
1

2

d

dt

N∑

i,j=1

νij

1∫

0

(
∂ui
∂x

)(
∂uj
∂x

)
dx = −

N∑

i=1

1∫

0

ρiv

(
∂ui
∂t

)(
∂ui
∂x

)
dx−

−K
1∫

0

(
∂ρ

∂x

)(
∂v

∂t

)
dx+K

1∫

0

(
∂ρ

∂x

)(
∂2v

∂x2

)
dx−

N∑

i=1

1∫

0

(
∂ρi
∂x

)(
∂ui
∂t

)(
∂ui
∂x

)
dx+

+ 2

N∑

i=1

1∫

0

ρiv

(
∂ui
∂x

)(
∂2ui
∂x2

)
dx+

N∑

i,j=1

aij

1∫

0

(uj − ui)
(
∂ui
∂t

)
dx−

−
N∑

i,j=1

aij

1∫

0

(uj − ui)
(
∂2ui
∂x2

)
dx.

(4.7)
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Левая часть (4.7) допускает оценку (т. к. N > 0)

N∑

i=1

1∫

0

ρi

(
∂ui
∂t

)2

dx+

N∑

i,j=1

νij

1∫

0

(
∂2ui
∂x2

)(
∂2uj
∂x2

)
dx+

1

2

d

dt

N∑

i=1

1∫

0

ρi

(
∂ui
∂x

)2

dx+

+
1

2

d

dt

N∑

i,j=1

νij

1∫

0

(
∂ui
∂x

)(
∂uj
∂x

)
dx � C22(C1)α

′(t) + β′(t),

(4.8)

где

β(t) =
1

2

N∑

i=1

1∫

0

ρi

(
∂ui
∂x

)2

dx+
1

2

N∑

i,j=1

νij

1∫

0

(
∂ui
∂x

)(
∂uj
∂x

)
dx.

Рассмотрим отдельно каждое слагаемое в правой части (4.7). Для первого слагаемого в правой
части (4.7) имеем

−
N∑

i=1

1∫

0

ρiv

(
∂ui
∂t

)(
∂ui
∂x

)
dx �

N∑

i=1

sup
[0,1]
|v|

⎛

⎝
1∫

0

ρi

(
∂ui
∂t

)2

dx

⎞

⎠

1
2
⎛

⎝
1∫

0

ρi

(
∂ui
∂x

)2

dx

⎞

⎠

1
2

�

� C22

14
α′(t) + C23(C20, C22, N)β2(t)eC23α(t),

(4.9)

где C23 = C23(C20, C22, N). Для второго и третьего слагаемых в правой части (4.7) получаем
соответственно

−K
1∫

0

(
∂ρ

∂x

)(
∂v

∂t

)
dx � C22

14
α′(t) + C24e

C24α(t), (4.10)

K

1∫

0

(
∂ρ

∂x

)(
∂2v

∂x2

)
dx � C22

14
α′(t) + C25e

C25α(t), (4.11)

где C24 = C24(C20, C21, C22,K,N), C25 = C25(C21, C22,K,N). Для четвертого слагаемого в правой
части (4.7) с помощью интерполяционной оценки

sup
[0,1]

∣∣
∣∣
∂ui
∂x

∣∣
∣∣ �
√
2

⎛

⎝
1∫

0

(
∂ui
∂x

)2

dx

⎞

⎠

1
4
⎛

⎝
1∫

0

(
∂2ui
∂x2

)2

dx

⎞

⎠

1
4

выводим

−
N∑

i=1

1∫

0

(
∂ρi
∂x

)(
∂ui
∂t

)(
∂ui
∂x

)
dx �

�
N∑

i=1

sup
[0,1]

∣∣
∣∣
∂ui
∂x

∣∣
∣∣

⎛

⎝
1∫

0

1

ρi

(
∂ρi
∂x

)2

dx

⎞

⎠

1
2
⎛

⎝
1∫

0

ρi

(
∂ui
∂t

)2

dx

⎞

⎠

1
2

�

� C22

14
α′(t) + C26 β(t)e

C26α(t), C26 = C26(C20, C21, C22, N).

(4.12)

Для пятого слагаемого в правой части (4.7) получаем

N∑

i=1

1∫

0

ρiv

(
∂ui
∂x

)(
∂2ui
∂x2

)
dx �

� 2
N∑

i=1

sup
[0,1]
|v| sup

[0,1]

√
ρi

⎛

⎝
1∫

0

ρi

(
∂ui
∂x

)2

dx

⎞

⎠

1
2
⎛

⎝
1∫

0

1

ρi

(
∂2ui
∂x2

)2

dx

⎞

⎠

1
2

�

� C22

14
α′(t) + C27 β

2(t)eC27α(t), C27 = C27(C20, C22, N).

(4.13)
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Наконец, для последних двух слагаемых в правой части (4.7) выводим соответственно соотноше-
ния

N∑

i,j=1

aij

1∫

0

(uj − ui)
(
∂ui
∂t

)
dx � C22

14
α′(t) + C28β(t)e

C28α(t), (4.14)

−
N∑

i,j=1

aij

1∫

0

(uj − ui)
(
∂2ui
∂x2

)
dx � C22

14
α′(t) + C29β(t)e

C29α(t), (4.15)

где C28 = C28

(
C20, C22, {aij}Ni,j=1, N

)
, C29 = C29

(
C20, C22, {aij}Ni,j=1, N

)
. Таким образом, из (4.9)–

(4.15) следует, что правая часть (4.7)

−
N∑

i=1

1∫

0

ρiv

(
∂ui
∂t

)(
∂ui
∂x

)
dx−K

1∫

0

(
∂ρ

∂x

)(
∂v

∂t

)
dx+K

1∫

0

(
∂ρ

∂x

)(
∂2v

∂x2

)
dx−

−
N∑

i=1

1∫

0

(
∂ρi
∂x

)(
∂ui
∂t

)(
∂ui
∂x

)
dx+ 2

N∑

i=1

1∫

0

ρiv

(
∂ui
∂x

)(
∂2ui
∂x2

)
dx+

+
N∑

i,j=1

aij

1∫

0

(uj − ui)
(
∂ui
∂t

)
dx−

N∑

i,j=1

aij

1∫

0

(uj − ui)
(
∂2ui
∂x2

)
dx �

� C22

2
α′(t) + C30(1 + β2(t))eC30α(t), C30 = C30(C23, C24, C25, C26, C27, C28, C29).

(4.16)

В итоге, объединяя соотношения (4.8) и (4.16), получаем из (4.7) неравенство
(
C22

2
α(t) + β(t)

)′
� C31e

C31

(
C22
2
α(t)+β(t)

)

, C31 = C31(C22, C30). (4.17)

Зададим любое C32 > β(0), например, C32 = 2β(0). Тогда при

t0 = min

(

T,
e−C31β(0) − e−C31C32

C2
31

)

(4.18)

из (4.17) получаем оценку

sup
0�t�t0

(α+ β) �
(
1 +

2

C22

)
C33, C33 =

1

C31
ln

(
1

e−C31β(0) − C2
31t0

)
,

из которой и (3.1), (4.2), (4.6) следует, что
N∑

i=1

(
‖ρi‖L∞

(
0,t0;W 1

2 (0,1)
) + ‖ui‖L∞

(
0,t0;W 1

2 (0,1)
) + ‖ui‖L2

(
0,t0;W 2

2 (0,1)
) +

+

∥
∥∥
∥
∂ρi
∂t

∥
∥∥
∥
L∞

(
0,t0;L2(0,1)

) +
∥
∥∥
∥
∂ui
∂t

∥
∥∥
∥
L2(Qt0 )

+

∥
∥∥
∥
1

ρi

∥
∥∥
∥
L∞(Qt0 )

)
� C34,

(4.19)

где Qt0 = (0, t0)× (0, 1), C34 = C34 (C20, C21, C22, C33, N) .
Таким образом, построив решения (ρm1 , . . . , ρ

m
N , u

m
1 , . . . , u

m
N ) задач (3.1)–(3.4) при всех m ∈ N,

а затем при необходимости продолжив их на интервал (0, t0), мы можем использовать для них
оценку (4.19). На основании этой оценки может быть выделена подпоследовательность (которую
мы обозначим так же, далее эта процедура также будет подразумеваться при необходимости),
для которой при m→∞ для всех i = 1, . . . , N имеют место сходимости

ρmi → ρi *-слабо в L∞
(
0, t0;W

1
2 (0, 1)

)
,

umi → ui *-слабо в L∞
(
0, t0;W

1
2 (0, 1)

)
и слабо в L2

(
0, t0;W

2
2 (0, 1)

)
.

Кроме того, оставшиеся свойства, перечисленные в (2.5), выполнены для нашей подпоследова-
тельности в Qt0 равномерно по m, а значит, предельные функции попадают в соответствующие
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классы. Покажем, что совокупность функций (ρ1, . . . , ρN , u1, . . . , uN ) является сильным решением
задачи (2.1)–(2.4) на (0, t0).

Из равномерных оценок ρmi , u
m
i в L∞

(
0, t0;W

1
2 (0, 1)

)
и
∂ρmi
∂t

,
∂umi
∂t

в L2(Qt0) (см. (4.19)) получаем
по теореме Арцела—Асколи [19, теорема 1.70, с. 58] сходимости

ρmi → ρi при m→∞ сильно в C
(
[0, t0];L2(0, 1)

)
, i = 1, . . . , N, (4.20)

umi → ui при m→∞ сильно в C
(
[0, t0];L2(0, 1)

)
, i = 1, . . . , N. (4.21)

Из ограниченности
∂umi
∂t

в L2(Qt0) следует равномерная оценка
∂2umi
∂t∂x

в L2(0, t0;W
−1
2 (0, 1)), что

вместе с оценкой
∂umi
∂x

в L2(0, t0;W
1
2 (0, 1)) приводит, по теореме Обена—Лионса [19, теорема 1.71,

с. 59], к сходимостям
∂umi
∂x
→ ∂ui

∂x
при m→∞ сильно в L2(Qt0), i = 1, . . . , N. (4.22)

Отсюда и из (4.21) следуют соотношения

umi → ui при m→∞ сильно в L2

(
0, t0;C[0, 1]

)
, i = 1, . . . , N. (4.23)

Таким образом, предельные функции ρi, ui, i = 1, . . . , N, удовлетворяют уравнениям неразрыв-

ности (2.1) почти всюду в Qt0 , в которых v =

N∑

j=1

αjuj , начальным условиям (2.3) для почти всех

x ∈ (0, 1) и граничным условиям (2.4) для почти всех t ∈ (0, t0).

Из ограниченности
∂umi
∂t

в L2(Qt0) следует слабая сходимость
∂umi
∂t

к
∂ui
∂t

в L2(Qt0), что вместе

с (4.20) и ограниченностью ρmi
∂umi
∂t

в L2(Qt0) влечет

ρmi
∂umi
∂t
→ ρi

∂ui
∂t

при m→∞ слабо в L2(Qt0), i = 1, . . . , N.

Далее, из (4.20) и (4.22) следует, что

ρmi
∂umi
∂x
→ ρi

∂ui
∂x

при m→∞ сильно в L2

(
0, t0;L1(0, 1)

)
, i = 1, . . . , N,

откуда и из (4.23) получаем для всех i, j = 1, . . . , N сходимости
(
ρmi

∂umi
∂x

)
umj →

(
ρi
∂ui
∂x

)
uj при m→∞ сильно в L1(Qt0). (4.24)

Из (3.2) следует, что для любых функций вида (i = 1, . . . , N)

ϕi =

M∑

k=1

ηik(t) sin(πkx), ηik ∈ C[0, t0], k = 1, . . . ,M, M � m, (4.25)

выполнены равенства (i = 1, . . . , N)

t0∫

0

1∫

0

(
ρmi

∂umi
∂t

+ ρmi v
m ∂u

m
i

∂x
+ αiK

∂ρm

∂x
−

N∑

j=1

νij
∂2umj
∂x2

−
N∑

j=1

aij(u
m
j − umi )

)
ϕi dxdt = 0, (4.26)

переходя в которых, благодаря полученным выше сходимостям, к пределу при m→∞, получаем,
поскольку множество функций ϕi, i = 1, . . . , N вида (4.25) всюду плотно в L2(Qt0), справедли-
вость уравнений баланса импульсов (2.2) для предельных функций ρi, ui, i = 1, . . . , N п. в. в Qt0 ,

в которых ρ =

N∑

i=1

ρi.

Таким образом, доказано существование решения начально-краевой задачи (2.1)–(2.4) в малом
по времени. Чтобы продолжить решение с интервала (0, t0) на весь рассматриваемый интервал
(0, T ), необходимо для локального решения получить априорные оценки, константы в которых
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зависят лишь от данных задачи и от величины T, но не от малого параметра t0 (см., например, [2,
с. 46]).

5. Глобальные априорные оценки

При дальнейшем исследовании однозначной разрешимости задачи (2.1)–(2.4) иногда будет
удобнее пользоваться массовыми лагранжевыми координатами. Возьмем за новые независимые

переменные t и y(t, x) =
x∫

0

ρ(t, s) ds. Тогда уравнения (2.1), (2.2) примут вид

∂ρ̃i
∂t

+ ρ̃ρ̃i
∂ṽ

∂y
= 0, i = 1, . . . , N, (5.1)

ρ̃i
ρ̃

∂ũi
∂t

+ αiK
∂ρ̃

∂y
=

N∑

j=1

νij
∂

∂y

(
ρ̃
∂ũj
∂y

)
+

1

ρ̃

N∑

j=1

aij(ũj − ũi), i = 1, . . . , N, (5.2)

где ṽ =

N∑

j=1

αj ũj, ρ̃ =

N∑

j=1

ρ̃j . Область QT при таком переходе отображается в прямоугольник

ΠT = (0, d)× (0, T ), где d =

1∫

0

ρ0 dx > 0, ρ0 =

N∑

j=1

ρ0j, начальные и граничные условия преобразу-

ются к виду

ρ̃i|t=0 = ρ̃0i, ũi|t=0 = ũ0i, i = 1, . . . , N, (5.3)
ũi|y=0 = ũi|y=d = 0, i = 1, . . . , N. (5.4)

Приступим к выводу априорных оценок. Отметим сначала, что суммируя (5.1) по i, получаем
∂ρ̃

∂t
+ ρ̃2

∂ṽ

∂y
= 0, (5.5)

поэтому
∂

∂t

(
ρ̃i
ρ̃

)
= 0, i = 1, . . . , N.

Отсюда и из (5.3) тогда следует, что для всех i = 1, . . . , N

ρ̃i(t, y)

ρ̃(t, y)
=
ρ̃0i(y)

ρ̃0(y)
, (5.6)

где ρ̃0 =
N∑

j=1

ρ̃0j . В эйлеровых переменных отношения
ρi
ρ
удовлетворяют уравнениям переноса и

в этом случае мы имеем только неравенства

0 < min
1�i�N

inf
[0,1]

ρ0i
ρ0

� ρi(t, x)

ρ(t, x)
� max

1�i�N
sup
[0,1]

ρ0i
ρ0

� 1 i = 1, . . . , N. (5.7)

Умножим далее уравнения (2.2) на ui, проинтегрируем по x и просуммируем по i. Учитывая,
что в силу (2.1), (2.4) и условия N > 0, имеют место соотношения

N∑

i=1

1∫

0

(
ρi
∂ui
∂t

+ ρiv
∂ui
∂x

)
ui dx =

1

2

d

dt

N∑

i=1

1∫

0

ρiu
2
i dx,

N∑

i=1

αiK

1∫

0

ui
∂ρ

∂x
dx = −K

1∫

0

ρ
∂v

∂x
dx = K

d

dt

1∫

0

(ρ ln ρ− (ln d+ 1)ρ+ d) dx,

N∑

i,j=1

νij

1∫

0

(
∂2uj
∂x2

)
ui dx = −

N∑

i,j=1

νij

1∫

0

(
∂ui
∂x

)(
∂uj
∂x

)
dx � −C1

N∑

i=1

1∫

0

(
∂ui
∂x

)2

dx, (5.8)
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получим неравенство

d

dt

1∫

0

(
1

2

N∑

i=1

ρiu
2
i +K (ρ ln ρ− (ln d+ 1)ρ+ d)

)

dx+

+ C1

N∑

i=1

1∫

0

(
∂ui
∂x

)2

dx+
1

2

N∑

i,j=1

aij

1∫

0

(ui − uj)2dx � 0.

(5.9)

Неравенство (5.9) проинтегрируем по t, используя (2.3), получим

1∫

0

(
1

2

N∑

i=1

ρiu
2
i +K (ρ ln ρ− (ln d+ 1)ρ+ d)

)

dx+ C1

N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

(
∂ui
∂x

)2

dxdτ +

+
1

2

N∑

i,j=1

aij

t∫

0

1∫

0

(ui − uj)2dxdτ �
1∫

0

(
1

2

N∑

i=1

ρ0iu
2
0i +K (ρ0 ln ρ0 − (ln d+ 1)ρ0 + d)

)
dx,

(5.10)

откуда и из (5.7) следует оценка

N∑

i=1

1∫

0

ρu2i dx+

1∫

0

(ρ ln ρ− (ln d+ 1)ρ+ d) dx+

+

N∑

i=1

T∫

0

1∫

0

(
∂ui
∂x

)2

dxdt +

N∑

i,j=1

T∫

0

1∫

0

(ui − uj)2dxdt � C35,

(5.11)

где C35 = C35

(
C1,

{
inf
[0,1]

ρ0i
ρ0

}N

i=1

,

{

sup
[0,1]

ρ0i

}N

i=1

,
{‖u0i‖L2(0,1)

}N
i=1

,K, {aij}Ni,j=1, N, d

)
. Перепи-

шем (5.11), используя массовые лагранжевы координаты, в виде

N∑

i=1

d∫

0

ũ2i dy +

d∫

0

ρ̃ ln ρ̃− (ln d+ 1)ρ̃+ d

ρ̃
dy +

+

N∑

i=1

T∫

0

d∫

0

ρ̃

(
∂ũi
∂y

)2

dydt+

N∑

i,j=1

T∫

0

d∫

0

(ũi − ũj)2
ρ̃

dydt � C35.

(5.12)

Заметим, что из оценки (5.11), ввиду (2.4), очевидно вытекает неравенство

N∑

i=1

T∫

0

(
sup
[0,1]
|ui|

)2

dt � C35. (5.13)

Воспользуемся теперь записью уравнений (2.1), (2.2) в форме (5.1), (5.2). Перепишем уравне-
ния (5.2) в виде

N∑

j=1

ν̃ij
ρ̃j
ρ̃

∂ũj
∂t

+K

⎛

⎝
N∑

j=1

ν̃ijαj

⎞

⎠ ∂ρ̃

∂y
=

∂

∂y

(
ρ̃
∂ũi
∂y

)
+

1

ρ̃

N∑

j,k=1

ν̃ijajk(ũk − ũj), i = 1, . . . , N, (5.14)

где ν̃ij — элементы симметричной матрицы Ñ = N−1 > 0. Затем умножим (5.14) на αi и просум-
мируем по i, получим, с учетом (5.6), что

N∑

i,j=1

ν̃ijαi
ρ̃0j
ρ̃0

∂ũj
∂t

+ K̃
∂ρ̃

∂y
=

∂

∂y

(
ρ̃
∂ṽ

∂y

)
+

1

ρ̃

N∑

i,j,k=1

αiν̃ijajk(ũk − ũj), (5.15)
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где K̃ = K

N∑

i,j=1

ν̃ijαiαj = const > 0. Выражая из уравнения (5.5)

ρ̃
∂ṽ

∂y
= −∂ ln ρ̃

∂t
(5.16)

и подставляя в (5.15), приходим к равенству

∂2 ln ρ̃

∂t∂y
+ K̃

∂ρ̃

∂y
= −

N∑

i,j=1

ν̃ijαi
ρ̃0j
ρ̃0

∂ũj
∂t

+
1

ρ̃

N∑

i,j,k=1

αiν̃ijajk(ũk − ũj).

Умножим это равенство на
∂ ln ρ̃

∂y
и проинтегрируем по y, получим соотношение

1

2

d

dt

d∫

0

(
∂ ln ρ̃

∂y

)2

dy + K̃

d∫

0

ρ̃

(
∂ ln ρ̃

∂y

)2

dy = −
N∑

i,j=1

ν̃ijαi

d∫

0

(
ρ̃0j
ρ̃0

∂ũj
∂t

)(
∂ ln ρ̃

∂y

)
dy +

+

N∑

i,j,k=1

αiν̃ijajk

d∫

0

ũk − ũj
ρ̃

(
∂ ln ρ̃

∂y

)
dy.

(5.17)

Правую часть (5.17) преобразуем, интегрируя по частям и используя (5.16):

−
N∑

i,j=1

ν̃ijαi

d∫

0

(
ρ̃0j
ρ̃0

∂ũj
∂t

)(
∂ ln ρ̃

∂y

)
dy = − d

dt

N∑

i,j=1

ν̃ijαi

d∫

0

(
ρ̃0j
ρ̃0
ũj

)(
∂ ln ρ̃

∂y

)
dy +

+

N∑

i,j=1

ν̃ijαi

d∫

0

(
ρ̃0j
ρ̃0

)′
ρ̃ ũj

(
∂ṽ

∂y

)
dy +

N∑

i,j=1

ν̃ijαi

d∫

0

ρ̃0j ρ̃

ρ̃0

(
∂ũj
∂y

)(
∂ṽ

∂y

)
dy.

(5.18)

Таким образом, после интегрирования (5.17) по t, учитывая (5.18), находим
d∫

0

(
∂ ln ρ̃

∂y

)2

dy + 2K̃

t∫

0

d∫

0

ρ̃

(
∂ ln ρ̃

∂y

)2

dydτ �
d∫

0

(
(ln ρ̃0)

′)2 dy −

− 2

N∑

i,j=1

ν̃ijαi

d∫

0

(
ρ̃0j
ρ̃0
uj

)(
∂ ln ρ̃

∂y

)
dy + 2

N∑

i,j=1

ν̃ijαi

d∫

0

(
ρ̃0j
ρ̃0
ũ0j

)
(ln ρ̃0)

′dy +

+ 2
N∑

i,j=1

ν̃ijαi

d∫

0

(
ρ̃0j
ρ̃0

)′
ρ̃ ũj

(
∂ṽ

∂y

)
dy + 2

N∑

i,j=1

ν̃ijαi

d∫

0

ρ̃0j ρ̃

ρ̃0

(
∂ũj
∂y

)(
∂ṽ

∂y

)
dy +

+ 2

N∑

i,j,k=1

αiν̃ijajk

t∫

0

d∫

0

ũk − ũj
ρ̃

(
∂ ln ρ̃

∂y

)
dydτ.

(5.19)

Используя полученные выше оценки, отсюда выводим неравенство
d∫

0

(
∂ ln ρ̃

∂y

)2

dy +

T∫

0

d∫

0

ρ̃

(
∂ ln ρ̃

∂y

)2

dydt � C36, (5.20)

где C36 = C36

(
C35,

{∥
∥∥
∥
ρ̃0i
ρ̃0

∥
∥∥
∥
W 1

2 (0,d)

}N

i=1

, ‖ (ln ρ̃0)′ ‖L2(0,d), {aij}Ni,j=1,
{‖ũ0i‖L2(0,d)

}N
i=1

, K̃, Ñ, N, T, d
)
.

Далее, из (5.3)–(5.5) очевидно следует, что при каждом t ∈ [0, T ] хотя бы в одной точке
δ(t) ∈ [0, d]

ρ̃(t, δ(t)) = d. (5.21)



410 В.Ю. НОГОВИЩЕВА, Д.А. ПРОКУДИН

Следовательно, можно воспользоваться представлением

ln ρ̃(t, y) = ln ρ̃(t, δ(t)) +

y∫

δ(t)

∂ ln ρ̃(t, s)

∂s
ds,

из которого по неравенству Гельдера, с учетом (5.20) и (5.21), имеем

| ln ρ̃(t, y)| � | ln d|+
√
d

∥∥
∥∥
∂ ln ρ̃

∂y

∥∥
∥∥
L2(0,d)

� C37(C36, d).

Отсюда непосредственно следует, что
1

C38(C37)
� ρ̃(t, y) � C38(C37) ⇒ 1

C38
� ρ(t, x) � C38. (5.22)

Из (5.6) и (5.22) получаем, что для всех i = 1, . . . , N

C39 � ρ̃i(t, y) � C38, (5.23)

где C39 = C39

(

C38,

{
inf
[0,d]

ρ̃0i
ρ̃0

}N

i=1

)

. Значит, для всех i = 1, . . . , N

C39 � ρi(t, x) � C38. (5.24)

Из (5.6) и (5.20) тогда следует, что
1∫

0

(
∂ρi
∂x

)2

dx � C40, i = 1, . . . , N, (5.25)

где C40 = C40

⎛

⎝C36, C38,

{
inf
[0,d]

ρ̃0
ρ̃0i

}N

i=1

,

{∥
∥∥
∥

(
ρ̃0
ρ̃0i

)′∥∥∥
∥
L2(0,d)

}N

i=1

⎞

⎠ , а поэтому

1∫

0

(
∂ρ

∂x

)2

dx � C41(C40, N). (5.26)

Возведем теперь в квадрат уравнения (2.2), поделим на ρi и просуммируем по i, получим

N∑

i=1

ρi

(
∂ui
∂t

)2

+
N∑

i=1

1

ρi

⎛

⎝
N∑

j=1

νij
∂2uj
∂x2

⎞

⎠

2

− 2
N∑

i=1

(
∂ui
∂t

)
⎛

⎝
N∑

j=1

νij
∂2uj
∂x2

⎞

⎠ =

=

N∑

i=1

ρi

⎛

⎝v
∂ui
∂x

+
αiK

ρi

∂ρ

∂x
− 1

ρi

N∑

j=1

aij(uj − ui)
⎞

⎠

2

.

(5.27)

Введем следующее обозначение:

θ(t) =
N∑

i,j=1

νij

1∫

0

(
∂ui
∂x

)(
∂uj
∂x

)
dx+

N∑

i=1

t∫

0

1∫

0

⎛

⎝ρi

(
∂ui
∂τ

)2

+
1

ρi

⎛

⎝
N∑

j=1

νij
∂2uj
∂x2

⎞

⎠

2⎞

⎠ dxdτ. (5.28)

Тогда из (5.27) и неравенств (5.8), (5.24) и (5.26) следует, что (здесь используется симметричность
матрицы N)

θ′(t) � C42 + C43

⎛

⎝
N∑

j=1

‖uj‖2L∞(0,1)

⎞

⎠ θ(t), (5.29)

где C42 = C42(C35, C39, C41, {aij}Ni,j=1,K,N), C42 = C42(C1, C38, N), откуда и из неравенства Гро-
нуолла (см. также (5.13)) получаем, что

θ(t) � C44

(
C35, C42, C43, {‖u′0i‖L2(0,1)}Ni=1,N, N, T

)
. (5.30)
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Из (5.30) непосредственно следует оценка

N∑

i=1

( 1∫

0

(
∂ui
∂x

)2

dx+

T∫

0

1∫

0

(
∂ui
∂t

)2

dxdt+

T∫

0

1∫

0

(
∂2ui
∂x2

)2

dxdt

)

� C45, (5.31)

где C45 = C45(C1, C38, C39, C44, N).
Наконец, из уравнений неразрывности (2.1) и оценок (5.24), (5.25) и (5.31) получаем, что

1∫

0

(
∂ρi
∂t

)2

dx � C46(C38, C41, C45, N), i = 1, . . . , N.

Тем самым получены все оценки, необходимые для продолжения решения начально-краевой
задачи (2.1)–(2.4) с интервала (0, t0) на интервал (0, T ). Для завершения доказательства теоре-
мы 2.1 осталось обосновать единственность решения начально-краевой задачи (2.1)–(2.4).

6. Единственность решения

Пусть
(
ρ
(1)
1 , . . . , ρ

(1)
N , u

(1)
1 , . . . , u

(1)
N

)
и
(
ρ
(2)
1 , . . . , ρ

(2)
N , u

(2)
1 , . . . , u

(2)
N

)
—два решения задачи начально-

краевой задачи (2.1)–(2.4), v(1,2) =

N∑

j=1

αju
(1,2)
j , ρ(1,2) =

N∑

j=1

ρ
(1,2)
j . Положим ρi = ρ

(1)
i − ρ(2)i , ui =

u
(1)
i − u(2)i , i = 1, . . . , N, v = v(1) − v(2), ρ = ρ(1) − ρ(2).
Из (2.1), (2.3) следуют равенства (см. (3.24))

∂ρi
∂t

+
∂
(
ρiv

(1)
)

∂x
+
∂
(
ρ
(2)
i v

)

∂x
= 0, ρi|t=0 = 0, i = 1, . . . , N. (6.1)

Умножая (6.1) на 2ρi и интегрируя по x, получаем

d

dt

1∫

0

ρ2i dx = −
1∫

0

(

ρ2i

(
∂v(1)

∂x

)

+ 2ρ
(2)
i ρi

(
∂v

∂x

)
+ 2ρiv

(
∂ρ

(2)
i

∂x

))

dx, i = 1, . . . , N. (6.2)

Слагаемые в правой части (6.2) можно оценить следующим образом:

−
1∫

0

ρ2i

(
∂v(1)

∂x

)

dx �

⎛

⎝
N∑

j=1

∥
∥∥
∥∥
∂uj
∂x

(1)
∥
∥∥
∥∥
L∞(0,1)

⎞

⎠

⎛

⎝
1∫

0

ρ2i dx

⎞

⎠ , i = 1, . . . , N, (6.3)

−2
1∫

0

ρ
(2)
i ρi

(
∂v

∂x

)
dx �

∥
∥∥ρ(2)i

∥
∥∥
2

L∞(QT )

⎛

⎝
1∫

0

ρ2i dx

⎞

⎠+N

N∑

j=1

1∫

0

(
∂uj
∂x

)2

dx, i = 1, . . . , N, (6.4)

−2
1∫

0

ρiv

(
∂ρ

(2)
i

∂x

)

dx �
1∫

0

ρ2i dx+

∥∥
∥∥
∥
∂ρ

(2)
i

∂x

∥∥
∥∥
∥

2

L∞
(
0,T ;L2(0,1)

) ‖v‖
2
L∞(0,1) �

1∫

0

ρ2i dx+

+N

∥
∥∥
∥∥
∂ρ

(2)
i

∂x

∥
∥∥
∥∥

2

L∞
(
0,T ;L2(0,1)

)

⎛

⎝
N∑

j=1

1∫

0

(
∂uj
∂x

)2

dx

⎞

⎠ , i = 1, . . . , N.

(6.5)

В силу включений

ρ
(2)
i ∈ L∞(QT ),

∂ρ
(2)
i

∂x
∈ L∞

(
0, T ;L2(0, 1)

)
, i = 1, . . . , N,

∂u
(1)
i

∂x
∈ L2

(
0, T ;L∞(0, 1)

)
, i = 1, . . . , N,
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выводим оценки

d

dt

1∫

0

ρ2i dx � C47(t)

1∫

0

ρ2i dx+ C48

N∑

j=1

1∫

0

(
∂uj
∂x

)2

dx, i = 1, . . . , N,

где

C47 = C47

⎛

⎜
⎝

⎧
⎨

⎩

∥
∥∥
∥∥
∂u

(1)
i

∂x

∥
∥∥
∥∥
L∞(0,1)

⎫
⎬

⎭

N

i=1

,
{
‖ρ(2)i ‖L∞(QT )

}N

i=1

⎞

⎟
⎠ , C47 ∈ L2(0, T ),

C48 = C48

⎛

⎜
⎝

⎧
⎨

⎩

∥
∥∥
∥∥
∂ρ

(2)
i

∂x

∥
∥∥
∥∥
L∞

(
0,T ;L2(0,1)

)

⎫
⎬

⎭

N

i=1

, N

⎞

⎟
⎠ .

Поэтому, применяя неравенство Гронуолла, приходим к неравенствам

1∫

0

ρ2i dx � C49

(‖C47‖L1(0,T ), C48

) N∑

j=1

t∫

0

1∫

0

(
∂uj
∂x

)2

dxdτ, i = 1, . . . , N. (6.6)

Далее, из уравнений (2.2) и краевых условий (2.4) следует равенство (см. (3.28))

1

2

d

dt

N∑

i=1

1∫

0

ρ
(1)
i u2i dx+

N∑

i,j=1

νij

1∫

0

(
∂ui
∂x

)(
∂uj
∂x

)
dx+

+
1

2

N∑

i,j=1

aij

1∫

0

(ui − uj)2 dx = K

1∫

0

ρ

(
∂v

∂x

)
dx−

N∑

i=1

1∫

0

ρiui

(
∂u

(2)
i

∂t

)

dx−

−
N∑

i=1

1∫

0

ρ
(1)
i vui

(
∂u

(2)
i

∂x

)

dx−
N∑

i=1

1∫

0

ρiv
(2)ui

(
∂u

(2)
i

∂x

)

dx,

(6.7)

из которого вытекает соотношение

d

dt

⎛

⎝1

2

N∑

i=1

1∫

0

ρ
(1)
i u2i dx+

N∑

i,j=1

νij

t∫

0

1∫

0

(
∂ui
∂x

)(
∂uj
∂x

)
dxdτ

⎞

⎠ � K

1∫

0

ρ

(
∂v

∂x

)
dx−

−
N∑

i=1

1∫

0

ρiui

(
∂u

(2)
i

∂t

)

dx−
N∑

i=1

1∫

0

ρ
(1)
i vui

(
∂u

(2)
i

∂x

)

dx−
N∑

i=1

1∫

0

ρiv
(2)ui

(
∂u

(2)
i

∂x

)

dx.

(6.8)

Оценим слагаемые в правой части соотношения (6.8) следующим образом:

K

1∫

0

ρ

(
∂v

∂x

)
dx � C1

4

N∑

i=1

1∫

0

(
∂ui
∂x

)2

dx+ C50 (C1,K,N)

N∑

i=1

1∫

0

ρ2i dx, (6.9)

−
N∑

i=1

1∫

0

ρiui

(
∂u

(2)
i

∂t

)

dx � C1

4

N∑
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−
N∑

i=1

1∫

0

ρ
(1)
i vui

(
∂u

(2)
i

∂x

)

dx � C52

⎛

⎜
⎝

⎧
⎨

⎩

∥
∥∥
∥∥
∂u

(2)
i

∂x

∥
∥∥
∥∥
L∞(0,1)

⎫
⎬

⎭

N

i=1

, N

⎞

⎟
⎠

1

2

N∑

i=1

1∫

0

ρ
(1)
i u2i dx, (6.11)



НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОМЕРНЫХ УРАВНЕНИЙ ДИНАМИКИ СЖИМАЕМОЙ ВЯЗКОЙ СМЕСИ 413

−
N∑

i=1

1∫

0

ρiv
(2)ui

(
∂u

(2)
i

∂x

)

dx � C53

({
‖u(2)i ‖L∞(QT )

}N

i=1
, N

) N∑

i=1

1∫

0

ρ2i dx+

+ C54

⎛

⎜
⎝

⎧
⎨

⎩

∥
∥∥
∥∥

1

ρ
(1)
i

∥
∥∥
∥∥
L∞(QT )

⎫
⎬

⎭

N

i=1

,

⎧
⎨

⎩

∥
∥∥
∥∥
∂u

(2)
i

∂x

∥
∥∥
∥∥
L∞(0,1)

⎫
⎬

⎭

N

i=1

⎞

⎟
⎠

1

2

N∑

i=1

1∫

0

ρ
(1)
i u2i dx,

(6.12)

где C51, C54 ∈ L1(0, T ), C52 ∈ L2(0, T ). Таким образом, из (6.8), с учетом уже доказанного соот-
ношения (см. (6.6))
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где C56 = C56(C50, C51, C52, C53, C54, C55), C56 ∈ L1(0, T ), из которого получаем тождества ρi ≡ 0,
ui ≡ 0, i = 1, . . . , N, завершающие доказательство теоремы 2.1.

7. Заключение

Для начально-краевой задачи о движениях сжимаемой вязкой смеси проведено исследование
однозначной разрешимости. В исследуемых уравнениях, являющихся некоторыми обобщениями
известной системы уравнений Навье—Стокса, присутствуют старшие производные (производные
второго порядка) от полей скоростей всех компонент, поскольку, в отличие от уравнений Навье—
Стокса, в которых коэффициент вязкости является скаляром, в случае смеси, ввиду составной
структуры тензоров вязких напряжений, коэффициенты вязкостей образуют матрицу вязкостей,
элементы которой отвечают за вязкое трение. За вязкое трение внутри каждой компоненты отве-
чают диагональные элементы, а за трение между компонентами — недиагональные. Это не поз-
воляет автоматически распространить известные результаты для уравнений Навье—Стокса на
случай смеси. В случае диагональной матрицы вязкостей уравнения будут связаны только че-
рез младшие члены. В работе рассматривается более сложный случай недиагональной матрицы
вязкостей. Доказывается существование и единственность сильного решения начально-краевой
задачи без каких-либо упрощающих предположений о структуре матрицы вязкостей, кроме стан-
дартных физических требований симметричности и положительной определенности.
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ФОРМУЛА ЛЕФШЕЦА ДЛЯ НЕЛОКАЛЬНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ
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Н.Р. Орлова
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Аннотация. Рассматриваются эллиптические комплексы операторов, ассоциированные с рассло-
ением. Даётся формула Атьи—Ботта—Лефшеца для эндоморфизмов таких комплексов. Доказа-
тельство основано на методе стационарной фазы. Для оценки остаточного члена используются
волновые фронты распределений.
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Введение

Для диффеоморфизма g :M →M многообразия M число Лефшеца определяется как альтер-
нированная сумма

L(g) =
dimM∑

j=0

(−1)jtrg∗|Hj(M)

следов индуцированного отображения g∗ на группах когомологий Hj(M). Классическая формула
Лефшеца [21] выражает число Лефшеца диффеоморфизма гладкого замкнутого многообразия
в терминах вкладов его неподвижных точек.
Классическая формула Лефшеца может быть легко сформулирована в терминах комплекса

де Рама. Пусть M — замкнутое многообразие размерности n, Ωk(M)—пространство дифферен-
циальных k-форм наM, а dk : Ωk(M)→ Ωk+1(M)— оператор внешнего дифференцирования, для
которого выполнено dk+1dk = 0. Комплекс де Рама

0 −→ Ω0(M)
d0−→ Ω1(M)

d1−→ . . .
dn−1−→ Ωn(M) −→ 0

является эллиптическим, а его когомологии

HkdR = ker dk/ im dk−1
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конечномерны. Рассматривается диффеоморфизм g : M → M. Имеются индуцированные отоб-
ражения g∗k : Ωk(M)→ Ωk(M), для которых выполнено условие

dkg
∗
k = g∗k+1dk.

Эндоморфизм g∗ индуцирует эндоморфизм когомологий де Рама HkdR. Числом Лефшеца в этом
случае называется альтернированная сумма

Ld(g) =

n∑

k=0

(−1)ktrg∗|Hk
dR
.

В частном случае, когда g = Id является тождественным отображением, число Лефшеца Ld(Id)
совпадает с эйлеровой характеристикой χ(M) многообразия M :

Ld(Id) =
n∑

k=0

(−1)k dimHkdR = χ(M).

Предполагается, что все неподвижные точки диффеоморфизма g невырождены, т. е. для каждой
неподвижной точки x выполнено условие det(1 − dg(x)) �= 0. Теорема Лефшеца утверждает,
что число Лефшеца отображения g равно числу его неподвижных точек с соответствующими
знаками:

Ld(g) =
∑

g(x)=x

sign det(1− dg(x)).

Атья и Ботт [8, 9] получили далеко идущее обобщение классической формулы Лефшеца на
эндоморфизмы эллиптических комплексов псевдодифференциальных операторов. Напомним, что
комплекс

0 −→ H0 d0−→ H1 d1−→ . . .
dm−→ Hm −→ 0, djdj−1 = 0 для всех j (0.1)

ограниченных операторов dj, действующих в гильбертовых пространствах Hj ,фредгольмов, если
его когомологии Hj(d) = ker dj/ im dj−1 являются конечномерными для всех j. Эндоморфизм
T = (T j) комплекса (0.1) является набором таких ограниченных операторов T j : Hj → Hj, что
T j+1dj = djT

j для всех j. Число Лефшеца определяется как

Ld(g) =
m∑

j=0

(−1)jtrT j|Hj(d).

Атья и Ботт рассматривали комплексы (0.1), где Hj —пространства Соболева, а dj являют-
ся псевдодифференциальными операторами на гладком замкнутом многообразии. В этом случае
фредгольмовость комплекса эквивалентна его эллиптичности (а именно, комплекс эллиптичен,
если его символьный комплекс точен). Рассматривался геометрический эндоморфизм комплекса
T j = Φj ◦ g∗, который определяется диффеоморфизмом g :M →M рассматриваемого многооб-
разия и семейством изоморфизмов Φj : g∗Ej → Ej расслоений Ej над M.
Если все неподвижные точки диффеоморфизма g невырожденные, то число Лефшеца вычис-

ляется в терминах вкладов неподвижных точек по формуле Атьи и Ботта

Ld(g) =
∑

g(x)=x

∑

i
(−1)itrΦi(x)

|det(1− dg(x))| . (0.2)

Примечательно, что формула (0.2) показывает, что число Лефшеца не зависит от операторов
в комплексе и определяется исключительно эндоморфизмом комплекса на множестве неподвиж-
ных точек. Этот результат в частном случае комплекса де Рама даёт классическую формулу
Лефшеца. Поэтому в литературе формула, полученная Атьёй и Боттом, называется формулой
Атьи—Ботта—Лефшеца. Ещё одним частным случаем формулы (0.2) является формула Леф-
шеца для комплекса Дольбо (голоморфная формула Лефшеца).
В последующие годы различным способам доказательства теоремы Атьи—Ботта—Лефшеца

был посвящён ряд работ [11, 12, 16, 19, 20, 28, 32].
Теорема Атьи—Ботта—Лефшеца обобщалась в различных направлениях. Например, рассмат-

ривались не только невырожденные неподвижные точки: в работе Толедо [30] был представлен
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общий подход к исследованию изолированных неподвижных точек диффеоморфизма g в случае
эллиптических комплексов. Голоморфный вариант формулы Атьи—Ботта—Лефшеца обобщался
Патоди [26], Толедо и Тонгом [31], Иноуэ [17] и другими. В работе [5] были определены числа
Лефшеца для операторов в W ∗-модулях. Рассматривались более сложные операторы, например,
в работах [22, 29] рассмотрены эндоморфизмы эллиптических комплексов, определённых кван-
тованными каноническими преобразованиями. Также рассматривались более сложные многооб-
разия. В работе [1] была дана формула Лефшеца для потоков на компактных многообразиях,
сохраняющих слоение коразмерности один и имеющих неподвижные точки. В работе [13] рас-
смотрены эллиптические комплексы на многообразии с краем, состоящие из операторов Буте
де Монвеля. Для этого случая был дан аналог формулы Атьи—Ботта—Лефшеца. Рассматрива-
лись также многообразия с коническими особенностями [10,23–25]. В работе [18] был дан аналог
формулы Атьи—Ботта—Лефшеца для комплексов в относительной эллиптической теории.
Целью данной работы является предъявление формулы Лефшеца для нелокальных задач,

ассоциированных с расслоением, введённых в работе [4].
Рассматриваются гладкие замкнутые многообразия X и Y, локально тривиальное расслоение

с проекцией π : X → Y и матричные операторы вида
(
A C
B D

)
:
H(X)
⊕

H(Y )
−→

H(X)
⊕

H(Y )
, (0.3)

где
• H(X), H(Y )—пространства Соболева на X и на Y ;
• A и D—псевдодифференциальные операторы (ПДО) на X и на Y соответственно;
• B — граничный оператор, равный композиции ПДО на X и Y и оператора интегрирования
по слою, а C является кограничным оператором, равным композиции ПДО на X и Y и
оператора продолжения константой вдоль слоя [2].

В работе даётся условие эллиптичности комплексов операторов с дифференциалами вида (0.3),
а также даются условия, при которых такие комплексы фредгольмовы. Затем даётся опреде-
ление геометрического эндоморфизма, определённого послойным диффеоморфизмом. Основным
результатом работы является теорема типа Атьи—Ботта—Лефшеца, которая выражает число
Лефшеца в терминах невырожденных неподвижных точек соответствующих диффеоморфизмов.
Для доказательства этой теоремы используется подход, предложенный в работе [6]. Следуя этому
подходу, метод микролокального разбиения единицы на T ∗X с параметром h > 0 применяется
для локализации основного вклада в формулу Лефшеца, а метод стационарной фазы— для вы-
числения его асимптотики при h → 0. Также в работе [6] показано, что оставшиеся члены в
формулу Лефшеца вклад не вносят, однако подробного доказательства этого факта не приводит-
ся. В данной работе мы восполняем этот пробел.

1. Предварительные сведения

Пусть H0, . . . ,Hm— гильбертовы пространства. Рассмотрим комплекс

0 −→ H0
a0−→ H1

a1−→ . . .
am−1−→ Hm −→ 0, (1.1)

где aj —линейные ограниченные операторы, при этом aj+1aj = 0. Для комплекса (1.1) справед-
ливо следующее утверждение [27].

Лемма 1.1. Если комплекс (1.1) точен, то в качестве его параметрикса можно взять по-
следовательность

0←− H0
r0←− H1

r1←− . . . rm−1←− Hm ←− 0

операторов rj = l−1
j a∗j = a∗j l

−1
j+1, где

lj = aj−1a
∗
j−1 + a∗jaj : Hj → Hj (1.2)

— j-й лапласиан комплекса (1.1). Другими словами, выполнено равенство

aj−1rj−1 + rjaj = 1− kj .
Здесь kj — оператор конечного ранга.
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Теперь предположим, что комплекс (1.1) является подкомплексом комплекса

0 −→
H0

⊕
L0

ã0−→
H1

⊕
L1

ã1−→ . . .
ãm−1−→

Hm

⊕
Lm

−→ 0, (1.3)

где пространства Lj конечномерные, а

ãj =

(
aj cj
bj dj

)
:
Hj

⊕
Lj

−→
Hj+1

⊕
Lj+1

, ãj+1ãj = 0.

Здесь bj, cj , dj — операторы конечного ранга.

Лемма 1.2. Если комплексы (1.1)и (1.3) точны, то в качестве параметрикса комплекса (1.3)

0←−
H0

⊕
L0

r̃0←−
H1

⊕
L1

r̃1←− . . . r̃m−1←−
Hm

⊕
Lm−1

←− 0,

можно взять операторы r̃j = l̃−1
j ã∗j . При этом имеем

l̃−1
j =

(
l−1
j + g′j c′j
b′j d′j

)
,

где b′j, c
′
j , d

′
j , g

′
j — операторы конечного ранга.

Доказательство. j-й лапласиан, ассоциированный с комплексом (1.3), равен

l̃j = ãj−1ã
∗
j−1 + ã∗j ãj :

Hj

⊕
Lj

−→
Hj

⊕
Lj

.

Получим

l̃j =

⎛

⎝
aj−1a

∗
j−1 + a∗jaj + b∗jbj + cj−1c

∗
j−1 aj−1b

∗
j−1 + cj−1d

∗
j−1 + a∗jcj + b∗jdj

bj−1a
∗
j−1 + dj−1c

∗
j−1 + c∗jaj + d∗jbj c∗jcj + d∗jdj + bj−1b

∗
j−1 + dj−1d

∗
j−1

⎞

⎠ =

(
lj 0
0 1

)
+Kj,

(1.4)
где Kj —матричный оператор конечного ранга. Поскольку комплекс (1.1) точен, то его лапласи-
аны (1.2) обратимы, т. е. существуют обратные операторы l−1

j , и

l̃j =

(
lj 0
0 1

)(
1 +

(
l−1
j 0

0 1

)
Kj

)
.

Отсюда получаем, что оператор, обратный к лапласиану (1.4), равен

l̃−1
j =

(
1 +

(
l−1
j 0

0 1

)
Kj

)−1(
l−1
j 0

0 1

)
=
(
1 +K ′

j

)
(
l−1
j 0

0 1

)
=

(
l−1
j + g′j c′j
b′j d′j

)
.

Здесь K ′
j —матричный оператор конечного ранга.

2. Комплексы операторов в пространствах Соболева

Рассмотрим гладкие замкнутые многообразия X и Y и локально-тривиальное расслоение со
слоем G и проекцией

π : X −→ Y.

Размерности многообразий обозначим через n = dimX, l = dimY, ν = dimX − dimY. Выберем
локальные координаты в окрестности произвольной точки на X и обозначим их через (x′, x′′) ∈
R
l × R

ν . Двойственные координаты в слоях кокасательного расслоения T ∗X обозначим через
(ξ′, ξ′′).
Определим оператор поднятия

π∗ : Hs(Y ) −→ Hs(X), (π∗f)(x′, x′′) = f(x′),
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и соответствующий оператор опускания (интегрирования по слою)

π∗ : Hs(X) −→ Hs(Y ), (π∗f)(x′) =
∫

Gx′

f(x′, x′′)dx′′,

где dx′′ — гладкое семейство форм объёма на слоях Gx′ . Операторы π∗ и π∗ непрерывно действу-
ют в указанных пространствах Соболева при всех s ∈ R. При этом будем предполагать, что
выполнено условие

π∗1 = 1, (2.1)
т. е. объём каждого слоя равен единице.
Следуя [4], рассмотрим матричные операторы вида

d =

(
A C
B D

)
:

Hsk(X)
⊕

Hsk(Y )
−→

Hsl(X)
⊕

Hsl(Y )
, (2.2)

где A и D—ПДО порядка ordA = ordD = sk − sl на X и Y соответственно. Операторы B и C
равны

B = D′′
Y π∗D

′′
X , C = D′

Xπ
∗D′

Y , (2.3)
где D′

X ,D
′′
X —ПДО на X, а D

′
Y ,D

′′
Y —ПДО на Y. Можно также рассматривать конечные суммы

операторов вида (2.3).
Далее будем рассматривать последовательности операторов вида (2.2)

0→
Hs0(X,π∗E0)

⊕
Hs0(Y, F0)

d0−→
Hs1(X,π∗E1)

⊕
Hs1(Y, F1)

d1−→ . . .
dm−1−→

Hsm(X,π∗Em)
⊕

Hsm(Y, Fm)
→ 0, (2.4)

где Ej и Fj —комплексные векторные расслоения на Y. Операторы в последовательности (2.4)
являются ограниченными операторами в пространствах Соболева.
Предполагается, что последовательность (2.4) является комплексом, т. е. dj+1dj = 0, ∀j, 0 �

j � m− 2.

3. Условие эллиптичности и теорема конечности

Фиксируем точку в кокасательном расслоении T ∗Y с координатами (x′, ξ′), ξ′ �= 0 и определим
символьную последовательность комплекса (2.4)

0→
L2(Gx′ , E0,x′)

⊕
F0,x′

σ(d0)(x′,ξ′)−→
L2(Gx′ , E1,x′)

⊕
F1,x′

σ(d1)(x′,ξ′)−→ . . .
σ(dm−1)(x′,ξ′)−→

L2(Gx′ , Em,x′)
⊕

Fm,x′
→ 0. (3.1)

Здесь операторнозначные символы операторов dj определяются формулами (см. [2])

σ(dj)(x
′, ξ′) =

(
σ(Aj) σ(Cj)
σ(Bj) σ(Dj)

)
(x′, ξ′),

где (
σ(Aj)

)
u(x′′) = Aj

(
x′, ξ′, x′′, 0

)
u(x′′),

σ(Bj)u = D′′
Y,j(x

′, ξ′)
∫

Gx′

D′′
X,j

(
x′, ξ′, x′′, 0

)
u(x′′)dx′′,

σ(Cj)w = D′
X,j(x

′, ξ′, x′′, 0)D′
Y,j(x

′, ξ′)w,

σ(Dj)w = Dj(x
′, ξ′)w,

где (u,w) ∈ L2(Gx′ , Ej,x′) ⊕ Fj,x′ . Здесь через A(x′, ξ′, x′′, ξ′′) обозначен главный символ ПДО

A

(
x′,−i ∂

∂x′
, x′′,−i ∂

∂x′′

)
.
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Определение 3.1. Комплекс (2.4) называется эллиптическим, если выполнены следующие
условия:
1. ∀(x, ξ) = (x′, ξ′, x′′, ξ′′), ξ �= 0 точен комплекс главных символов

0→ E0,x′
σ(A0)(x,ξ)−→ E1,x′

σ(A1)(x,ξ)−→ . . .
σ(Am−1)(x,ξ)−→ Em,x′ → 0; (3.2)

2. ∀(x′, ξ′), ξ′ �= 0 точен комплекс (3.1).

Теорема 3.1. Если комплекс (2.4) эллиптичен, то для любого N ∈ N для него существует
параметрикс

0←−
Hs0(X,π∗E0)

⊕
Hs0(Y, F0)

Q0←−
Hs1(X,π∗E1)

⊕
Hs1(Y, F1)

Q1←− . . . Qm−1←−
Hsm(X,π∗Em)

⊕
Hsm(Y, Fm)

←− 0. (3.3)

Более точно, для всех j выполнены равенства

dj−1Qj−1 +Qjdj = 1−KN,j , (3.4)

где KN,j — оператор порядка � −N в шкале пространств Соболева. В частности, комплекс (2.4)
фредгольмов.

Доказательство. 1. Из точности комплексов (3.1) и (3.2) по лемме 1.2 следует, что для этих
комплексов можно построить параметриксы

0← E0,x′
qA,0(x,ξ)←− E1,x′

qA,1(x,ξ)←− . . .
qA,m−1(x,ξ)←− Em,x′ ← 0

и

0←−
L2(Gx′ , E0,x′)

⊕
F0,x′

q0(x′,ξ′)←−
L2(Gx′ , E1,x′)

⊕
F1,x′

q1(x′,ξ′)←− . . .
qm−1(x′,ξ′)←−

L2(Gx′ , Em,x′)
⊕

Fm,x′
←− 0,

где

qj(x
′, ξ′) =

(
qA,j(x

′, ξ′, 0) 0
0 0

)
+

(
a′j(x

′, ξ′) c′j(x
′, ξ′)

b′j(x
′, ξ′) d′j(x

′, ξ′)

)
(3.5)

с операторами a′j , b
′
j , c

′
j , d

′
j конечного ранга.

2. Построим последовательность операторов

0←−
Hs0(X,π∗E0)

⊕
Hs0(Y, F0)

Q0←−
Hs1(X,π∗E1)

⊕
Hs1(Y, F1)

Q1←− . . . Qm−1←−
Hsm(X,π∗Em)

⊕
Hsm(Y, Fm)

←− 0, (3.6)

где

Qj =

(
QA,j 0
0 0

)
+

(
A′
j C ′

j

B′
j D′

j

)
.

Здесь QA,j —ПДО с символом qA,j(x, ξ), а второе слагаемое — матричный оператор, элементами
которого являются операторы из работы [4], символы которых равны матрицам (см. (3.5))

(
a′j(x

′, ξ′) c′j(x
′, ξ′)

b′j(x
′, ξ′) d′j(x

′, ξ′)

)
.

По построению имеем соотношение

σ(dj−1)qj−1 + qjσ(dj) = 1,

из которого следует, что для соответствующих операторов выполнено равенство

dj−1Qj−1 +Qjdj = 1−K1,j , (3.7)

где K1,j — оператор порядка � −1. Таким образом, последовательность (3.6) является парамет-
риксом комплекса (2.4).
Модифицируем параметрикс (3.6) так, чтобы остатки K1,j имели высокий отрицательный по-

рядок в равенстве (3.7), пользуясь следующей леммой.
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Лемма 3.1. Пусть для некоторого n ∈ N выполняется соотношение

dj−1Qj−1 +Qjdj = 1−Kn,j , (3.8)

где Kn,j — оператор порядка � −n. Тогда для оператора Q′
j = Qj(1 + Kn,j+1) будет выполнено

соотношение
dj−1Q

′
j−1 +Q′

jdj = 1−K2n,j, (3.9)
где K2n,j — оператор порядка � −2n.
Доказательство. 1. Домножим левую и правую части равенства (3.8) на оператор 1 + Kn,j.
Получим

dj−1Qj−1(1 +Kn,j) +Qjdj(1 +Kn,j) = (1−Kn,j)(1 +Kn,j). (3.10)
Преобразуем левую часть равенства (3.10):

dj−1Qj−1(1 +Kn,j) +Qjdj +QjdjKn,j =

= dj−1Qj−1(1 +Kn,j) +Qjdj +Qjdj(1− dj−1Qj−1 −Qjdj) =
= dj−1Qj−1(1 +Kn,j) + 2Qjdj −Qjdjdj−1Qj−1 −QjdjQjdj .

Поскольку djdj−1 = 0, то далее получаем

= dj−1Qj−1(1 +Kn,j) +Qj(2− djQj)dj =
= dj−1Qj−1(1 +Kn,j) +Qj(2 − (1−Kn,j+1 −Qj+1dj+1))dj =

= dj−1Qj−1(1 +Kn,j) +Qj(1 +Kn,j+1)dj .

Итак, мы показали, что левая часть равенства (3.9) равна левой части равенства (3.10), где
Q′
j = Qj(1 +Kn,j+1).

2. Правая часть соотношения (3.10) равна

(1−Kn,j)(1 +Kn,j) = 1−K2
n,j = 1−K2n,j ,

где K2n,j = K2
n,j —оператор порядка � −2n. Соотношение (3.9) доказано.

Таким образом, последовательно применяя лемму 3.1, можно построить такой парамет-
рикс (3.3) комплекса (2.4), для которого выполнено искомое соотношение (3.4).

4. Формула Лефшеца

Рассмотрим эллиптический комплекс (2.4). Пусть дан послойный диффеоморфизм g : X → X,
т. е. g переводит слой расслоения в слой. Это значит, что для двух точек x1, x2 ∈ X выполнено
соотношение

π(x1) = π(x2) =⇒ π(g(x1)) = π(g(x2)).

Диффеоморфизм g индуцирует диффеоморфизм базы Y, обозначаемый g0. Пусть также даны
изоморфизмы векторных расслоений

ΦjX : g∗(π∗Ej) −→ π∗Ej над X, ΦjY : g∗0Fj −→ Fj над Y.

Определим геометрический эндоморфизм

T j =

(
T jX 0

0 T jY

)
:
C∞(X,π∗Ej)

⊕
C∞(Y, Fj)

−→
C∞(X,π∗Ej)

⊕
C∞(Y, Fj)

,

где
T jX = ΦjX ◦ g∗, T jY = ΦjY ◦ g∗0 . (4.1)

Композиции (4.1) задают действия:

(T jXu)(x) = ΦjX(x)u(g(x)), (T jY u)(x
′) = ΦjY (x

′)u(g0(x′)).

Определение 4.1. Комплекс (2.4) называется g-инвариантным, если выполняется равенство
djT

j = T j+1dj для всех j.
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Определение 4.2. Число Лефшеца эндоморфизма g комплекса (2.4) определяется как

Ld(g) =

m∑

j=0

(−1)jtr(T j|Hj(d)),

где tr(T j|Hj(d))— след геометрического эндоморфизма T j, действующего в когомологиях Hj(d)
комплекса (2.4).

Определение 4.3. Неподвижная точка x диффеоморфизма g (g(x) = x) называется невы-
рожденной, если единица не является собственным значением дифференциала dg(x) : TxX →
TxX.

Мы будем считать, что все неподвижные точки невырожденные и диффеоморфизм g имеет
конечное число неподвижных точек.

Лемма 4.1. Если неподвижная точка x ∈ X диффеоморфизма g невырождена, то неподвиж-
ная точка y = π(x) ∈ Y диффеоморфизма g0 : Y → Y также является невырожденной.

Доказательство. Возьмём точки x1 = (x′1, x′′1), x2 = (x′2, x′′2), x1, x2 ∈ X. Под действием диффео-
морфизма g точки x1 и x2 переходят в точки {g′(x′1, x′′1), g′′(x′1, x′′1)} и {g′(x′2, x′′2), g′′(x′2, x′′2)} соот-
ветственно. Послойноcть действия диффеоморфизма g означает, что

π(x′1, x
′′
1) = π(x′2, x

′′
2) =⇒ π(g′(x′1, x

′′
1), g

′′(x′1, x
′′
1)) = π(g′(x′2, x

′′
2), g

′′(x′2, x
′′
2)).

Итак, это условие означает, что

x′1 = x′2 =⇒ g′(x′1, x
′′
1) = g′(x′2, x

′′
2).

Это значит, что функция g′ не зависит от второй переменной. Тогда дифференциал диффеомор-
физма g равен

dg(x′, x′′) =

⎛

⎜⎜
⎝

∂g′(x′)
∂x′

0

∂g′′(x′, x′′)
∂x′

∂g′′(x′, x′′)
∂x′′

⎞

⎟⎟
⎠ .

Тогда

det(1− dg(x)) = det

(
1− ∂g′(x′)

∂x′

)
det

(
1− ∂g′′(x′, x′′)

∂x′′

)
.

Из того, что det(1− dg(x)) �= 0, следует, что

det

(
1− ∂g′(x′)

∂x′

)
= det

(
1− dg0(x′)

) �= 0.

Следующая теорема является основным результатом этой работы.

Теорема 4.1. Предположим, что все неподвижные точки диффеоморфизма g невырождены.
Тогда справедлива следующая формула Лефшеца:

Ld(g) =
∑

x∈ΩX

m∑

k=0

(−1)ktrΦkX(x)
|det(1− dg(x))| +

∑

x′∈ΩY

m∑

k=0

(−1)ktrΦkY (x′)
|det(1− dg0(x′))| , (4.2)

где ΩX = {x ∈ X | g(x) = x}, ΩY = {x′ ∈ Y | g0(x′) = x′}—множества неподвижных точек
на X и на Y соответственно.

Замечание 4.1. Формула типа (4.2) справедлива и для более общих комплексов, чем в фор-
муле (2.4), в которых вместо расслоений π∗Ej, где Ej — векторные расслоения над базой Y, рас-
сматриваются произвольные расслоения Ej над тотальным пространством X.
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5. Доказательство формулы Лефшеца

Для доказательства формулы Лефшеца сначала воспользуемся методом, предложенным в ра-
боте [6]. Для краткости будем доказывать теорему 4.1 для комплекса, состоящего из одного опе-
ратора:

0→
C∞(X,π∗E0)

⊕
C∞(Y, F0)

d−→
C∞(X,π∗E1)

⊕
C∞(Y, F1)

→ 0, где d = d0. (5.1)

Число Лефшеца комплекса (5.1) равно [6]

Ld(g) = tr(T 0 − rT 1d)− tr(T 1 − drT 1), (5.2)

где через tr обозначен операторный след, а r— такой параметрикс оператора d, что у операторов
1− dr и 1− rd имеются следы.
Возьмём разбиение единицы

∑

i
ρXi (x) = 1 на X, обладающее следующими свойствами:

• если x0 ∈ ΩX ∩ suppρXi , то ρXi (x) ≡ 1 в окрестности точки x0;
• носитель каждой функции ρXi (x) лежит в координатной карте.

Определим теперь разбиение единицы на Y.

Лемма 5.1. Функции ρYi (x
′) := π∗

(
ρXi (x)

)
=

∫

Gx′
ρXi (x

′, x′′)dx′′, где dx′′ —форма объёма на слое

Gx′ , определяют разбиение единицы на Y. При этом носитель каждой функции ρYi (x
′) лежит

в координатной карте.

Доказательство. Действительно, имеем
∑

i

ρYi (x
′) =

∑

i

π∗
(
ρXi (x)

)
= π∗1 = 1. (5.3)

Последнее равенство в (5.3) справедливо в силу (2.1).

Теперь пусть ψX0 (ξ) ∈ C∞
c (Rn), ψY0 (ξ

′) ∈ C∞
c (Rl)— такие функции с компактными носителями,

что ψX0 (ξ) ≡ 1, если |ξ| � 1, и ψY0 (ξ
′) ≡ 1, если |ξ′| � 1. Положим, ψX∞(ξ) = 1 − ψX0 (ξ), ψY∞(ξ′) =

1− ψY0 (ξ′).
Для любого h > 0 определим h-псевдодифференциальные операторы

ψij =

(
ψijX 0

0 ψijY

)
:
C∞(X)
⊕

C∞(Y )
−→

C∞(X)
⊕

C∞(Y )
,

где
ψijXu(x) = χXi (x)F−1ψXj (hξ)FρXi (x)u(x), (5.4)

ψijY u(x
′) = χYi (x

′)F−1ψYj (hξ
′)FρYi (x′)u(x′). (5.5)

Здесь F —преобразование Фурье, j = 0 или ∞, а функции χXi ≡ 1, χYi ≡ 1 в окрестности носи-
телей функций ρXi (x) и ρ

Y
i (x

′) соответственно и имеют носители в той же карте, что и функции
ρXi , ρ

Y
i . Прямое вычисление даёт равенство

∑

ij

ψij = 1. (5.6)

Подставляя равенство (5.6) в (5.2), получим выражение

Ld(g) =
∑

i

{
tr(T 0 − rT 1d)ψi0 − tr(T 1 − drT 1)ψi0

}
+

+
{
tr(T 0 − rT 1d)ψi∞ − tr(T 1 − drT 1)ψi∞

}
. (5.7)

Так как оператор ψi0 обладает следом, то tr(drT 1ψi0) = tr(rT 1ψi0d), и можно переписать выра-
жение (5.7) в виде

Ld(g) =
∑

i

{
trT 0ψi0 − trT 1ψi0

}
+
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+
∑

i

{
tr(T 0 − rT 1d)ψi∞ − tr(T 1 − drT 1)ψi∞

}−
∑

i

tr(rT 1[d, ψi0]), (5.8)

где [d, ψi0] = dψi0 − ψi0d. Оценим каждый член в (5.8) при h→ 0.

5.1. Оценка первого слагаемого в (5.8). Утверждается, что первое слагаемое в (5.8) даёт
сумму в правой части формулы Лефшеца (4.2) и O(h). Действительно, разность следов в первом
слагаемом в выражении (5.8) равна

trT 0ψi0 − trT 1ψi0 = trT 0
Xψ

i0
X + trT 0

Y ψ
i0
Y − trT 1

Xψ
i0
X − trT 1

Y ψ
i0
Y . (5.9)

Применяя метод стационарной фазы так же, как в [6], получим

trT 0
Xψ

i0
X − trT 1

Xψ
i0
X =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

trΦ0
X(x)− trΦ1

X(x)

|det(1− dg(x))| +O(h), если supp ρXi ∩ ΩX = {x},

O(h∞), если supp ρXi ∩ ΩX = ∅,

(5.10)

trT 0
Y ψ

i0
Y − trT 1

Y ψ
i0
Y =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ρYi (x
′)(trΦ0

Y (x
′)− trΦ1

Y (x
′))

|det(1− dg0(x′))| +O(h), если suppρYi ∩ ΩY = {x′},

O(h∞), если suppρYi ∩ ΩY = ∅.

(5.11)

Теперь подставим (5.10) и (5.11) в (5.9) и получим
∑

i

{
trT 0ψi0 − trT 1ψi0

}
=
∑

i

(trT 0
Xψ

i0
X − trT 1

Xψ
i0
X) +

∑

i

(trT 0
Y ψ

i0
Y − trT 1

Y ψ
i0
Y ) =

=
∑

x∈ΩX

trΦ0
X(x)− trΦ1

X(x)

|det(1− dg(x))| +
∑

i

∑

x′∈suppρYi ∩ΩY

ρYi (x
′)(trΦ0

Y (x
′)− trΦ1

Y (x
′))

|det(1− dg0(x′))| +O(h) =

=
∑

x∈ΩX

trΦ0
X(x)− trΦ1

X(x)

|det(1− dg(x))| +
∑

x′∈ΩY

trΦ0
Y (x

′)− trΦ1
Y (x

′)
|det(1− dg0(x′))| +O(h).

В последнем равенстве мы используем соотношение
∑

i
ρYi (x

′) = 1.

Итак, вклад первого члена в (5.8) равен правой части формулы (4.2) при m = 1.

5.2. Оценка второго слагаемого в (5.8). Второе слагаемое в (5.8) является величиной по-
рядка O(h∞). Доказательство такое же, как в работе [18].

5.3. Оценка третьего слагаемого в (5.8). Покажем, что третье слагаемое в (5.8) является
величиной порядка o(1). Доказательству этого утверждения посвящена оставшаяся часть этого
пункта.

Утверждение 5.1. Справедливо равенство
∑

i
tr(rT 1[d, ψi0]) = o(1) при h→ 0.

Доказательство. Дадим явное выражение для оператора rT 1[d, ψi0]. Обозначим

d =

(
A C
B D

)
.

Тогда

[d, ψi0] =

(
[A,ψi0X ] Cψi0Y − ψi0XC

Bψi0X − ψi0Y B [D,ψi0Y ]

)
.

Параметрикс r для оператора d имеет вид [3]

r =

(
A−1(1 + CΔ−1BA−1) −A−1CΔ−1

−Δ−1BA−1 Δ−1

)
,

где Δ = D −BA−1C —ПДО на Y. Обозначим

r′ = (T 1)−1rT 1 =

(
(T 1
X)

−1A−1(1 + CΔ−1BA−1)T 1
X −(T 1

X)
−1A−1CΔ−1T 1

Y
−(T 1

Y )
−1Δ−1BA−1T 1

X (T 1
Y )

−1Δ−1T 1
Y

)
=

(
R′

11 R′
12

R′
21 R′

22

)
.
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Имеют место равенства

tr(rT 1[d, ψi0]) = tr(T 1r′[d, ψi0]) = tr(T 1
XR

′
11[A,ψ

i0
X ]) + tr(T 1

XR
′
12(Bψ

i0
X − ψi0Y B)) +

+ tr(T 1
YR

′
21(Cψ

i0
Y − ψi0XC)) + tr(T 1

YR
′
22[D,ψ

i0
Y ]). (5.12)

Оценим слагаемые в выражении (5.12).
Начнём с оценки первого слагаемого:

tr(T 1
XR

′
11[A,ψ

i0
X ]) = tr(T 1

X((T
1
X)

−1A−1(1 + CΔ−1BA−1)T 1
X)[A,ψ

i0
X ]) =

= tr(T 1
XÂ[A,ψ

i0
X ]) + tr(T 1

X Φ̂[A,ψ
i0
X ]), (5.13)

где Â = (T 1
X)

−1A−1T 1
X —ПДО на X и Φ̂ = (T 1

X)
−1A−1CΔ−1BA−1T 1

X . Итак, задача свелась к оце-
ниванию следов tr(T 1

XÂ[A,ψ
i0
X ]) и tr(T 1

X Φ̂[A,ψ
i0
X ]).

Начнём со следа tr(T 1
XÂ[A,ψ

i0
X ]) в (5.13).

Лемма 5.2. Справедливо соотношение
∑

i
tr(T 1

XÂ[A,ψ
i0
X ]) = o(1) при h→ 0.

Доказательство. Рассмотрим разложения

A =
∑

j

Aj +K1, Â =
∑

m

Âm +K2,

где Aj, Âm —ПДО в координатах на X, а K1,K2 — операторы с гладкими ядрами. Тогда

tr(T 1
XÂ[A,ψ

i0
X ]) =

∑

m

(
tr(T 1

XÂm[K1, ψ
i0
X ])

)
+ tr(T 1

XK2[A,ψ
i0
X ]) +

∑

j,m

tr(T 1
XÂm[Aj , ψ

i0
X ]). (5.14)

1. Посмотрим подробнее на первое слагаемое в (5.14).

Лемма 5.3. Пусть K — оператор с гладким ядром. Тогда Kψi0X → KρXi при h→ 0. Здесь под
сходимостью понимается сходимость ядер Шварца в пространстве C∞(X ×X).

Доказательство. Оператор ψi0X был определён в (5.4) при j = 0. Тогда композиция Kψi0X имеет
ядро

(Kψi0X)u(x) = (2π)−n
∫∫∫

K(x, z)χXi (z)ei(z−y)ξψX0 (hξ)ρXi (y)u(y)dydξdz =

∫
Kh(x, y)u(y)dy,

Kh(x, y) = (2π)−nρXi (y)h
−n
∫∫

e
i(z−y)ξ̂

h K(x, z)χXi (z)ψX0 (ξ̂)dzdξ̂, ξ̂ = hξ. (5.15)

Применим метод стационарной фазы к интегралу в (5.15). Стационарная точка фазовой функции
Φ(z, ξ̂) = (z − y)ξ̂ равна (y, 0). Гессиан фазовой функции равен

Hess(Φ(z, ξ)) =

(
0 −1
−1 0

)
.

Так как числа положительных и отрицательных собственных значений гессиана равны, то его
сигнатура равна нулю.
Таким образом, интеграл (5.15) равен

Kh(x, y) = K(x, y)ρXi (y) +O(h).

Аналогично получаются соотношения

∂αx ∂
β
yKh(x, y) = ∂αx ∂

β
y (K(x, y)ρXi (y)) +O(h)

при всех α, β. Это вытекает из равенств

∂αx ∂
β
yKh(x, y) =

∑

|β1|+|β2|=|β|

β!

β1!β2!
∂β1y ρ

X
i (y)h

−n
∫∫ (

− iξ̂
h

)β2
e

i(z−y)ξ̂
h ∂αxK(x, z)χ(z)dzdξ̂ =

=
∑

|β1|+|β2|=|β|

β!

β1!β2!
∂β1y ρ

X
i (y)h

−n
∫∫

e
i(z−y)ξ̂

h ∂β2z

(
∂αx (K(x, z)χ(z))

)
dzdξ̂ =
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=
∑

|β1|+|β2|=|β|

β!

β1!β2!
∂β1y ρ

X
i (y)∂

β2
y

(
∂αxK(x, y) +O(h)

)
= ∂αx ∂

β
y

(
K(x, y)ρXi (y)

)
+O(h).

Применяя лемму 5.3 к первому слагаемому в (5.13), получим
∑

m

tr(T 1
XÂm[K1, ψ

i0
X ]) =

∑

m

tr(T 1
XÂm[K1, ρ

X
i ])) +O(h). (5.16)

2. Второе слагаемое в равенстве (5.14) также по лемме 5.3 имеет разложение

tr(T 1
XK2[A,ψ

i0
X ]) = tr(T 1

XK2[A, ρ
X
i ]) +O(h). (5.17)

3. Перейдём теперь к третьему слагаемому в (5.14). Имеет место равенство

tr(T 1
XÂm[Aj , ψ

i0
X ]) = tr(T 1

XÂmAjψ
i0
X)− tr(T 1

XÂmψ
i0
XAj). (5.18)

Через Ã = ÂmAj обозначим композицию ПДО Âm и Aj . Через τ обозначим регуляризованный
след (см. приложение B).

Лемма 5.4. Существует предел

lim
h→0

tr(T 1
XÃψ

i0
X) = τ(T 1

XÃρ
X
i ). (5.19)

Доказательство. Поскольку ψi0X — оператор с гладким ядром Шварца, то при всех h > 0 можем
заменить след оператора T 1

XÃψ
i0
X на его регуляризованный след. Также далее будем работать с

регуляризованным следом композиции T 1
XÃρ

X
i . Отметим, что операторный след этой компози-

ции, вообще говоря, не определён. Таким образом, доказательство соотношения (5.19) сводится
к доказательству следующего предельного перехода:

lim
h→0

τ(T 1
XÃψ

i0
X) = τ(T 1

XÃρ
X
i ).

С этой целью применим предложение B.2 (приложение B). Проверим, что условия предложе-
ния B.2 выполнены. Для этого нужно показать, что для волнового фронта оператора T 1

XÃ имеем

WF ′(T 1
XÃ) ∩N∗Δ = ∅

(используемые обозначения определены в приложениях A, B).
Так как Ã—ПДО, то выполнены соотношения

WF ′(T 1
XÃ) ⊂WF ′(T 1

X) =
{(
x, ξ, g(x),−

((∂g
∂x

)t)−1
ξ
)}
.

Отсюда получаем, что

WF ′(T 1
XÃ) ∩N∗Δ ⊂

{
(x, ξ, x,−ξ)

∣
∣∣ x = g(x),

((∂g
∂x

)t)−1
ξ = ξ

}
= ∅,

так как все неподвижные точки диффеоморфизма невырождены по условию. Выполнение усло-
вия WF ′

X(T
1
XÃ) = ∅ очевидно. Итак, условия предложения B.2 из приложения B выполнены, и

мы получаем искомое равенство (5.19).
Лемма 5.4 доказана.

Теперь, применяя к (5.18) лемму 5.4, получим

lim
h→0

[
tr(T 1

XÂmAjψ
i0
X)− tr(T 1

XÂmψ
i0
XAj)

]
=

= τ(T 1
XÂmAjρ

X
i )− τ(T 1

XÂmρ
X
i Aj) = τ(T 1

XÂm[Aj, ρ
X
i ]). (5.20)

Наконец, из (5.14), (5.16), (5.17) и (5.20) получаем
∑

i

tr(T 1
XÂ[A,ψ

i0
X ]) =
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=
∑

i

⎡

⎣
∑

m

tr(T 1
XÂm[K1, ρ

X
i ]) + tr(T 1

XK2[A, ρ
X
i ]) +

∑

j,m

τ(T 1
XÂm[Aj , ρ

X
i ]) +O(h) + o(1)

⎤

⎦ =

=
∑

m

tr(T 1
XÂm[K1,

∑

i

ρXi ]) + tr(T 1
XK2[A,

∑

i

ρXi ]) +
∑

j,m

τ(T 1
XÂm[Aj ,

∑

i

ρXi ]) + o(1) =

=
∑

m

tr(T 1
XÂm[K1, 1]) + tr(T 1

XK2[A, 1]) +
∑

j,m

τ(T 1
XÂm[Aj , 1]) + o(1) = o(1),

так как
∑

i
ρXi = 1.

Доказательство леммы 5.2 закончено.

Теперь вернёмся к равенству (5.13) и оценим второе слагаемое. Оператор Φ̂ можно представить
в виде композиции

Φ̂ = A1π
∗A2π∗A3, (5.21)

где A1, A3 —ПДО на X, а A2 —ПДО на Y. Операторы вида (5.21) ранее рассматривались в рабо-
те [4, с. 125, 128]. Для такого оператора справедлив следующий результат.

Лемма 5.5. Справедливо равенство
∑

i

tr(T 1
X Φ̂[A,ψ

i0
X ]) = o(1) при h→ 0. (5.22)

Данная лемма доказывается аналогично лемме 5.2. Покажем только применимость предложе-
ния B.2 для операторов вида (5.21).
Рассмотрим подмногообразие Δ1 ⊂ X ×X, определяемое как

Δ1 =
{
(x1, x2) | π(x1) = π(x2)

}
.

На первом сомножителе произведения X ×X выберем локальные координаты в окрестности
произвольной точки и обозначим их через (x′, x′′). Локальные координаты в окрестности произ-
вольной точки второго сомножителя обозначим через (y′, y′′). Через (ξ′, ξ′′, η′, η′′) будем обозна-
чать стандартные координаты в слоях расслоения T ∗(X × X), индуцированные координатами
(x′, x′′, y′, y′′).
Определим конормальное расслоение над подмногообразием N∗Δ1 как

N∗Δ1 =
{
(x′, x′′, x′, y′′, ξ′, 0, η′, 0) ∈ T ∗(X ×X)

∣∣
∣ ξ′ + η′ = 0

}
.

Для волнового фронта оператора (5.21) справедливо включение

WF ′(Φ̂) ⊂ N∗Δ1.

Теперь для волнового фронта композиции вида TX1 Φ̂ справедливо соотношение

WF ′(T 1
X Φ̂) ⊂

{(
x′, x′′, g0(x′), y′′, ξ′, 0,−

((∂g0
∂x′

)t)−1
ξ′, 0

) }
.

Отсюда следует, что

N∗Δ1 ∩WF ′(T 1
X Φ̂) =

{
(x′, x′′, x′, x′′, ξ′, 0,−ξ′, 0)

∣∣
∣ x′ = g0(x

′), ξ′ =
((∂g0

∂x′
)t)−1

ξ′
}
.

Так как все неподвижные точки диффеоморфизма g0 являются невырожденными, то последнее
множество является пустым.
Таким образом, условие предложения B.2 выполнено, и справедливо равенство (5.22). Как

следствие, сумма по i первого слагаемого в равенстве (5.12) является величиной порядка o(1).
Посмотрим теперь на остальные слагаемые в равенстве (5.12). Сумма

∑

i

tr(T 1
YR

′
22[D,ψ

i0
Y ])

аналогично лемме 5.2 является величиной порядка o(1), так как D—ПДО на Y.
Далее оценим второе слагаемое в (5.12).
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Лемма 5.6.
∑

i

tr(T 1
XR

′
12(Bψ

i0
X − ψi0Y B)) = o(1). (5.23)

Доказательство. Как и в доказательстве леммы 5.2, используем разложение

R′
12 =

∑

j

Rj +K1, B =
∑

m

Bm +K2,

где Rj, Bm — операторы в локальных картах на X и Y соответственно, а K1,K2 — операторы с
гладкими ядрами.
Справедливо равенство

∑

i

tr(T 1
XR

′
12(Bψ

i0
X − ψi0Y B)) =

∑

i

tr(T 1
XR

′
12Bψ

i0
X)−

∑

i

tr(T 1
XR

′
12ψ

i0
Y B) =

=
∑

i

[
∑

j,m

tr(T 1
XRjBmψ

i0
X) +

∑

j

tr(T 1
XRjK2ψ

i0
X) + tr(T 1

XK1Bψ
i0
X)−

−
∑

j,m

tr(T 1
XRjψ

i0
Y Bm)−

∑

j

tr(T 1
XRjψ

i0
Y K2)− tr(T 1

XK1ψ
i0
Y B)

]

. (5.24)

Операторы Rj являются операторами вида A1,jπ
∗A2,j, действующими из Y в X, а Bm являются

операторами вида A3,mπ∗A4,m. Здесь A1,j , A4,m —ПДО на X, а A2,j , A3,m —ПДО на Y. Таким
образом, композиция RjBm является оператором вида A1,jπ

∗A2,jA3,mπ∗A4,m. Вид композиции
RjBm соответствует виду оператора (5.21). Таким образом, для таких операторов применимо
предложение B.2. Также аналогично лемме 5.3 можно показать, что для операторов K1,K2 при
h→ 0 справедлива сходимость K1ψ

i0
Y → ρYi , K2ψ

i0
Y → ρYi .

Таким образом, из (5.24) получаем

∑

i

tr(T 1
XR

′
12(Bψ

i0
X − ψi0Y B)) =

∑

j,m

(
τ(T 1

XRjBm
∑

i

ρXi )− τ(T 1
XRj

∑

i

ρYi Bm)
)
+

+
∑

j

(
tr(T 1

XRjK2

∑

i

ρXi )−tr(T 1
XRj

∑

i

ρYi K2)
)
+
(
tr(T 1

XK1B
∑

i

ρXi )−tr(T 1
XK1

∑

i

ρYi B)
)
+o(1) =

=
∑

j,m

(
τ(T 1

XRjBm)− τ(T 1
XRjBm)

)
+
∑

j

(
tr(T 1

XRjK2)− tr(T 1
XRjK2)

)
+

+
(
tr(T 1

XK1B)− tr(T 1
XK1B)

)
+ o(1) = o(1). (5.25)

Второе равенство в выражении (5.25) следует из соотношения (5.3).
Доказательство леммы 5.6 завершено.

Наконец, перейдём к третьему слагаемому в равенстве (5.12). Композиция R′
21C имеет вид

A1π∗A2A3π
∗A4 с ПДО A1, A4 на Y и ПДО A2, A3 на X. Композиция R′

21C является ПДО на Y
(см. [4]). Аналогично доказательству формулы (5.23), получаем

∑

i

tr(T 1
YR

′
21(Cψ

i0
Y − ψi0XC)) = o(1).

Таким образом, суммы по i всех слагаемых равенства (5.12) являются величинами порядка
o(1).
Доказательство утверждения 5.1 завершено.

Таким образом, второе и третье слагаемое в равенстве (5.8) не дают вклада в формулу Леф-
шеца (4.2). Теорема 4.1 доказана.
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6. Пример

Рассмотрим расслоение X = S
1 × S

1 −→ S
1 = Y (проекция на первый множитель) и комплекс

0 −→ Ω0(X)
d−→ Ω1(X)

(
d

π∗

)

−→
Ω2(X)
⊕

Ω0(Y )

(π∗ d )−→ Ω1(Y ) −→ 0, (6.1)

где

π∗ : Ωj(X)→ Ωj−1(Y ), (π∗f)(x′) =
∫

S1

f(x′, x′′)dx′′

— отображение интегрирования по слою проекции π.
Рассмотрим диффеоморфизм

g(x′, x′′) = (g0(x
′), x′′ + ε), ε > 0,

где диффеоморфизм
g0 : S

1 → S
1

определяется как монотонно возрастающая функция с двумя неподвижными точками x′ = 0 и

x′ =
1

2
, причём g′0(0) < 1, g′0

(
1

2

)
> 1. Индуцированное отображение g∗ на дифференциальных

формах определяет эндоморфизм комплекса (6.1).
Очевидно, что диффеоморфизм g не имеет неподвижных точек, а диффеоморфизм g0 имеет

две невырожденные неподвижные точки x′ = 0 и x′ =
1

2
.

Лемма 6.1.
1. Размерности когомологий комплекса (6.1) равны

dimHk =
{
1, k = 0, 1;

0, k = 2, 3.

Базисами в H0 и H1 являются формы 1 и dx′ соответственно.
2. Отображение g∗ действует в когомологиях как тождественное отображение.

Доказательство. Первое утверждение несложно доказать, раскладывая формы в ряды Фурье
по переменным x′, x′′.
Докажем второе утверждение. Индуцированное отображение g∗ действует в пространстве H0

как тождественное отображение. Покажем теперь, что оно действует как тождественное отобра-
жение и в пространстве когомологий H1 с базисом dx′:

g∗(dx′) =
∂g0
∂x′

dx′.

Разложим форму
∂g0
∂x′

dx′ в сумму точной формы и формы с постоянным коэффициентом:

∂g0
∂x′

dx′ = df + cdx′, f ∈ C∞(S1), c ∈ C. (6.2)

Проинтегрируем обе части равенства (6.2). Получим
∫

S1

∂g0
∂x′

dx′ =
∫

S1

df +

∫

S1

cdx′. (6.3)

Первое слагаемое в правой части в (6.3) равно нулю. Отсюда

c =

∫

S1

∂g0
∂x′

dx′ = g0(1)− g0(0) = 1. (6.4)

Последнее равенство в (6.4) справедливо, так как из построения следует, что g0(0) = 0, g0(1) = 1.
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Теперь получаем

Ld(g) =
∑

x′∈ΩY

trΦ0(x′)− trΦ1(x′)
|det(1− dg0(x′))| =

=
trΦ0(0) − trΦ1(0)

|det(1− dg0(0))| +
trΦ0(1/2) − trΦ1(1/2)

|det(1− dg0(1/2))| =
1− g′0(0)
1− g′0(0)

+
1− g′0(1/2)
g′0(1/2) − 1

= 0,

т. е. для рассматриваемого эндоморфизма левая и правая части формулы Атьи—Ботта—
Лефшеца (4.2) равны нулю.

A. Приложение. Волновые фронты

Через D′(X) обозначим пространство распределений на гладком замкнутом многообразии X.
Напомним сведения о волновых фронтах распределений из D′(X), см. [7, 14, 15].

Определение A.1. Волновым фронтом WF (u) распределения u ∈ D′(X) называется допол-
нение в T ∗X \ 0 набора всех таких (x0, ξ0) ∈ T ∗X \ 0, что для некоторой окрестности U точки x0
и окрестности V точки ξ0, для каждой функции ϕ ∈ C∞

c (U) и каждого N :

F(ϕu)(τξ) = O(τ−N ) при τ →∞
равномерно по ξ ∈ V. Здесь F —преобразование Фурье.
Волновой фронт является замкнутым конусом в T ∗X \ 0.
Пусть Γ— замкнутый конус в T ∗X \ 0. Определим линейное подпространство

D′
Γ(X) = {u ∈ D′(X) | WF (u) ⊂ Γ}.

На подпространстве D′
Γ(X) ⊂ D′(X) рассматриваются полунормы на D′(X) и дополнительные

полунормы, отвечающие конусу Γ. Для определения этих полунорм зафиксируем точку (x0, ξ0)
и выберем окрестность U точки x0 и окрестность V точки ξ0, как в определении A.1. Тогда для
каждой ϕ ∈ C∞

c (U) и каждого N полунорма определяется как

||u||ϕ,V,U,
x0,ξ0

= sup
τ�1,ξ∈V

τN |F(ϕu)(τξ)|, u ∈ D′
Γ(X). (A.1)

Следующие ниже результаты являются уточнениями теорем о преобразовании волновых фрон-
тов распределений при отображениях многообразий из цитированных выше работ. Уточнение
состоит в указании конусов, в которых содержатся волновые фронты.
Пусть X,Y — гладкие замкнутые многообразия. Для гладкого отображения Φ : X → Y рас-

смотрим множество конормалей (это множество является замкнутым конусом):

N =
{
(y, η) ∈ T ∗Y \ 0

∣
∣∣ ∃x ∈ X, y = Φ(x),

(∂Φ
∂x

)t
η = 0

}
. (A.2)

Предложение A.1. Пусть Γ—такой замкнутый конус в T ∗Y \ 0, что Γ ∩ N = ∅. Тогда
определён замкнутый конус

Γ̃ = Φ∗(Γ) =
{
(x, ξ) ∈ T ∗X \ 0

∣
∣∣ ∃η :

(∂Φ
∂x

)t
η = ξ, (Φ(x), η) ∈ Γ

}
, (A.3)

а отображение обратного образа

Φ∗ : C∞(Y ) −→ C∞(X) (A.4)

имеет непрерывное продолжение на пространства распределений

Φ∗ : D′
Γ(Y ) −→ D′

Γ̃
(X). (A.5)

При этом supp(Φ∗v) ⊂ Φ−1(supp v) для каждого v ∈ D′
Γ(Y ). Непрерывность отображения (A.5)

здесь и ниже понимается в следующем смысле: если vj → v для vj, v ∈ D′
Γ(Y ) по полунормам в

D′
Γ(Y), то Φ

∗vj → Φ∗v по полунормам в D′
Γ̃
(X).
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Предложение A.2. Рассмотрим отображение, двойственное к отображению (A.4):

Φ∗ = (Φ∗)t : D′(X) −→ D′(Y ).

Пусть Γ̃— замкнутый конус в T ∗X \ 0. Тогда имеется непрерывное отображение подпро-
странств

Φ∗ : D′
Γ̃
(X) −→ D′

Γ(Y ),

где замкнутый конус Γ ⊂ T ∗Y \ 0 определяется формулой

Γ = Φ∗(Γ̃) =
{
(y, η) ∈ T ∗Y \ 0 | ∃x ∈ X, y = Φ(x),

(
x,
(∂Φ
∂x

)t
η
)
∈ Γ̃

}
. (A.6)

Предложение A.3. Пусть Γ1— замкнутый конус в T ∗X\0, Γ2— замкнутый конус в T ∗Y \0.
Тогда определено непрерывное отображение

D′
Γ1
(X) ×D′

Γ2
(Y ) −→ D′

Γ3
(X × Y ), (u, v) �→ u⊗ v.

Здесь рассматривается замкнутый конус Γ3 ⊂ T ∗(X × Y ) \ 0:
Γ3 = (Γ1 × Γ2) ∪ (Γ1 × 0Y ) ∪ (0X × Γ2),

где 0X и 0Y рассматриваются как нулевые сечения в T ∗X и в T ∗Y соответственно.

Рассмотрим непрерывный оператор

D : C∞(Y ) −→ D′(X).

Его ядро Шварца обозначим через KD ∈ D′(X × Y ).

Определение A.2. Пусть Γ1 ⊂ T ∗(X×Y )\0,Γ2 ⊂ T ∗(Y ×Z)\0— замкнутые конусы, которые
удовлетворяют условию

{(y, η) ∈ (T ∗Y ) \ 0 | ∃x ∈ X, z ∈ Z : (x, 0, y, η) ∈ Γ1, (y, η, z, 0) ∈ Γ2} = ∅. (A.7)

Композиция Γ1 ◦ Γ2 ⊂ T ∗(X × Z) \ 0 определяется как конус
Γ1 ◦ Γ2 = {(a, c) ∈ T ∗(X × Z) \ 0 | ∃b : (a, b) ∈ Γ1, (b, c) ∈ Γ2}. (A.8)

Для конуса Γ ⊂ T ∗(X × Z) \ 0 введём обозначения
ΓX = {(x, ξ) ∈ T ∗X \ 0 | ∃z ∈ Z : (x, ξ, z, 0) ∈ Γ},
ΓZ = {(z, ζ) ∈ (T ∗Z) \ 0 | ∃x ∈ X : (x, 0, z, ζ) ∈ Γ},
Γ′ = {(x, ξ, z, ζ) ∈ T ∗(X × Z) \ 0 | (x, ξ, y,−ζ) ∈ Γ}.

Конус (A.8), вообще говоря, не является замкнутым. Нетрудно доказать следующую лемму.

Лемма A.1. Для замыкания Γ1 ◦ Γ2 ⊂ T ∗(X × Z) \ 0 выполнено соотношение
Γ1 ◦ Γ2 ⊂ (Γ1 ◦ Γ2) ∪ (Γ1X × 0Z) ∪ (0X × Γ2Z ).

Теорема A.1. Пусть X,Y,Z — гладкие многообразия, и Γ1 ⊂ T ∗(X×Y )\0, Γ2 ⊂ T ∗(Y ×Z)\0—
такие замкнутые конусы, что для конусов Γ′

1 и Γ2 выполнено условие (A.7).
Пусть имеются линейные непрерывные отображения

D1 : C
∞(Y )→ D′(X), D2 : C

∞(Z)→ D′(Y )

с ядрами Шварца
KD1 ∈ D′

Γ1
(X × Y ), KD2 ∈ D′

Γ2
(Y × Z).

Тогда определена композиция операторов

D1 ◦D2 : C
∞(Z) −→ D′(X),

а композиция соответствующих ядер Шварца даёт линейное непрерывное отображение
D′

Γ1
(X × Y )×D′

Γ2
(Y × Z) −→ D′

Γ3
(X × Z),

(KD1 ,KD2) �−→ KD1◦D2 ,
(A.9)

где замкнутый конус Γ3 равен

Γ3 = (Γ′
1 ◦ Γ2) ∪ (Γ1X × 0Z) ∪ (0X × Γ2Z ).
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Доказательство. При выполнении условия (A.7) конус Γ3 является замкнутым в T ∗(X × Z) \ 0
по лемме A.1.
Определим отображения

Δ : X × Y × Z −→ X × Y × Y × Z, Δ(x, y, z) = (x, y, y, z);

π : X × Y × Z −→ X × Z, π(x, y, z) = (x, z).

Тогда справедлива формула [14,15]

KD1◦D2 = π∗Δ∗(KD1 ⊗KD2). (A.10)

Приведём подробные вычисления волнового фронта композиции (A.10). Для волнового фронта
тензорного произведения KD1 ⊗KD2 в силу предложения A.3 справедливо вложение

WF (KD1 ⊗KD2) ⊂ Γ1 × Γ2 ∪ (Γ1 × 0Y×Z) ∪ (0X×Y × Γ2). (A.11)

Определим конормальное расслоение диагонали N∗Δ. Обозначим координаты на X×Y ×Y ×Z
через (x, y1, y2, z). Тогда

N∗Δ =
{
(x, 0, y1, η1, y2, η2, z, 0) ∈ T ∗(X × Y × Y × Z) \ 0 | η1 + η2 = 0, y1 = y2

}
.

Легко видеть, что расслоение N∗Δ совпадает с множеством нормалей (A.2) для отображения Δ.

Лемма A.2. Справедливо соотношение

WF (KD1 ⊗KD2) ∩N∗Δ = ∅. (A.12)

Доказательство. Из (A.11) следует, что

WF (KD1 ⊗KD2) ∩N∗Δ ⊂
(
Γ1 × Γ2 ∪ (Γ1 × 0Y×Z) ∪ (0X×Y × Γ2)

)
∩N∗Δ. (A.13)

Пересечение

(Γ1 × Γ2) ∩N∗Δ =
{
(x, 0, y1, η1, y1,−η1, z, 0) ∈ T ∗(X × Y × Y × Z) \ 0 |

(x, 0, y1, η1) ∈ Γ1, (y1,−η1, z, 0) ∈ Γ2, η1 �= 0
}

является пустым множеством в силу условия (A.7).
Пересечение множеств

(Γ1 × 0Y×Z) ∩N∗Δ =
{
(x, 0, y1, 0, y1, 0, z, 0) ∈ T ∗(X × Y × Y × Z) | (x, 0, y1, 0) ∈ Γ1

}

является пустым, так как Γ1 ∈ T ∗(X × Y ) \ 0. Аналогично
(0X×Y × Γ2) ∩N∗Δ =

{
(x, 0, y1, 0, y1, 0, z, 0) ∈ T ∗(X × Y × Y × Z) | (y1, 0, z, 0) ∈ Γ2

}

—пустое множество в силу того, что Γ2 ∈ T ∗(Y × Z) \ 0.
Таким образом, правая часть соотношения (A.13) является пустым множеством. Доказатель-

ство леммы завершено.

В силу леммы A.2 и предложения A.1 распределение Δ∗(KD1 ⊗ KD2) корректно определено.
Перейдём теперь к вычислению его волнового фронта.

Определение A.3. Пусть Γ1 ⊂ T ∗(X×Y )\0,Γ2 ⊂ T ∗(Y ×Z)\0— замкнутые конусы. Сумма
Γ1 + Γ2 ⊂ T ∗(X × Y × Z) \ 0 определяется как

Γ1 + Γ2 =
{
(x, ξ, y, η1 + η2, z, ζ) ∈ T ∗(X × Y × Z) \ 0 | (x, ξ, y, η1) ∈ Γ1, (y, η2, z, ζ) ∈ Γ2

}
.

Лемма A.3. Для волнового фронта распределения Δ∗(KD1 ⊗KD2) имеем

WF (Δ∗(KD1 ⊗KD2)) ⊂ (Γ1 + Γ2) ∪ (Γ1 × 0Z) ∪ (0X × Γ2).
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Доказательство. По предложению A.1 для волнового фронта распределения Δ∗(KD1 ⊗ KD2)
справедливо соотношение

WF (Δ∗(KD1 ⊗KD2)) ⊂ Γ̃ = Δ∗
(
(Γ1 × Γ2) ∪ (Γ1 × 0Y ×Z) ∪ (0X×Y × Γ2)

)
. (A.14)

Опишем множество в правой части соотношения (A.14). Так как

Δ : (x, y, z)→ (x, y, y, z),

то, воспользовавшись формулой (A.3) из предложения A.1 для произвольного конуса Γ ⊂ T ∗(X×
Y × Y × Z) \ 0, получим, что

Δ∗Γ =
{
(x, ξ, y, η, z, ζ) ∈ T ∗(X × Y × Z) \ 0 |

∃ (ξ′, η′1, η
′
2, ζ

′) : ξ′ = ξ, ζ ′ = ζ, η′1 + η′2 = η, (x, ξ′, y, η′1, y, η
′
2, z, ζ

′) ∈ Γ
}
.

Применим эту формулу к конусу Γ = (Γ1 × Γ2) ∪ (Γ1 × 0Y×Z) ∪ (0X×Y × Γ2), который состоит из
точек вида (x, ξ, y1, η1, y2, η2, z, ζ). Получим

Δ∗(Γ1 × Γ2) =
{
(x, ξ, y, η1 + η2, z, ζ) ∈ T ∗(X × Y × Z) \ 0 | (x, ξ, y, η1) ∈ Γ1, (y, η2, z, ζ) ∈ Γ2

}
=

= Γ1 + Γ2.

Конус Γ1 × 0Y×Z состоит из точек вида (x, ξ, y1, η1, y2, 0, z, 0). Тогда

Δ∗(Γ1 × 0Y×Z) =
{
(x, ξ, y, η1, z, 0) ∈ T ∗(X × Y × Z) \ 0 | (x, ξ, y, η1) ∈ Γ1

}
= Γ1 × 0Z .

Наконец, конус 0X×Y × Γ2 состоит из точек вида (x, 0, y1, 0, y2, η2, z, ζ). Тогда

Δ∗(0X×Y × Γ2) =
{
(x, 0, y, η2, z, ζ) ∈ T ∗(X × Y × Z) \ 0 | (y, η2, z, ζ) ∈ Γ2

}
= 0X × Γ2.

Таким образом, получаем, что

Γ̃ = (Γ1 + Γ2) ∪ (Γ1 × 0Z) ∪ (0X × Γ2),

и конус Γ̃ замкнут в T ∗(X × Y × Z) \ 0 в силу предложения A.1.
Лемма доказана.

Теперь рассмотрим распределение π∗(Δ∗(KD1 ⊗KD2)).

Лемма A.4. Для волнового фронта распределения π∗(Δ∗(KD1 ⊗KD2)) имеем

WF (π∗(Δ∗(KD1 ⊗KD2))) ⊂ Γ3.

Доказательство. По предложению A.2 получаем, что

WF (π∗(Δ∗(KD1 ⊗KD2))) ⊂ Γ = π∗
(
(Γ1 + Γ2) ∪ (Γ1 × 0Z) ∪ (0X × Γ2)

)
. (A.15)

Здесь конус π∗(Γ̃) для конуса Γ̃ ⊂ T ∗(X × Y × Z) \ 0 в силу (A.6) определяется как
π∗(Γ̃) =

{
(x, ξ, z, ζ) ∈ T ∗(X × Z) \ 0| ∃y ∈ Y : (x, ξ, y, 0, z, ζ) ∈ Γ̃

}
. (A.16)

Вычислим явно это множество:

π∗(Γ1 + Γ2) =
{
(x, ξ, z, ζ) ∈ T ∗(X × Z) \ 0 | ∃(y, η1) : (x, ξ, y,−η1) ∈ Γ1, (y, η1, z, ζ) ∈ Γ2

}
= Γ′

1 ◦ Γ2,

π∗(Γ1 × 0Z) =
{
(x, ξ, z, 0) ∈ T ∗(X × Z) \ 0 | (x, ξ, y, 0) ∈ Γ1

}
= Γ1X × 0Z ,

π∗(0X × Γ2) =
{
(x, 0, z, ζ) ∈ T ∗(X × Z) \ 0 | (y, 0, z, ζ) ∈ Γ2

}
= 0X × Γ2Z .

Таким образом, из последних трёх соотношений получаем искомое равенство

Γ = (Γ′
1 ◦ Γ2) ∪ Γ1X × 0Z ∪ 0X × Γ2Z = Γ3.

Лемма доказана.
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Вернёмся к доказательству теоремы. В силу леммы A.4 получаем

WF (KD1 ◦KD2) =WF (π∗(Δ∗(KD1 ⊗KD2))) ⊂ Γ3.

Так как все операции в правой части формулы (A.10) являются непрерывными, отображе-
ние (A.9) непрерывно. Теорема A.1 доказана.

B. Приложение. Регуляризованный след

B.1. Одно семейство псевдодифференциальных операторов. Рассмотрим семейство
псевдодифференциальных операторов с параметром h > 0

ψ0(h) : C∞
c (Rn) −→ C∞(Rn),

(ψ0(h)u)(x) = (2π)−nχ(x)
∫
ei(x−y)ξψ0(hξ)ρ(y)u(y)dydξ, (B.1)

которое определяется следующими вспомогательными функциями:
• ρ(x), χ(x), ψ0(ξ) ∈ C∞

c (Rn);
• χ(x) ≡ 1 в окрестности носителя функции ρ(x);
• ψ0(ξ) ≡ 1, если |ξ| � 1.

Ядро Шварца оператора (B.1) имеет компактный носитель, является бесконечно гладким и
равно

Kψ0(h)(x, y) = (2π)−nχ(x)
∫
ei(x−y)ξψ0(hξ)ρ(y)dξ. (B.2)

Оператор умножения на функцию ρ(x)

ρ : C∞(Rn) −→ C∞(Rn), u(x) �→ ρ(x)u(x)

имеет ядро Шварца
Kρ(x, y) = δ(x− y)ρ(x). (B.3)

Для ядер Шварца (B.2) и (B.3) справедлив следующий результат.

Предложение B.1. При h→ 0 имеет место сходимость ядер Шварца

Kψ0(h) −→ Kρ

по полунормам в пространстве D′
N∗Δ(X ×X), где N∗Δ ⊂ T ∗(X ×X)—конормальное расслоение

диагонали Δ ⊂ X ×X.
Доказательство. 1. Сначала докажем сходимость в D′(X × X). Для этого покажем, что для
любой пробной функции ϕ ∈ C∞(X ×X) существует предел

lim
h→0

Kψ0(h)(ϕ) = Kρ(ϕ). (B.4)

В самом деле, правая часть уравнения (B.4) равна (мы использовали (B.3) и равенство χρ = ρ)

Kρ(ϕ) =

∫
ϕ(x, x)ρ(x)dx. (B.5)

Запишем теперь величину в левой части в (B.4) в виде интеграла

Kψ0(h)(ϕ) = (2π)−n
∫∫∫

ei(x−y)ξϕ(x, y)χ(x)ρ(y)ψ0(hξ)dydξdx. (B.6)

Сделаем замену ξ′ = hξ в (B.6). Получим

Kψ0(h)(ϕ) = (2πh)−n
∫
χ(x)

[∫∫
ei

(x−y)ξ′
h ϕ(x, y)ρ(y)ψ0(ξ

′)dydξ′
]
dx. (B.7)

Применим метод стационарной фазы к внутреннему интегралу в формуле (B.7). В стационарной
точке m0 = (x, 0) гессиан фазовой функции f(y, ξ′) = (x− y)ξ′ равен

Hessf(m0) =

(
0 −1
−1 0

)
.



ФОРМУЛА ЛЕФШЕЦА ДЛЯ НЕЛОКАЛЬНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ, АССОЦИИРОВАННЫХ С РАССЛОЕНИЕМ 437

Тогда интеграл (B.7) имеет разложение

Kψ0(h)(ϕ) =

∫
ϕ(x, x)χ(x)ρ(x)ψ0(0)dx+O(h) при h→ 0. (B.8)

Поскольку χρ = ρ по условию и ψ0(0) = 1, то из выражений (B.5) и (B.8) получаем искомую
сходимость в D′(X ×X):

Kψ0(h)(ϕ) −Kρ(ϕ) = O(h).

2. Теперь докажем сходимость Kψ0(h) к Kρ в D′
N∗Δ(X × X). Выберем малые окрестности

U1, U2 ⊂ X и срезающую функцию ϕ(x, y) = ϕ1(x)ϕ2(y) ∈ C∞
c (U1 × U2).

Для доказательства сходимости Kψ0(h) к Kρ в D′
N∗Δ(X ×X) необходимо оценить разность

F(ϕKψ0(h))(tξ
′, tη′)−F(ϕKρ)(tξ

′, tη′) (B.9)

при малых h равномерно при всех

t � 1, |ξ′|2 + |η′|2 = 1, |ξ′ + η′| � ε. (B.10)

Для разности (B.9) получаем равенства

F(ϕKψ0(h))(tξ
′, tη′)−F(ϕKρ)(tξ

′, tη′) =

=

∫∫
e−it(xξ

′+yη′)
[∫

eiξ(x−y)ψ0(hξ)ϕ1(x)χ(x)ϕ2(y)ρ(y)dξ

]
dxdy−

−
∫∫

e−it(xξ
′+yη′)

[
ϕ1(x)χ(x)ϕ2(y)δ(x − y)ρ(y)

]
dxdy =

=

∫
ψ0(hξ)

[∫
eix(ξ−tξ

′)ϕ1(x)χ(x)dx

∫
eiy(−ξ−tη

′)ϕ2(y)ρ(y)dy

]
dξ−

−
∫
e−itx(ξ

′+η′)ϕ1(x)χ(x)ϕ2(x)ρ(x)dx =

=

∫
ψ0(hξ)F(ϕ1χ)(tξ

′ − ξ)F(ϕ2ρ)(tη
′ + ξ)dξ −

∫
F(ϕ1χ)(tξ

′ − ξ)F(ϕ2ρ)(tη
′ + ξ)dξ =

=

∫
(ψ0(hξ)− 1)F(ϕ1χ)(tξ

′ − ξ)F(ϕ2ρ)(tη
′ + ξ)dξ. (B.11)

Оценим последнее выражение в (B.11) в области (B.10). Поскольку ψ0(hξ) ≡ 1 при |hξ| � 1 и
в силу того, что функции ϕ1, ϕ2, χ— гладкие с компактным носителем, получаем из (B.11) оценку

∣
∣F(ϕKψ0(h))(tξ

′, tη′)−F(ϕKρ)(tξ
′, tη′)

∣
∣ � CN

∫

|ξ|> 1
h

[
(1 + |ξ − tξ′|)(1 + |ξ + tη′|)

]−N
dξ (B.12)

для любых N.

Лемма B.1. Для ε > 0 в области (B.10) справедливы неравенства

(1 + |ξ − tξ′|)(1 + |ξ + tη′|) � ε|ξ|, (B.13)

(1 + |ξ − tξ′|)(1 + |ξ + tη′|) � 1 + tε. (B.14)

Доказательство. 1. Неравенство (B.14) следует из неравенства треугольника и неравенств (B.10):

(1 + |ξ − tξ′|)(1 + |ξ + tη′|) = 1 + |ξ − tξ′|+ |ξ + tη′|+ |ξ − tξ′||ξ + tη′| � 1 + |tξ′ + tη′| � 1 + tε.

2. Получим теперь неравенство (B.13):

(1 + |ξ − tξ′|)2(1 + |ξ + tη′|)2 � (1 + |ξ − tξ′|2)(1 + |ξ + tη′|2) �
� 1 + |ξ − tξ′|2 + |ξ + tη′|2 = 1 + 2|ξ|2 + t2 − 2t(ξ, ξ′ − η′) �

� 1 + 2|ξ|2 − |(ξ, ξ′ − η′)|2 � 1 + 2|ξ|2 − |ξ′ − η′|2|ξ|2 = 1 + |ξ|2(2− |ξ′ − η′|2) =
= 1 + |ξ|2|ξ′ + η′|2 � 1 + ε2|ξ|2 > ε2|ξ|2.

Лемма B.1 доказана.
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Вернёмся к оценке величины (B.12). Пусть N = N1 +N2. Тогда по лемме B.1 получим
∫

|ξ|> 1
h

[
(1 + |ξ − tξ′|)(1 + |ξ + tη′|)

]−N
dξ =

=

∫

|ξ|> 1
h

[
(1 + |ξ − tξ′|)(1 + |ξ + tη′|)

]−N1
[
(1 + |ξ − tξ′|)(1 + |ξ + tη′|)

]−N2

dξ �

� (1 + tε)−N1

∫

|ξ|> 1
h

C|ξ|−N2dξ = C1(1 + tε)−N1hN2−n. (B.15)

Здесь в последнем интеграле в соотношении (B.15) мы сделали замену τ = hξ (интеграл сходится
при N2 > n).
Итак, из выражений (B.12) и (B.15) получаем оценку

F(ϕKψ0(h))(tξ
′, tη′)−F(ϕKρ)(tξ

′, tη′) = O(t−N1hN2−n)

в области (B.10) для любого ε > 0. Отсюда следует, что значения полунорм (A.1) от разности
Kψ0(h)−Kρ являются величинами порядка O(hN2−n). Теперь, выбирая N2 = n+1, получаем, что
эти значения стремятся к нулю.

B.2. Регуляризованный след. На гладком замкнутом многообразии X рассмотрим непре-
рывный оператор

A : C∞(X) −→ D′(X) (B.16)
с ядром Шварца KA ∈ D′(X ×X).
Через Δ ⊂ X ×X обозначим диагональ Δ = {(x, x)|x ∈ X}. Конормальное расслоение диаго-

нали равно
N∗Δ = {(x, ξ, x, η) ∈ T ∗(X ×X) | ξ + η = 0}.

Вложение i : Δ ↪→ X ×X индуцирует оператор сужения на диагональ

i∗ : C∞(X ×X) −→ C∞(Δ), i∗ : u(x, y) �→ u(x, x).

Применяя предложение A.1 из дополнения А к отображению i, получаем следствие.

Следствие B.1. Если выполнено условие

WF (KA) ∩N∗Δ = ∅, (B.17)

то определено сужение ядра Шварца на диагональ i∗KA ∈ D′(Δ).

Определение B.1. Регуляризованным следом оператора A, удовлетворяющего условиям
(B.17), называется число

τ(A) = (i∗KA)(1).

Замечание B.1. Если оператор A имеет непрерывное ядро ШварцаKA, то регуляризованный
след совпадает с операторным следом.

Предложение B.2. Если для оператора A из (B.16) выполнено соотношение (B.17) и выпол-
нено условие

WF ′
X(A) = ∅,

то существует предел
lim
h→0

τ(Aψ0(h)) = τ(Aρ), (B.18)

где оператор ψ0(h) и функция ρ были определены в предыдущем разделе.

Доказательство. Через KAψ0(h) обозначим ядро Шварца оператора Aψ0(h). Из определения ре-
гуляризованного следа видно, что для доказательства существования предела (B.18) достаточно
доказать следующее:
1. ядро Шварца KAψ0(h) сходится к ядру Шварца KAρ при h→ 0 в пространстве D′

N∗Δ(X×X);
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2. сужение ядра KAψ0(h) на диагональ сходится к ядру Шварца KAρ при h→ 0 в пространстве
D′(Δ);

3. спаривание с единицей даёт непрерывную функцию от h в точке h = 0.

Докажем эти три свойства.
Сначала покажем, что ядро Шварца KAψ0(h) непрерывно зависит от h по полунормам (A.1) при

h = 0. Предложение B.1 даёт, что ядро Шварца Kψ0(h) при h→ 0 сходится к Kρ в пространстве
D′
N∗Δ(X ×X). Далее, так как WF ′

X(A) = ∅, WF ′
X(ψ

0(h)) = ∅ и WF ′
X(ρ) = ∅, то по теореме A.1

получим искомую сходимость

KAψ0(h) → KAρ в D′
N∗Δ(X ×X) при h→ 0.

Далее заметим, что сужение ядра Шварца KAψ0(h) на диагональ Δ ⊂ X × X непрерывно
при h→ 0 в силу предложения A.1. Условие предложения A.1 выполнено, поскольку выполнено
соотношение (B.17).
Наконец, операция спаривания с единицей является непрерывной в силу определения сходи-

мости в пространстве D′(Δ).
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НЕПРЕРЫВНАЯ ПОПУЛЯЦИОННАЯ МОДЕЛЬ ПОКОЛЕНИЙ
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Аннотация. Традиционно непрерывные модели математической биологии направлены на дина-
мику взаимодействующих популяций как стационарных гомогенных общностей. Состояние попу-
ляций в уравнениях регулируется общими для всех особей ∀t,N(t) факторами эффективности вос-
производства, гибели, ограничения жизненного пространства или лимитом ресурсов. Существуют
много видов с неперекрывающейся последовательностью поколений, сменяющих друг друга в раз-
ных сезонных условиях. Число годовых поколений— важная характеристика экологии вида при
захвате нового ареала. Длина жизненного цикла и показатель репродуктивной активности r у
смежных поколений насекомых в ареале различны из-за необходимости зимовки. Колебания этих
величин влияют на стремительные вспышки численности. Показано, что применение дискретных
моделей xn+1 = ψ(xn; r)ϕ(xn−i)−Ξ оказывается нереалистично по фундаментальным причинам.
Появление циклов p �= 2i в порядке теоремы Шарковского избыточно для анализа популяций
и прогноза массовых размножений насекомых. В статье предложен метод организации моделей
сопряженного развития череды поколений в системе разрывных дифференциальных уравнений
как последовательности краевых задач. Модель событийно переопределяется для получения ре-
шения на отрезках времени, соответствующих условиям сезона. Модель с учетом конкуренции
и запаздывающей регуляции актуальна для анализа череды пиков активности вредителей, для
которых характерны отдельные чрезвычайно многочисленные поколения.

Ключевые слова: популяционное моделирование, непрерывная модель, моделирование поколе-
ний, популяционный цикл, динамика выживаемости, разрывные дифференциальные уравнения.
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1. Введение

Проблематика статьи связана с развитием методологии моделирования специфических слож-
ных ситуаций при трансформации развития популяционных процессов. Фундаментальные про-
блемы математической биологии возникают при формализации непрерывных процессов в био-
физической среде, имеющих выраженные аспекты трансформаций. Bo многих случаях пред-
ставление популяции как некоторой бесконечно делимой общности с мгновенными параметрами
рождаемости и смертности («мальтузианский» параметр r = const) слишком абстрактно. Многие
популяции (рыб и насекомых) представлены только одним поколением, и y разных поколений ока-
зываются разные характеристики. Актуальность темы определена инвазионными процессами и
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частыми вспышками численности опасных вселенцев в форме нескольких (обычно не более трех)
исключительно многочисленных поколений вредителей, превышающих балансовую K-емкость
экосистемы. B ситуации активных вспышек одно поколение вне рамок контроля начинает раз-
рушать свою среду, что регулярно происходит c обычно редкой и мелкой бабочкой Choristoneura
fumiferana, уничтожающей массивы хвойных лесов США и Канады. Популяция чрезмерно агрес-
сивного вселенца может полностью исчезнуть из ареала, что ранее не рассматривали в моделях
биофизики.
Цель работы — предложить метод формализации взаимодействия сменяющихся поколений

«короткоцикловых» популяций, которые из-за особенностей ареала развиваются при разных
условиях. Соответственно, характеристики жизненного цикла, длительности стадий онтогене-
за и факторы регуляции размножения и выживания y соседствующих в хронологии поколений
должны меняться импульсно. Для генерирующих сезонные поколения видов говорят об их воль-
тинности (би-, три- или пoливольтинные). Вольтинность на разных границах ареала вида часто
отличается из-за климата. Одно из поколений должно пережить зимовку, что разрывает попу-
ляционный процесс. Меняются не только значения параметров, что требует от модели аспекта
событийности. B статье обсудим метод формирования уравнений для описания убыли числен-
ности на интервалах времени, где параметры дифференциальных уравнений c запаздыванием и
регулирующие функции в правой части событийно меняются при переходе к расчету новой гене-
рации. Популяция рассматривается как общность, но с меняющимися характеристиками воспро-
изводства.

2. Биофизическая проблематика теоремы Шарковского

Проблема методов моделирования для применения в биофизике обусловлена тем, что решения
должны укладываться в рамки реальности. Классический пример выводов на грани разумного —
уравнение для гиперболического роста населения «Doomsday equation»

dN

dt
=
N2(t)

C
с точкой N(tD)→∞. Время удвоения численности человечества не может сокращаться

lim
t→tD

|tk1 − tk2| = 0

хотя бы из-за ненулевого срока беременности, но идея назначенной в 1960 г. авторами [6] на 13
ноября 2026 г. Doomsday-катастрофы неоднократно обсуждалась.
Важный методологический вопрос, оправдано ли для описания череды поколений переходить

к дискретной динамике? Поведение дискретных моделей становится сложным по фундаменталь-
ным математическим причинам, не связанным с проблемами биофизики. Варианты фазовых
портретов итерационных моделей разнообразны. Для функциональных итераций установлены
свойства нелинейности поведения «цикл ↔ хаос», которые универсальны и относятся к целым
классам отображений. Проблема в том, что если один из режимов поведения итераций получа-
ет трактовку, то c ним ассоциирован ряд избыточных. B результате свойства моделей популя-
ционных процессов при сущностном рассмотрении оказываются противоречивыми. Решения и
выводы при сопоставлении c реальностью выходят за рамки применимости. Усложнение модели
может [11] упростить ее поведение.
Описание поколений в итерациях c возмущением Ξn:

xn+1 = ψ(xn)− Ξn

выглядит нагляднее, что определило многие теоретические работы. Особенно активно развива-
лись для оптимизации промысла модели [7] из нелинейной функции связи существующего запаса
взрослых с нормой вылова q и производимого запасом пополнения, например,

xn+1 = axn exp (−bxn),
a > 1, 0 < b < 1 если глобальная точка x∗ = ψ(x∗), 1 < a < â, ∀x0 > 0, lim

n→∞ψn(x0) = x∗ теряет

устойчивость при a = e2 + ε, |ψ′(x∗)| > 1.
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Именно в уже известных популяционных моделях была обнаружена цикличность и теоретиче-
ски исследована хаотизация траектории, известная как сценарий каскада бифуркаций удвоения
периода p = 2i, i→∞, a = a∞ <∞ c универсальными константами Фейгенбаума [5].
B параметрических диапазонах a > a∞ наблюдаются переходы «хаос → цикл», образующих

бесконечное число «окон периодичности» в силу свойства существования n пар точек пересечения
(помимо x∗) c прямой ψ(x) = x у любой n раз вычисленной унимодальной ψn(. . . ψ(x) . . .).
Хаотизация вследствие возникшего замкнутого множества, не содержащего никаких внутрен-

них и изолированных точек, образованного из-за несчетного числа неустойчивых точек всех 2i-

циклов и всех их прообразов: F =
2n⋃

j
ψ−n(x∗j),— это сугубо математическое явление, ведь попу-

ляция является конечным множеством.
Для прогнозов эксплуатации популяций требуется усложнить модель — получить y ψ(x) две

стационарные точки 0 < x∗1 < xmax < x∗2 и ненулевую горизонтальную асимптоту, сделав пове-
дение ψn(x0) менее разнообразным, а значит, нехаотическим. Целесообразно нарушить данные в
работе [14] рамки условий сценария p = 2i, i → ∞ с ∃x, 0 < x < xmax : Hψ(x) > 0, избегая так
для унимодальных итераций с f ′(x) �= 0, x �= xmax основного критерия неограниченности каскада
удвоений — отрицательности шварциана:

Hψ =
ψ′′′(x)
ψ′(x)

− 3

2

(
ψ′′(x)
ψ′(x)

)2

< 0.

Для популяционных циклов x∗i < x∗i+1 у видов с кратким онтогенезом характерен максимум
при завершении периода, но циклы после бифуркаций удвоения не могут обладать нужным рас-

положением точек x∗1 < x∗i+1 < x∗p,
p−1∑

i=1
x∗i < x∗p. По обходу точек различают возникшие при разных

значениях a циклы p = 4 × 2 и p = 24. Согласно теореме Шарковского [12] в этой модели воз-
можно получение циклов периодов p �= 2i, но в малых параметрических диапазонах из a ∈ [1,∞]

и множестве A =
∞⋃

p=3
{Ap} периодических окон при Ap = [ap, ap∗] → 0, p = 3 . . . → ∞. Ширина

параметрического окна [ap, ap∗]→ max при p = 3.
Порядком чисел Шарковского указано сосуществование периодов циклов, и нечетные периоды

следуют после всех четных [8]. Порядок Шарковского заканчивается на цикле p = 3, значит,
уже существуют циклические траектории всех периодов (но неустойчивые). Популяции с циклом
из трех поколений известны, см. [2]. Согласно расширенным результатам о потере устойчивости
возникающих циклов в работе Ли и Йорка «Period Three Implies Chaos» [9] популяция с нечетным
циклом не будет существовать стабильно (рядом всегда хаос), хотя число поколений p �= 2i до
пика активности встречается часто у мелких млекопитающих.
Включение запаздывания

xn+1 = ψ(xn)ϕ(xn−i)
или

xn+1 = axn exp
(
−

m∑

i=0

bjxn−j
)
− qxn

нарушает важный критерий теоремы Сингера о единственности ω-предельного множества траек-
тории унимодальной ψn(x0), но появление альтернативных притягивающих циклов дает тонкий
динамический эффект. Представление цикличности для динамики экосистем необходимо моди-
фицировать, можно включить запаздывание или алгоритмы перенастройки параметров.

3. Применимость свойств циклов в моделях популяций с N(t− h)
Флуктуации численности у изолированных популяций возникали даже в постоянных услови-

ях лабораторий в опытах с моллюсками и насекомыми из-за конкуренции поколений за ресур-
сы [13]. Сложные колебательные и апериодические режимы возможно получить в одновидовых
непрерывных моделях c включением нелинейной запаздывающей регуляции

dN

dt
= rF (N(t− τ))− F(N(t− h), N(t)).
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Логистическое уравнение
dN

dt
= rN(t)

(
1− N(t)

K

)

c монотонным приближением к порогу ниши ∀t, r,N(0) < K : N(t) � K, lim
t→∞N(r, t) = K не

актуально для обобщения модели для сценариев вспышек и инвазий, например,

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
− θN2

E2 +N2
.

Для нерегулярных колебаний лабораторных насекомых при сосуществовании имаго и личинок
предложено уравнение [4] со сосредоточенным запаздыванием h и c постоянной смертностью q:

dN

d t
= rN(t− h) exp (−bN(t− h))−N(t)q, r, b, q, τ > 0. (3.1)

Установлено [1], что в решении уравнения (3.1) c ростом rh появляется цикл релаксационной
формы, и при увеличении значений — апериодическая динамика большой амплитуды.
Подобные (3.1) уравнения сохраняют важный недостаток для популяционных прогнозов:

∃t̂, lim
t→t̂

minN∗(rh > B, t) = 0 + ε,

так как если минимумы цикла N∗(rh) стремятся к нулю, то длительный режим флуктуаций
численности нереалистичен. При небольших rh в (3.1) можно получить временное перенасыщение
со стабилизацией роста: ∃t, r, h ∀N(0) : N(t, rh) > K : lim

t→∞N(rh, t) = K. Величина экологической
ниши K не тождественна действующему уровню насыщения лабораторных условий K.
Для ситуации появления адаптивного воздействия у атакуемой вселенцем среды предложим

модификацию модели (3.1) с −F (N(t− h)) и c действующим на биотическую среду порогом A:

dN

d t
= rN(t− h) exp (−bN(t− h))− θN2(t− h)

(A−N(t− h))2
. (3.2)

Предложенная модификация (3.2) описывает актуальную для инвазий ситуацию— однократного
прохождения состояния малой околопороговой численности и экологический эффект «бутылоч-
ного горлышка». Это явление связано со стремительно адаптивно возникшим ростом активного
биотического противодействия, что можно использовать для выработки мер подавления опасных
видов. Форма нелинейности в разных экологических ситуациях должна быть разная.
Для задач анализа инвазий логичнее подбирать соответствующие ситуации функции

F(N − l(h)), чем менять и дополнять параметры модели. Свойства реальных вспышек трудно
описать даже моделями с F (N(t − h1), . . . , (N(t − l(hj))), необходимо включать переопределяе-
мые структуры.

4. Непрерывная событийная модель бивольтинной популяции

Предложим подход построения непрерывной вычислительной модели переходных популяци-
онных режимов с событийными трансформациями функций нелинейной регуляции, а не только
параметров в правых частях уравнений с N(t− h).
Для прогноза активности насекомых в бореальных лесах альтернативный итерациям метод —

формализация скорости убыли поколения от t = 0 на стадиях до полового созревания. Из-за дол-
гой зимы длительность онтогенеза поколений различна (обозначим как τ или T ) в зависимости
от сезона, и более того, бывает не постоянной между сезонами, так как зависит от погоды, и
потому для сравнения сценариев длительность послужит управляющим параметром.
Событийные модели выделяют из пространства состояний предикативно по истинности набора

условий точки трансформаций. Точки разрыва в расчетах правых частей легче задать алгорит-
мом с внешними воздействиями, но мы предлагаем рассчитывать моменты перехода из других
связанных уравнений. Метод моделирования позволит разделить момент размножения и даль-
нейшую убыль полученного поколения Nn(tn = 0), которая замедляется к моменту размножения
и появления другого сезонного поколения Nn+1(tn+1 = 0). Меняя в сценарных экспериментах



НЕПРЕРЫВНАЯ ПОПУЛЯЦИОННАЯ МОДЕЛЬ ПОКОЛЕНИЙ С РАЗРЫВНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 447

величины τ или T , можно оценить влияние продолжительности зимовки находящихся в спяч-
ке особей зимнего поколения из-за погодных условий на частоту появления генераций высокого
уровня выживаемости и необычных вспышек численности летнего поколения.
Если у насекомых с полным циклом превращений поколения не перекрываются и имеют раз-

личные условия развития, то у них проявляются иные механизмы, контролирующие формиро-
вание итогового половозрелого поколения. Самки сезонных поколений часто обладают разной
плодовитостью и миграционной активностью. Яйца или куколки поколения находятся в долгом
анабиозе до весны либо развиваются в весенних условиях. Учтем, что интервал времени меж-
ду появлением половозрелых генераций может не быть постоянным. Учет численности опасных
насекомых проводят по вредящей стадии, обычно гусениц старших возрастов. Статистикой фик-
сируется состояние поколения N(T) в некоторый момент T незавершенного цикла развития. Во
время запуска вспышек численности вредителей состояние популяции оценивается мониторингом
по размерам пораженных площадей леса. Метод расчетов сопряженных краевых задач на после-
довательности интервалов времени — естественное описание для анализа развития насекомых,
которые отличаются выраженной стадийностью развития.

4.1. Базовая модель динамики сопряженных поколений. Получить зависимость эффек-
тивности размножения можно, рассчитав убыль численности поколения N(0) до его размножения
на интервале времени, раздельно учтя факторы смертности в модели динамики плавной убыли:

dN

dt
= −(αN(0) + β)N(t), t ∈ [0, τ ], (4.1)

где α—компенсирующий избыток яиц параметр убыли, β —коэффициент независимой от плот-
ности смертности. Для весеннего поколения сильнее зависимость его убыли от начальной чис-
ленности N(0) = λN(T ) из-за действии негативных факторов активности естественных врагов.
На развивающееся весной поколение оказывает давление массовые осы-паразиты, избирательно
атакующие ранние стадии развития. Действие паразитов становится эффективным при высокой
плотности жертв, что характерно для планового выпуска паразитической осы Stethantix oaxacana.
Можно было бы подавить выпусками выращенных ос всех вредных для культурных растений че-
шуекрылых, но самих ос атакуют веерокрылые паразиты Xenos vesparum. Интегрирование (4.1)
даст унимодальную функцию:

N(t)∫

N(0)

dN

−(αN(0) + β)N(t)
=

t∫

0

d t, ln
N(0)

N(t)
= t(αN(0) + β), N(t) =

N(0)

exp (t(αN(0) + β))
.

N(0) рассчитаем из плодовитости, а время определено длиной стадий. Важно, что непрерывную
модель (4.1) легче целенаправленно модифицировать и избегать ее избыточного поведения.
Учтем, что на выживаемость личинок насекомых влияет скорость развития из-за необходимо-

сти своевременного перехода на их следующую стадию онтогенеза:

dN

dt
= −(αF[w(t)]N(0) + β)N(t), t ∈ [0, τ ]. (4.2)

Скорость роста w(t) = l(N−k(t)), k /∈ Z отражается на выживаемости поколения в благоприятных
условиях и при меньшей продолжительности онтогенеза. Связь темпов роста личинок F[w(t)]
будет разной для поколений, потому выберем две формализации F.
Способность к избеганию атак доминирующего паразита сопровождается достижением стадии

развития, переменами физиологии и поведения. Метаморфозы могут происходить только после
накопления достаточного роста w(ts). Средняя обеспеченность кормом группы особей, в свою
очередь, зависит от N(t) и часто от предшествующего N(t−h), что определяет динамику темпов
роста особей поколения. Обоснован метод взаимосвязанного описания скорости убыли поколения
в зависимости от темпов роста. Для скорости роста w(t) многих видов на периоде жизни после
личинки известно балансовое уравнение активности анаболизма ζ и катаболизма σ:

dw

dt
= ζ 3

√
w(t)2 − σw(t), w(0) = w0
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Уравнение хорошо описывает рост ряда животных на асимптотике приближения к w → W∞,
но исключая период раннего онтогенеза для видов со стадиями жизни и метаморфозами. Для
рыб или насекомых данное уравнение необходимо модифицировать. Достаточно сильно действует
влияние скученности особей, и первые стадии развития проходят при эндогенном питании. При
увеличении плотности возникает асимметричное распределение размерной структуры популяции,
остаются либо очень крупные, либо слишком мелкие особи [15], что влияет на размножение.

4.2. Моделирование динамики первой генерации. Для разрывной структуры необходимо
описание изменения поколений от момента его генерации до его репродуктивной активности
(у насекомых отряда Lepidoptera однократная). Опишем динамику убыли численности поколения
на интервале t ∈ [0, τ ] объединенными в систему уравнениями c учетом оптимального роста ŵ:

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

dN1

dt
= −

(

α

√
ŵ

w(t)
N(0) + β

)

N(t),

dw

dt
= ζ

w(t)2/3
√
N(t)

− σw(t).
(4.3)

В сегменте модели (4.3) включение запаздывания из-за исчерпания пищевых ресурсов не акту-
ально, так как темп пополнения ресурсов питания в этой фазе обычно компенсирует активное
потребление [3]. В начале расчетов из-за включения N(0) убыль в (4.3) очень стремительна.

4.3. Моделирование развития второго сезонного поколения. Синхронизированная с
первичной численностью атака паразитов — короткое сезонное явление. Опишем выживаемость
второго поколения t ∈ [0,T ] системой уравнений, связанной по начальным условиям с (4.3) и
оптимальным значением размерного развития w̃ для зимующего поколения:

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

dN2

dt
= −

(
α

√
(w̃ − w(t))2N(t) + β

)
N(t− h),

dw

dt
=

Q
3
√
N2 + ζ

.
(4.4)

В сегменте (4.4) w(t) отражает уровень размерного развития поколения, влияющий на увеличение
пищевых потребностей и действующий негативно при возможном исчерпании пищевых ресурсов;
Q—параметр, учитывающий ограниченность количества доступных ресурсов; ζ —параметр, учи-
тывающий ограничение темпов развития, не зависящее от численности, и отражающий уровень
конкуренции за ресурсы; α— аналогично коэффициент смертности от скученности, но при N(t);
β —коэффициент независимой смертности, учтем небольшое запаздывание h.
Начальные условия:

N(0) = λN(τ), w(0) = w0,

где λ— средняя плодовитость особей. Вспышку в форме краткого пика активности в предложен-
ной модели запускает повышенная выживаемость зимующего поколения при сокращении времени
зимовки при сниженном конкурентном факторе для весеннего поколения при его высокой плодо-
витости, но исчерпание ресурсов прошлой генерацией снижает возможности массового размно-
жения. Плодовитость — орудие эволюционной борьбы, но, как любое орудие, может обратиться и
против его обладателя, разрушив ресурсы среды.

5. Заключение

В статье разработан метод построения специфической модели популяционного цикла воспро-
изводства на основе сопряженных по начальным условиям систем дифференциальных уравнений
для поколений. Формализованные темпы убыли численности взаимосвязаны с размерным раз-
витием на неравных интервалах онтогенеза у смежных поколений. Сопрягая в вычислительной
среде решения на последовательных кадрах гибридного времени T = [0, τ ]i ∪ [0,T ]i, можно опи-
сывать нерегулярную смену сезонов с высокой и низкой численностью вредителя. При сложности
вычислений метод более естественно следует экологии [10], чем итерации xn+1 = ψxn с циклами
p = 2i и хаотизацией. Модель (4.3)↔ (4.4) формализует различия плотностной и паразитической
регуляции при смене сезонов в зависимости либо от текущей N2(t), либо исходного обилия N(0)
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для летней генерации. Раздельно описав действие плотностной регуляции во взаимосвязи с тем-
пами развития, мы получили модель динамики выживаемости слабо конкурирующих поколений с
различными условиями метаморфозов стадий и продолжительностью онтогенеза. Предложенный
метод актуален для моделирования динамики и оценки эффективности искусственного воспро-
изводства лососевых рыб с независимо сосуществующими четными и нечетными генерациями.
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Abstract. Traditionally, continuous models of mathematical biology are focused on the dynamics
of interacting populations as stationary homogeneous entities. The state of the populations in the
equations is governed by factors common to all individuals ∀t,N(t): reproductive efficiency, mortality,
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Аннотация. Рассматривается несамосопряженный обыкновенный дифференциальный оператор,
определяемый на конечном отрезке линейным дифференциальным выражением n-го порядка с
ненулевым коэффициентом при (n−1)-й производной и двухточечными регулярными по Биркго-
фу краевыми условиями. Исследуется вопрос о равномерной равносходимости разложений задан-
ной функции в биортогональный ряд по собственным и присоединенным или, кратко, корневым
функциям этого оператора и в обычный тригонометрический ряд Фурье, а также об оценке раз-
ности соответствующих частичных сумм (или, коротко, о скорости равносходимости) при самых
общих условиях на разлагаемую функцию и коэффициент при (n − 1)-й производной. Получе-
ны оценки разности разложений в терминах общих (интегральных) модулей непрерывности раз-
лагаемой функции и коэффициента при (n − 1)-й производной, равномерные внутри основного
интервала. Из этих оценок выводятся соответствующие оценки в случае, когда модули непрерыв-
ности оцениваются сверху медленно меняющимися функциями и, в частности, логарифмическими
функциями. На основе этого сформулированы достаточные условия равносходимости в указан-
ных случаях. Эти результаты получаются с использованием полученной ранее автором оценки
разности частичных сумм разложений заданной функции в биортогональный ряд по собственным
и присоединенным функциям рассматриваемого дифференциального оператора и в модифициро-
ванный тригонометрический ряд Фурье, а также аналогов теоремы Штейнгауза. Модификация
тригонометрического ряда Фурье заключается в применении к обычному тригонометрическому
ряду Фурье вполне конкретного ограниченного оператора, выражающегося через коэффициент
при (n− 1)-й производной, а к разлагаемой функции— обратного к нему оператора.

Ключевые слова: несамосопряженный обыкновенный дифференциальный оператор, разложе-
ние по корневым функциям, ряд Фурье, равносходимость разложения, скорость равносходимости.
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1. Постановка задачи и краткая история вопроса

Рассматривается несамосопряженный обыкновенный дифференциальный оператор L, опреде-
ляемый на отрезке [0, 1] дифференциальным выражением (д.в.)

�(y) := y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn(x)y, (1.1)

© В. С. Рыхлов, 2025

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode

452



РАВНОСХОДИМОСТЬ РАЗЛОЖЕНИЙ ПО КОРНЕВЫМ ФУНКЦИЯМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА 453

где pj(x) ∈ L1[0, 1], j = 1, n, с ненулевым коэффициентом при (n − 1)-й производной, и линейно
независимыми краевыми условиями

n−1∑

j=0

(
akjy

(j)(0) + bkjy
(j)(1)

)
= 0, k = 1, n. (1.2)

Пусть выполняется основное предположение: краевые условия (1.2) регулярны по Биркгофу
(определения общепринятых понятий, встречающихся в настоящей статье, можно найти, напри-
мер, в книге [41]).
Исследуется вопрос о равномерной равносходимости разложений заданной функции в ряд по

собственным и присоединенным функциям (с.п.ф.) или, кратко, корневым функциям оператора
L и в обычный тригонометрический ряд Фурье, а также об оценке разности соответствующих
частичных сумм (или, коротко, о скорости равносходимости) при самых общих условиях на раз-
лагаемую функцию и коэффициент p1(x) при (n− 1)-й производной.
Задача о разложении заданной функции в ряд по с.п.ф. оператора L является одной из ос-

новных задач, возникающих при рассмотрении таких операторов. Наиболее полно эта задача
решается в случае, когда удается доказать равносходимость (в том или ином смысле) разложе-
ний заданной функции в ряды по с.п.ф. оператора L и по тригонометрической системе, так как
тригонометрическая система достаточно хорошо изучена.
Исследование равносходимости спектральных разложений представляет собой активно раз-

вивающееся направление, начало которого было положено в работах В.А. Стеклова [56, 57],
Э.У. Хобсона [70], А. Хаара [68, 69] для случая дифференциального оператора Штурма—
Лиувилля и Я.Д. Тамаркина [58,82, 83], М. Стоуна [81] для дифференциального оператора про-
извольного порядка с произвольными двухточечными краевыми условиями, удовлетворяющими
условию регулярности Биркгофа [41, с. 66-67].
Новый импульс этому направлению придал В.А. Ильин [6–9], разработавший метод получения

теорем равносходимости, в котором дифференциальный оператор не привязывается к граничным
условиям, а лишь используется дополнительная информация о поведении собственных значений
(с.з.) и с.п.ф.
Первый наиболее общий результат о равносходимости для оператора L получил Я.Д. Тамар-

кин [82]. Он доказал, что при нулевом коэффициенте p1(x) (или достаточно гладком: p1(x) ∈
Cn−1[0, 1]) и регулярных краевых условиях для всякой интегрируемой (по Риману) функции ря-
ды Фурье по с.п.ф. оператора L и по тригонометрической системе равномерно равносходятся
внутри (0, 1). Похожий результат получил М.Н. Стоун [81].
Позднее Я.Д. Тамаркин [58,83] доказал теорему равносходимости для более общих операторов,

но опять-таки с условиями регулярности краевых условий и достаточной гладкости коэффици-
ента при (n− 1)-й производной или аналогичных ему коэффициентов.
Н.П. Купцов [15] доказал абстрактную теорему равносходимости разложений по с.п.ф. опера-

торов A и A+Q, действующих в банаховом пространстве. Приложениями этой теоремы являются
обычные теоремы равносходимости разложений по с.п.ф. оператора L и в обычный тригономет-
рический ряд Фурье, но опять же в случае регулярных краевых условий оператора L и нулевого
коэффициента p1(x).
А.П. Хромов [60, 62] распространил теорему о равносходимости Тамаркина на интегральные

операторы (Af)(x) :=
1∫

0

A(x, ξ)f(ξ) dξ (x ∈ [0, 1]), ядра которых обобщают свойства функции

Грина оператора L с регулярными краевыми условиями. А именно, А.П. Хромов рассмотрел
случай, когда некоторые производные ядра интегрального оператора имеют разрыв первого рода
на линии ξ = x. Такие операторы являются в определенном смысле каноническими в классе
интегральных операторов, для разложений по с.п.ф. которых имеет место равносходимость с
тригонометрическим рядом Фурье. В дальнейшем В.В. Корнев и А.П. Хромов [14], а также
А.П. Хромов [63] распространили эти результаты на другие интегральные операторы. Аналог
случая p1(x) /∈ Cn−1[0, 1] при этом не рассматривался.
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Обзор результатов по вопросам сходимости и, в частности, равносходимости биортогональных
разложений функций для обыкновенных дифференциальных операторов приведен А.П. Хромо-
вым в [61].
В основе всех этих результатов лежал метод контурного интеграла Пуанкаре—Коши или, по-

другому, резольвентный метод, использующий интегральное представление Коши проекторов
Рисса.
Другой подход к проблеме равносходимости, как было отмечено, предложил В.А. Ильин [6–9].

При получении своих результатов он существенно использовал формулу среднего значения, полу-
ченную первоначально Е.И. Моисеевым [39,40] для случая гладких коэффициентов, и затем мо-
дифицированную И.С. Ломовым [29] для случая негладких коэффициентов. Эта формула явля-
ется распространением формулы среднего значения для регулярного решения самосопряженного
дифференциального уравнения второго порядка, которая указана в книге Э.Ч. Титчмарша [59],
на случай присоединенных функций и на случай уравнений более высокого порядка.
В.А. Ильин доказал равномерную равносходимость с тригонометрическим рядом разложений

в биортогональный ряд по с.п.ф. произвольного несамосопряженного дифференциального опера-
тора, порожденного выражением �(y) и произвольными краевыми условиями, обеспечивающими
определенное асимптотическое поведение с.з.
Доказанные В.А. Ильиным теоремы формулируются в терминах условий на коэффициенты

�(y) и функции биортогональной системы и охватывают ранее известные результаты, касающиеся
равносходимости, в частности, случай регулярных краевых условий. Более того, эти теоремы
впервые устанавливают локальный характер не только требований на разлагаемую функцию, но
и требований на коэффициенты �(y) и функции биортогональной системы.
Дальнейшее продвижение в вопросе о равносходимости было сделано А.М. Минкиным [37,38].

Некоторые доказанные им теоремы по формулировке родственны ряду утверждений В.А. Ильи-
на [6–9], но доказательства другие. В обзорной статье [73] А.М. Минкина дан развернутый анализ
результатов по равносходимости спектральных разложений.
Все приведенные выше результаты относились к операторам L с достаточно гладким коэффи-

циентом p1(x), а также к обобщениям именно таких операторов. Вопрос о влиянии свойств этого
коэффициента на равносходимость был исследован автором [44,46,76]. Было установлено, что су-
ществует тесная связь между множеством тех функций f(x), для разложений которых по с.п.ф.
оператора L имеет место равносходимость с тригонометрическим рядом Фурье, и свойствами
коэффициента p1(x). По сути, в этих работах была дана оценка разности частичных сумм раз-
ложений в ряд по с.п.ф. оператора L и в обычный тригонометрический ряд Фурье (или, кратко,
скорости равносходимости).
Отметим, что вопрос об оценке разности частичных сумм разложений по с.п.ф., отвечаю-

щих двум произвольным неотрицательным самосопряженным расширениям оператора Штурма—
Лиувилля, впервые был рассмотрен В.А. Ильиным и И. Йо [12,13].
Аналогичные вопросы для оператора Штурма—Лиувилля исследовались Ш.А. Алимовым и

И. Йо [66], а также Н. Лажетичем [20,21]. Для оператора Шредингера вопросы, связанные с оцен-
кой скорости равносходимости спектральных разложений, были рассмотрены Е.И. Никольской
в статье [42].
В. Е. Волков и И. Йо [4] перенесли результат [12,13] на случай несамосопряженного оператора

Шредингера с комплекснозначным потенциалом из класса L2
loc и получили точную по поряд-

ку оценку разности частичных сумм спектральных разложений. Позднее В.А. Ильин [10, 11] и
Е.И. Никольская [42] перенесли результат [12,13] на случай произвольного суммируемого потен-
циала, скалярного или матричного.
Во всех случаях были получены оценки скорости равномерной равносходимости на любом

компакте K ⊂ G, где G есть основной интервал. Такие же локальные оценки, но в интегральной
метрике, получены В.М. Курбановым [17] для широкого класса обыкновенных дифференциаль-
ных операторов. Отметим также другие статьи [16,18,19,72] В.М. Курбанова в этом направлении.
В частности, в статье [18] им была исследована зависимость скорости равносходимости от модуля
непрерывности главных коэффициентов д.в.
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Системы функций, по которым ведется разложение, могут удовлетворять разным краевым
условиям, поэтому равномерной равносходимости соответствующих рядов на всем отрезке G в об-
щем случае не может быть. Некоторые практические задачи, тем не менее, требуют оценку ско-
рости равносходимости разложений или оценку порядка приближения функций спектральными
разложениями именно на всем G, причем оценку достаточно установить в интегральной метрике.
Используя подход В.А. Ильина, оценки скорости равносходимости соответствующих разложений
на всем интервале G в интегральной метрике Lp получил И.С. Ломов [23].
В дальнейшем И.С. Ломов перенес эти результаты на несамосопряженный оператор Шре-

дингера [24, 25] и затем на оператор Штурма—Лиувилля с негладким коэффициентом p1(x) при
первой производной в дифференциальной операции [26–28]. Для произвольного оператора чет-
ного порядка результат был получен И.С. Ломовым [30, 31, 33] и И.С. Ломовым совместно с
С.В. Афониным [1] — для операторов нечетного порядка.
И.С. Ломов в [34] также установил оценку зависимости скорости локальной равносходимо-

сти разложений от расстояния внутреннего компакта до границы интервала G и совместно с
А.С. Марковым [36] перенес эти результаты на системы дифференциальных уравнений.
Детальный обзор этих и аналогичных результатов по оценке разности частичных сумм можно

найти в работах И.С. Ломова [32, 35].
Интересные результаты по оценке скорости равносходимости получили Г.В. Радзиевский и

А.М. Гомилко [5], а также Г.В. Радзиевский [43,75]. Они подробно исследовали равносходимость
и получили оценки разности частичных сумм разложений по с.п.ф. регулярных краевых задач
для функционально-дифференциальных и дифференциальных операторов в метрике Lp[0, 1], где
1 < p <∞. Результат сформулирован в терминах подходящих модулей непрерывности.
Отдельно от перечисленных результатов стоят результаты о равносходимости для операторов

Штурма—Лиувилля с потенциалами-распределениями.
Операторы Штурма—Лиувилля с потенциалами-распределениями начали изучаться в начале

2000-х годов. Такого типа операторы были введены А.М. Савчуком и А.А. Шкаликовым [49] и
активно исследовались разными математиками.
По-видимому, первой работой, в которой изучались вопросы равносходимости для таких опе-

раторов, стала статья В.А. Винокурова и В.А. Садовничего [3], в которой была доказана рав-
номерная на всем отрезке [0, π] равносходимость в случае, когда f(x) ∈ L1[0, π], q(x) = u′(x),
где функция u(x) из пространства BV [0, π], т. е. функция ограниченной вариации. При этом
рассматривались краевые условия Дирихле.
П. Джаков и Б.С. Митягин [67] установили равномерную равносходимость для такого вида

операторов Штурма—Лиувилля с произвольными регулярными краевыми условиями. При этом
разлагаемая функция f(x) выбиралась квадратично суммируемой с дополнительным условием
на ее коэффициенты Фурье, а именно: суммируемость в квадрате с логарифмическим весом.
И.В. Садовничая в серии работ [50–54, 79] получила ряд интересных результатов о равносхо-

димости и оценке скорости равносходимости для оператора Штурма—Лиувилля с потенциалом-
распределением и операторов Дирака. В частности, для оператора Штурма—Лиувилля с кра-
евыми условиями Дирихле и с потенциалом q(x) = u′(x), где u(x) ∈ L2[0, π], была доказана
равносходимость по норме пространства Lν [0, π], ν ∈ [2,∞), в случае, когда разлагаемая функ-
ция f(x) ∈ Lμ[0, π], μ ∈ [1, 2], где 1/μ − 1/ν � 1/2 (в частности, для μ = 2, ν = ∞). Для
оператора Штурма—Лиувилля с краевыми условиями Дирихле и с потенциалом q(x) = u′(x), где
u(x) ∈ W θ

2 [0, π], 0 < θ < 1/2 (W θ
2 [0, π] есть шкала соболевских пространств с нецелым индексом

гладкости θ ∈ [0, 1]), получена оценка скорости равносходимости по норме пространства L∞[0, π]
для случая, когда разлагаемая функция f(x) ∈ L2[0, π].
Следует отметить также результаты В.А. Юрко [65] по равносходимости спектральных разло-

жений в случае дифференциальных уравнений с неинтегрируемыми коэффициентами.
Таким образом, вопросы равносходимости в том или ином виде спектральных разложений

и задача оценки разности частичных сумм в различных метриках и для различных классов
дифференциальных операторов являются актуальными направлениями исследований.
Автору статьи удалось продвинуться в данном направлении, а именно, в [46, 47, 76, 77] была

дана оценка разности частичных сумм разложений по с.п.ф. оператора L и в тригонометрический
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ряд Фурье в терминах логарифмических модулей непрерывности коэффициента p1(x) и разла-
гаемой функции f(x). В статье [78] результаты [46, 47, 76, 77] были обобщены и оценка разности
частичных сумм была получена в терминах общих модулей непрерывности. В частности, в слу-
чае, когда модули непрерывности оцениваются сверху медленно меняющимися функциями. При
этом важную роль в доказательстве играет доказанный автором аналог теоремыШтейнгауза [48].

2. Основные понятия и определения. Формулировка полученных результатов

Далее будут использоваться следующие модули непрерывности:

ω(f, δ)p = sup
0<h�δ

⎛

⎝
1−h∫

0

|f(t+ h)− f(t)|p dt
⎞

⎠

1/p

в случае 1 � p <∞,

ω(f, δ)∞ = sup
0<h�δ

sup
t∈[0,1−h]

∣∣f(t+ h)− f(t)∣∣.
(2.1)

Далее под L∞[0, 1] удобно понимать пространство C[0, 1].
Введем следующие пространства функций при α > 0 и 1 � r �∞:

Hα
r [0, 1] =

{
f ∈ Lr[0, 1] : ω(f, δ)r = O

(
ln−α

1

δ

)
, δ → +0

}
.

Считаем, что H0
r [0, 1] = Lr[0, 1].

Наряду с оператором L вида (1.1)-(1.2) потребуется линейный дифференциальный оператор
L0, порожденный простейшим д.в. и периодическими краевыми условиями

�0(y) := y(n), y(k−1)(0)− y(k−1)(1) = 0, k = 1, n. (2.2)

Числа λ0ν := (2νπi)n, ν = 0,±1,±2, . . . , суть с.з. оператора L0, а функции eν(x) := exp(2νπix)—
соответствующие собственные функции (с.ф.), т. е. система с.ф. есть обычная тригонометриче-
ская система в экспоненциальной форме.
Пусть λν , ν = 0, 1, 2, . . . , суть с.з. оператора L. Асимптотика с.з. оператора L может быть полу-

чена аналогично тому, как это сделано, например, в [41, с. 74-75], но с использованием асимпто-
тических формул для решений дифференциального уравнения �(y)−λy = 0, даваемых теоремой
из статьи автора [45], вместо асимптотических формул [41, с. 58-59].
Обозначим через Dδ область комплексной плоскости C, получающуюся из C в результате уда-

ления множеств
∞⋃

ν=0
Kδ(λν) и

∞⋃

ν=−∞
Kδ(λ0ν), где обозначено Kδ(c) = {λ : |λ − c| < δ}, δ > 0 и

достаточно мало.
Из асимптотики с.з. оператора L следует, что существует последовательность {rm}∞m=1 ⊂ R

такая, что (2πm)n < rm < (2π(m+1))n, и контуры Γm := {λ ∈ C : |λ| = rm}, начиная с некоторого
достаточно большого m, лежат в области Dδ. Между соседними контурами находятся не более
двух с.з. λν , начиная с некоторого m. Рассмотрение таких контуров обусловлено структурой
обычного тригонометрического ряда Фурье в экспоненциальной форме, который на самом деле
является рядом со скобками.
Обозначим через Rλ и R0λ резольвенты операторов L и L0, соответственно, а через G(x, ξ, λ)

и G0(x, ξ, λ)— соответствующие функции Грина. Пусть

Sm(f, x) := − 1

2πi

∫

Γm

Rλf dλ = − 1

2πi

∫

Γm

1∫

0

G(x, ξ, λ) dξ dλ,

σm(f, x) ≡ S0m(f, x) := − 1

2πi

∫

Γm

R0λf dλ = − 1

2πi

∫

Γm

1∫

0

G0(x, ξ, λ) dξ dλ.

Известно [41, с. 92], что Sm(f, x) есть частичная сумма биортогонального ряда Фурье функ-
ции f(x) по с.п.ф. оператора L, содержащая слагаемые, соответствующие с.з. λν , для которых
выполняется неравенство |λν | < rm, а σm(f) есть частичная сумма ортогонального ряда Фурье
функции f(x) по с.ф. оператора L0, содержащая слагаемые, соответствующие с.з. λ0ν = (2νπi)n,
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для которых |ν| � m, т. е. частичная сумма порядка m обычного тригонометрического ряда
Фурье функции f(x)

σm(f, x) :=
m∑

k=−m
(f, ek)ek(x), где (f, ek) :=

1∫

0

f(ξ)e−2kπiξ dξ.

Для f(x) из L1[0, 1] обозначим

Φm(x) = Sm(f, x)− V σm(V −1f, x), Ψm(x) = Sm(f, x)− σm(f, x), (2.3)

где

V (x) = exp

(
− 1

n

x∫

0

p1(τ) dτ

)
. (2.4)

Введем условие

f(x) ∈ Lr[0, 1], p1(x) ∈ Lq[0, 1], 1

q
+

1

r
= 1, 1 � q �∞. (2.5)

Справедлива следующая теорема об оценке разности частичных сумм Φm(x) в терминах общих
модулей непрерывности разлагаемой функций f(x) и коэффициента p1(x).

Теорема 2.1. При условии (2.5) для любого компакта K ⊂ (0, 1) и натурального m� 1

‖Φm(x)‖C(K) � C(f, L,K)Am, (2.6)

где

Am = inf
k∈N

{(

lnmω

(
p1,

1

k

)

q

+ 1 +
k2/q

m1/q
+
k2 lnm

m

)

ω

(
f,

1

k

)

r

+

+

(
1 +

k2 lnm

m

)
ω

(
p1,

1

k

)

q

+
k2+2/q

m1+1/q
+
k4 lnm

m2

}

.

Для формулировки теоремы об оценке разности частичных сумм Ψm(x) введем следующие
обозначения:
• для функции h(x) ∈ C[0, 1] положим

Hq(h,m) :=

⎛

⎜
⎝

1∫

1/m

1

ξ
hq(ξ) dξ

⎞

⎟
⎠

1/q

при 1 � q <∞, H∞(h,m) := 1; (2.7)

• для функции g(x) ∈ Lq[0, 1] положим
θq(g, δ) := sup

τ∈[0,δ]
θ1q(g, τ) при 1 � q <∞ и θ∞(g, δ) ≡ 1, (2.8)

где

θ1q(g, τ) := inf
k∈N

{
ω
(
g,

1

k

)

q
+ (k2τ)

1
q

}
при 1 � q <∞, (2.9)

θ̂q(g, δ) = sup
τ∈[0,δ]

θ̂1q(g, τ) при 1 � q <∞ и θ̂∞(g, δ) ≡ 1, (2.10)

где

θ̂1q(g, τ) = inf
k∈N

{
ω
(
g,

1

k

)

q
+

1

k1/r
θq

(
g,

1

k

)
+ (k2τ)

1
q

}
при 1 � q <∞. (2.11)

Теорема 2.2. При условии (2.5) для любого компакта K ⊂ (0, 1) и натурального m� 1

‖Ψm(x)‖C(K) � C(f, L,K)Bm, (2.12)

где

Bm = inf
k∈N

{(

lnmω

(
p1,

1

k

)

q

+ 1 +Hq

(
θ̂q(p1, ·),m

)
+
k2/q

m1/q
+
k2 lnm

m

)

ω

(
f,

1

k

)

r

+
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+

(
1 +

k2 lnm

m

)
ω

(
p1,

1

k

)

q

+
1

k1/r
θq

(
p1,

1

k

)
+
k2+2/q

m1+1/q
+
k4 lnm

m

}

. (2.13)

Если на ω(f, δ)r и ω(p1, δ)q наложить такие условия, при которых Am → 0 или Bm → 0 при
m → ∞, можно получить различные достаточные условия равносходимости соответствующих
разложений с оценками разности частичных сумм.
Интересные результаты получаются в случае, когда функции ω(f, δ)r и ω(p1, δ)q по переменной

δ являются медленно меняющимися функциями.
Понятие медленно меняющейся функции тесно связано с понятием правильно меняющейся

функции. Это понятие было введено И. Караматой [71] в 1930 г. (при этом рассматривались
непрерывные функции).
Правильно меняющиеся функции примыкают к степенным, хорошо изучены и имеют много-

численные приложения, в основном благодаря их особой роли в теоремах тауберова типа. Теорию
таких функций можно найти в книге [55].

Определение 2.1. Положительная непрерывная в проколотой окрестности нуля функция
Ω(δ), для которой выполнено условие

lim
δ→0

Ω(γδ)

Ω(δ)
= γρ для любого γ > 0, (2.14)

называется правильно меняющейся в нуле функцией порядка ρ ∈ R. Правильно меняющаяся
в нуле функция порядка ρ = 0 называется медленно меняющейся функцией (м.м.ф.) в нуле.
Функция Ω(δ) называется правильно меняющейся функцией в бесконечности порядка ρ ∈ R,

если функция Ω

(
1

δ

)
есть правильно меняющаяся функция в нуле того же порядка.

Замечание 2.1. На самом деле в общем определении правильно меняющейся функции (а зна-
чит, и м.м.ф.) фигурируют измеримые функции, но мы ограничимся только непрерывными пра-
вильно меняющимися функциями (а значит, и непрерывными м.м.ф.).

Приведем наиболее известный (эталонный) пример [55, с. 48–50] м.м.ф. в нуле, которая наибо-
лее часто используется.

Пример 2.1 (медленно меняющаяся функция в 0). Пусть заданы k вещественных чисел α1,
α2, . . . , αk. Положим

Ω(δ) =
(
ln

1

δ

)α1
(
ln ln

1

δ

)α2

. . .
(
ln ln . . . ln

1

δ

)αk

,

где ln b есть логарифм по какому-то основанию c > 0, c 	= 1. Тогда Ω(δ) есть м.м.ф. в 0.

Функции, рассмотренные в этом примере, образуют так называемую логарифмическую муль-
тишкалу, имеющую ряд приложений в теории функциональных пространств.
Введем условие

ω(f, δ)r = O(Ω1(δ)), ω(p1, δ)q = O(Ω2(δ)), δ → +0, (2.15)

и пусть функции Ω1(δ) и Ω2(δ) удовлетворяют следующему условию:

Условие 2.1 (медленное изменение (МИ)). Существует интервал (0, ε0), на котором
(а) Ω(δ) есть м.м.ф. в точке 0;
(б) Ω(δ) является монотонно неубывающей функцией, для которой Ω(δ)→ 0 при δ → +0;
(в) для любого γ > 0 справедливо Ω(δγ) ∼ Ω(δ) при δ → +0, т. е. существуют константы C1 > 0

и C2 > 0 такие, что
C1Ω(δ) � Ω(δγ) � C2Ω(δ).

Замечание 2.2. Предположение (б) вполне естественно, так как модуль непрерывности обла-
дает этим свойством.

Замечание 2.3. Произвольная м.м.ф., вообще говоря, не обладает свойством (в). Однако наи-
более часто используемые на практике м.м.ф. обладают этим свойством. В частности, такая
м.м.ф., как в примере 2.1.
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Справедливы следующие теоремы равносходимости.

Теорема 2.3. Если выполняются условия (2.5), (2.15), функции Ω1(δ), Ω2(δ) удовлетворяют
условию МИ и таковы, что

lnmΩ1

(
1

m

)
Ω2

(
1

m

)
→ 0 при m→∞, (2.16)

то для любого компакта K ⊂ (0, 1) имеет место равносходимость

lim
m→∞ ‖Φm(x)‖C(K) = 0

и справедливы следующие оценки при m� 1:

‖Φm(x)‖C(K) � C(f, p1,K)

(
lnmΩ1

(
1

m

)
Ω2

(
1

m

)
+Ω1

(
1

m

)
+Ω2

(
1

m

))
. (2.17)

Теорема 2.4. Пусть выполняются условия (2.5), (2.15), а функции Ω1(δ) и Ω2(δ) удовлетво-
ряют условию МИ. Если, к тому же, выполняются еще и условия (2.16) и

Ω1

(
1

m

)
Hq(Ω2,m)→∞ при m→∞, (2.18)

то для любого компакта K ⊂ (0, 1) имеет место равносходимость

lim
m→∞ ‖Ψm(x)‖C(K) = 0

и справедлива следующая оценка при m� 1:

‖Ψm(x)‖C(K) �

� C(f, p1,K)

(
lnmΩ1

(
1

m

)
Ω2

(
1

m

)
+Ω1

(
1

m

)
Hq(Ω2,m) + Ω1

(
1

m

)
+Ω2

(
1

m

))
. (2.19)

Введем условие

ω(f, δ)r = O

(
1

lnα 1/δ

)
, ω

(
p1, δ

)
q
= O

(
1

lnβ 1/δ

)
, δ → +0, (2.20)

т. е. f(x) ∈ Hα
r [0, 1] и p1(x) ∈ Hβ

q [0, 1].
Следствиями теорем 2.3 и 2.4 являются следующие теоремы, которые были получены автором

ранее в [46, 47, 76, 77].

Теорема 2.5. Если выполняются условия (2.5), (2.20) и α+ β > 1, то для любого компакта
K ⊂ (0, 1) имеет место равносходимость

lim
m→∞ ‖Φm(x)‖C(K) = 0

и справедлива следующая оценка при m� 1:

‖Φm(x)‖C(K) � C(f, p1,K)

(
lnm

lnα+βm
+

1

lnαm
+

1

lnβm

)
. (2.21)

Теорема 2.6. Если выполняются условия (2.5), (2.20) и α+ β > 1, то для любого компакта
K ⊂ (0, 1) имеет место равносходимость

lim
m→∞ ‖Ψm(x)‖C(K) = 0

и справедливы следующие оценки при m� 1:
• в случае βq = 1 и 1 � q <∞

‖Ψm(x)‖C(K) � C(f, p1,K)

(
lnm

lnα+βm
+

(
ln lnm

)1/q

lnαm
+

1

lnβm

)

, (2.22)

• в остальных случаях (βq 	= 1 и 1 � q <∞ или q =∞)

‖Ψm(x)‖C(K) � C(f, p1,K)

(
lnm

lnα+βm
+

1

lnαm
+

1

lnβm

)
. (2.23)
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Замечание 2.4. В работе автора [44] рассмотрен простейший линейный дифференциальный
оператор вида

y′′ + p1(x)y
′, y(0) = y(1) = 0, (2.24)

в котором проявляются все трудности общего случая, а именно, такое же влияние свойств коэф-
фициента p1(x) и разлагаемой функции f(x) на оценку разности частичных сумм разложений,
как и в общем случае. Было показано, что сформулированные выше теоремы точны в следующем
смысле:

1) если
1

r
+

1

q
> 1, q > 1, r > 1, r1 > r, q1 > q, но по-прежнему

1

r1
+

1

q1
> 1, то существуют

функции f(x) ∈ Lr[0, 1] и p1(x) ∈ Lq[0, 1], положительная константа C(q1, r1) и возрастаю-
щая подпоследовательность {mk}∞k=1 ∈ N такие, что

∣∣
∣∣Ψmk

(
1

2

)∣∣
∣∣ � C(q1, r1)m

1
p1

+ 1
q1

−1

k → +∞;

2) если r =∞, q = 1 или r = 1, q =∞, α+β < 1, α1 > α, β1 > β, но по-прежнему α1+β1 < 1, то
существуют функции f(x) ∈ Hα

r [0, 1], p1(x) ∈ Hβ
q [0, 1], положительная константа C(α1, β1) и

некоторая возрастающая подпоследовательность {mk}∞k=1 ∈ N такие, что
∣∣
∣∣Ψmk

(
1

2

)∣∣
∣∣ � C(α1, β1)

lnmk

lnα1+β1 mk

→ +∞.

Полные доказательства теорем 2.1 и 2.3 приведены в статье [78] автора. Теоремы 2.2 и 2.4 так-
же были сформулированы в [78], но подробные доказательства не были приведены. Отмечалось
только, что их доказательство следует из теорем 2.1 и 2.3 с использованием соответствующих
аналогов теоремы Штейнгауза.
Цель настоящей статьи — восполнить этот пробел и дать полные доказательства теорем 2.2

и 2.4, а заодно другим способом доказать теорему 2.6.
Для удобства в следующем разделе сформулируем саму теорему Штейнгауза и необходимые

аналоги теоремы Штейнгауза, приведенные в работах автора [44, 46, 48, 76]. Подробную историю
вопроса можно найти в [48].

3. Аналоги теоремы Штейнгауза

В 1913 г. Г. Штейнгауз [80] доказал следующую теорему (формулировка дается по книге [2,
с. 111]).

Теорема 3.1 (Г. Штейнгауз). Если f(x) ∈ L1[0, 1], W(x) удовлетворяет условию Липшица
порядка 1 на [0, 1] и обе функции периодичны, то

lim
s→∞ ‖W(x)σm(f, x)− σm(Wf, x)‖C[0,1] = 0. (3.1)

Равносходимость вида (3.1), но в метрике пространства C(K) для любого компакта K ⊂ (0, 1)
была установлена автором [44] при других условиях на функции f(x) и W(x).
Чтобы сформулировать этот результат, будем использовать для функции W(x) представление

W(x) =W0 +

x∫

0

g(t) dt, (3.2)

где W0 есть произвольная константа, и обозначение

Θm(x) :=W(x)σm(f, x)− σm(Wf, x). (3.3)

Функцию Θm(x) будем называть кратко разностью частичных тригонометрических сумм.
В [44] доказан следующий аналог теоремы Штейнгауза.

Теорема 3.2. Пусть функция W(x) имеет вид (3.2), тогда для любого компакта K ⊂ (0, 1)

lim
m→∞ ‖Θm(x)‖C(K) = 0, (3.4)

если выполняется хотя бы одно из условий
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1) f ∈ L1[0, 1], g ∈ L∞[0, 1];

2) f ∈ Lr[0, 1], g ∈ Lq[0, 1], 1
r
+

1

q
< 1;

3) f ∈ Hα∞[0, 1], g ∈ Hβ
1 [0, 1], α+ β > 1.

Если неравенства в условиях 2)-3) заменить на противоположные (< на >, а > на <), то
утверждение (3.4) станет, вообще говоря, неверным.

Естественно возник вопрос об оценке стремления к нулю в (3.4) в зависимости от свойств
функций f(x) и g(x). Ответ был дан автором в статьях [46,48, 76].
В [46, 76] была дана оценка разности частичных тригонометрических сумм в случае, когда

модули непрерывности функций f(x) и g(x) оцениваются сверху логарифмическими функциями.
Для формулировки теоремы потребуются следующие условия:

f(x) ∈ Lr[0, 1], g(x) ∈ Lq[0, 1], 1

q
+

1

r
= 1, 1 � q �∞, (3.5)

ω(f, δ)r = O

(
1

lnα 1/δ

)
, ω

(
g, δ
)
q
= O

(
1

lnβ 1/δ

)
при δ → +0, α, β > 0. (3.6)

Теорема 3.3. Пусть функция W(x) имеет вид (3.2) и выполняются предположения (3.5)
и (3.6). Тогда для любого компакта K ⊂ (0, 1) имеет место равносходимость

lim
m→∞ ‖Θm(x)‖C(K) = 0 : (3.7)

1) в случае 1 � q <∞ при условии α+ β >
1

q
, при этом, если βq 	= 1, то

‖Θm(x)‖C(K) = O

(
ln

1
q m

lnα+βm
+

1

lnαm
+

1

lnβm

)

, (3.8)

а если βq = 1, то

‖Θm(x)‖C(K) = O

(
(ln lnm)

1
q

lnαm
+

1

lnβm

)

; (3.9)

2) в случае q =∞ при любых α > 0 и β > 0, при этом

‖Θm(x)‖C(K) = O

(
1

lnαm
+

1

lnβm

)
.

Впоследствии в статье автора [48] была доказана теорема об оценке разности частичных три-
гонометрических сумм в терминах общих модулей непрерывности функций f(x) и g(x), а также
аналог теоремы Штейнгауза в случае, когда модули непрерывности оцениваются сверху м.м.ф.
Сформулируем также и эти теоремы.

Теорема 3.4. Пусть функция W(x) имеет вид (3.2), а функции f(x) и g(x) удовлетворяют
условию (3.5). Тогда для любого компакта K ⊂ (0, 1) и любого натурального m � 1 имеет
место оценка

‖Θm(x)‖C(K) � C(f, g,K)Qm, (3.10)
где

Qm = inf
k∈N

{

ω

(
f,

1

k

)

r

Hq

(
θq(g, ·),m

)
+ ω

(
g,

1

k

)

q

+
k4 lnm

m

}

. (3.11)

Если на ω(f, δ)r и ω(g, δ)q наложить такие условия, при которых Qm → 0 при m→∞, можно
получить различные достаточные условия равносходимости вида (3.4).
В частности, результат, даваемый теоремой 3.3, следует из теоремы 3.4 в случае выполнения

условий (3.5) и (3.6) при дополнительных условиях на параметры α и β.
Интересные результаты получаются в случае, когда функции ω(f, δ)r и ω(g, δ)q оцениваются

сверху медленно меняющимися функциями.
Пусть по-прежнему выполняется условие (3.5) и, кроме того, имеют место оценки

ω(f, δ)r = O
(
v(δ)
)
, ω

(
g, δ
)
q
= O(w(δ)), δ → +0, (3.12)
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где v(δ) и w(δ) удовлетворяют условию 2.1 МИ.
Справедлива следующая теорема, которая доказана в [48].

Теорема 3.5. Пусть функция W(x) имеет вид (3.2), выполняются условия (3.5) и (3.12).
Тогда, если

v
( 1

m

)
Hq(w,m)→ 0 при m→∞, (3.13)

то для любого компакта K ⊂ (0, 1) имеет место равносходимость

lim
m→∞ ‖Θm(x)‖C(K) = 0. (3.14)

При этом справедлива следующая оценка при m� 1:

‖Θm(x)‖C(K) � C(f, g,K)

(
v

(
1

m

)
Hq(w,m) + w

(
1

m

))
. (3.15)

4. Вспомогательные результаты

Далее потребуются некоторые результаты из [22]. Сформулируем эти результаты в виде леммы.

Лемма 4.1 (см. [22]). Пусть Qm(x) есть произвольный алгебраический многочлен степени
m; p и q—такие вещественные числа, что 1 � p < q � ∞; s есть натуральное число. Тогда
существует константа C(p, q), зависящая только от p и q, и константа C(s), зависящая
только от s, такие, что

(a) ‖Qm(x)‖q � C(p, q)m2
(

1
p
− 1

q

)
‖Qm(x)‖p; (4.1)

(б) ‖Q(s)
m (x)‖p � C(s)m2s‖Qm(x)‖p. (4.2)

Обозначим через Pk множество алгебраических многочленов степени не выше k. Далее, наилуч-
шее приближение функции f(x) в метрике пространства Lp[0, 1] алгебраическими многочленами
степени не выше k будем обозначать Ek(f)p, а многочлен наилучшего приближения — Fk(x) (если
не оговорено противное), т. е.

Ek(f)p = ‖f(x)− Fk(x)‖p = min
fk(x)∈P

‖f(x)− fk(x)‖p.

Ясно, что для многочлена Fk(x) наилучшего приближения функции f(x) в метрике простран-
ства Lp[0, 1] выполняется неравенство

‖Fk(x)‖r � C(f), (4.3)

где C(f)—некоторая константа. Здесь, для краткости, используется обозначение ‖·‖p = ‖·‖Lp[0,1].
Далее также потребуется результат, который доказан в [64] (аналог классической теоремы

Джексона). Сформулируем его также в виде леммы.

Лемма 4.2 (см. [64]). Если f(x) ∈ Lp[0, 1] (1 � p �∞), то

Ek(f)p � ω

(
f,

1

k

)

p

. (4.4)

Далее в доказательстве будет использоваться следующая лемма.

Лемма 4.3. Если g(x) ∈ Lq[0, 1], где 1 � q �∞, то справедлива оценка

b∫

a

|g(τ)| dτ � C(g)δ
1
r θq(g, δ), δ := b− a, (4.5)

где 0 � a < b � 1, а функция θq(g, δ) определяется формулами (2.8)-(2.9). При этом функция
θq(g, δ) в случае 1 � q <∞ монотонно стремится к нулю при δ → +0.
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Доказательство. Так как по неравенству треугольника
b∫

a

|g(τ)| dτ �
b∫

a

|g(τ) −Gk(τ)| dτ +

b∫

a

|Gk(τ)| dτ,

то, применяя к правой части неравенство Гельдера и неравенства (4.4), (4.1) и (4.3), получим для
любого k ∈ N и 1 � q <∞

b∫

a

|g(τ)| dτ =

b∫

a

|g(τ) −Gk(τ) +Gk(τ)| dτ �

⎛

⎝
b∫

a

1r dτ

⎞

⎠

1/r

‖g(τ) −Gk(τ)‖q + ‖Gk(τ)‖∞δ �

� δ
1
r

(
Ek(g)q + C(g)

(
k2δ
) 1

q

)
� C(g)δ

1
r

(

ω

(
g,

1

k

)

q

+
(
k2δ
) 1

q

)

.

Так как k ∈ N является произвольным, то отсюда будем иметь

b∫

a

|g(τ)| dτ � C(g)δ
1
r inf
k∈N

{

ω

(
g,

1

k

)

q

+
(
k2δ
) 1

q

}

=

= C(g)δ
1
r θ1q(g, δ) � C(g)δ

1
r sup
τ∈[0,δ]

θ1q(g, τ) = C(g)δ
1
r θq(g, δ),

где функция θq(g, δ) определяется формулой (2.8).
Таким образом, оценка (4.5) в случае 1 � q < ∞ доказана. Совершенно ясно, что в случае

q =∞ оценка (4.5) также справедлива, если считать θ∞(g, δ) ≡ 1.
Для завершения доказательства установим следующую лемму.

Лемма 4.4. Функция θq(g, δ) в случае 1 � q < ∞ является неубывающей при δ ∈ (0, 1] и
θq(g, δ) → 0, когда δ → +0.

Доказательство. То, что функция θq(g, δ) является неубывающей при δ ∈ (0, 1], следует из ее
определения. Рассмотрим произвольное ε > 0. Выберем kε ∈ N таким образом, что

ω

(
g,

1

kε

)

q

<
ε

2
. (4.6)

Пусть 0 < τε < 1 есть такое число, что
(
k2ετε

)1/q
<
ε

2
. (4.7)

Из (4.6)-(4.7) получим, что ∀ε > 0 ∃τε ∈ (0, 1) ∀τ ∈ [0, τε]

θ1q(g, τ) = inf
k∈N

{
ω
(
g,

1

k

)

q
+
(
k2τ
) 1

q

}
� ω
(
g,

1

kε

)

q
+
(
k2ετ
) 1

q � ω
(
g,

1

kε

)

q
+
(
k2ετε

) 1
q < ε.

Следовательно, ∀ε > 0 ∃τε ∈ (0, 1) ∀δ ∈ [0, τε]

θq(g, δ) � θq(g, τε) = sup
τ∈[0,τε]

θ1q(g, τ) < ε.

А это означает, что θq(g, δ) → 0 при δ → +0. Тем самым, лемма 4.4 доказана.

Следовательно, и лемма 4.3 полностью доказана.

Далее будут использоваться некоторые свойства м.м.ф. из [55, с. 24-25], которые, для удобства,
сформулируем в виде следующих лемм.

Лемма 4.5. Пусть L(x) есть произвольная м.м.ф. в нуле (бесконечности). Тогда
(а) для любого γ > 0 при x→ 0 (∞)

xγL(x)→ 0 (∞), x−γL(x)→∞ (0),

(б) для любого κ ∈ (−∞,∞) функция Lκ(x) является медленно меняющейся в нуле (бесконеч-
ности).
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Лемма 4.6. Если функции L1(x), L2(x) суть м.м.ф. в нуле (бесконечности), то функции
L1(x) + L2(x) и L1(x)L2(x) также суть м.м.ф. в нуле (бесконечности).

Предположим g(x) ∈ Lq[0, 1] и ω
(
g, δ
)
q
= O(w(δ)) при δ → +0, где функция w(δ) удовлетворяет

условию 2.1 МИ.
Справедливы следующие две леммы.

Лемма 4.7. Если 1 � q <∞, то при всех достаточно малых ξ > 0 справедлива оценка

θq(g, ξ) = O
(
w(ξ)

)
. (4.8)

Доказательство. В рассматриваемом случае имеем

θ1q(g, τ) � C inf
k∈N

(
w

(
1

k

)
+ (k2τ)

1
q

)
, (4.9)

где τ > 0 и достаточно мало.
Положим справа в (4.9)

k =
[
τ−

3
8

]
, (4.10)

где [x] обозначает целую часть числа x ∈ R.
Справедливы неравенства

1

k
=

1
[
τ−

3
8

] � 1

τ−
3
8 − 1

=
1

τ−
1
4

(
τ−

1
8 − τ 1

4

) <
τ

1
4

2− 1
= τ

1
4 , (4.11)

при τ < 2−8 с учетом того, что τ � 1.
Отсюда, а также из (4.9) и (4.10), ввиду монотонного неубывания функции w(δ) получим при

достаточно малых τ > 0

θ1q(g, τ) � C

(

w

(
1

[
τ−

3
8

]

)

+
([
τ−

3
8
]2
τ
) 1

q

)

�

� C
(
w
(
τ

1
4

)
+ τ

1
4q

)
� C

(
w(τ) + τ

1
4q

)
� Cw(τ), (4.12)

причем в предпоследнем неравенстве мы воспользовались тем, что функция w(δ) удовлетворяет
свойству (в) в условии 2.1 МИ, а в последнем неравенстве — леммой 4.5. Используя монотонность
функции w(δ), из оценки (4.12) найдем

θq(g, ξ) = sup
τ∈[0,ξ]

θ1q(g, τ) � C sup
τ∈[0,ξ]

w(τ) � Cw(ξ),

где ξ > 0 и достаточно мало.
Тем самым лемма 4.7 доказана.

Лемма 4.8. Если 1 � q < +∞, то справедлива оценка

Hq

(
θq(g, ·),m

)
= O

(
Hq(w,m)

)
при m→∞ (4.13)

и функция Hq(w,m) есть м.м.ф. в бесконечности как функция от m.

Доказательство. С учетом предыдущей леммы

Hq
q

(
θq(g, ·),m

)
=

1∫

1/m

1

ξ
θqq(g, ξ) dξ = O

⎛

⎜
⎝

1∫

1/m

1

ξ
wq(ξ) dξ

⎞

⎟
⎠ = O

(
Hq
q (w,m)

)
, (4.14)

т. е. оценка (4.13) установлена.
Преобразуем интеграл, фигурирующий в соотношении (4.14), делая замену переменной инте-

грирования ξ =
1

x
. Будем иметь

Hq
q (w,m) =

1∫

1/m

1

ξ
wq(ξ) dξ =

m∫

1

1

x
wq
(
1

x

)
dx =

m∫

1

1

x
w̃

(
1

x

)
dx, (4.15)
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где обозначено w̃(ξ) = wq(ξ).
Так как функция w(ξ) есть м.м.ф. в нуле, то на основании свойства (б) леммы 4.5 получим,

что и w̃(ξ) есть м.м.ф. в нуле. А тогда по определению 2.1 функция w̃

(
1

x

)
будет м.м.ф. в

бесконечности.
Тогда заключительное утверждение доказываемой леммы 4.8 следует из результата, который

установлен в [74] и приведен в качестве упражнения в [55, упр. 2.2, с. 82]. Сформулируем этот
результат в виде леммы.

Лемма 4.9. Если функция L(x) есть м.м.ф. в бесконечности, то такова же и функция
x∫

A

1

t
L(t) dt,

где A > 0 есть константа.

На основании утверждения этой леммы Hq
q (w,m) есть м.м.ф. в бесконечности как функция

от m. Но тогда, используя свойство (б) леммы 4.5, получим, что и Hq(w,m) есть м.м.ф. в беско-
нечности. Тем самым лемма 4.8 доказана.

5. Доказательство теоремы об оценке разности частичных сумм
и теорем равносходимости

Доказательство теоремы 2.2. Справедливость теоремы 2.2 в случае общих модулей непрерыв-
ности следует из теоремы 2.1 и теоремы 3.4 об оценке разности частичных тригонометрических
сумм на основании соотношения

Ψm(x) = Sm(f, x)− σm(f, x) =
= Sm(f, x)− V (x)σm(f, x) + V (x)

(
σm(V

−1f, x)− V −1(x)σm(f, x)
)
=

= Φm(x) + V (x)
(
σm(V

−1f, x)− V −1(x)σm(f, x)
)
=

= Φm(x)− V (x)
(
W̃(x)σm(f, x)− σm(W̃f, x)

)
=: Φm(x)− V (x)Θ̃m(x), (5.1)

где используются обозначения (2.3), V (x) определяется формулой (2.4), W̃(x) := V −1(x) и функ-
ция Θ̃m(x) есть аналог функции Θm(x), определенной формулой (3.3), в которой вместо функции
W(x) стоит функция W̃(x).

Для функции W̃(x) справедлива формула

W̃(x) = V −1(x) = exp

⎛

⎝ 1

n

x∫

0

p1(τ) dτ

⎞

⎠ = 1 +

x∫

0

g̃(t) dt, (5.2)

где

g̃(t) :=
1

n
p1(t)V

−1(t). (5.3)

Ясно, что если p1(t) ∈ Lq[0, 1], то и g̃(t) ∈ Lq[0, 1], и наоборот. Следовательно, функция W̃(x) ≡
V −1(x) есть аналог функции W(x) в теореме 3.4 для случая общих модулей непрерывности, и
для нее вместо формулы (3.2) справедлива формула (5.2), в которой g̃(t) ∈ Lq[0, 1]. Тогда на
основании теоремы 3.4 получим оценку

‖Θ̃m(x)‖C(K) � C(f, g̃,K)Q̃m, (5.4)

где

Q̃m = inf
k∈N

{

ω

(
f,

1

k

)

r

Hq

(
θq(g̃, ·),m

)
+ ω

(
g̃,

1

k

)

q

+
k4 lnm

m

}

; (5.5)
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Hq

(
θq(g̃, ·),m

)
=

⎛

⎜
⎝

1∫

1/m

1

ξ
θqq(g̃, ξ) dξ

⎞

⎟
⎠

1/q

(1 � q <∞), H∞
(
θ∞(g̃, ·),m) = 1; (5.6)

θq(g̃, ξ) = sup
τ∈[0,ξ]

θ1q(g̃, τ) при 1 � q <∞ и θ∞(g̃, ξ) = 1, (5.7)

θ1q(g̃, τ) = inf
k∈N

{
ω
(
g̃,

1

k

)

q
+ (k2τ)

1
q

}
при 1 � q <∞. (5.8)

Оценим все объекты, содержащие функцию g̃(x), через аналогичные объекты, содержание только
функцию p1(x). Если обозначить v∗ := max

t∈[0,1]
|V −1(t)|, то на основании (5.3) получим

ω(g̃, δ)q =
1

n
sup

0<h�δ

⎛

⎝
1−h∫

0

|p1(t+ h)V −1(t+ h)− p1(t)V −1(t)|q dt
⎞

⎠

1/q

�

� 1

n

⎛

⎜
⎝ sup

0<h�δ

⎛

⎝
1−h∫

0

|p1(t+ h)− p1(t)|q|V −1(t+ h)|q dt
⎞

⎠

1/q

+

+ sup
0<h�δ

⎛

⎝
1−h∫

0

|p1(t)|q|V −1(t+ h)− V −1(t)|q dt
⎞

⎠

1/q
⎞

⎟
⎠ �

� v∗

n
ω(p1, δ)q + ‖p1(x)‖q sup

0<h�δ
sup

t∈[0,1−h]
|V −1(t+ h)− V −1(t)| =

=
v∗

n
ω(p1, δ)q + ‖p1(x)‖q sup

0<h�δ
sup

t∈[0,1−h]

∣
∣∣
∣∣
∣

1−h∫

0

g̃(τ) dτ

∣
∣∣
∣∣
∣
. (5.9)

Так как по условию p1(x) ∈ Lq[0, 1], то из равенства (5.3) и леммы 4.3 следует
t+h∫

t

|g̃(τ)| dτ � v∗

n

t+h∫

t

|p1(τ)| dτ � C(p1)h
1
r θq(p1, h), (5.10)

где θq(p1, h) определяется формулами (2.8)-(2.9).
Из (5.9)-(5.10) будем иметь

ω(g̃, δ)q � C(p1)
(
ω(p1, δ)q + δ

1
r θq(p1, δ)

)
. (5.11)

Учитывая эту оценку в (5.8), получим

θ1q(g̃, τ) � C(p1) inf
k∈N

{
ω
(
p1,

1

k

)

q
+

1

k1/r
θq

(
p1,

1

k

)
+ (k2τ)

1
q

}
= C(p1)θ̂1q(p1, τ), (5.12)

где используется обозначение (2.11).
На основании этой оценки из (5.7) следует

θq(g̃, ξ) � C(p1) sup
τ∈[0,ξ]

θ̂1q(p1, τ) = C(p1)θ̂q(p1, ξ), (5.13)

где используется обозначение (2.10).
Наконец, из (5.6) и (5.13) получим

Hq

(
θq(g̃, ·),m

)
� C(p1)

⎛

⎜
⎝

1∫

1/m

1

ξ
θ̂qq(p1, ξ) dξ

⎞

⎟
⎠

1/q

= C(p1)Hq

(
θ̂q(p1, ·),m

)
. (5.14)
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Таким образом, из (5.4), (5.5), (5.11) и (5.14) следует

Q̃m � C(f, p1,K)Q̂m, (5.15)

где

Q̂m = inf
k∈N

{

Hq

(
θ̂q(p1, ·),m

)
ω

(
f,

1

k

)

r

+ ω

(
p1,

1

k

)

q

+
1

k1/r
θq

(
p1,

1

k

)
+
k4 lnm

m

}

. (5.16)

Следовательно, из соотношений (5.1), (5.4), (5.15), (5.16), а также из теоремы 2.1 получим утвер-
ждение доказываемой теоремы. Тем самым, теорема 2.2 полностью доказана.

Доказательство теоремы 2.4. Предположим теперь, что выполняется условие (2.15), а функции
Ω1(δ) и Ω2(δ) удовлетворяют условию 2.1 МИ. Учитывая условие (2.15) в теореме 2.2, получим

Bm � C(f, p1) inf
k∈N

{(

lnmΩ2

(
1

k

)
+ 1 +Hq

(
θ̂q(p1, ·),m

)
+
k2/q

m1/q
+
k2 lnm

m

)

Ω1

(
1

k

)
+

+

(
1 +

k2 lnm

m

)
Ω2

(
1

k

)
+

1

k1/r
θq

(
p1,

1

k

)
+
k2+2/q

m1+1/q
+
k4 lnm

m

}

. (5.17)

На основании леммы 4.7 и условия (2.15) при 1 � q <∞ справедлива оценка

θq

(
p1,

1

k

)
= O

(
Ω2

(
1

k

))
. (5.18)

Если же q =∞, то
θ∞
(
p1,

1

k

)
= 1 при всех k ∈ N. (5.19)

На основании леммы 4.7 при 1 � q <∞ получается оценка

θ̂q(p1, ξ) = O
(
Ω2(ξ)

)
.

С учетом этой оценки и леммы 4.8 в итоге будем иметь при 1 � q < +∞ оценку

Hq

(
θ̂q(p1, ·),m

)
= O

(
Hq

(
Ω2,m

))
при m→∞, (5.20)

и функция Hq

(
Ω2,m

)
есть м.м.ф. в бесконечности как функция от m. Используя этот факт,

оценки (5.17), (5.18), (5.20), свойства м.м.ф., даваемых леммами 4.5 и 4.6, получаем оценку (2.19)
в случае 1 � q <∞. В случае q =∞ рассуждения тривиальным образом видоизменяются и также
получается оценка (2.19). Из оценки (2.19) вытекают достаточные условия равносходимости (2.16)
и (2.18). Тем самым теорема 2.4 полностью доказана.

Доказательство теоремы 2.6. Предположим, что выполняется условие (2.20).
Для доказательства теоремы 2.6 воспользуемся теоремой 2.4.
Введем непрерывные неубывающие функции Ω̂1(δ) и Ω̂2(δ) на отрезке [0, 1], которые удовле-

творяют условию 2.1 МИ и на некотором достаточно малом отрезке [0, ε0] ⊂ [0, 1) выполняются
равенства

Ω̂1(δ) =
1

lnα 1/δ
, Ω̂2(δ) =

1

lnβ 1/δ
, (Ω̂1(0) := 0, Ω̂2(0) := 0). (5.21)

Вне отрезка [0, ε0] конкретный вид функций Ω̂1(δ) и Ω̂2(δ) не принципиален. Ясно, что таких
функций существует бесконечно много.
С учетом соотношений (5.21) из оценок (2.19) теоремы 2.4 для любого компакта K ⊂ (0, 1) при

m� 1 следуют оценки

‖Ψm(x)‖C(K) � C(f, p1,K)

(
lnm

lnα+βm
+

1

lnαm
Hq(Ω̂2,m) +

1

lnαm
+

1

lnβm

)
. (5.22)

В случае 1 � q <∞ из формулы (2.7) для функции Hq(h,m) и равенства (5.21) для функции
Ω̂2(δ), будем иметь
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Hq
q (Ω̂2,m) =

1∫

1/m

1

ξ
Ω̂q2(ξ) dξ =

ε0∫

1/m

1

ξ
Ω̂q2(ξ) dξ +

1∫

ε0

1

ξ
Ω̂q2(ξ) dξ =

=

ε0∫

1/m

1

ξ

1

lnβq 1
ξ

dξ + C =

m∫

1/ε0

1

τ

1

lnβq τ
dτ + C =

m∫

1/ε0

1

lnβq τ
d ln τ +C.

Отсюда следуют оценки:
⎧
⎪⎨

⎪⎩

Hq
q (Ω̂2,m) � C

(
lnm

lnβqm
+ 1

)
, если βq 	= 1,

Hq
q (Ω̂2,m) � C(ln lnm+ 1) � C ln lnm, если βq = 1.

Таким образом, в случае 1 � q <∞ получим:
⎧
⎪⎨

⎪⎩

Hq(Ω̂2,m) � C

(
ln

1
q m

lnβm
+ 1

)

, если βq 	= 1

Hq(Ω̂2,m) � C
(
ln lnm

)1/q
, если βq = 1.

(5.23)

Если же q =∞, то
H∞(Ω̂2,m) = 1 ∀m ∈ N. (5.24)

Учитывая оценки (5.23) в (5.22), будем иметь при 1 � q <∞:
• если βq 	= 1, то

‖Ψm(x)‖C(K) � C(f, p1,K)

(
lnm

lnα+βm
+

1

lnαm

(
ln

1
q m

lnβm
+ 1

)

+
1

lnαm
+

1

lnβm

)

=

� C(f, p1,K)

(
lnm

lnα+βm
+

1

lnαm
+

1

lnβm

)
, (5.25)

• если βq = 1, то

‖Ψm(x)‖C(K) � C(f, p1,K)

(
lnm

lnα+βm
+

(
ln lnm

)1/q

lnαm
+

1

lnαm
+

1

lnβm

)

=

� C(f, p1,K)

(
lnm

lnα+βm
+

(
ln lnm

)1/q

lnαm
+

1

lnβm

)

. (5.26)

Если же q =∞, то учитывая равенство (5.24) в (5.22), будем иметь

‖Ψm(x)‖C(K) � C(f, p1,K)

(
lnm

lnα+βm
+

1

lnαm
+

1

lnβm

)
. (5.27)

Из оценок (5.25)–(5.27) следует утверждение теоремы 2.6. Тем самым теорема 2.6 полностью
доказана.
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Abstract. We consider a non-self-adjoint ordinary differential operator defined on a finite interval by
an nth-order linear differential expression with a nonzero coefficient of the (n − 1)th derivative and
two-point Birkhoff regular boundary conditions. We study the uniform equiconvergence of expansions
of a given function in a biorthogonal series in eigenfunctions and associated functions (or, briefly, root
functions) of this operator and in an ordinary trigonometric Fourier series, as well as an estimate of the
difference of the corresponding partial sums (or, briefly, the rate of equiconvergence) under the most
general conditions on the expanded function and the coefficient of the (n− 1)th derivative. We obtain
estimates for the difference of the expansions in terms of general (integral) moduli of continuity of the
expanded function and the coefficient of the (n−1)th derivative uniform inside the fundamental interval.
From these estimates, corresponding estimates are derived in the case where moduli of continuity are
bounded from above by slowly varying functions and, in particular, by logarithmic functions. Based on
this, sufficient conditions for equiconvergence in the indicated cases are formulated. These results are
obtained using the author’s previously obtained estimate for the difference between the partial sums
of expansions of a given function in a biorthogonal series in eigenfunctions and associated functions
of the differential operator under consideration and in a modified trigonometric Fourier series, as well
as analogues of the Steinhaus theorem. The modification of the trigonometric Fourier series consisted
in applying a very specific bounded operator to the ordinary trigonometric Fourier series expressed
through the coefficient of the (n− 1)th derivative and its inverse operator to the expanded function.
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Аннотация. Мы рассматриваем оператор энергии четырехэлектронных систем в примесной мо-
дели Хаббарда и исследуем структуру существенного спектра и дискретных спектров для второго
синглетного состояния системы. Показано, что в одномерном и двумерном случаях для суще-
ственного и дискретного спектра существуют такие ситуации: (а). существенный спектр опера-
тора второго синглетного состояния четырех электронов в примесной модели Хаббарда состоит
из объединения восьми сегментов, а дискретный спектр оператора состоит из шести собственных
значений; (б). существенный спектр оператора состоит из объединения шестнадцати сегментов, а
дискретный спектр оператора состоит из четырнадцати собственных значений; (в). существенный
спектр оператора состоит из объединения тринадцати сегментов, а дискретный спектр оператора
состоит из девяти собственных значений; (г). существенный спектр оператора состоит из объ-
единения трех сегментов, а дискретный спектр оператора состоит из трех собственных значений.
В трехмерном случае возникают такие ситуации: (а). существенный спектр оператора состоит
из объединений восьми сегментов, а дискретный спектр оператора состоит из шести собственных
значений, или существенный спектр оператора состоит из объединений трех сегментов, а дискрет-
ный спектр оператора состоит из трех собственных значений; (б). существенный спектр оператора
состоит из объединений восьми сегментов, а дискретный спектр оператора состоит из шести соб-
ственных значений; (в). существенный спектр оператора состоит из объединений шестнадцати
сегментов, а дискретный спектр оператора состоит из четырнадцати собственных значений; (г).
существенный спектр оператора состоит из объединений трех сегментов, а дискретный спектр
оператора состоит из трех собственных значений.
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1. Введение

В 1963 г. почти одновременно и независимо появились три работы [5, 6, 10], в которых была
предложена простая модель металла, ставшая фундаментальной моделью теории сильно корре-
лированных электронных систем. В этой модели рассматривается единственная невырожденная
зона электронов с локальным кулоновским взаимодействием. Гамильтониан модели содержит
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всего два параметра: параметр B перескока электрона с узла на соседний узел решетки и пара-
метр U кулоновского отталкивания двух электронов в одном узле. В представлении вторичного
квантования он записывается в виде

H = B
∑

m,τ,γ

a+m,γam+τ,γ + U
∑

m

a+m,↑am,↑a
+
m,↓am,↓. (1.1)

Здесь через a+m,γ (am,γ) обозначен Ферми-оператор рождения (уничтожения) электрона со спином
γ на узле m, суммирование по τ означает суммирование по ближайшим соседям в решетке.
Предложенная в [5, 6, 10] модель получила название модели Хаббарда в честь Дж. Хаббар-

да, внесшего фундаментальный вклад в изучение статистической механики этой системы, хо-
тя локальная форма кулоновского взаимодействия впервые введена Андерсоном для примесной
модели в металле (см. [3]). Напомним также, что модель Хаббарда является частным случаем
полярной модели Шубина—Вонсовского (см. [18]), появившейся за тридцать лет до [5,6,10]. В мо-
дели Шубина—Вонсовского наряду с кулоновским взаимодействием на одном узле учитывается
взаимодействие электронов на соседних узлах.
Модель Хаббарда является приближением, которое используется в физике твердого тела для

описания перехода между проводящим и диэлектрическим состояниями. Она представляет собой
простейшую модель, описывающую взаимодействие частиц в решетке. Эти частицы могут быть
фермионами или бозонами.
Модель Хаббарда и примесная модель Хаббарда в настоящее время являются одними из

наиболее изученных многоэлектронных моделей металлов (см. [4, 9, 13], а также [1, гл. III])
и [11, 12, 14, 15, 26]. Обзор [4] суммирует результаты, полученные для модели Хаббарда.
Чем больше прогресса достигается в получении теоретических решений, тем яснее становится,

что эта простая модель может демонстрировать поразительный набор фаз и режимов, многие
из которых имеют явные параллели с наблюдаемым поведением широкого спектра сложных ма-
териалов. Например, имеются убедительные доказательства того, что ферромагнетизм, различ-
ные формы антиферромагнетизма, нетрадиционная сверхпроводимость, волны зарядовой плот-
ности, электронные жидкокристаллические фазы и топологически упорядоченные фазы (такие
как «спиновые жидкости»), среди прочих фаз, встречаются в конкретных реализациях модели
Хаббарда.
Роль модели Хаббарда в изучении высокотемпературной сверхпроводимости в купратах обсуж-

дается в работе [4]. Также показано, что положительные собственные значения модели Хаббарда
(соответствующие отталкивательным эффективным взаимодействиям) ослабевают, а отрицатель-
ные увеличиваются. Различные собственные функции соответствуют, но не определяются пол-
ностью неприводимым представлением точечной группы кристалла в модели Хаббарда. Однако
о точных результатах для спектра и волновых функций кристалла, описываемого моделью Хаб-
барда, известно мало, поэтому получение соответствующих утверждений представляет большой
интерес. Спектр и волновые функции системы двух электронов в кристалле, описываемой га-
мильтонианом Хаббарда, изучались в работе [11]. Известно, что двухэлектронные системы могут
находиться в двух состояниях: триплетном и синглетном. В [11] доказано, что спектр гамильто-
ниана системы Ht в триплетном состоянии является чисто непрерывным и совпадает с отрезком
[m,M ] = [A− 2Bν,A+2Bν], где ν —размерность решетки, а оператор Hs системы в синглетном
состоянии, помимо непрерывного спектра [m,M ], имеет единственное антисвязанное состояние
при некоторых значениях квазиимпульса.
В работе [19] исследованы спектр и волновые функции системы трёх электронов в кристалле,

описываемой гамильтонианом Хаббарда. В трёхэлектронных системах существует квартетное
состояние и два типа дублетных состояний. В работе [19] доказано, что существенный спектр
системы в квартетном состоянии состоит из одного сегмента, а связанное трёхэлектронное состо-
яние отсутствует. Также показано, что существенный спектр системы в дублетных состояниях
представляет собой объединение не более трёх сегментов, и доказано, что связанные трёхэлек-
тронные состояния существуют в дублетных состояниях. Кроме того, спектры этих дублетных
состояний различны, т. е. эти два дублетных состояния имеют разное происхождение.
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1.1. Постановка задачи. В работе [20, 21] исследованы спектр и волновые функции систе-
мы четырёх электронов в кристалле, описываемой гамильтонианом Хаббарда. В четырёхэлек-
тронных системах существует шесть состояний: квинтетное, триплетное трёхтипное и синглетное
двухтипные. В работе [20] исследованы спектр и волновые функции четырёхэлектронных си-
стем в модели Хаббарда в триплетных состояниях. В работе [21] рассмотрены спектр и волновые
функции четырёхэлектронных систем в модели Хаббарда в квинтетном и синглетном состояниях.
В работе [21] доказано, что существенный спектр системы в квинтетном состоянии чисто непре-

рывный и состоит из отрезка [4A − 8Bν, 4A + 8Bν], а четырехэлектронное связанное состояние
или четырехэлектронное антисвязанное состояние отсутствуют.
Естественным образом возникает вопрос: если рассматривать четырёхэлектронную систему в

примесной модели Хаббарда, то как может измениться спектр системы? И собственно это при-
вело нас к рассмотрению следующей задачи. Кроме того, интенсивное развитие физики плёнок,
а также использование плёнок в различных областях физики и техники обуславливают большой
интерес к изучению локальных примесных состояний магнетиков. Поэтому важно изучать спек-
тральные свойства электронных систем в примесной модели Хаббарда. Спектр оператора энергии
трёхэлектронных систем в примесной модели Хаббарда во втором дублетном состоянии исследо-
вался в [2]. Структура существенных спектров и дискретного спектра трёхэлектронных систем
в примесной модели Хаббарда в квартетном состоянии изучалась в [22]. Структура существен-
ных спектров и дискретного спектра двухэлектронных систем в примесной модели Хаббарда в
синглетном состоянии исследовалась в работах С. Ташпулатова [23, 24].

2. Четырёхэлектронные системы в примесной модели Хаббарда.
Второе синглетное состояние

В настоящей работе рассматривается оператор энергии четырёхэлектронных систем в примес-
ной модели Хаббарда и исследуется структура существенного и дискретного спектров системы
для второго синглетного состояния. Гамильтониан выбранной модели имеет вид

H = A
∑

m,γ

a+m,γam,γ +B
∑

m,τ,γ

a+m,γam+τ,γ + U
∑

m

a+m,↑am,↑a
+
m,↓am,↓+ (2.1)

+(A0 −A)
∑

γ

a+0,γa0,γ + (B0 −B)
∑

τ,γ

(a+0,γaτ,γ + a+τ,γa0,γ) + (U0 − U)a+0,↑a0,↑a
+
0,↓a0,↓.

Здесь A (A0) — энергия электрона в регулярном (примесном) узле решетки; B (B0)—интеграл
переноса между электронами (между электроном и примесью) в соседних узлах (для удобства
будем считать, что B > 0 и B0 > 0), τ = ±ej для j = 1, 2, . . . , ν, где ej — единичные взаимно
ортогональные векторы, т. е. суммирование ведется по ближайшим соседям, U (U0) — параметр
внутриузельного кулоновского взаимодействия двух электронов, соответственно, в регулярном

(примесном) узле решетки; γ —индекс спина, γ =↑, ↓, ↑ или ↓ обозначают значения спина
1

2

или −1

2
, а a+m,γ и am,γ — соответствующие операторы рождения и уничтожения электрона в узле

m ∈ Zν .
Четырехэлектронное второе синглетное состояние соответствует четырем связанным со-

стояниям электронов (или антисвязанным состояниям) с базисными функциями: 2s0p,q,r,t =

a+p,↑a
+
q,↓a

+
r,↑a

+
t,↓ϕ0. Подпространство 2H̃

0
s, соответствующее четырехэлектронному второму синглет-

ному состоянию, представляет собой множество всех векторов вида
2ψ0

s =
∑

p,q,r,t∈Zν

f(p, q, r, t)2s0p,q,r,t, f ∈ las2 ,

где las2 —подпространство антисимметричных функций в l2((Zν)4).
В четырехэлектронных системах существуют квинтетные состояния, синглетные состояния

двух типов и триплетные состояния трех типов.
Энергия системы зависит от ее полного спина S. Наряду с гамильтонианом, электронная

система Ne характеризуется полным спином S, S = Smax, Smax − 1, . . . , Smin, Smax =
Ne

2
,
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Smin = 0,
1

2
. Гамильтониан (2.1) коммутирует со всеми компонентами оператора полного спи-

на S = (S+, S−, Sz), поэтому структура собственных функций и собственных значений системы
зависит от S.
Гамильтониан H действует в антисимметричном пространстве Фока H̃as.Пусть ϕ0 — вакуумный

вектор в пространстве H̃as.
Четырехэлектронное второе синглетное состояние соответствует свободному движению четы-

рех электронов по решетке и их взаимодействию.
Обозначим через 2H0

s ограничение оператора H на подпространство 2H̃
0
s. Оператор 2H0

s мы
называем оператором четырехэлектронного второго синглетного состояния.

Теорема 2.1 (см. [21]). Подпространство 2H̃
0
s инвариантно относительно оператора H,

а оператор 2H0
s является ограниченным самосопряженным оператором. Он порождает ограни-

ченный самосопряженный оператор 2H
0
s, действующий в пространстве las2 следующим образом:

2H0
s

2ψ0
s = 4Af(p, q, r, t)+B

∑

τ

[
f(p+τ, q, r, t)+f(p, q+τ, r, t)+f(p, q, r+τ, t)+f(p, q, r, t+τ)

]
+

+ U(δp,q + δp,t + δq,r + δr,t)f(p, q, r, t) + (A0 −A)(δp,0 + δq,0 + δr,0 + δt,0)f(p, q, r, t) +

+ (B0 −B)
∑

τ

[
δp,0f(τ, q, r, t) + δq,0f(p, τ, r, t) + δr,0f(p, q, τ, t) + δt,0f(p, q, r, τ) +

+ δp,τf(0, q, r, t) + δq,τf(p, 0, r, t) + δr,τf(p, q, 0, t) + δt,τf(p, q, r, 0)
]
+

+ (U0 − U)
[
δp,qδp,0 + δq,rδq,0 + δp,tδp,0 + δr,tδr,0

]
f(p, q, r, t), (2.2)

где δk,j — символ Кронекера. Оператор 2H0
s действует на вектор 2ψ0

s ∈ 2H̃
0
s следующим образом:

2H0
s

2ψ0
s =

∑

p,q,r,t

(2H
0
sf)(p, q, r, t)

2s0p,q,r,t. (2.3)

Доказательство. Действуем гамильтонианом H на векторы ψ ∈ 2H̃
0
s, используя стандартные ан-

тикоммутационные соотношения между операторами рождения и уничтожения электронов в уз-
лах решетки, {am,γ , a+n,β} = δm,nδγ,β, {am,γ , an,β} = {a+m,γ , a+n,β} = θ, а также учитываем, что

am,γϕ0 = θ, где θ—нулевой элемент 2H̃
0
s. Это даёт утверждение теоремы.

Лемма 2.1. Спектры операторов 2H0
s и 2H

0
s совпадают.

Доказательство. Поскольку 2H0
s и 2H

0
s являются ограниченными самосопряженными операто-

рами, то отсюда следует, что если λ ∈ σ(2H0
s ), то критерий Вейля (см. [16, гл. VII, с. 262-263]) под-

разумевает, что существует последовательность {ψi}∞i=1 такая, что ψi =
∑

p,q,r,t
fi(p, q, r, t)

2s0p,q,r,t,

||ψi|| = 1, и

lim
i→∞
||(2H0

s − λ)ψi|| = 0. (2.4)

С другой стороны,

||(2H0
s − λ)ψi||2 = ((2H0

s − λ)ψi, (2H0
s − λ)ψi) =

=
∑

p,q,r,t

||(2H0
s − λ)fi(p, q, r, t)||2(a+p,↑a+q,↓a+r,↑a+t,↓ϕ0, a

+
p,↑a

+
q,↓a

+
r,↑a

+
t,↓ϕ0) =

=
∑

p,q,r,t

||(2H0
s − λ)fi(p, q, r, t)||2(at,↓ar,↑aq,↓ap,↑a+p,↑a+q,↓a+r,↑a+t,↓ϕ0, ϕ0) =

=
∑

p,q,r,t

||(2H0
s − λ)fi(p, q, r, t)||2(ϕ0, ϕ0) = ||(2H0

s − λ)Fi||2
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и ||Fi||2 =
∑

p,q,r,t
|fi(p, q, r, t)|2 = ||ψi||2 = 1.Отсюда и из формул (2.4) следует, что ||2H0

sFi−λFi|| → 0

при i→∞, и Fi =
∑

p,q,r,t
fi(p, q, r, t). Следовательно, λ ∈ σ(2H0

s). Таким образом, σ(2H0
s) ⊂ σ(2H0

s).

С другой стороны, пусть λ ∈ σ(2H0
s). Опять же по критерию Вейля существует последователь-

ность {Fi}∞i=1 такая, что ||Fi|| = 1 и

lim
i→∞
||(2H0

s − λ)ψi|| = 0. (2.5)

Приняв Fi =
∑

p,q,r,t
fi(p, q, r, t), имеем ||Fi|| =

( ∑

p,q,r,t
|fip, q, r, t|2

) 1
2 и заключаем, что ||ψi|| =

||Fi|| = 1 и ||(2H0
s − λ)Fi|| = ||(2H0

s − λ)ψi|| → 0, поскольку i→∞. Это означает, что λ ∈ σ(2H0
s )

и, следовательно, σ(2H0
s) ⊂ σ(2H0

s ). Эти два отношения дают равенство σ(2H0
s) = σ(2H

0
s).

Обозначим через F преобразование Фурье: F : l2((Z
ν)4) → L2((T

ν)4) ≡ 2H̃
0
s, где T ν — это ν-

мерный тор, наделенный нормализованной мерой Лебега dλ, λ(T ν) = 1.

Положим 2H̃0
s = F 2H

0
sF

−1. В квазиимпульсном представлении оператор 2H
0
s действует в

гильбертовом пространстве Las2 ((T ν)4), где Las2 —подпространство антисимметричных функций
в L2((T

ν)4).

Теорема 2.2 (см. [21]). Преобразование Фурье оператора 2H
0
s — это ограниченный самосопря-

женный оператор 2H̃0
s = F 2H

0
s F

−1, действующий в пространстве 2H̃
0
s по формуле

2H̃0
s {2ψ0

s = {4A+ 2B

ν∑

i=1

[cos λi + cosμi + cos γi + cos θi]}f̃(λ, μ, γ, θ) +

+ U

∫

T ν

f̃(s, μ, λ+ γ − s, η)ds + U

∫

T ν

f̃(t, μ, γ, λ + θ − t)dt+ U

∫

T ν

f̃(λ, ξ, μ + γ − ξ, θ)dξ +

+ U

∫

T ν

f̃(λ, η, γ, μ + θ − η)dη + ε1[

∫

T ν

f(s, μ, γ, θ)ds+

∫

T ν

f(λ, t, γ, θ)dt+

+

∫

T ν

f(λ, μ, ξ, θ)dξ +

∫

T ν

f(λ, μ, γ, η)dη] + 2ε2

∫

T ν

ν∑

i=1

[cos λi + cos si]×

× f̃(s, μ, γ, θ)ds+ 2ε2

∫

T ν

ν∑

i=1

[cosμi + cos ti]f̃(λ, t, γ, θ)dt+ 2ε2

∫

T ν

ν∑

i=1

[cos γi + cos ξi]×

× f̃(λ, μ, ξ, θ)dξ + 2ε2

∫

T ν

ν∑

i=1

[cos θi + cos ηi]f̃(λ, μ, γ, η)dη + ε3[

∫

T ν

∫

T ν

f(s, μ, ξ, θ)dsdξ +

+

∫

T ν

∫

T ν

f(λ, t, ξ, θ)dtdξ +

∫

T ν

∫

T ν

f(s, μ, γ, η)dsdη +

∫

T ν

∫

T ν

f(λ, t, ξ, θ)dtdξ]. (2.6)

Для доказательства теоремы 2.2 рассмотрим преобразование Фурье (2.2).
Используя тензорные произведения гильбертовых пространств и тензорные произведения опе-

раторов в гильбертовых пространствах [17], можно проверить, что оператор 2H̃s
0 можно предста-

вить в виде

2H̃s
0 = {H̃1 ⊗ I + I ⊗ H̃1 + 2U

∫

T ν

f̃(s, λ+ μ− s)ds+ 2(U0 − U)

∫

T ν

∫

T ν

f̃(s, t)dsdt} ⊗

⊗ I ⊗ I + I ⊗ I ⊗ {H̃1 ⊗ I + I ⊗ H̃1 + 2U

∫

T ν

f̃(s, λ+ μ− s)ds+ 2(U0 − U)

∫

T ν

∫

T ν

f̃(s, t)dsdt}, (2.7)
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где

(H̃1f̃)(λ) = {A+ 2B

ν∑

i=1

[cos λi]}f̃(λ) + ε1

∫

T ν

f̃(s)ds+ 2ε2

ν∑

i=1

∫

T ν

[cos λi + cos si]f(s)ds

— оператор энергии одноэлектронных систем в примесной модели Хаббарда.
Спектральные свойства четырёхэлектронных систем в примесной модели Хаббарда в первом

синглетном состоянии тесно связаны со свойствами её одноэлектронных подсистем в примесной
модели Хаббарда. Поэтому сначала исследуется спектр и локализованные примесные состояния
одноэлектронных систем.
Использование плёнок в различных областях физики и техники обусловливает большой инте-

рес к изучению локализованного примесного состояния (ЛПС) магнетика. В связи с этим изу-
чение спектральных свойств электронных систем в примесной модели Хаббарда представляется
важным.

3. Одноэлектронные системы в примесной модели Хаббарда

Гамильтониан одноэлектронных систем в примесной модели Хаббарда имеет вид

H = A
∑

m,γ

a+m,γam,γ+B
∑

m,τ,γ

a+m,γam+τ,γ+(A0−A)
∑

γ

a+0,γa0,γ+(B0−B)
∑

τ,γ

(a+0,γaτ,γ+a
+
τ,γa0,γ), (3.1)

где A (A0)— энергия электрона в регулярном (примесном) узле решетки; B > 0 (B0 > 0) —
интеграл переноса между электронами (между электроном и примесью) в соседних узлах,
τ = ±ej , j = 1, 2, . . . , ν, где ej — единичные взаимно ортогональные векторы, что означает, что
суммирование производится по ближайшим соседям; γ —индекс спина, γ =↑ или γ =↓, ↑ и ↓
обозначают значения спина

1

2
и −1

2
, а a+m,γ и am,γ — соответствующие операторы рождения и

уничтожения электрона в узле m ∈ Zν .
Обозначим через H̃1 гильбертово пространство, натянутое на векторы вида ψ =

∑

p
a+p,↑ϕ0. Оно

называется пространством одноэлектронных состояний оператора H. Пространство H̃1 инва-
риантно относительно действия оператора H. Обозначим через H1 = H|H̃1 ограничение H на
подпространство H̃1.
Как и при доказательстве теоремы 2.1, используя стандартные антикоммутационные соотно-

шения между операторами рождения и уничтожения электронов в узлах решетки, получаем
следующее утверждение.

Теорема 3.1 (см. [23]). Подпространство H̃1 инвариантно относительно действия операто-
ра H, а ограничение H1 является линейным ограниченным самосопряженным оператором, дей-
ствующим в H̃1 по формуле

H1ψ =
∑

p

(H1f)(p)a
+
p,↑ϕ0, ψ ∈ H̃1, (3.2)

где H1— линейный ограниченный самосопряженный оператор, действующий в пространстве l2
по формуле

(H1f)(p) = Af(p) +B
∑

τ

f(p+ τ) + ε1δp,0f(p) + ε2
∑

τ

(δp,τf(0) + δp,0f(τ)). (3.3)

Лемма 3.1. Спектры операторов H1 и H1 совпадают.

Доказательство леммы 3.1 аналогично доказательству леммы 2.1.
Как и в разделе 2, обозначим через F : l2(Z

ν) → L2(T
ν) ≡ H̃1 преобразование Фурье. Полагая

H̃1 = FH1F−1, получаем, что оператор H1 действует в гильбертовом пространстве L2(T
ν).

Используя равенство (3.3) и свойства преобразования Фурье, получаем следующее утвержде-
ние.

Теорема 3.2 (см. [23]). Оператор H̃1 действует в пространстве H̃1 по формуле
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(H̃1f)(μ) = [A+ 2B

ν∑

i=1

cosμi]f(μ) + ε1

∫

T ν

f(s)ds+

+ 2ε2

∫

T ν

ν∑

i=1

[cosμi + cos si]f(s)ds, μ = (μ1, . . . , μn), s = (s1, . . . , sn) ∈ T ν . (3.4)

Ясно, что непрерывный спектр оператора H̃1 не зависит от чисел ε1 и ε2 и равен отрезку

[mν ,Mν ] = [A−2Bν,A+2Bν], где mν = min
x∈T ν

h(x), Mν = max
x∈T ν

h(x) (здесь h(x) = A+2B
ν∑

i=1
cosxi).

Для нахождения собственных значений и собственных функций оператора H̃1 перепишем (3.4)
в следующем виде:

{A+ 2B

ν∑

i=1

cosμi − z}f(μ) + ε1

∫

T ν

f(s)ds+ 2ε2

∫

T ν

ν∑

i=1

[cosμi + cos si]f(s)ds = 0, (3.5)

где z ∈ R.
Пусть ν = 1. Обозначим a =

∫

T

f(s)ds, b =
∫

T

f(s) cos sds, h(μ) = A + 2B cosμ. Из (3.5) следует,

что

f(μ) = −(ε1 + 2ε2 cosμ)a+ 2ε2b

h(μ)− z . (3.6)

Теперь подставим (3.6) в выражение для a и b, что даёт следующую систему двух линейных
однородных алгебраических уравнений:

(1 +

∫

T

ε1 + 2ε2 cos s

h(s)− z ds)a+ 2ε2

∫

T

ds

h(s)− z b = 0;

∫

T

cos s(ε1 + 2ε2 cos s)

h(s)− z dsa+ (1 + 2ε2

∫

T

cos sds

h(s)− z )b = 0.

Эта система имеет нетривиальное решение тогда и только тогда, когда определитель Δ1(z) этой
системы равен нулю, где

Δ1(z) = (1 +

∫

T

(ε1 + 2ε2 cos s)ds

h(s)− z ) · (1 + 2ε2

∫

T

cos sds

h(s)− z )− 2ε2

∫

T

ds

h(s)− z
∫

T

cos s(ε1 + 2ε2 cos s)

h(s)− z ds.

Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Лемма 3.2. Если действительное число z /∈ [m1,M1], то z является собственным значением
оператора H̃1 тогда и только тогда, когда Δ1(z) = 0.

Доказательство. Если z0 является собственным значением оператора H̃1, то правая часть (3.5)
равна z0f(λ). Следовательно, Δ1(z0) = 0.
Теперь пусть Δ1(z0) = 0. Тогда однородное уравнение

f(λ) + ε1

∫

T ν

f(s)ds

A+ 2B
ν∑

i=1
cos si − z

+ 2ε2

∫

T ν

ν∑

i=1
[cos si + cos λi]ds

A+ 2B
ν∑

i=1
cos si − z

= 0

имеет нетривиальное решение. Следовательно, число z = z0 является собственным значением
оператора H̃1.

Спектр оператора H̃1 подробно описан в работах [23] и [24]. Для полноты изложения приведем
эти теоремы.
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Теорема 3.3 (см. [23, 24]).

A) Если ε2 = −B и ε1 < −2B (соответственно, ε2 = −B и ε1 > 2B), то оператор H̃1 имеет
единственное собственное значение z = A+ε1, лежащее ниже (выше) непрерывного спектра
оператора H̃1.

B) Если ε1 < 0 и ε2 = −2B или ε2 = 0 (соответственно, ε1 > 0 и ε2 = −2B или ε2 = 0), то опе-
ратор H̃1 имеет единственное собственное значение z = A−

√
4B2 + ε21 (соответственно,

z = A+
√

4B2 + ε21), лежащее ниже (выше) непрерывного спектра оператора H̃1.

C) Если ε1 = 0 и ε2 > 0 или ε1 = 0 и ε2 < −2B, то оператор H̃1 имеет два собственных

значения z1 = A− 2BE√
E2 − 1

и z2 = A+
2BE√
E2 − 1

, где E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
, лежащие ниже и выше

непрерывного спектра оператора H̃1.

D) Если ε1 =
2(ε22 + 2Bε2)

B
(соответственно, ε1 = −2(ε22 + 2Bε2)

B
), то оператор H̃1 имеет един-

ственное собственное значение z = A+
2B(E2 + 1)

E2 − 1
(соответственно, z = A− 2B(E2 + 1)

E2 − 1
),

где E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
, лежащее выше (ниже) непрерывного спектра оператора H̃1.

E) Если ε2 > 0 и ε1 >
2(ε22 + 2Bε2)

B
(соответственно, ε2 < −2B и ε1 >

2(ε22 + 2Bε2)

B
), то

оператор H̃1 имеет единственное собственное значение z = A +
2B(α+ E

√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
,

где E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
и α > 1, лежащее выше непрерывного спектра оператора H̃1.

F) Если ε2 > 0 и ε1 < −2(ε22 + 2Bε2)

B
(соответственно, ε2 < −2B и ε1 < −2(ε22 + 2Bε2)

B
), то опе-

ратор H̃1 имеет единственное собственное значение z = A− 2B(α+ E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
< m1,

где E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
и α > 1, лежащее ниже непрерывного спектра оператора H̃1.

G) Если ε2 > 0 и 0 < ε1 <
2(ε22 + 2Bε2)

B
(соответственно, ε2 < −2B и 0 < ε1 <

2(ε22 + 2Bε2)

B
),

то оператор H̃1 имеет ровно два собственных значения z1=A+
2B(α−E√E2− 1+α2)

E2 − 1
< m1

и z2 = A +
2B(α+ E

√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
> M1, где E =

(B + ε2)
2

ε22 + 2Bε2
и 0 < α < 1, лежащие соот-

ветственно ниже и выше непрерывного спектра оператора H̃1.

H) Если ε2 > 0 и −2(ε22 + 2Bε2)

B
< ε1 < 0 (соответственно, ε2 < −2B и −2(ε22 + 2Bε2)

B
<

ε1 < 0), то оператор H̃1 имеет ровно два собственных значения z1 = A −
2B(α+ E

√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
< m1 и z2 = A − 2B(α− E√E2 − 1 + α2)

E2 − 1
> M1, где E =

(B + ε2)
2

ε22 + 2Bε2
и 0 < α < 1, лежащие, соответственно, ниже и выше непрерывного спектра оператора H̃1.

I) Если −2B < ε2 < 0, то оператор H̃1 не имеет собственных значений, лежащих вне непре-
рывного спектра оператора H̃1.

Доказательство. В одномерном случае непрерывный спектр оператора H̃1 совпадает с отрезком
[m1,M1] = [A − 2B,A + 2B]. Выражая все интегралы в уравнении Δ1(z) = 0 через интеграл

J(z) =
∫

T

ds

A+ 2B cos s− z , находим, что уравнение Δ1(z) = 0 эквивалентно уравнению

[
ε1B

2 + (ε22 + 2Bε2)(z −A)
]
J(z) + (B + ε2)

2 = 0. (3.7)



486 С. М. ТАШПУЛАТОВ, Р. Т. ПАРМАНОВА

Более того, функция J(z) =
∫

T

ds

A+ 2B cos s− z является дифференцируемой функцией на мно-

жестве R \ [m1,M1], при этом J ′(z) =
∫

T

ds

[A+ 2B cos s− z]2 > 0, z /∈ [m1,M1]. Таким образом,

функция J(z) является монотонно возрастающей функцией на (−∞,m1) и на (M1,+∞). Кроме
того, J(z) → +0 при z → −∞, J(z) → +∞ при z → m1 − 0, J(z) → −∞ при z → M1 + 0, и
J(z)→ −0 при z → +∞.
Если ε1B2 + (ε22 + 2Bε2)(z −A) �= 0, то из (3.7) следует, что

J(z) = − (B + ε2)
2

ε1B2 + (ε22 + 2Bε2)(z −A) .

Функция ψ(z) = − (B + ε2)
2

ε1B2 + (ε22 + 2Bε2)(z −A) имеет точку асимптотического разрыва z0 =

A − B2ε1
ε22 + 2Bε2

. Так как ψ′(z) =
(B + ε2)

2(ε22 + 2Bε2)

[ε1B2 + (ε22 + 2Bε2)(z −A)]2 для всех z �= z0, то функция ψ(z)

является монотонно возрастающей (убывающей) функцией на (−∞, z0) и на (z0,+∞) в случае
ε22 + 2Bε2 > 0 (соответственно, ε22 + 2Bε2 < 0), кроме того, и если ε2 > 0, или ε2 < −2B, тогда
ψ(z)→ +0 при z → −∞, ψ(z)→ +∞ при z → z0 − 0, ψ(z)→ −∞ при z → z0 + 0, ψ(z)→ −0 при
z → +∞ (соответственно, если −2B < ε2 < 0, тогда ψ(z) → −0 при z → −∞, ψ(z) → −∞ при
z → z0 − 0, ψ(z)→ +∞ при z → z0 + 0, ψ(z)→ +0 при z → +∞).

A) Если ε2 = −B и ε1 < −2B (соответственно, ε2 = −B и ε1 > 2B), то уравнение для
собственных значений и собственных функций (3.7) имеет вид

{ε1B2 −B2(z −A)}J(z) = 0. (3.8)

Ясно, что J(z) �= 0 для значений z /∈ σcont(H̃1). Следовательно, ε1 − z + A = 0, т. е. z = A + ε1.
Если ε1 < −2B (ε1 > 2B), то это собственное значение лежит ниже (выше) непрерывного спектра
оператора H̃1.

B) Если ε1 < 0 и ε2 = −2B или ε2 = 0 (соответственно ε1 > 0 и ε2 = −2B или ε2 = 0),
то уравнение для собственных значений и собственных функций имеет вид ε1B2J(z) + B2 = 0,

т. е. J(z) = − 1

ε1
. Ясно, что интеграл J(z), вычисленный снизу (сверху) непрерывного спектра

оператора H̃1, больше (меньше) нуля, следовательно, ε1 < 0 (ε1 > 0). Вычисленный снизу непре-

рывного спектра оператора H̃1 интеграл J(z) =
∫

T ν

ds

A+ 2B cos s− z имеет уравнение вида

1
√

(A− z)2 − 4B2
= − 1

ε1
.

Это уравнение имеет решение z = A−
√
ε21 + 4B2, лежащее ниже непрерывного спектра оператора

H̃1. Ниже непрерывного спектра оператора H̃1 уравнение принимает вид

− 1
√

(z −A)2 − 4B2
= − 1

ε1
.

Это уравнение имеет решение вида z = A +
√
ε21 + 4B2, лежащее выше непрерывного спектра

оператора H̃1.

C) Если ε1 = 0 и ε2 > 0 или ε1 = 0 и ε2 < −2B, то уравнения для собственных значений и
собственных функций принимают вид

(ε22 + 2Bε2)(z −A)J(z) = −(B + ε2)
2

или

J(z) = − (B + ε2)
2

(ε22 + 2Bε2)(z −A) .
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Обозначим E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
. Тогда J(z) = − E

z −A или J(z) =
E

A− z . Ниже непрерывного спектра

оператора H̃1 имеем уравнение вида

1
√

(A− z)2 − 4B2
=

E

A− z .

Это уравнение имеет решение z = A− 2BE√
E2 − 1

. Очевидно, что E2 > 1. Это собственное значение,

лежащее ниже непрерывного спектра оператора H̃1. Выше непрерывного спектра оператора H̃1

уравнение для собственных значений и собственных функций имеет вид

− 1
√
(z −A)2 − 4B2

= − E

z −A.

Отсюда находим z = A+
2BE√
E2 − 1

. Это собственное значение лежит выше непрерывного спектра

оператора H̃1.

D) Если ε1 =
2(ε22 + 2Bε2)

B
, то уравнение для собственных значений и собственных функций

имеет вид
(ε22 + 2Bε2)(z −A+ 2B)J(z) = −(B + ε2)

2.

Отсюда

J(z) = − (B + ε2)
2

(ε22 + 2Bε2)(z −A+ 2B)
. (3.9)

Обозначим E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
. В первом случае рассмотрим уравнение (3.9) ниже непрерывного

спектра оператора H̃1. Из уравнения (3.9) получаем

1
√

(A− z)2 − 4B2
=

E

A− z − 2B
.

Отсюда находим z1 = A+
2B(E2 + 1)

E2 − 1
и z2 = A−2B. Теперь проверим условия zi < A−2B, i = 1, 2.

Неравенство z1 < A− 2B неверно, и неравенство z2 < A− 2B также неверно. Выше непрерывной
части спектра имеем

− 1
√
(z −A)2 − 4B2

= − E

z −A+ 2B
.

В этом уравнении находим решения для непрерывного спектра оператора H̃1. Проверим условия
zi > A + 2B, i = 1, 2. Неравенство z1 > A + 2B верно, а неравенство z2 > A + 2B неверно.
Следовательно, в этом случае оператор H̃1 имеет единственное собственное значение z1 = A +
2B(E2 + 1)

E2 − 1
, лежащее выше непрерывного спектра оператора H̃1.

Пусть ε1 = −2(ε22 + 2Bε2)

B
, тогда уравнение собственных значений и собственных функций

примет вид

J(z) = − E

z −A− 2B
,

где E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
.

Ниже непрерывного спектра оператора H̃1 имеем уравнение вида

1
√

(A− z)2 − 4B2
=

E

A− z + 2B
.
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Отсюда находим z1 = A− 2B(E2 + 1)

E2 − 1
и z2 = A+2B. Полученное неравенство z1 < A− 2B верно,

а z2 < A − 2B неверно. В приведенном выше уравнении непрерывного спектра оператора H̃1

имеем уравнение вида

− 1
√
(z −A)2 − 4B2

= − E

z −A− 2B
.

Отсюда следует, что z1 = A− 2B(E2 + 1)

E2 − 1
и z2 = A+2B. Неравенства z1 > A+2B и z2 > A+2B

неверны. Следовательно, в этом случае оператор H̃1 имеет единственное собственное значение

z1 = A− 2B(E2 + 1)

E2 − 1
, лежащее ниже непрерывного спектра оператора H̃1.

E) Если ε2 > 0 и ε1 >
2(ε22 + 2Bε2)

B
(соответственно, ε2 < −2B и ε1 >

2(ε22 + 2Bε2)

B
), то

необходимо считать, что ε1 = α
2(ε22 + 2Bε2)

B
, где α > 1—действительное число. Тогда уравнение

для собственных значений и собственных функций имеет вид
{
α
2(ε22 + 2Bε2)

B
B2 + (ε22 + 2Bε2)(z −A)

}
J(z) + (B + ε2)

2 = 0

или
(ε22 + 2Bε2)(z −A+ 2αB)J(z) + (B + ε2)

2 = 0.

Отсюда

J(z) = − (B + ε2)
2

(ε22 + 2Bε2)(z −A+ 2αB)
.

Обозначим E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
, тогда J(z) = − E

z −A+ 2αB
. В первом случае рассмотрим это урав-

нение ниже непрерывного спектра оператора H̃1. Тогда
1

√
(A− z)2 − 4B2

=
E

A− z − 2αB
.

Это уравнение имеет решения

z1 = A+
2B(α+ E

√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
, z2 = A+

2B(α− E√E2 − 1 + α2)

E2 − 1
.

Теперь проверим условия zi < A−2B, i = 1, 2. Решение z1 не удовлетворяет условию z1 < A−2B,
но z2 удовлетворяют условию z2 < A− 2B. Теперь проверим условие z2 < A− 2αB. Оказывается,
это неравенство неверно. Неравенство z1 > A+2B верно, а z2 > A+2B неверно. Проверим теперь
условие z1 > A − 2αB. Поскольку A − 2αB < A + 2B, это неравенство верно. Следовательно, в
этом случае оператор H̃1 имеет единственное собственное значение

z1 = A+
2B(α+ E

√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
,

расположенное выше непрерывного спектра оператора H̃1.

F) Если ε2 > 0 и ε1 < −2(ε22 + 2Bε2)

B
(соответственно, ε2 < −2B и ε1 < −2(ε22 + 2Bε2)

B
), то

мы предполагаем, что ε1 = −α2(ε
2
2 + 2Bε2)

B
, где α > 1—действительное число. Уравнение для

собственных значений и собственных функций принимает вид

(ε22 + 2Bε2)(z −A− 2αB)J(z) = −(B + ε2)
2.

Отсюда

J(z) = − (B + ε2)
2

(ε22 + 2Bε2)(z −A− 2αB)
.
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Вводим обозначение E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
. Тогда

J(z) = − E

z −A− 2αB
. (3.10)

Ниже непрерывного спектра оператора H̃1 имеем уравнение

J(z) =
E

A− z + 2αB
,

откуда
1

√
(A− z)2 − 4B2

=
E

A− z + 2αB
.

Это уравнение принимает вид

(E2 − 1)(A − z)2 − 4αB(A− z)− 4B2(E2 + α2) = 0.

Находим

z1 = A− 2B(α+ E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
, z2 = A− 2B(α− E√E2 − 1 + α2)

E2 − 1
.

Теперь проверим условия zi < m1 = A−2B, i = 1, 2. Видно, что z1 < A−2B верно, а z2 < A−2B

неверно. Теперь рассмотрим уравнение (3.10) выше непрерывного спектра оператора H̃1. Тогда

J(z) = − E

z −A− 2αB
. Отсюда

− 1
√

(z −A)2 − 4B2
= − E

z −A− 2αB
.

Находим

z1 = A− 2B(α+ E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
, z2 = A+

2B(−α+ E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
.

Проверяем условия zi > A + 2B, i = 1, 2. Таким образом, z1 > A + 2B неверно, а z2 > A + 2B
верно. Проверим теперь условие z2 > A+ 2αB. Это неравенство неверно. Следовательно, в этом
случае оператор H̃1 имеет единственное собственное значение

z1 = A− 2B(α+ E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
< m1,

т. е. лежащее ниже непрерывного спектра оператора H̃1.

G) Если ε2 > 0 и 0 < ε1 <
2(ε22 + 2Bε2)

B
(соответственно, ε2 < −2B и 0 < ε1 <

2(ε22 + 2Bε2)

B
),

то мы предполагаем, что ε1 = α
2(ε22 + 2Bε2)

B
, где 0 < α < 1—действительное число. Уравнение

для собственных значений и собственных функций принимает вид

(ε22 + 2Bε2)(z −A+ 2αB)J(z) = −(B + ε2)
2, 0 < α < 1. (3.11)

Обозначим E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
.

Тогда уравнение (3.11) примет вид

J(z) = − E

z −A+ 2αB
.

Ниже непрерывного спектра оператора H̃1 имеем уравнение вида
1

√
(A− z)2 − 4B2

=
E

A− z − 2αB
, 0 < α < 1.

Это уравнение имеет решения

z1 = A+
2B(α+ E

√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
, z2 = A+

2B(α− E√E2 − 1 + α2)

E2 − 1
.
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Неравенства z1 < A − 2B и z1 < A − 2αB выполняются. Неравенство z2 < A − 2B верно, а
неравенство z1 < A − 2B неверно. Проверим теперь условие z2 < A − 2αB. Так как A − 2B <
A−2αB, это неравенство верно. Рассмотрим теперь уравнение (3.11) выше непрерывного спектра
оператора H̃1. Уравнение имеет вид

− 1
√

(z −A)2 − 4B2
= − E

z −A+ 2αB
.

Это уравнение имеет решения

z1 = A+
2B(α+ E

√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
, z2 = A+

2B(α− E√E2 − 1 + α2)

E2 − 1
.

Неравенства z1 > A + 2B и z1 > A − 2αB верны. Так как A + 2B > A − 2αB, то неравенство
z1 > A − 2αB верно. Неравенства z2 > A + 2B и z2 > A + 2αB неверны. Следовательно, в этом
случае оператор H̃1 имеет ровно два собственных значения

z1 = A+
2B(α− E√E2 − 1 + α2)

E2 − 1
, z2 = A+

2B(α+ E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
,

лежащие снизу и сверху непрерывного спектра оператора H̃1.

H) Если −2(ε22 + 2Bε2)

B
< ε1 < 0 (соответственно, ε2 < −2B и −2(ε22 + 2Bε2)

B
< ε1 < 0), то

принимаем ε1 = −α2(ε
2
2 + 2Bε2)

B
, где 0 < α < 1—действительное число. Тогда уравнение для

собственных значений и собственных функций имеет вид

(ε22 + 2Bε2)(z −A− 2αB)J(z) = −(B + ε2)
2, 0 < α < 1.

Обозначим E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
. Тогда уравнение (3.7) примет вид

J(z) = − E

z −A− 2αB
.

Внизу непрерывного спектра оператора H̃1 имеем уравнение вида
1

√
(A− z)2 − 4B2

=
E

A− z + 2αB
, 0 < α < 1.

Решения этого уравнения:

z1 = A− 2B(α+ E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
, z2 = A− 2B(α− E√E2 − 1 + α2)

E2 − 1
.

Неравенства z1 < A − 2B и z1 < A − 2αB выполняются. Неравенства z2 < A − 2B верны, и
неравенство z1 < A − 2B верно. Проверим теперь условие z2 < A − 2αB. Так как A− 2B < A−
2αB, это неравенство неверно. Рассмотрим теперь уравнение (3.11) верхней части непрерывного
спектра оператора H̃1. Мы имеем уравнение вида

− 1
√
(z −A)24B2

= − E

z −A+ 2αB
.

Решения этого уравнения:

z1 = A− 2B(α+ E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
, z2 = A− 2B(α− E√E2 − 1 + α2)

E2 − 1
.

Неравенства z1 > A + 2B и z1 > A − 2αB неверны. Так как A + 2B > A − 2αB, неравенство
z1 > A − 2αB неверно. Неравенства z2 > A+ 2B и z2 > A + 2αB верны. Следовательно, в этом
случае оператор H̃1 имеет ровно два собственных значения

z1 = A− 2B(α+ E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
, z2 = A− 2B(α− E√E2 − 1 + α2)

E2 − 1
,

лежащие снизу и сверху непрерывного спектра оператора H̃1.
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I) Если −2B < ε2 < 0, то ε22+2Bε2 < 0 и функция ψ(z) = − (B + ε2)
2

ε1B + (ε22 + 2Bε2)(z −A) является
убывающей функцией в интервалах (−∞, z0) и (z0,+∞). Имеем ψ(z)→ −0 при z → −∞; ψ(z)→
−∞ при z → z0 − 0; ψ(z) → +0 при z → +∞; ψ(z) → +∞ при z → z0 + 0. Также J(z) → 0
при z → −∞; J(z) → +∞ при z → m1 − 0; J(z) → −∞ при z → M1 + 0; J(z) → −0 при
z → +∞. Следовательно, уравнение ψ(z) = J(z) не может иметь решений вне непрерывного
спектра оператора H̃1. Следовательно, в этом случае оператор H̃1 не имеет собственных значений,
лежащих вне непрерывного спектра оператор H̃1.

Теперь рассмотрим двумерный случай. В двумерном случае имеем, что уравнение Δ2(z) = 0
эквивалентно уравнению вида

(ε2 +B)2 + {ε1B2 + (ε22 + 2Bε2)(z −A)}J(z) = 0,

где

J(z) =

∫

T 2

ds1ds2
A+ 2B(cos s1 + cos s2)− z .

В этом случае также J(z) → +0 при z → −∞; J(z) → +∞ при z → m2 − 0; J(z) → −∞ при
z → M2 + 0; J(z) → −0 при z → +∞. В одномерном и двумерном случаях поведение функции
J(z) аналогично. Следовательно, получаем аналогичные результаты для одномерного случая.
Рассмотрим трёхмерный случай. Обозначим через W интеграл Ватсона [25]:

W =
1

π3

π∫

0

π∫

0

π∫

0

3dxdydz

3− cosx− cos y − cos z
∼= 1, 516.

Поскольку мера λ нормирована,

J =

π∫

−π

π∫

−π

π∫

−π

dxdydz

3− cos x− cos y − cos z
=

π∫

−π

π∫

−π

π∫

−π

π∫

−π

dxdydz

3 + cosx+ cos y + cos z
=
W

3
.

В трёхмерном случае спектр оператора H̃1 также хорошо описан в работах [23,24]. Для полноты
изложения приведём эти теоремы.

Теорема 3.4 (см. [23, 24]). Пусть ν = 3. Тогда:

A) 1) Если ε2 = −B и ε1 < −6B (соответственно, ε2 = −B и ε1 > 6B), то оператор H̃1 имеет
единственное собственное значение z = A + ε1, лежащее ниже (выше) непрерывного
спектра оператора H̃1.

2) Если ε2 = −B и −6B � ε1 < −2B (соответственно, ε2 = −B и 2B < ε1 � 6B), то опера-
тор H̃1 не имеет собственных значений, лежащих ниже (выше) непрерывного спектра
оператора H̃1.

B) Если ε2 = −2B или ε2 = 0 и ε1 < 0, ε1 � −6B

W
(соответственно, ε2 = −2B или ε2 = 0

и ε1 > 0, ε1 � 6B

W
), то оператор H̃1 имеет единственное собственное значение z1 (соот-

ветственно, z2), лежащее ниже (выше) непрерывного спектра оператора H̃1. Если ε2 = 0 и

ε1 < 0 и −6B

W
� ε1 < 0 (соответственно, ε2 = 0 и ε1 < 0 и 0 < ε1 � 6B

W
), то оператор H̃1

не имеет собственных значений вне непрерывного спектра оператора H̃1.

C) Если ε1 = 0 и ε2 > 0, E < W (соответственно, ε1 = 0 и ε2 < −2B, E < W ), то оператор H̃1

имеет единственное собственное значение z (z̃), где E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
, лежащее ниже (выше)

непрерывного спектра оператора H̃1. Если ε1 = 0 и ε2 > 0, E > W (соответственно, ε1 = 0

и ε2 < −2B, E > W ), то оператор H̃1 не имеет собственных значений вне непрерывного
спектра оператора H̃1.
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D) Если ε1 =
2(ε22 + 2Bε2)

B
и E <

4

3
W (соответственно, ε1 = −2(ε22 + 2Bε2)

B
и E <

4

3
W ), то

оператор H̃1 имеет единственное собственное значение z (соответственно, z̃), лежащее
выше (ниже) непрерывного спектра оператора H̃1.

E) Если ε2 > 0 и ε1 >
2(ε22 + 2Bε2)

B
и E <

(
1 +

α

3

)
W (соответственно, ε2 < −2B и ε1 >

2(ε22 + 2Bε2)

B
и E <

(
1+

α

3

)
W ), то оператор H̃1 имеет единственное собственное значение

z, лежащее выше непрерывного спектра оператора H̃1.

F) Если ε2 > 0 и ε1 < −2(ε22 + 2Bε2)

B
и E <

(
1 +

α

3

)
W (соответственно, ε2 < −2B и

ε1 < −2(ε22 + 2Bε2)

B
и E <

(
1 +

α

3

)
W ), то оператор H̃1 имеет единственное собственное

значение z1, лежащее ниже непрерывного спектра оператора H̃1.

G) Если ε2 > 0 и 0 < ε1 <
2(ε22 + 2Bε2)

B
и
(
1 − α

3

)
W < E <

(
1 +

α

3

)
W (соответственно,

ε2 < −2B и 0 < ε1 <
2(ε22 + 2Bε2)

B
и
(
1 − α

3

)
W < E <

(
1 +

α

3

)
W ), то оператор H̃1

имеет ровно два собственных значения z1 и z2, лежащие выше и ниже непрерывного спектра
оператора H̃1.

H) Если ε2 > 0 и −2(ε22 + 2Bε2)

B
< ε1 < 0 и

(
1 − α

3

)
W < E <

(
1 +

α

3

)
W (соответственно,

ε2 < −2B и −2(ε22 + 2Bε2)

B
< ε1 < 0 и

(
1 − α

3

)
W < E <

(
1 +

α

3

)
W ), то оператор H̃1

имеет ровно два собственных значения z1 и z2, лежащие выше и ниже непрерывного спектра
оператора H̃1.

I) Если −2B < ε2 < 0, то оператор H̃1 не имеет собственных значений, лежащих вне непре-
рывного спектра оператора H̃1.

Доказательство. В случае ν = 3 непрерывный спектр оператора H̃1 совпадает с отрезком
[m3,M3] = [A− 6B,A+ 6B]. Выражая все интегралы в уравнении

Δ3(z) =

⎛

⎜
⎜⎜
⎝
1 +

∫

T 3

(ε1 + 2ε2
3∑

i=1
cos si)ds1ds2ds3

A+ 2B
3∑

i=1
cos si − z

⎞

⎟
⎟⎟
⎠

⎛

⎜
⎜⎜
⎝
1 + 6ε2

∫

T 3

cos sids1ds2ds3

A+ 2B
3∑

i=1
cos si − z

⎞

⎟
⎟⎟
⎠
−

−6ε2
∫

T 3

ds1ds2ds3

A+ 2B
3∑

i=1
cos si − z

∫

T 3

(ε1 + 2ε2
3∑

i=1
cos si) cos s1ds1ds2ds3

A+ 2B
3∑

i=1
cos si − z

= 0

через интеграл J(z) =
∫

T 3

ds1ds2ds3

A+ 2B
3∑

i=1
cos si − z

, мы находим, что уравнениеΔ3(z) = 0 эквивалентно

уравнению
[
ε1B

2 + (ε22 + 2Bε2)(z −A)
]
J(z) + (B + ε2)

2 = 0.

Более того, функция J(z) =
∫

T 3

ds1ds2ds3

A+ 2B
3∑

i=1
cos si − z

является дифференцируемой функцией на

множестве R \ [m3,M3] с производной J ′(z) =
∫

T 3

ds1ds2ds3

[A+ 2B
3∑

i=1
cos si − z]2

> 0, z /∈ [m3,M3].
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В трехмерном случае интеграл
∫

T 3

ds1ds2ds3
3 + cos s1 + cos s2 + cos s2

=
∫

T 3

ds1ds2ds3
3− cos s1 − cos s2 − cos s2

име-

ет конечное значение, равное
W

3
. Выражая эти интегралы через интеграл Ватсона и учитывая,

что мера нормирована, имеем, что J(z) =
W

6B
. Таким образом, функция J(z) является монотонно

возрастающей функцией как на (−∞,m3), так и на (M3,+∞). Кроме того, в трехмерном случае

J(z) → +0 при z → −∞; J(z) =
W

6B
при z = A− 6B; J(z) → −0 при z → +∞; J(z) = −W

6B
при

z = A+ 6B.
Если ε1B2 + (ε22 + 2Bε2)(z −A) �= 0, то из (3.7) следует, что

J(z) = − (B + ε2)
2

ε1B2 + (ε22 + 2Bε2)(z −A) .

Функция ψ(z) = − (B + ε2)
2

ε1B2 + (ε22 + 2Bε2)(z −A) имеет точку асимптотического разрыва z0 =

A − B2ε1
ε22 + 2Bε2

. Так как ψ′(z) =
(B + ε2)

2(ε22 + 2Bε2)

[ε1B2 + (ε22 + 2Bε2)(z −A)]2 для всех z �= z0, то функция ψ(z)

является монотонно возрастающей (убывающей) функцией на (−∞, z0) и на (z0,+∞) в случае
ε22+2Bε2 > 0 (соответственно, ε22+2Bε2 < 0), кроме того, если ε2 > 0 или ε2 < −2B, то ψ(z)→ +0
при z → −∞, ψ(z) → +∞ при z → z0 − 0, ψ(z) → −∞ при z → z0 + 0, ψ(z) → −0 при z → +∞
(соответственно, если −2B < ε2 < 0, то ψ(z) → −0 при z → −∞, ψ(z) → −∞ при z → z0 − 0,
ψ(z)→ +∞ при z → z0 + 0, ψ(z)→ +0 при z → +∞).

A) Если ε2 = −B и ε1 < −6B (соответственно, ε2 = −B и ε1 > 6B), то уравнение для
собственных значений и собственных функций (3.7) имеет вид (3.8):

{ε1B2 −B2(z −A)}J(z) = 0.

Ясно, что J(z) �= 0 для значений z /∈ σcont(H̃1). Следовательно, ε1−z+A = 0, т. е. z = A+ε1. Если
ε1 < −6B (ε1 > 6B), то это собственное значение, лежащее ниже (выше) непрерывного спектра
оператора H̃1. Если −6B � ε1 < −2B (соответственно, 2B < ε1 � 6B), то это собственное
значение, не лежащее вне непрерывного спектра оператора H̃1.

B) Если ε2 = −2B или ε2 = 0 и ε1 < 0 (соответственно, ε2 = −2B или ε2 = 0 и ε1 > 0), то
уравнение для собственных значений и собственных функций имеет вид ε1B2J(z) +B2 = 0, т. е.

J(z) = − 1

ε1
. В трехмерном случае J(z)→ +0 при z → −∞; J(z) =

W

6B
при z = A−6B; J(z)→ −0

при z → +∞; J(z) = −W
6B

при z = A+6B. Следовательно, для того чтобы уравнение J(z) = − 1

ε1
в области снизу (соответственно, сверху) непрерывного спектра оператора H̃1 имело решение,

необходимо выполнение неравенства − 1

ε1
<

W

6B
(соответственно, − 1

ε1
> −W

6B
), т. е. ε1 < −6B

W
,

ε1 < 0 (соответственно, ε1 >
6B

W
, ε1 > 0). Если −6B

W
< ε1 < 0 (соответственно, 0 < ε1 <

6B

W
), то

оператор H̃1 не имеет собственных значений вне непрерывного спектра оператора H̃1.

C) Если ε1 = 0 и ε2 > 0 (соответственно, ε1 = 0 и ε2 < −2B), то уравнения для собственных
значений и собственных функций принимают вид

(ε22 + 2Bε2)(z −A)J(z) = −(B + ε2)
2

или

J(z) = − (B + ε2)
2

(ε22 + 2Bε2)(z −A) .

Обозначим E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
. Тогда J(z) = − E

z −A или J(z) =
E

A− z . В трехмерном случае J(z)→

+0 при z → −∞; J(z) =
W

6B
при z = A − 6B; J(z) → −0 при z → +∞; J(z) = −W

6B
при



494 С. М. ТАШПУЛАТОВ, Р. Т. ПАРМАНОВА

z = A + 6B. Поэтому, для того чтобы уравнение J(z) = − E

z −A снизу (соответственно, сверху)

непрерывного спектра оператора H̃1 имело решение, необходимо выполнение неравенства
E

6B
<

W

6B
(соответственно, − E

6B
> −W

6B
), т. е. E < W. Если ε1 = 0 и ε2 > 0, E > W (соответственно,

ε1 = 0 и ε2 < −2B, E > W ), то оператор H̃1 не имеет собственных значений вне непрерывного
спектра оператора H̃1.

D) Если ε1 =
2(ε22 + 2Bε2)

B
, то уравнение для собственных значений и собственных функций

имеет вид
(ε22 + 2Bε2)(z −A+ 2B)J(z) = −(B + ε2)

2,

откуда имеем уравнение вида (3.9):

J(z) = − (B + ε2)
2

(ε22 + 2Bε2)(z −A+ 2B)
.

Обозначим E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
. В первом случае рассмотрим уравнение (3.9) снизу непрерывного

спектра оператора H̃1. В области непрерывного спектра оператора H̃1, функция
E

A− z − 2B
→

+0 при z → −∞;
E

A− z − 2B
=

E

4B
при z = A − 6B; а в трехмерном случае J(z) → +0 при

z → −∞; J(z) =
W

6B
при z = A − 6B; J(z) → −0 при z → +∞; J(z) = −W

6B
при z = A + 6B.

Следовательно, уравнение J(z) =
E

A− z − 2B
имеет единственное решение, если

E

4B
>

W

6B
, т. е.

E >
2W

3
. Это неравенство неверно. Следовательно, уравнение H̃1 не имеет решения.

Рассмотрим теперь уравнение для собственных значений и собственных функций J(z) =

− E

z −A+ 2B
сверху непрерывного спектра оператора H̃1. Выше непрерывного спектра опера-

тора H̃1 функция
E

A− z − 2B
→ −0 при z → +∞;

E

A− z − 2B
= − E

8B
при z = A + 6B; а в

трехмерном случае J(z) → −0 при z → +∞; и J(z) = −W
6B

при z = A + 6B. Следовательно,

выше непрерывного спектра оператора H̃1 уравнение J(z) =
E

A− z − 2B
имеет единственное ре-

шение, если − E

8B
> −W

6B
, т. е. E <

4W

3
. Это неравенство верно. Следовательно, из условия

непрерывности спектра оператора H̃1 следует, что это уравнение имеет единственное решение z.

Если ε1 = −2(ε22 + 2Bε2)

B
, то уравнение для собственных значений и собственных функций

имеет вид
(ε22 + 2Bε2)(z −A− 2B)J(z) = −(B + ε2)

2,

отсюда уравнение вида (3.9):

J(z) = − (B + ε2)
2

(ε22 + 2Bε2)(z −A+ 2B)
.

Обозначим E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
. В первом случае рассмотрим уравнение (3.9) ниже непрерывного

спектра оператора H̃1. Ниже непрерывного спектра оператора H̃1 функция
E

A− z + 2B
→ +0

при z → −∞;
E

A− z + 2B
=

E

8B
при z = A− 6B; а в трехмерном случае J(z)→ +0 при z → −∞;

J(z) =
W

6B
при z = A−6B; J(z)→ −0 при z → +∞; J(z) = −W

6B
при z = A+6B. Следовательно,
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уравнение J(z) =
E

A− z + 2B
имеет единственное решение, если

E

8B
<

W

6B
, т. е. E <

4W

3
. Это

неравенство верно. Следовательно, уравнение H̃1 имеет единственное решение.
Рассмотрим теперь уравнение для собственных значений и собственных функций J(z) =

− E

z −A− 2B
, выше непрерывного спектра оператора H̃1. Выше непрерывного спектра опера-

тора H̃1 функция
E

A− z + 2B
→ −0 при z → +∞;

E

A− z + 2B
= − E

4B
при z = A + 6B; а в

трехмерном случае J(z)→ −0 при z → +∞; J(z) = −W
6B

при z = A+ 6B. Следовательно, выше

непрерывного спектра оператора H̃1 уравнение J(z) =
E

A− z + 2B
имеет единственное решение,

если − E

4B
> −W

6B
, т. е. E <

2W

3
. Это неравенство неверно. Следовательно, это уравнение не

имеет решения.

E) Если ε2 > 0 и ε1 >
2(ε22 + 2Bε2)

B
(соответственно, ε2 < −2B и ε1 >

2(ε22 + 2Bε2)

B
), то

необходимо считать, что ε1 = α
2(ε22 + 2Bε2)

B
, где α > 1—действительное число. Тогда уравнение

для собственных значений и собственных функций имеет вид
{
α
2(ε22 + 2Bε2)

B
B2 + (ε22 + 2Bε2)(z −A)

}
J(z) + (B + ε2)

2 = 0

или
(ε22 + 2Bε2)(z −A+ 2αB)J(z) + (B + ε2)

2 = 0.

Отсюда J(z) = − (B + ε2)
2

(ε22 + 2Bε2)(z −A+ 2αB)
. Обозначим E =

(B + ε2)
2

ε22 + 2Bε2
, тогда J(z) =

− E

z −A+ 2αB
. В первом случае мы рассматриваем это уравнение ниже непрерывного спектра

оператора H̃1. Тогда J(z) → +0 при z → −∞; J(z) =
W

6B
при z = A − 6B; − E

z −A+ 2αB
→ +0

при z → −∞; − E

z −A+ 2αB
=

E

(6− 2α)B
при z = A− 6B. Уравнение

J(z) = − E

z −A+ 2αB

имеет единственное решение, если
E

(6− 2α)B
<

W

6B
. Отсюда E <

(3− α)W
3

. Это неравенство

неверно. Следовательно, ниже непрерывного спектра оператора H̃1, оператор H̃1 не имеет соб-
ственных значений.
Выше непрерывного спектра оператора H̃1 имеем J(z) → −0 при z → +∞; J(z) = −W

6B
при

z = A − 6B. Кроме того, − E

z −A+ 2αB
→ −0 при z → +∞; − E

z −A+ 2αB
= − E

6B + 2αB
при

z = A+ 6B.
Уравнение

J(z) = − E

z −A+ 2αB

имеет единственное решение, если − E

(6 + 2α)B
> −W

6B
. Отсюда E <

(3 + α)W

3
. Это неравенство

верно. Следовательно, из вышесказанного следует, что ниже непрерывного спектра оператор H̃1

имеет единственное собственное значение z1.

F) Если ε2 > 0 и ε1 < −2(ε22 + 2Bε2)

B
(соответственно, ε2 < −2B и ε1 < −2(ε22 + 2Bε2)

B
), то

мы предполагаем, что ε1 = −α2(ε
2
2 + 2Bε2)

B
, где α > 1—действительное число. Уравнение для
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собственных значений и собственных функций принимает вид

(ε22 + 2Bε2)(z −A− 2αB)J(z) = −(B + ε2)
2.

Отсюда

J(z) = − (B + ε2)
2

(ε22 + 2Bε2)(z −A− 2αB)
.

Вводим обозначение E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
. Тогда уравнение принимает вид

J(z) = − E

z −A− 2αB
. (3.12)

Ниже непрерывного спектра оператора H̃1 имеем уравнение

J(z) =
E

A− z + 2αB
.

Ниже непрерывного спектра оператора H̃1 − E

z −A− 2αB
→ +0 при z → −∞; − E

z −A− 2αB
=

E

6B + 2αB
при z = A− 6B.

Уравнение

J(z) = − E

z −A+ 2αB

имеет единственное решение, если
E

(6 + 2α)B
<

W

6B
. Отсюда E <

(3 + α)W

3
. Это неравенство

верно. Следовательно, ниже непрерывного спектра оператор H̃1 имеет единственное собственное
значение.
Выше непрерывного спектра оператора H̃1 − E

z −A− 2αB
→ −0 при z → −∞; имеем

− E

z −A− 2αB
= − E

6B − 2αB
при z = A + 6B. Следовательно, выше непрерывного спек-

тра оператор H̃1 имеет единственное собственное значение, если − E

6B − 2αB
> −W

6B
. Отсюда

E <
(3− α)W

3
, что неверно. Следовательно, выше непрерывного спектра оператор H̃1 не имеет

собственных значений.

G) Если ε2 > 0 и 0 < ε1 <
2(ε22 + 2Bε2)

B
(соответственно, ε2 < −2B и 0 < ε1 <

2(ε22 + 2Bε2)

B
),

то принимаем ε1 = α
2(ε22 + 2Bε2)

B
, где 0 < α < 1—действительное число. Тогда уравнение для

собственных значений и собственных функций имеет вид

(ε22 + 2Bε2)(z −A+ 2αB)J(z) = −(B + ε2)
2, 0 < α < 1. (3.13)

Обозначим E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
. Тогда уравнение (3.13) примет вид

J(z) = − E

z −A+ 2αB
.

Ниже непрерывного спектра оператора H̃1 имеем − E

z −A+ 2αB
→ +0 при z → −∞;

− E

z −A+ 2αB
=

E

2B(3− α) при z = A− 6B. Уравнение

J(z) = − E

z −A+ 2αB
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имеет единственное решение ниже непрерывного спектра оператора H̃1, если
E

(6− 2α)B
>

W

6B
.

Отсюда E >
(3− α)W

3
. Это неравенство справедливо. Следовательно, ниже непрерывного спек-

тра оператор H̃1 имеет единственное собственное значение z1.

Выше непрерывного спектра оператора H̃1 имеем − E

z −A+ 2αB
→ −0 при z → +∞;

− E

z −A+ 2αB
= − E

2B(3 + α)
при z = A+ 6B. Уравнение

J(z) = − E

z −A+ 2αB

имеет единственное решение выше непрерывного спектра оператора H̃1, если− E

2B(3 + α)
> −W

6B
,

т. е. E <
(3 + α)W

3
. Это неравенство верно.

Следовательно, в этом случае оператор H̃1 имеет два собственных значения z1 и z2, лежащие
снизу и сверху непрерывного спектра оператора H̃1.

H) Если ε2 > 0 и−2(ε22 + 2Bε2)

B
< ε1 < 0 (соответственно, ε2 < −2B и−2(ε22 + 2Bε2)

B
< ε1 < 0),

то принимаем ε1 = −α × 2(ε22 + 2Bε2)

B
, где 0 < α < 1—действительное число. Тогда уравнение

для собственных значений и собственных функций имеет вид (3.13):

(ε22 + 2Bε2)(z −A− 2αB)J(z) = −(B + ε2)
2, 0 < α < 1.

Обозначим E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
. Тогда уравнение (3.13) примет вид

J(z) = − E

z −A− 2αB
.

Ниже непрерывного спектра оператора H̃1 имеем − E

z −A− 2αB
→ +0 при z → −∞;

− E

z −A− 2αB
=

E

2B(3 + α)
при z = A− 6B. Уравнение

J(z) = − E

z −A− 2αB

имеет единственное решение ниже непрерывного спектра оператора H̃1, если
E

(6 + 2α)B
<

W

6B
.

Отсюда E <
(3 + α)W

3
. Это неравенство справедливо. Следовательно, ниже непрерывного спек-

тра оператор H̃1 имеет единственное собственное значение z1.

Выше непрерывного спектра оператора H̃1 имеем − E

z −A− 2αB
→ −0 при z → +∞;

− E

z −A− 2αB
= − E

2B(3− α) при z = A+ 6B. Уравнение

J(z) = − E

z −A− 2αB

имеет единственное решение выше непрерывного спектра оператора H̃1, если− E

2B(3− α) < −
W

6B
,

т. е. E >
(3− α)W

3
. Это неравенство верно.

Следовательно, в этом случае оператор H̃1 имеет два собственных значения z1 и z2, лежащие
ниже и выше непрерывного спектра H̃1.
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I) Если −2B < ε2 < 0, то ε22 + 2Bε2 < 0, и функция ψ(z) = − (B + ε2)
2

ε1B + (ε22 + 2Bε2)(z −A)
является убывающей функцией на интервалах (−∞, z0) и (z0,+∞). Имеем ψ(z) → −0 при z →
−∞; ψ(z) → −∞ при z → z0 − 0; ψ(z) → +0 при z → +∞; ψ(z) → +∞ при z → z0 + 0.

Также J(z) → +0 при z → −∞; J(z) =
W

6B
при z = A − 6B; J(z) =

W

6B
при z = A + 6B;

J(z) → −0 при z → +∞. Следовательно, уравнение ψ(z) = J(z) не может иметь решений вне
непрерывного спектра оператора H̃1. Значит, в этом случае оператор H̃1 не имеет собственных
значений, лежащих вне непрерывного спектра оператора H̃1.

Из полученных результатов очевидно, что спектр оператора H̃1 состоит из непрерывного спек-
тра и не более, чем из двух собственных значений.
Спектр оператора A ⊗ I + I ⊗ B, где A и B —плотно определённые ограниченные линейные

операторы, изучался в [7, 8]. Там же приведены явные формулы, выражающие существенный
спектр σess(A⊗ I+ I⊗B) и дискретный спектр σdisc(A⊗ I+ I⊗B) оператора A⊗ I+ I⊗B через
спектр σ(A) и дискретный спектр σdisc(A) оператора A, а также через спектр σ(B) и дискретный
спектр σdisc(B) оператора B:

σdisc(A⊗I+I⊗B) = {σ(A)\σess(A)+σ(B)\σess(B)}\{(σess(A)+σ(B))∪(σ(A)+σess(B))}, (3.14)
и

σess(A⊗ I + I ⊗B) = (σess(A) + σ(B)) ∪ (σ(A) + σess(B)) (3.15)
Ясно, что σ(A⊗ I + I ⊗B) = {λ+ μ : λ ∈ σ(A), μ ∈ σ(B)}.
Из представления (2.7) видно, что сначала необходимо исследовать спектры оператора

H̃2 = H̃1 ⊗ I + I ⊗ H̃1 + 2U

∫

T ν

f̃(s, λ+ μ− s)ds+ 2ε3

∫

T ν

∫

T ν

f̃(s, t)dsdt.

4. Структура существенного спектра и дискретного спектра
оператора второго синглетного состояния

Пусть оператор представлен в виде
2H̃0

s = H̃2 ⊗ I ⊗ I + I ⊗ I ⊗ H̃2. (4.1)

Сначала рассмотрим оператор

H̃(U) = H̃1 ⊗ I + I ⊗ H̃1 + 2U

∫

T ν

f(s, λ+ μ− s)ds.

Поскольку семейство операторов H̃(U) является семейством ограниченных операторов, то
H̃(U) является семейством ограниченных операторнозначных аналитических функций. Следо-
вательно, к этому семейству применима теорема Като—Реллиха.

Теорема 4.1 (теорема Като—Реллиха, см. [17]). Пусть T (β)— аналитическое по Като се-
мейство. Пусть E0—невырожденное собственное значение T (β0). Тогда при приближении β
к β0 найдётся ровно одна точка E(β) ∈ σ(T (β)) вблизи E0, и эта точка изолирована и невы-
рождена. E(β) является аналитической функцией по β, поскольку при приближении β к β0,
существует аналитический собственный вектор Ω(β). Если при действительном β − β0 опе-
ратор T (β) является самосопряженным оператором, то Ω(β) можно выбрать таким образом,
чтобы он был нормализован относительно действительного β − β0.
Поскольку оператор H̃1 ⊗ I + I ⊗ H̃1 имеет невырожденное собственное значение, например,

близкое к собственному значению 2z1 оператора H̃1 ⊗ I + I ⊗ H̃1, то оператор H̃(U) при U,

вблизи U0 = 0, имеет ровно одно собственное значение E(U) ∈ σ(H̃(U)), близкое к 2z1, и эта
точка изолирована и невырождена. E(U) является аналитической функцией U при U, близком к
U0 = 0.
При больших значениях существование не более одного дополнительного собственного значе-

ния оператора H̃(U) следует из того же, что возмущение (K1f̃)(λ, μ) = 2U
∫

T ν

f(s, λ + μ − s)ds
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является одномерным оператором при фиксированном значении полного квазиимпульса двух
электронов. Это дополнительное собственное значение оператора H̃2 обозначим через z3.
Рассмотрим новое семейство операторов

H̃(ε3) = H̃(U) + 2ε3

∫

T ν

∫

T ν

f̃(s, t)dsdt.

У оператора H̃(U) есть невырожденное собственное значение вблизи собственного значения
E(U) оператора H̃(U), оператор H̃(ε3) в окрестности точки ε3 = 0 имеет ровно одно собственное
значение E(ε3) ∈ σ(H̃(ε3)) в окрестности E(U), и эта точка является изолированной и невырож-
денной. Функция E(ε3) аналитична по ε3 вблизи ε3 = 0.

Так как оператор H̃(U) имеет невырожденное собственное значение, следовательно, опера-
тор H̃(U), оператор H̃(ε3) при ε3, близком к ε3 = 0, имеет ровно одно собственное значение
E(ε3) ∈ σ(H̃(ε3)) в окрестности E(U), и эта точка является изолированной и невырожденной.
E(ε3) является аналитической функцией ε3 вблизи ε3 = 0.
Эти собственные значения мы обозначим через z4.
Теперь, используя полученные результаты (теоремы (3.3) и (3.4)) и представления (2.7) и (4.1),

опишем структуру существенного спектра и дискретного спектра оператора 2H̃0
s .

Теорема 4.2 (см. [21]). Пусть ν = 1. Тогда:

A) Если ε2 = −B и ε1 < −2B (соответственно, ε2 = −B и ε1 > 2B), то существенный спектр
оператора 2H̃0

s состоит из объединения восьми отрезков: σess(2H̃0
s ) = [4A − 8B, 4A + 8B] ∪

[3A−6B+z, 3A+6B+z]∪[2A−4B+2z, 2A+4B+2z]∪[A−2B+3z,A+2B+3z]∪[2A−4B+z3, 2A+
4B+z3∪[A−2B+z+z3, A+2B+z+z3]∪[2A−4B+z4, 2A+4B+z4]∪[A−2B+z+z4, A+2B+z+z4],

и дискретный спектр оператора 2H̃0
s состоит из шести собственных значений: σdisc(2H̃0

s ) =
{4z, 2z + z3, 2z + z4, 2z3, 2z4, z3 + z4}, где z = A+ ε1, а z3 и z4— дополнительные собственные
значения оператора H̃2.

B) Если ε2 = −2B или ε2 = 0 и ε1 < 0 (соответственно, ε2 = −2B или ε2 = 0 и ε1 > 0), то
существенный спектр оператора 2H̃0

s состоит из объединения восьми отрезков: σess(2H̃0
s ) =

[4A − 8B, 4A + 8B] ∪ [3A − 6B + z, 3A + 6B + z] ∪ [2A − 4B + 2z, 2A + 4B + 2z] ∪ [A − 2B +
3z,A+2B +3z] ∪ [2A− 4B + z3, 2A+ 4B + z3 ∪ [A− 2B + z + z3, A+ 2B + z + z3]∪ [2A− 4B +

z4, 2A + 4B + z4] ∪ [A − 2B + z + z4, A + 2B + z + z4], и дискретный спектр оператора 2H̃0
s

состоит из шести собственных значений: σdisc(2H̃0
s ) = {4z, 2z + z3, 2z + z4, 2z3, 2z4, z3 + z4},

где z = A−
√
4B2 + ε21 (соответственно z = A+

√
4B2 + ε21).

C) Если ε1 = 0 и ε2 > 0 или ε1 = 0 и ε2 < −2B, то существенный спектр оператора 2H̃0
s

состоит из объединения тринадцати отрезков: σess(2H̃0
s ) = [4A− 8B, 4A+8B]∪ [3A− 6B+

z1, 3A + 6B + z1] ∪ [3A− 6B + z2, 3A+ 6B + z2] ∪ [2A− 4B + 2z1, 2A+ 4B + 2z1] ∪ [2A− 4B +
2z2, 2A + 4B + z2] ∪ [A − 2B + 3z1, A + 2B + 3z1] ∪ [A − 2B + 3z2, A + 2B + 3z2] ∪ [2A − 4B +
z4, 2A+ 4B + z4] ∪ [A− 2B + z1 + z4, A+ 2B + z1 + z4] ∪ [A− 2B + z2 + z4, A+ 2B + z2 + z4] ∪
[2A− 4B + z3, 2A+4B + z3]∪ [A− 2B + z1 + z3, A+2B + z1 + z3]∪ [A− 2B + z2 + z3, A+2B +

z2 + z3], и дискретный спектр оператора 2H̃0
s состоит из девяти собственных значений:

σdisc(
2H̃0

s ) = {4z1, 2z1+z4, 4z2, 2z2+z4, 2z1+z3, 2z2+z3, z3+z4, 2z3, 2z4}, где z1 = A− 2BE√
E2 − 1

и z2 = A+
2BE√
E2 − 1

и E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
.

D) Если ε1 =
2(ε22 + 2Bε2)

B
(соответственно, ε1 = −2(ε22 + 2Bε2)

B
), то существенный спектр

оператора 2H̃0
s состоит из объединения восьми отрезков: σess(2H̃0

s ) = [4A − 8B, 4A + 8B] ∪
[3A−6B+z, 3A+6B+z]∪ [2A−4B+2z, 2A+4B+2z]∪ [2A−4B+z4, 2A+4B+z4]∪ [A−2B+
3z,A+2B+3z]∪[2A−4B+z3, 2A+4B+z3]∪[A−2B+z+z3, A+2B+z+z3]∪[A−2B+z+z4, A+

2B+z+z4], и дискретный спектр оператора 2H̃0
s состоит из шести собственных значений:
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σdisc(
2H̃0

s ) = {4z, 2z + z3, 2z + z4, 2z3, 2z4, z3 + z4}, где z = A +
2B(E2 + 1)

E2 − 1
(соответственно,

z = A− 2B(E2 + 1)

E2 − 1
) и E =

(B + ε2)
2

ε22 + 2Bε2
.

E) Если ε2 > 0 и ε1 >
2(ε22 + 2Bε2)

B
(соответственно, ε2 < −2B и ε1 >

2(ε22 + 2Bε2)

B
), то

существенный спектр оператора 2H̃0
s состоит из объединения восьми отрезков: σess(2H̃0

s ) =
[4A − 8B, 4A + 8B] ∪ [3A − 6B + z, 3A + 6B + z] ∪ [2A − 4B + 2z, 2A + 4B + 2z] ∪ [2A − 4B +
z4, 2A+4B+ z4]∪ [A− 2B+3z,A+2B+3z]∪ [2A− 4B+ z+ z4, 2A+4B+ z+ z4]∪ [2A− 4B+

z3, 2A + 4B + z3] ∪ [A − 2B + z + z3, A + 2B + z + z3], и дискретный спектр оператора 2H̃0
s

состоит из шести собственных значений: σdisc(2H̃0
s ) = {4z, 2z + z4, 2z + z3, 2z3, 2z4, z3 + z4},

где z = A+
2B(α+E

√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
и E =

(B + ε2)
2

ε22 + 2Bε2
, а α > 1— действительное число.

F) Если ε2 > 0 и ε1 < −2(ε22 + 2Bε2)

B
(соответственно, ε2 < −2B и ε1 < −2(ε22 + 2Bε2)

B
), то

существенный спектр оператора 2H̃0
s состоит из объединения восьми отрезков: σess(2H̃0

s ) =
[4A − 8B, 4A + 8B] ∪ [3A − 6B + z, 3A + 6B + z] ∪ [2A − 4B + 2z, 2A + 4B + 2z] ∪ [2A − 4B +
z4, 2A+4B+ z4]∪ [A− 2B+3z,A+2B+3z]∪ [2A− 4B+ z+ z4, 2A+4B+ z+ z4]∪ [2A− 4B+

z3, 2A + 4B + z3] ∪ [A − 2B + z + z3, A + 2B + z + z3], и дискретный спектр оператора 2H̃0
s

состоит из шести собственных значений: σdisc(2H̃0
s ) = {4z, 2z + z4, 2z + z3, 2z3, 2z4, z3 + z4},

где z = A− 2B(α+E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
и E =

(B + ε2)
2

ε22 + 2Bε2
, а α > 1— действительное число.

G) Если ε2 > 0 и 0 < ε1 <
2(ε22 + 2Bε2)

B
(соответственно, ε2 < −2B и 0 < ε1 <

2(ε22 + 2Bε2)

B
),

то существенный спектр оператора 2H̃0
s состоит из объединения шестнадцати отрезков:

σess(
2H̃0

s ) = [4A− 8B, 4A+ 8B] ∪ [3A− 6B + z1, 3A+ 6B + z1] ∪ [3A− 6B + z2, 3A+ 6B + z2] ∪
[2A− 4B +2z1, 2A+4B +2z1]∪ [2A− 4B + 2z2, 2A+ 4B +2z2]∪ [2A− 4B + z1 + z2, 2A+4B +
z1 + z2] ∪ [A− 2B + 3z1, A+ 2B + 3z1] ∪ [A− 2B + 3z2, A+ 2B + 3z2] ∪ [A− 2B + 2z1 + z2, A+
2B+2z1+ z2]∪ [A− 2B+ z1+2z2, A+2B+ z1+2z2]∪ [2A− 4B+ z3, 2A+4B+ z3]∪ [2A− 4B+
z4, 2A+4B+ z4]∪ [A− 2B+ z1+ z3, A+2B+ z1+ z3]∪ [A− 2B+ z1+ z4, A+2B+ z1+ z4]∪ [A−
2B+ z2 + z3, A+2B+ z2 + z3]∪ [A− 2B + z2 + z4, A+2B + z2 + z4, 2z4], и дискретный спектр
оператора 2H̃0

s состоит из четырнадцати собственных значений: σdisc(2H̃0
s ) = {4z1, 3z1 +

z2, 2z1+2z2, z1+3z2, 4z2, 2z1+z3, z1+z2+z3, 2z2+z3, 2z1+z4, 2z2+z4, z1+z2+z4, z3+z4, 2z3, 2z4},
где z1 = A +

2B(α+ E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
, z2 = A +

2B(α− E√E2 − 1 + α2)

E2 − 1
и E =

(B + ε2)
2

ε22 + 2Bε2
с

действительным числом 0 < α < 1.

H) Если ε2 > 0 и −2(ε22 + 2Bε2)

B
< ε1 < 0 (соответственно, ε2 < −2B и −2(ε22 + 2Bε2)

B
<

ε1 < 0), то существенный спектр оператора 2H̃0
s состоит из объединения шестнадцати

отрезков: σess(2H̃0
s ) = [4A− 8B, 4A+ 8B] ∪ [3A− 6B + z1, 3A+ 6B + z1] ∪ [3A− 6B + z2, 3A+

6B+z2]∪ [2A−4B+2z1, 2A+4B+2z1]∪ [2A−4B+2z2, 2A+4B+2z2]∪ [2A−4B+z1+z2, 2A+
4B+ z1+ z2]∪ [A−2B+3z1, A+2B+3z1]∪ [A−2B+3z2, A+2B+3z2]∪ [A−2B+2z1+ z2, A+
2B+2z1+ z2]∪ [A− 2B+ z1+2z2, A+2B+ z1+2z2]∪ [2A− 4B+ z3, 2A+4B+ z3]∪ [2A− 4B+
z4, 2A+ 4B + z4] ∪ [A− 2B + z1 + z3, A+ 2B + z1 + z3] ∪ [A− 2B + z1 + z4, A+ 2B + z1 + z4] ∪
[A− 2B+ z2 + z3, A+2B+ z2 + z3]∪ [A− 2B+ z2 + z4, A+2B+ z2 + z4], и дискретный спектр
оператора 2H̃0

s состоит из четырнадцати собственных значений: σdisc(2H̃0
s ) = {4z1, 3z1 +

z2, 2z1+2z2, z1+3z2, 4z2, 2z1+z3, z1+z2+z3, 2z2+z3, 2z1+z4, 2z2+z4, z1+z2+z4, z3+z4, 2z4, 2z3},
где z1 = A +

2B(α+ E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
, z2 = A +

2B(α− E√E2 − 1 + α2)

E2 − 1
и E =

(B + ε2)
2

ε22 + 2Bε2
с

действительным числом 0 < α < 1.
I) Если −2B < ε2 < 0, то существенный спектр оператора 2H̃0

s состоит из объединения трёх
отрезков: σess(2H̃0

s ) = [4A−8B, 4A+8B]∪[2A−4B+z3 , 2A+4B+z3]∪[2A−4B+z4, 2A+4B+z4],
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а дискретный спектр оператора 2H̃0
s состоит из трёх собственных значений: σdisc(2H̃0

s ) =
{2z3, z3 + z4, 2z4}.

Доказательство.
A) Из представлений (2.7), (4.1) и формул (3.14) и (3.15), а также теоремы 3.3 следует, что в

одномерном случае непрерывный спектр оператора H̃1 состоит из σcont(H̃1) = [A − 2B,A + 2B],

а дискретный спектр оператора H̃1 состоит из единственного собственного значения z = A+ ε1.

Следовательно, существенный спектр оператора H̃1⊗I+I⊗H̃1 состоит из отрезков [2A−4B, 2A+

4B] и [A−2B+z,A+2B+z]. Дискретный спектр оператора H̃1⊗I+I⊗H̃1 состоит из собственного
значения 2z. Оператор

H̃2 = H̃1 ⊗ I + I ⊗ H̃1 + 2U

∫

T ν

f̃(s,Λ− s)ds+ 2ε3

∫

T ν

∫

T ν

f(s, t)dsdt,

где Λ = λ+ μ, имеет дополнительные собственные значения z3 и z4. Из этого следует, что суще-
ственный спектр оператора 2H̃0

s состоит из объединения восьми отрезков, а дискретный спектр
оператора 2H̃0

s состоит из шести собственных значений. Это и есть утверждение A) теоремы 4.2.

B) В этом случае оператор H̃1 имеет единственное собственное значение z1, лежащее вне непре-
рывного спектра оператора H̃1. Следовательно, существенный спектр оператора H̃1 ⊗ I + I ⊗ H̃1

состоит из объединения двух отрезков, а дискретный спектр оператора H̃1 ⊗ I + I ⊗ H̃1 состоит
из одной точки. Это даёт утверждение B) теоремы 4.2.

Остальные утверждения теоремы 4.2 доказываются аналогично.

Следующая теорема описывает структуру существенного спектра оператора 2H̃0
s в трехмерном

случае.

Теорема 4.3 (см. [21]). Пусть ν = 3. Тогда:

A) 1) Если ε2 = −B и ε1 < −6B (соответственно, ε2 = −B и ε1 > 6B), то существен-
ный спектр оператора 2H̃0

s состоит из объединения восьми отрезков: σess(2H̃0
s ) = [4A −

24B, 4A+24B]∪ [3A−18B+z, 3A+18B+z]∪ [2A−12B+2z, 2A+12B+2z]∪ [A−6B+3z,A+
6B+3z]∪ [2A−12B+z3, 2A+12B+z3]∪ [A−6B+z+z3, A+6B+z+z3]∪ [2A−12B+z4, 2A+

12B+z4]∪ [A−6B+z+z4, A+6B+z+z4], и дискретный спектр оператора 2H̃0
s состоит

из шести собственных значений: σdisc(2H̃0
s ) = {4z, 2z + z3, 2z + z4, 2z3, z3 + z4, 2z4}, где

z = A+ ε1, z3 и z4 — собственные значения оператора H̃2.
2) Если ε2 = −B и −6B � ε1 < −2B (соответственно, ε2 = −B и 2B < ε1 � 6B), то су-
щественный спектр оператора 2H̃0

s состоит из объединения трёх отрезков: σess(2H̃0
s ) =

[4A − 24B, 4A + 24B] ∪ [2A − 12B + z3, 2A + 12B + z3] ∪ [2A − 12B + z4, 2A + 12B + z4], и
дискретный спектр оператора 2H̃0

s состоит из трех собственных значений: σdisc(2H̃0
s ) =

{2z3, 2z4, z3 + z4}.
B) Если ε2 = −2B или ε2 = 0, и ε1 < 0, ε1 � −6B

W
(соответственно, ε2 = −2B или ε2 = 0, и

ε1 > 0, ε1 � 6B

W
), то существенный спектр оператора 2H̃0

s состоит из объединения восьми

отрезков: σess(2H̃0
s ) = [4A−24B, 4A+24B]∪[3A−18B+z1 , 3A+18B+z1]∪[2A−12B+2z1, 2A+

12B+2z1]∪[A−6B+3z1, A+6B+3z1]∪[2A−12B+z3 , 2A+12B+z3]∪[A−6B+z1+z3, A+6B+
z1+ z3]∪ [2A− 12B+ z4, 2A+12B+ z4]∪ [A− 6B+ z1+ z4, A+6B+ z1+ z4] (соответственно,
σess(

2H̃0
s ) = [4A− 24B, 4A+24B]∪ [3A− 18B + z2, 3A+18B+ z2]∪ [2A− 12B+2z2, 2A+12B+

2z2]∪ [A−6B+3z2, A+6B+3z2]∪ [2A−12B+z3, 2A+12B+z3]∪ [A−6B+z2+z3, A+6B+z2+
z3]∪ [2A− 12B+ z4, 2A+12B+ z4]∪ [A− 6B+ z2+ z4, A+6B+ z2+ z4]), и дискретный спектр
оператора 2H̃0

s состоит из шести собственных значений: σdisc(2H̃0
s ) = {4z1, 2z1 + z3, 2z1 +

z4, 2z3, z3+z4, 2z4} (соответственно, σdisc(2H̃0
s ) = {4z2, 2z2+z3, 2z2+z4, 2z3, 2z4, z3+z4}), где

z1 (соответственно, z2)— собственное значение оператора H̃1.
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Если −6B

W
� ε1 < 0 (соответственно, 0 < ε1 �

6B

W
), то существенный спектр оператора

2H̃0
s состоит из объединения трёх отрезков: σess(2H̃0

s ) = [4A− 24B, 4A+24B]∪ [2A− 12B+

z3, 2A+12B+z3]∪[2A−12B+z4, 2A+12B+z4], а дискретный спектр оператора 2H̃0
s состоит

из трёх собственных значений: σdisc(2H̃0
s ) = {z3 + z4, 2z3, 2z4}.

C) Если ε1 = 0 и ε2 > 0, E < W (соответственно, ε1 = 0 и ε2 < −2B,E < W ), то существенный
спектр оператора 2H̃0

s состоит из объединения восьми отрезков: σess(2H̃0
s ) = [4A−24B, 4A+

24B] ∪ [3A− 18B + z, 3A+ 18B + z] ∪ [2A− 12B + 2z, 2A+ 12B + 2z] ∪ [A− 6B + 3z,A+ 6B +
3z] ∪ [2A− 12B + z3, 2A+ 12B + z3] ∪ [A− 6B + z + z3, A+ 6B + z + z3] ∪ [2A− 12B + z4, 2A+

12B + z4] ∪ [A− 6B + z + z4, A+ 6B + z + z4] (соответственно, σess(1H̃0
s ) = [4A− 24B, 4A+

24B] ∪ [3A − 18B + z̃, 3A + 18B + z̃] ∪ [2A − 12B + 2z̃, 2A + 12B + 2z̃] ∪ [A − 6B + 3z̃, A +
6B + 3z̃] ∪ [2A − 12B + z3, 2A + 12B + z3] ∪ [A − 6B + z̃ + z3, A + 6B + z̃ + z3] ∪ [2A − 12B +

z4, 2A+ 12B + z4] ∪ [A− 6B + z̃ + z4, A+ 6B + z̃ + z4]), и дискретный спектр оператора 2H̃0
s

состоит из шести собственных значений: σdisc(2H̃0
s ) = {4z, 2z + z3, 2z + z4, 2z3, z3 + z4, 2z4}

(соответственно, σdisc(2H̃0
s ) = {4z̃, 2z̃+ z3, 2z̃+ z4, 2z3, z3 + z4, 2z4}), где z (соответственно,

z̃)— собственное значение оператора H̃1 и E =
(B + ε2)

2

ε22 + 2Bε2
. Если ε1 = 0 и ε2 > 0, E > W

(соответственно, ε1 = 0 и ε2 < −2B, E > W ), то существенный спектр оператора 2H̃0
s

состоит из объединения трёх отрезков: σess(2H̃0
s ) = [4A−24B, 4A+24B]∪[2A−12B+z3 , 2A+

12B + z3] ∪ [2A− 12B + z4, 2A+ 12B + z4], а дискретный спектр оператора 2H̃0
s состоит из

трёх собственных значений: σdisc(2H̃0
s ) = {z3 + z4, 2z3, 2z4}.

D) Если ε1 =
2(ε22 + 2Bε2)

B
и E <

4

3
W (соответственно, ε1 = −2(ε22 + 2Bε2)

B
и E <

4

3
W ), то

существенный спектр оператора 2H̃0
s состоит из объединения восьми отрезков: σess(2H̃0

s ) =
[4A − 24B, 4A + 24B] ∪ [3A − 18B + z, 3A + 18B + z] ∪ [2A − 12B + 2z, 2A + 12B + 2z] ∪ [A −
6B + 3z,A + 6B + 3z] ∪ [2A − 12B + z3, 2A + 12B + z3] ∪ [A − 6B + z + z3, A + 6B + z +
z3] ∪ [2A − 12B + z4, 2A + 12B + z4] ∪ [A − 6B + z + z4, A + 6B + z + z4] (соответственно,
σess(

2H̃0
s ) = [4A−24B, 4A+24B]∪ [3A−18B+ z̃, 3A+18B+ z̃]∪ [2A−12B+2z̃, 2A+12B+2z̃]∪

[A−6B+3z̃, A+6B+3z̃]∪ [2A−12B+z3, 2A+12B+z3]∪ [A−6B+ z̃+z3, A+6B+ z̃+z3]∪ [2A−
12B+z4, 2A+12B+z4]∪[A−6B+ z̃+z4, A+6B+ z̃+z4]), и дискретный спектр оператора 2H̃0

s

состоит из шести собственных значений: σdisc(2H̃0
s ) = {4z, 2z + z3, 2z + z4, 2z3, z3 + z4, 2z4}

(соответственно, σdisc(2H̃0
s ) = {4z̃, 2z̃+ z3, 2z̃+ z4, 2z3, z3 + z4, 2z4}), где z (соответственно,

z̃)— собственное значение оператора H̃1.

E) Если ε2 > 0, ε1 >
2(ε22 + 2Bε2)

B
и E <

(
1 +

α

3

)
W (соответственно, ε2 < −2B, ε1 >

2(ε22 + 2Bε2)

B
и E <

(
1 +

α

3

)
W ), то существенный спектр оператора 2H̃0

s состоит из объ-

единения восьми отрезков: σess(2H̃0
s ) = [4A−24B, 4A+24B]∪ [3A−18B + z1, 3A+18B+ z1]∪

[2A−12B+2z1, 2A+12B+2z1]∪ [A−6B+3z1, A+6B+3z1]∪ [2A−12B+z3, 2A+12B+z3]∪ [A−
6B+z1+z3, A+6B+z1+z3]∪ [2A−12B+z4, 2A+12B+z4]∪ [A−6B+z1+z4, A+6B+z1+z4], и
дискретный спектр оператора 2H̃0

s состоит из шести собственных значений: σdisc(2H̃0
s ) =

{4z1, 2z1 + z3, 2z1 + z4, 2z3, z3 + z4, 2z4}, где z1— собственное значение оператора H̃1.

F) Если ε2 > 0, ε1 < −2(ε22 + 2Bε2)

B
и E <

(
1 +

α

3

)
W (соответственно, ε2 < −2B, ε1 <

−2(ε22 + 2Bε2)

B
и E <

(
1 +

α

3

)
W ), то существенный спектр оператора 2H̃0

s состоит из

объединения восьми отрезков: σess(2H̃0
s ) = [4A− 24B, 4A+ 24B] ∪ [3A− 18B + z1, 3A+ 18B +

z1]∪ [2A−12B+2z1, 2A+12B+2z1]∪ [A−6B+3z1, A+6B+3z1]∪ [2A−12B+z3, 2A+12B+z3]∪
[A−6B+z1+z3, A+6B+z1+z3]∪[2A−12B+z4, 2A+12B+z4]∪[A−6B+z1+z4, A+6B+z1+z4],

и дискретный спектр оператора 2H̃0
s состоит из шести собственных значений: σdisc(2H̃0

s ) =

{4z1, 2z1 + z3, 2z1 + z4, 2z3, z3 + z4, 2z4}, где z1— собственное значение оператора H̃1.



ВТОРОЙ ЧЕТЫРЕХЭЛЕКТРОННЫЙ СИНГЛЕТ В ПРИМЕСНОЙ МОДЕЛИ ХАББАРДА 503

G) Если ε2 > 0, 0 < ε1 <
2(ε22 + 2Bε2)

B
и
(
1 − α

3

)
W < E <

(
1 +

α

3

)
W (соответственно,

ε2 < −2B, 0 < ε1 <
2(ε22 + 2Bε2)

B
и
(
1 − α

3

)
W < E <

(
1 +

α

3

)
W ), то существенный спектр

оператора 2H̃0
s состоит из объединения шестнадцати отрезков: σess(2H̃0

s ) = [4A−24B, 4A+
24B] ∪ [3A− 18B + z1, 3A+ 18B + z1] ∪ [3A− 18B + z2, 3A+ 18B + z2] ∪ [2A− 12B + 2z1, 2A+
12B + 2z1]∪ [2A− 12B + z1 + z2, 2A+12B + z1 + z2]∪ [2A− 12B +2z2, 2A+12B + 2z2]∪ [2A−
12B+ z4, 2A+12B + z4]∪ [A− 6B+3z1, A+6B+3z1]∪ [A− 6B+2z1 + z2, A+6B+2z1 + z2]∪
[A− 6B + z1 +2z2, A+6B + z1 +2z2]∪ [A− 6B + z1 + z4, A+6B + z1 + z4]∪ [A− 6B +3z2, A+
6B+3z2]∪ [A− 6B+ z2 + z4, A+6B+ z2 + z4]∪ [2A− 12B+ z3, 2A+12B+ z3]∪ [A− 6B+ z1 +
z3, A + 6B + z1 + z3] ∪ [A − 6B + z2 + z3, A + 6B + z2 + z3], и дискретный спектр оператора
2H̃0

s состоит из четырнадцати собственных значений: σdisc(2H̃0
s ) = {4z1, 4z2, 3z1 + z2, 2z1 +

2z2, 2z1 + z3, 2z3, 2z4, z3 + z4, 2z1 + z4, z1 +3z2, z1 + z2 + z3, z1 + z2 + z4, 2z2 + z3, 2z2 + z4}, где z1
и z2— собственные значения оператора H̃1.

H) Если ε2 > 0, −2(ε22 + 2Bε2)

B
< ε1 < 0 и

(
1 − α

3

)
W < E <

(
1 +

α

3

)
W (соответственно,

ε2 < −2B, −2(ε22 + 2Bε2)

B
< ε1 < 0 и

(
1− α

3

)
W < E <

(
1+

α

3

)
W ), то существенный спектр

оператора 2H̃0
s состоит из объединения шестнадцати отрезков: σess(2H̃0

s ) = [4A−24B, 4A+
24B] ∪ [3A− 18B + z1, 3A+ 18B + z1] ∪ [3A− 18B + z2, 3A+ 18B + z2] ∪ [2A− 12B + 2z1, 2A+
12B + 2z1]∪ [2A− 12B + z1 + z2, 2A+12B + z1 + z2]∪ [2A− 12B +2z2, 2A+12B + 2z2]∪ [2A−
12B+ z4, 2A+12B + z4]∪ [A− 6B+3z1, A+6B+3z1]∪ [A− 6B+2z1 + z2, A+6B+2z1 + z2]∪
[A− 6B + z1 +2z2, A+6B + z1 +2z2]∪ [A− 6B + z1 + z4, A+6B + z1 + z4]∪ [A− 6B +3z2, A+
6B+3z2]∪ [A− 6B+ z2 + z4, A+6B+ z2 + z4]∪ [2A− 12B+ z3, 2A+12B+ z3]∪ [A− 6B+ z1 +

z3, A+6B+ z1+ z3]∪ [A− 6B+ z2+ z3, A+6B+ z2+ z3], и дискретный спектр оператора 2H̃0
s

состоит из четырнадцати собственных значений: σdisc(2H̃0
s ) = {4z1, 2z1 +2z2, 3z1+ z2, 2z1+

z3, 2z1 + z4, z1+3z2, 4z2, 2z2 + z3, 2z2 + z4, 2z4, z1+ z2+ z4, z1+ z2+ z3, 2z3, z3 + z4}, где z1 и z2—
собственные значения оператора H̃1.

I) Если −2B < ε2 < 0, то существенный спектр оператора 2H̃0
s состоит из объединения трёх

отрезков: σess(2H̃0
s ) = [4A−24B, 4A+24B]∪ [2A−12B+z4 , 2A+12B+z4]∪ [2A−12B+z3, 2A+

12B + z3], а дискретный спектр оператора 2H̃0
s состоит из трёх собственных значений:

σdisc(
2H̃0

s ) = {z3 + z4, 2z3, 2z4}.
Доказательство.

A) Из представлений (2.7), (4.1) и формул (3.14) и (3.15), а также теоремы 3.4 следует, что в
трехмерном случае непрерывный спектр оператора H̃1 состоит из σcont(H̃1) = [A − 6B,A + 6B],

а дискретный спектр оператора H̃1 состоит из единственного собственного значения z = A+ ε1.

Следовательно, существенный спектр оператора H̃1⊗I+I⊗H̃1 состоит из отрезков [2A−12B, 2A+
12B] и [A−6B+z,A+6B+z]. Дискретный спектр оператора H̃1⊗I+I⊗H̃1 состоит из собственного
значения 2z. Оператор

H̃2 = H̃1 ⊗ I + I ⊗ H̃1 + 2U

∫

T ν

f̃(s,Λ− s)ds+ 2ε3

∫

T ν

∫

T ν

f(s, t)dsdt,

где Λ = λ+ μ, имеет дополнительные собственные значения z3 и z4. Из этого следует, что суще-
ственный спектр оператора 2H̃0

s состоит из объединения восьми отрезков, и дискретный спектр
оператора 2H̃0

s состоит из шести собственных значений. Это и есть утверждение А) теоремы 4.3.

G) Из представления (2.7), (4.1) и формул (3.14) и (3.15), а также теоремы 3.4 следует, что
в трехмерном случае непрерывный спектр оператора H̃1 состоит из σcont(H̃1) = [A − 6B,A +

6B], а дискретный спектр оператора H̃1 состоит ровно из двух собственных значений z1 и z2.

Следовательно, существенный спектр оператора H̃1⊗I+I⊗H̃1 состоит из отрезков [2A−12B, 2A+
12B], [A−6B+z1, A+6B+z1] и [A−6B+z2, A+6B+z2].Дискретный спектр оператора H̃1⊗I+I⊗H̃1
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состоит из собственных значений 2z1, z1 + z2 и 2z2. Оператор

H̃2 = H̃1 ⊗ I + I ⊗ H̃1 + 2U

∫

T ν

f̃(s,Λ− s)ds+ 2ε3

∫

T ν

∫

T ν

f(s, t)dsdt,

где Λ = λ + μ, имеет дополнительные собственные значения z3 и z4. Отсюда следует, что суще-
ственный спектр оператора 1H̃0

s состоит из объединения шестнадцати отрезков, а дискретный
спектр оператора 2H̃0

s состоит из четырнадцати собственных значений. Это и есть утверждение
G) теоремы 4.3.

Остальные утверждения теоремы 4.3 доказываются аналогично.
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The second four-electron singlet in the Hubbard impurity model

S. M. Tashpulatov and R. T. Parmanova

Institute of Nuclear Physics of the Uzbekistanian Academy of Sciences, Tashkent, Uzbekistan

Abstract. We consider the energy operator of four-electron systems in the Hubbard impurity model
and investigate the structure of the essential spectrum and discrete spectra for the second singlet state
of the system. It is shown that in the one-dimensional and two-dimensional cases the following situations
exist for the essential and discrete spectrum: (a). the essential spectrum of the operator of the second
singlet state of four electrons in the Hubbard impurity model consists of a union of eight segments,
and the discrete spectrum of the operator consists of six eigenvalues; (b). the essential spectrum of the
operator consists of a union of sixteen segments, and the discrete spectrum of the operator consists of
fourteen eigenvalues; (c). the essential spectrum of the operator consists of a union of thirteen segments,
and the discrete spectrum of the operator consists of nine eigenvalues; (d). the essential spectrum of
the operator consists of a union of three segments, and the discrete spectrum of the operator consists
of three eigenvalues. In the three-dimensional case the following situations arise: (a). the essential
spectrum of an operator consists of unions of eight segments, and the discrete spectrum of the operator
consists of six eigenvalues, or the essential spectrum of an operator consists of unions of three segments,
and the discrete spectrum of the operator consists of three eigenvalues; (b). the essential spectrum of
an operator consists of unions of eight segments, and the discrete spectrum of the operator consists of
six eigenvalues; (c). the essential spectrum of an operator consists of unions of sixteen segments, and
the discrete spectrum of the operator consists of fourteen eigenvalues; (d). the essential spectrum of
an operator consists of unions of three segments, and the discrete spectrum of the operator consists of
three eigenvalues.
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Аннотация. Исследуется задача о малых движениях и нормальных колебаниях вязкой жидко-
сти, когда на свободной поверхности находятся весомые частицы некоторого вещества, которые
в процессе колебания свободной поверхности не взаимодействуют друг с другом, или их взаимо-
действие пренебрежимо мало. Исходная начально-краевая задача сводится к задаче Коши для
дифференциального уравнения первого порядка в некотором гильбертовом пространстве. После
детального изучения свойств операторных коэффициентов доказана теорема о разрешимости по-
лученной задачи Коши. На этой основе найдены достаточные условия существования решения
начально-краевой задачи, описывающей эволюцию исходной гидросистемы. Доказаны утвержде-
ния о структуре спектра задачи и о базисности системы собственных функций.

Ключевые слова: вязкая жидкость, инерционная свободная поверхность, малые движения,
нормальные колебания, начально-краевая задача.
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Введение

Предположим, что на свободной поверхности жидкости плавают весомые частицы некоторо-
го вещества, которые в процессе колебаний свободной поверхности не взаимодействуют друг с
другом, или их взаимодействие пренебрежимо мало. Жидкость с такой поверхностью приня-
то называть флотирующей жидкостью, или жидкостью с инерционной свободной поверхно-
стью [2, 16]. Первоначально модель жидкости с инерционной поверхностью использовалась при
описании динамических явлений поверхности северных морей, покрытых сплошным ковром из
крошки битого льда.
Подробную библиографию и изложение наиболее важных результатов по изучению динамиче-
ских характеристик идеальной однородной флотирующей жидкости можно найти в работе [2].
Отметим отдельно работы [11, 18], где с позиции функционального анализа изучались вопросы
разрешимости линейных краевых задач, исследовались структуры и характер спектра нормаль-
ных колебаний однородной, а также стратифицированной идеальной жидкости, свободная по-
верхность которой состоит из трех областей: поверхности жидкости без льда, области упругого
льда и области, состоящей из крошки битого льда (крошеного льда). Упругий лед моделировался
упругой пластиной.

© Д. О. Цветков, 2025

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode

508



КОЛЕБАНИЯ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ С ИНЕРЦИОННОЙ СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ 509

Также отметим работу [12], где изучалась задача с внутренней флотацией. Интерес к таким
проблемам может быть связан с тем, что при экспериментальных исследованиях распределе-
ния характеристик воды, например, в Черном море было обнаружено, что на границе раздела
двух основных слоев (верхнего и нижнего) «плавают» частицы различных материалов, объемная
плотность которых больше плотности верхнего слоя, но меньше нижнего. Этими материалами
являются намокшее дерево, водоросли, растительные остатки, «экологический мусор» и тому
подобное.
Заметим, что если теория динамических свойств идеальной флотирующей жидкости сравни-
тельно хорошо изучена, то число работ, посвященных флотирующей вязкой жидкости, исчисля-
ется единицами. Отметим, например, работу [10], где строится решение линеаризованной задачи
о распространении инерционных волн во флотирующей вязкой жидкости, находящейся в полости
равномерно вращающегося цилиндра.
В данной работе исследуется задача о малых движениях и нормальных колебаниях вяз-
кой жидкости с инерционной свободной поверхностью, заполняющей неподвижный контейнер.
Исследование проводится на основе подхода, связанного с применением теории операторных
блок-матриц, действующих в гильбертовом пространстве, и позволяющего перейти от исход-
ной начально-краевой задачи к равносильной задаче Коши для дифференциально-операторного
уравнения первого порядка в гильбертовом пространстве, а также на применении абстрактных
дифференциально-операторных уравнений и спектральной теории операторных пучков. Метода-
ми этих теорий удается установить ряд общих и тонких результатов. Общие идеи применяемых
методов можно найти, например, в [14, 15].

1. Исследование начально-краевой задачи

1.1. Постановка начально-краевой задачи. Пусть однородная несжимаемая жидкость
плотности ρ, имеющая коэффициент динамической вязкости μ, расположена в некотором непо-
движном контейнере и занимает в состоянии покоя область Ω, ограниченную твердой стенкой
контейнера S и свободной поверхностью Γ, покрытой плавающими частицами некоторого ве-
щества. Последнее условие эквивалентно предположению о том, что ее свободная поверхность
является весомой и имеет поверхностную плотность ρ0, которая совпадает с массой плавающих
частиц на единице поверхности. Предположим также, что начало O декартовой системы коорди-
нат Ox1x2x3 выбрано на Γ, которая является плоской и расположена перпендикулярно ускорению
силы тяжести �g = −g�e3, где �e3 — орт оси Ox3.
Рассмотрим малые движения жидкости, близкие к состоянию покоя. Через �u = �u(t, x), x ∈ Ω,
обозначим поле скорости в жидкости, p = p(t, x)—динамическое давление, равное разности пол-
ного и статического давлений, а через ζ = ζ(t, x̂) ( x̂ = (x1, x2) ∈ Γ) — отклонение свободно дви-
жущейся поверхности жидкости Γ(t) от Γ по нормали �n. Кроме того, полагаем, что на иссле-
дуемую гидродинамическую систему дополнительно к гравитационному полю действует малое
поле внешних сил �f = �f(t, x). Тогда малые движения исходной системы описываются следующей
начально-краевой задачей:

ρ
∂�u

∂t
= −∇p+ μΔ�u+ ρ�f(x, t) (вΩ), div �u = 0 (вΩ), (1.1)

�u = �0 (наS),
∂ζ

∂t
= �u · �n (наΓ),

∫

Γ

ζ dΓ = 0, (1.2)

μ

(
∂uk
∂x3

+
∂u3
∂xk

)
= 0 (k = 1, 2, на Γ), ρ0

∂2ζ

∂t2
= p− ρgζ − 2μ

∂u3
∂x3

(наΓ), (1.3)

�u(0, x) = �u0(x) (x ∈ Ω), ζ(0, x̂) = ζ0(x̂) (x̂ ∈ Γ). (1.4)

Линеаризация уравнения Навье—Стокса и уравнения неразрывности приводит к уравнени-
ям (1.1). На границе S задано условие прилипания жидкости, которое в терминах вектора скоро-
сти имеет вид первого уравнения (1.2). После линеаризации кинематическое условие на поверх-
ности Γ принимает вид второго уравнения (1.2), а динамические условия — (1.3). Здесь первое
динамическое условие состоит в равенстве касательных напряжений, для вывода второго требу-
ется записать второй закон Ньютона для весомых частиц и линеаризовать его (см., например, [2]).
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Далее, третье условие (1.2) — следствие условия сохранения объема Ω при колебаниях системы.
Последние два условия — начальные условия, которые добавлены для полноты формулировки.

1.2. Закон баланса полной энергии. Прежде чем исследовать поставленную начально-
краевую задачу, выведем для ее решения закон баланса полной энергии. Предположим, что зада-
ча (1.1)–(1.4) имеет классическое решение, т. е. такие функции u(t, x), p(t, x) и ζ(t, x̂), для которых
непрерывны по всем переменным все слагаемые, входящие в уравнения и краевые условия данной
задачи, кроме того, эти уравнения выполнены для указанных функций.

Лемма 1.1. Для классического решения задачи (1.1)–(1.4) имеет место закон баланса полной
энергии гидромеханической системы:

1

2
· d
dt

[(
ρ

∫

Ω

|�u|2 dΩ+ ρ0

∫

Γ

∣
∣∣
∣
∂ζ

∂t

∣
∣∣
∣

2

dΓ2

)
+ ρg

∫

Γ

|ζ|2dΓ
]
= ρ

∫

Ω

�f �u dΩ− μE(�u, �u). (1.5)

Доказательство. Умножим обе части (1.1) скалярно на вектор-функцию �u(t, x) и проинтегри-
руем по Ω; соответственно умножим обе части второго уравнения (1.3) скалярно на ∂ζ/∂t и
проинтегрируем по Γ. Используя формулу Грина для векторного оператора Лапласа (см., напри-
мер, [14, c. 128, формула (2.10)])

∫

Ω

Δ�u · �v dΩ = −E(�u,�v) +

∫

∂Ω

3∑

i=1

( ∂ui
∂x3

+
∂u3
∂xi

)
vi dS,

E(�u, �u) =
1

2
·
∫

Ω

3∑

i,j=1

|τij(�u)|2dΩ, τij(�u) :=
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

, i, j = 1, 2, 3, (1.6)

а также формулу Гаусса—Остроградского с условием соленоидальности и прилипания жидкости
на твердой стенке:

∫

Ω

∇p · �u dΩ =

∫

Ω

div (p �u) dΩ −
∫

Ω

p div �u dΩ =

∫

∂Ω

p un dS =

∫

Γ

p un dΓ.

приходим к соотношениям

ρ

∫

Ω

�u
∂�u

∂t
dΩ = −μE(�u, �u) +

∫

Γ

(
2μ

∂u3
∂x3
− p

) ∂ζ
∂t
dΓ + ρ

∫

Ω

�f �u dΩ,

ρ0

∫

Γ

∂2ζ

∂t2
∂ζ

∂t
dΓ =

∫

Γ

(
p− 2μ

∂u3
∂x3

) ∂ζ
∂t
dΓ−

∫

Γ

ρgζ
∂ζ

∂t
dΓ.

Складывая левые и правые части полученных равенств, приходим к закону баланса энергии (1.5).

Отметим, что левая часть (1.5) представляет собой сумму производной по t полной кинетиче-
ской энергии системы и ее потенциальной энергии. Полная кинетическая энергия (круглая скобка
слева) равна сумме кинетической энергии жидкости в области Ω и кинетической энергии весомых
частиц. За потенциальную энергию отвечает третье слагаемое слева, обусловленное колебаниями
свободной поверхности. Правая часть есть мощность внешних и диссипативных сил.

1.3. Основные функциональные пространства. Вспомогательные краевые задачи
и их операторы. Свойства оператора потенциальной энергии. Начально-краевую зада-
чу (1.1)–(1.4) приведем к дифференциальному уравнению в гильбертовом пространстве. С этой
целью для области Ω воспользуемся известным разложением пространства векторных полей
�L2(Ω) в ортогональную сумму (см. [14, c. 118]):

�L2(Ω) = �J0,S(Ω)⊕ �G0,Γ(Ω), �G0,Γ(Ω) := {�v ∈ �L2(Ω) | �v = ∇ϕ, ϕ = 0 (наΓ)}, (1.7)
�J0,S(Ω) := {�v ∈ �L2(Ω) | div�v = 0 (вΩ), vn := �v · �n = 0 (наS)}.
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Отметим, что наличие вязких сил приводит к диссипации энергии, скорость которой вычисля-
ется по формуле (1.6).
Совокупность векторных соленоидальных полей, удовлетворяющих условиям прилипания на
твердой стенке S и конечной скорости диссипации энергии в вязкой жидкости, образуют подпро-
странство �J1

0,S(Ω), которое плотно в �J0,S(Ω) (см. [14, c. 132-133], [7, п. 2.3.2]).
Так как в подпространстве �J0,S(Ω) квадрат нормы вводится по формуле ‖�u‖21,Ω := E(�u, �u) и эта
норма эквивалентна стандартной норме пространства �H1(Ω), то имеют место неравенства

0 < c1 � ‖�u‖21,Ω/‖�u‖2�H1(Ω)
� c2 <∞,

а потому
‖�u‖21,Ω � c1 ‖�u‖2�H1(Ω)

� c1 ‖�u‖2�L2(Ω)
, ∀�u ∈ �J1

0,S1
(Ω).

Отсюда следует, что �J1
0,S(Ω) и �J0,S(Ω) образуют гильбертову пару (см. подробнее, [7, с. 20]), а

порождающий оператор A этой пары образует шкалу пространств Eα, α ∈ R, такую, что

E0 = �J0,S(Ω), E1/2 = �J1
0,S(Ω) = D(A1/2), ‖�u‖21,Ω = ‖A1/2�u‖2�L2(Ω)

, ∀u ∈ �J1
0,S(Ω).

Вспомогательная задача I (см. [15, с. 69], [6, теорема 5]). По заданной функции �g1 найти
функции �v и p1, являющиеся решениями задачи

μA�v := −μP0,SΔ�v +∇p1 = �g1, div�v = 0 (вΩ), �v = �0 (наS), (1.8)
μτi3(�v)− p1δi3 = 0 (наΓ), i = 1, 2, 3, Δp1 = 0 (вΩ), ∂p1/∂n = 0 (наS),

где P0,S : �L2(Ω)→ �J0,S(Ω)— ортопроектор на подпространство �J0,S(Ω), оператор A являет-
ся неограниченным самосопряженным положительно определенным оператором, порожденным
гильбертовой парой ( �J1

0,S(Ω);
�J0,S(Ω)), и обладает следующими свойствами:

1. D(A) ⊂ D(A1/2) = �J1
0,S(Ω) ⊂ �J0,S(Ω), D(A) = �J0,S(Ω);

2. обратный оператор A−1 есть компактный и положительный, действующий в �J0,S(Ω);
3. оператор A имеет дискретный положительный спектр {λn(A)}∞n=1 с единственной пре-

дельной точкой λ = +∞ и асимптотическим поведением [17]:

λn(A) = c
−2/3
A n2/3[1 + o(1)] (n→ +∞ ), cA = (3π2)−1mesΩ. (1.9)

Отметим, что если задача (1.8) имеет решение �v ∈ �H2(Ω) ∩ �J1
0,S(Ω), то ∇p1 ∈ �Gh,S(Ω),

�Gh,S(Ω) :=
{
�v ∈ �J0,S(Ω) : �v = ∇p, Δp = 0 (вΩ),

∂p

∂n
= 0 (наS),

∫

Γ

p dΓ = 0
}
.

При �g1 ∈ �J0,S(Ω) задача (1.8) (см. подробнее [6, теорема 5]) имеет единственное обобщенное
решение �v = μ−1A−1�g1 ∈ D(A), где обобщенное решение определяется следующим тождеством:
E(�η,�v) = (�η,�g1)�L2(Ω), �η ∈ �J1

0,S(Ω).

Наряду с введенными пространствами рассмотрим гильбертово пространство L2(Γ) со скаляр-
ным произведением

(ξ, η)0 =

∫

Γ

ξ(x̂) η(x̂) dΓ, x̂ ∈ Γ. (1.10)

Из третьего условия (1.2), получаем, что функция ζ(t, x̂) при каждом t должна принадлежать
гильбертову пространству L2,Γ := L2(Γ)� {1Γ} функций из L2(Γ), которые ортогональны к функ-
ции 1Γ, тождественно равной единице.
Введем оператор нормального следа γn, действующий по закону

γn�u := (�u · �n)Γ ∀ �u ∈ �J1
0,S(Ω).

Так как �J1
0,S(Ω)—подпространство �H

1(Ω), а граница области Ω состоит (будем предполагать) из
двух частей: равновесной поверхности Γ—достаточно гладкой (бесконечно дифференцируемой)
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и твердой стенки S —липшицевой, то по теореме Гальярдо (см., например, [7, c. 51]) получаем,
что оператор γn ограниченно действует из �J1

0,S(Ω) в пространство H
1/2(Γ) с квадратом нормы

‖ϕ‖2
H1/2(Γ)

:=

∫

Γ

|ϕ|2dΓ +

∫

Γη

∫

Γζ

|ϕ(ζ)− ϕ(η)|2
|ζ − η|3 dΓζ dΓη.

Отметим, что для элементов �u ∈ �J1
0,S(Ω) выполнено условие γn�u ∈ L2,Γ. Следовательно, γn огра-

ниченно действует из �J1
0,S(Ω) в пространство H

1/2
Γ := H1/2(Γ) ∩ L2,Γ, плотно вложенное в L2,Γ.

Более того, H1/2
Γ и L2,Γ образуют гильбертову пару пространств, и по ней строится оснащение

H
1/2
Γ ⊂ L2,Γ ⊂ (H

1/2
Γ )∗ (см. [7, c. 52], [1, п. 2]).

Вспомогательная задача II (см. [14, с. 107]). По заданной функции ψ(x̂), x̂ ∈ Γ, найти функ-
цию p2(x), x ∈ Ω, являющуюся решением задачи

Δp2 = 0 (вΩ),
∂p2
∂n

= 0 (наS), p2 = ψ (наΓ),
∫

Γ

ψdΓ = 0.

Данная задача является известной задачей Зарембы для уравнения Лапласа. Если ψ ∈ H1/2
Γ ,

то данная задача имеет единственное решение p2 ∈ H1
Γ(Ω),

H1
Γ(Ω) = {p ∈ H1(Ω) :

∫

Γ

p dΓ = 0}, ‖p‖2H1
Γ(Ω) =

∫

Ω

|∇p|2dΩ.

Отметим, что если p2(x)—решение задачи II для ψ ∈ H1/2
Γ , то ∇p2(x) = Gψ ∈ �Gh,S(Ω).

Лемма 1.2. Имеют место свойства D(γn) ⊂ D(G∗), G∗|D(γn) = γn.

Доказательство. Пусть �v ∈ �J1
0,S1

(Ω1), ψ ∈ H1/2
Γ . Тогда

(∇p2, �v) =
∫

Ω1

∇p2 · �v dΩ1 =

∫

Ω1

div(p2�v) dΩ1 =

∫

∂Ω1

p2vn dS =

∫

Γ

p2vn dΓ =

∫

Γ

ψvn dΓ =

= (ψ, γn�v)0 ⇒ (Gψ,�v) = (ψ, γn�v)0, ψ ∈ H1/2
Γ , �v ∈ �J1

0,S1
(Ω1), (1.11)

следовательно, D(γn) ⊂ D(G∗), G∗|D(γn) = γn. Лемма доказана.

Замечание 1.1. Из леммы 1.2 следует, что оператор γn может быть расширен до оператора
γ̃n с областью определения D(γ̃n) = �J0,S1(Ω1). Действительно, соотношение (1.11) выполняется,
когда в правой части имеем (ψ, γ̃n�v)0 для ψ ∈ H1/2

Γ , γ̃n�v ∈ (H
1/2
Γ )∗. Эта ситуация имеет место для

�v ∈ �J0,S1(Ω1). При этом получаем, что на множестве �J0(Ω1) оператор γ̃n равен нулевому опера-
тору, т. е. ker γ̃n = �J0(Ω1). Так как имеют место вложения H

1/2
Γ ⊂ L2,Γ ⊂ (H

1/2
Γ )∗, то, очевидно,

γn ⊂ G∗ ⊂ γ̃n. Обозначим через γ̂n такое расширение γn, для которого область значений совпада-
ет с L2,Γ. Тогда γ̂n = G∗, при этом D(G∗) = {�v ∈ �J0,S1(Ω1)| γn�v ∈ L2(Γ) }. В дальнейшем вместо
γ̂n для простоты снова будем писать γn.

Как следствие из леммы 1.2 и замечания 1.1 получаем такое утверждение.

Лемма 1.3. Для операторов A и γn выполнены включения

D(A) ⊂ D(A1/2) = �J1
0,S1

(Ω1) ⊂ D(γn).
1.4. Переход к дифференциально-операторному уравнению и свойства его опера-
торных коэффициентов. Основываясь на разложении (1.7), применим метод ортогонально-
го проектирования к исходной начально-краевой задаче. В силу условия соленоидальности в Ω
и условия прилипания на S считаем, что �u(t, x) ∈ �J0,S(Ω). Далее, представим ∇p(t, x) в виде
∇p(t, x) = ∇ϕ+∇p̃ ∈ �G0,Γ(Ω)⊕ �Gh,S(Ω) =: �G(Ω).
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Применим ортопроекторы P0,Γ и P0,S (ортопроекторы на подпространства �G0,Γ(Ω) и �J0,S(Ω)
соответственно, P0,S + P0,Γ = I) к уравнению (1.1):

�0 =−∇ϕ+ P0,Γ(μΔ�u) + ρP0,Γ
�f(t, x), (1.12)

ρ
∂�u

∂t
=−∇p̃+ P0,S(μΔ�u) + ρP0,S

�f(t, x). (1.13)

Соотношение (1.12) показывает, что ∇ϕ может быть найдено, если известно решение �u. Поэто-
му в дальнейшем достаточно ограничиться рассмотрением соотношения (1.13), а также второго
условия (1.3) с соответствующей заменой p→ p̃, так как p = p̃+ ϕ, ϕ = 0 (на Γ). Условимся на-
зывать решения уравнения (1.12) тривиальными.
Представим ∇p̃ ∈ �Gh,S(Ω) в виде ∇p̃ = ∇p1 +∇p2, где p1—функция из вспомогательной зада-
чи I, а p2 есть решение вспомогательной задачи II для ψ = ρ0(∂

2ζ/∂t2) + ρgζ.
Итогом приведенных выше преобразований является лемма.

Лемма 1.4. Решение начально-краевой задачи (1.1)–(1.4) с учетом (1.12) является решением
задачи Коши для системы дифференциально операторных уравнений

ρ
d�u

dt
+ μA�u+ ρgGζ + ρ0G

d2ζ

dt2
= ρP0,S

�f =: �f0,S, (1.14)

dζ

dt
− γn�u = 0, �u(0) = �u0, ζ(0) = ζ0, ζ

′
(0) = ζ1 = γn�u

0.

Здесь все искомые и заданные функции переменной t и пространственных переменных считаем
функциями одной переменной t со значениями в соответствующих гильбертовых пространствах,
что уже и было учтено в проведенных выше построениях. В связи с этим все производные ∂/∂t
заменили на d/dt.
Будем считать, что функция (γn�u)(t) непрерывно дифференцируема по t и ее производная
принадлежит D(G) = H

1/2
Γ , тогда G(d2ζ/dt2) = Gγn(d�u/dt).

С учетом сказанного задачу (1.14) перепишем в виде задачи Коши для дифференциально-
операторного уравнения первого порядка в гильбертовом пространстве H := �J0,S(Ω)⊕ L2,Γ:

C dy
dt

+A0y = F , y(0) = y0, (1.15)

C =
(
ρ I + ρ0Gγn 0

0 ρgIΓ

)
, A0 =

(
μA ρgG
−ρgγn 0

)
, y = (�u; ζ)τ , F = (f0,S; 0)

τ , (1.16)

D(A0) = D(A)⊕D(G), D(C) = { (�u; ζ)τ ∈ H : �u ∈ �J1
0,S(Ω) }, D(A0) ⊂ D(C).

Здесь индекс (. . .)t означает операцию транспонирования матрицы. Кроме того, всюду далее
будем считать, что R+ := [0;+∞).

Определение 1.1. Сильным решением (по переменной t) исходной начально-краевой зада-
чи (1.1)–(1.4) назовем набор функций �u(t), ∇p(t) и ζ(t), для которых функция y(t) = (�u(t); ζ(t))τ

являются решением задачи (1.15). В свою очередь решением задачи (1.15) назовем такую функ-
цию y(t), что y(t) ∈ D(A0) при t ∈ R+, A0y ∈ C(R+;H), y(t) ∈ C1(R+;H), выполнено начальное
условие и уравнение (1.15) для любого t ∈ R+.

Лемма 1.5. Оператор C (определенный в (1.16)) является положительно определенным опе-
ратором, действующим в H.
Доказательство. Оператор C, очевидно, плотно определен. Для y1 = (�u1, ζ1)

τ и y2 = (�u2, ζ2)
τ из

D(C) имеем
(Cy1, y2)H = ρ (�u1, �u2)�L2(Ω) + ρ0(Gγn�u1, �u2)�L2(Ω) + (ζ1, ζ2)0 =

= ρ (�u1, �u2)�L2(Ω)
+ ρ0(γn�u1, γn�u2)0 + (ζ1, ζ2)0 = . . . = (y1, Cy2)H.

Отсюда следует симметричность оператора C. Пусть теперь y1 = y2 = y, тогда из последнего по-
лучим

(Cy, y)H = ρ ‖�u‖2�L2(Ω)
+ ρ0‖γn�u‖20 + ‖ζ‖20 � ρ ‖�u‖2�L2(Ω)

+ ‖ζ‖20 � min(ρ; 1) · ‖y‖2H.
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Таким образом, C —положительно определенный оператор, действующий в H.
Введем вспомогательные операторы

Q = γn(μA)
−1/2, D(Q) = �J0,S(Ω), Q+ = (μA)−1/2G, D(Q+) = D(G).

Лемма 1.6. Для операторов Q и Q+ справедливы свойства

Q+ ⊂ Q∗, Q+ = Q∗|D(G), Q+ = Q∗.

Доказательство. Для любого �v ∈ �J0,S(Ω) и η ∈ D(G) имеем
(Q�v, η)0 = (γn(μA)

−1/2�v, η)0 = ((μA)−1/2�v,Gη) = (�v, (μA)−1/2Gη) = (�v,Q+η).

Отсюда следует, что Q+ ⊂ Q∗ и Q+ = Q∗|D(G). Покажем, что оператор Q+ ограничен на D(G).
Оператор Q ограниченно действует из �J0,S(Ω) в L2,Γ. Действительно, оператор A−1/2 отображает
�J0,S(Ω) на �J1

0,S(Ω), а оператор γn, согласно теореме о следах, компактен как оператор из �J
1
0,S(Ω)

в L2,Γ. Таким образом, оператор Q ограничен (даже компактен). Отсюда следует, что оператор
Q∗ тоже ограничен. Тогда для любого η ∈ D(G) имеет место следующее неравенство:

‖Q+η‖ = ‖Q∗η‖ � ‖Q∗‖ · ‖η‖0.
Откуда следует, что Q+ ограничен на D(G), а поэтому расширяется по непрерывности до огра-
ниченного оператора Q∗, т. е. Q+ = Q∗.

Покажем, что оператор A0 замыкаем и замыкание A0 есть замкнутый максимальный аккре-
тивный оператор, т. е. других замкнутых аккретивных расширений у оператора A0 нет. Подобные
построения для операторных блоков проводились в работах [5, 13].

Лемма 1.7. Оператор A0 замыкаем и A0 =: A, при этом оператор A—максимальный ак-
кретивный и представим в следующем виде:

A =

(
(μA)1/2 0

0 IΓ

)(
I ρg Q∗

−ρg Q 0

)(
(μA)1/2 0

0 IΓ

)
, (1.17)

D(A) =
{
y = (�u; ζ)τ ∈ H = �J0,S(Ω)⊕ L2,Γ | �u+ ρg (μA)−1/2Q∗ζ ∈ D(A)

}
. (1.18)

Доказательство. I этап. Оператор A0, очевидно, плотно определен. Далее непосредственно про-
веряется, что для любого y ∈ D(A0) выполняется Re (A0y, y)H = ‖(μA)1/2�u‖2 � 0. Таким образом,
оператор A0 аккретивен, а значит (см., например, [9, c. 109], [3, c. 51]), допускает замыкание.
Построим замыкание оператора A0, используя включение D(A) ⊂ D(γn). Пусть

yn := (�un; ζn)
τ ∈ D(A0), yn → y = (�u; ζ)τ , A0yn → y0 := (�u0; ζ0)

τ . (1.19)

Отсюда, �un + ρg (μA)−1Gζn ∈ D(A), A(�un + ρg (μA)−1Gζn)→ �u0, кроме того

�un + ρg (μA)−1Gζn = �un + ρg (γn(μA)
−1)∗ζn → �u+ ρg (γn(μA)

−1)∗ζ.

Оператор A самосопряжен, а потому замкнут, таким образом, имеем

�u+ ρg (γn(μA)
−1)∗ζ ∈ D(A), A(�u+ ρg (γn(μA)

−1)∗ζ) = u0.

Из (1.19) следует, что �un ∈ D(A) ⊂ D(γn), �un → �u, −γn�un → ζ0. Оператор γn замкнут, а значит,
�u ∈ D(γn) и −γn�u = ζ0. Следовательно, y ∈ D(A0) и A0y = y0, где

A0

(
�u
ζ

)
=

(
A(�u+ ρg (γn(μA)

−1)∗ζ)
−γn�u

)
,

D(A0) =
{
(�u; ζ)τ ∈ H | �u ∈ D(γn), �u+ ρg (γn(μA)

−1)∗ζ ∈ D(A)
}
.

Используем теперь включение D(A1/2) ⊂ D(γn) (см. лемму 1.3). Отсюда следует равенство
(γn(μA)

−1)∗ = (γn(μA)
−1/2(μA)−1/2)∗ = (μA)−1/2(γn(μA)

−1/2)∗ = (μA)−1/2Q∗.
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Из включения �u+ ρg (γn(μA)
−1)∗ζ = �u+ ρg (μA)−1/2Q∗ζ ∈ D(A) ⊂ D(A1/2) и факта, что D(A1/2)

является линеалом, следует, что �u ∈ D(A1/2) ⊂ D(γn). Следовательно, условие �u ∈ D(γn) в опи-
сании множества D(A0) можно опустить. Из проведенных рассуждений получим, что

A0

(
�u
ζ

)
=: A

(
�u
ζ

)
=

(
A(�u+ ρg (μA)−1/2Q∗ζ)
−ρg Q(μA)1/2�u

)
,

D(A) =
{
(�u; ζ)τ ∈ H | �u+ ρg (μA)−1/2Q∗ζ ∈ D(A)

}
.

Непосредственными вычислениями проверяется, что множество D(A) из (1.18) является есте-
ственной областью определения для факторизации (1.17).

II этап. Докажем, что замкнутый аккретивный оператор A максимален. Для этого доста-
точно установить (см. [9, c. 109, теорема 4.3]), что ρ(A) ∩ {λ < 0} 
= ∅, где ρ(A)—резольвентное
множество оператора A.
Действительно, при λ 
= 0 имеем

A− λI =

(
(μA)1/2 0

0 IΓ

)[(
I ρg Q∗

−ρg Q 0

)
−

(
λ(μA)−1 0

0 λIΓ

)](
(μA)1/2 0

0 IΓ

)
=

=

(
(μA)1/2 0

0 IΓ

)(
I − λ(μA)−1 ρg Q∗
−ρg Q −λIΓ

)(
(μA)1/2 0

0 IΓ

)
=

=

(
(μA)1/2 0

0 IΓ

)(
I −λ−1ρg Q∗
0 IΓ

)(
I − λ(μA)−1 − λ−1(ρg)2Q∗Q 0

0 −λIΓ
)
×

×
(

I 0
λ−1ρg Q IΓ

)(
(μA)1/2 0

0 IΓ

)
.

Определим оператор-функцию L(λ) = I − λ(μA)−1 − λ−1(ρg)2Q∗Q. Очевидно, что при λ < 0
(ограниченный) оператор L(λ) самосопряжен и положительно определен, а значит, существует,
ограничен и задан на всем пространстве �J0,S(Ω) оператор L−1(λ). Из последнего представления
при λ < 0 найдем, что существует

(A− λI)−1 =

(
(μA)−1/2 0
−λ−1ρg Q IΓ

)(
L−1(λ) 0

0 −λIΓ
)(

(μA)−1/2 λ−1ρg Q∗
0 IΓ

)
=

=

(
(μA)−1/2L−1(λ)(μA)−1/2 λ−1ρg (μA)−1/2L−1(λ)Q∗

−λ−1ρg QL−1(λ)(μA)−1/2 −λ−2(ρg)2QL−1(λ)Q∗ − λIΓ

)
∈ L(H),

а значит, {λ < 0} ⊂ ρ(A).
1.5. Теорема существования сильного решения.

Теорема 1.1. Если выполнены условия �u0 ∈ D(A), ζ0 ∈ D(G) = H
1/2
Γ , а функция �f(t) удо-

влетворяет условию Гельдера, т. е. для любого τ ∈ R+ найдутся такие числа K = K(τ) > 0,
k = k(τ) ∈ (0, 1], что

‖�f(t)− �f(s)‖�L2(Ω) � K|t− s|k ∀ 0 � s, t � τ.

Тогда начально-краевая задача (1.1)–(1.4) имеет единственное сильное решение (в смысле опре-
деления 1.1).

Доказательство. I этап. Согласно лемме 1.5 оператор C имеет ограниченный обратный опера-
тор C−1, поэтому с операторным уравнением (1.15) будем ассоциировать следующее уравнение с
оператором A:

dy

dt
= −C−1Ay + C−1F , y(0) = y0. (1.20)

Введем в H новое скалярное произведение (y, z)HC := (Cy, z)H, порождающее норму, эквива-
лентную исходной норме H. Соответствующее энергетическое пространство для этой нормы обо-
значим через HC .
Докажем, что оператор −C−1A является генератором голоморфной полугруппы в HC . Для
этого достаточно показать, что оператор C−1A является максимальным секториальным в HC
(см., например, [8, с. 234, 235]).
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Проверим, что C−1A секториален в HC . Пусть y = (y1; y2)
τ ∈ D(C−1A), тогда y1 ∈ D(A1/2) и из

факторизации оператора A имеем, что

Re(C−1Ay, y)HC = Re
((

IH1 ρg Q∗
−ρg Q 0

)(
(μA)1/2y1

y2

)
,

(
(μA)1/2y1

y2

))

H
= ‖(μA)1/2y1‖2H1

;

∣
∣∣Im(C−1Ay, y)HC

∣
∣∣ =

∣
∣∣Im

(
(ρg Q∗y2, (μA)1/2y1)H1 − (ρg Q(μA)1/2y1, y2)H2

)∣∣∣ =

=
∣
∣∣2ρg Im(Q∗y2, (μA)1/2y1)H1

∣
∣∣ � 2ρg ‖(μA)1/2y1‖H1 · ‖Q∗y2‖H1 .

Из этих оценок при любом θ > 0 получаем, что

Re(C−1Ay, y)HC − θ
∣∣
∣Im(C−1Ay, y)HC

∣∣
∣ �

(
‖(μA)1/2y1‖H1 − θ ‖Q∗y2‖H1

)2 − θ2 ‖Q∗y2‖2H1
�

� −θ2 ‖Q∗‖2 · ‖y2‖2H2
� −θ2 ‖Q∗‖2 · ‖y‖2H = −θ2 ‖Q∗‖2 ‖C−1‖2 ‖y‖2HC .

Следовательно,

Re
(
(C−1A+ γ(θ))y, y

)

HC
− θ

∣
∣∣Im

(
(C−1A+ γ(θ))y, y

)

HC

∣
∣∣ � 0,

где γ(θ) = −θ2 ‖Q∗‖2 ‖C−1‖2. Таким образом,
∣
∣∣Im

(
(C−1A+ γ(θ))y, y

)

HC

∣
∣∣ � θ−1Re

(
(C−1A+ γ(θ))y, y

)

HC
,

∀ 0 
= y ∈ D(C−1A), θ > 0,

Отсюда следует, что оператор C−1A секториальный с вершиной γ(θ) и полураствором сектора
arctg θ−1. Максимальность оператора C−1A следует из (C−1A− λI)−1 ∈ L(H) при достаточно
больших λ < 0 (идея доказательства совпадает с этапом II из леммы 1.7).

II этап. Пусть выполнены условия теоремы на начальные данные, тогда

y(0) ∈ D(C−1A0) = D(A)⊕D(G) ⊂ D(C−1A).
Из условия на функцию �f(t) следует, что функция C−1F(t) также локально гельдерова. Так как
оператор −C−1A порождает голоморфную полугруппу, приходим к тому, что задача (1.20) имеет
единственное решение y(t) ∈ C1(R+;HC) ∩C(R+;D(A)) (см., например, [3, c. 130, теорема 1.4], [8,
c. 248, теорема 6.5]).

II этап. Пусть y(t) = (�u(t); ζ(t))τ —решение задачи (1.20). Перепишем уравнение (1.20) в сле-
дующем виде: {

d�u/dt = −C−1
0 (μA)

(
�u+ ρg (μA)−1/2Q∗ζ

)
+ C−1

0
�f0,S,

dζ/dt = Q(μA)1/2�u, C0 := ρI + ρ0Gγn.
(1.21)

Заметим, что учитывая определение D(A), скобки в первом уравнении раскрыть нельзя, так
как каждое слагаемое в скобках может принадлежать D(A1/2) и только сумма попадает в D(A).
Цель дальнейших преобразований — избавиться от упомянутого затруднения и перейти от си-
стемы (1.21) к системе уравнений, отвечающей не замкнутому оператору A, а его сужению A0.
Для этого из второго уравнения (1.21) выразим ζ(t) и подставим в первое уравнение (1.21), в
результате получим

d�u

dt
= −C−1

0 (μA)
(
�u+ ρg (μA)−1/2Q∗ζ0 + ρg(μA)−1/2Q∗

t∫

0

Q(μA)1/2�u(s) ds
)
+ C−1

0
�f0,S.

Так как по условию теоремы ζ0 ∈ D(G), следовательно, из леммы 1.6 следует, что Q∗ζ0 = Q+ζ0

и поэтому (μA)−1/2Q∗ζ0 = (μA)−1Gζ0 ∈ D(A). Таким образом,

�u+ ρg

t∫

0

A−1/2Q∗QA1/2�u(s) ds =: �u0(t), �u0(t) ∈ C(R+;D(A)). (1.22)
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Определим на D(A) норму ‖�u‖D(A) := ‖(μA)�u‖�J0,S(Ω) и превратим его тем самым в банахово
пространство EA. Будем рассматривать уравнение (1.22) как уравнение Вольтерра второго по-
рядка в EA. Ядро K(t, s) := A−1/2Q∗QA1/2 интегрального оператора в (1.22) есть сильно непре-
рывная оператор-функция, так как оператор A−1/2Q∗QA1/2 ограничен в EA. Докажем данный
факт.
Для любого �u(t) ∈ EA имеем

‖(μA)−1/2Q∗Q(μA)1/2�u‖EA
= ‖(μA)1/2Q∗Q(μA)1/2�u‖�J0,S(Ω) =

= ‖(μA)1/2Q∗|D(G)(γn(μA)
−1/2)(μA)−1/2(μA�u)‖�J0,S(Ω) = ‖Gγn(μA)−1(μA�u)‖�J0,S(Ω) �

� ‖Gγn(μA)−1‖L( �J0,S(Ω))
· ‖(μA)�u‖�J0,S(Ω)

= ‖Gγn(μA)−1‖L( �J0,S(Ω))
· ‖�u‖EA

.

Таким образом, (μA)−1/2Q∗Q(μA)1/2 ∈ L(EA) и уравнение (1.22) имеет единственное решение
�u(t) ∈ C(R+;D(A)). Отсюда следует, что в первом уравнении системы (1.21) можно раскрыть
скобки. Это означает, что функция y(t)—решение задачи (1.15) (в смысле определения 1.1).
Теорема доказана.

2. Задача о нормальных колебаниях

2.1. Формулировка задачи. Рассмотрим так называемые нормальные колебания данной гид-
росистемы. Прежде чем это сделать, заметим следующее обстоятельство. При исследовании
начально-краевой задачи (1.1)–(1.4) выяснилось, что этой задаче можно сопоставить матрич-
ный оператор C−1A, являющийся максимальным аккретивным оператором, действующим в H.
Поэтому естественным является следующее определение.

Определение 2.1. Назовем нормальными движениями (колебаниями) изучаемой гидроси-
стемы такие решения y(t) однородного уравнения (1.20), которые зависят от t по закону exp(−λt).
Полагая в (1.20) F ≡ 0 (свободные движения гидросистемы) и

y(t) = exp(−λt)y, y ∈ H, λ ∈ C,

приходим к спектральной задаче

C−1Ay = λy, y ∈ D(A) ⊂ HC . (2.1)

Лемма 2.1. Число λ = 0 не является собственным значением задачи (2.1).

Доказательство. Пусть λ = 0, тогда для y = (�u, ζ)τ ∈ D(A):
(C−1Ay, y)HC = (Ay, y)H = 0, Re (Ay, y)H = ‖(μA)1/2�u‖2�J0,S(Ω)

= 0,

откуда �u = 0. Далее, из факторизации для оператора A (см. подробнее лемму 1.7) при �u = 0
имеем ζ ∈ KerQ∗ = {0}. Таким образом, ζ = 0, а значит, λ = 0 не является собственным значением
задачи (2.1).

Лемма 2.2. Спектр задачи (2.1) совпадает со спектром операторного пучка

L(λ) = I − λV1 − λ−1V2, (2.2)

V1 := ρ (μA)−1 + ρ0Q
∗Q, V2 := ρg Q∗Q.

Доказательство. Пусть λ 
= 0, тогда (с учетом обозначения C0 = ρ I + ρ0Gγn)

C−1A− λI =

=

(
C−1
0 0
0 (ρg)−1IΓ

)(
(μA)1/2 0

0 IΓ

)(
I − λ(μA)−1/2C0(μA)

−1/2 ρg Q∗
−ρg Q −λρg IΓ

)(
(μA)1/2 0

0 IΓ

)
=

=

(
C−1
0 0
0 (ρg)−1IΓ

)(
(μA)1/2 0

0 IΓ

)(
I −λ−1Q∗
0 IΓ

)(
L(λ) 0
0 −λρg IΓ

)(
I 0

λ−1Q IΓ

)(
(μA)1/2 0

0 IΓ

)
,

где L(λ) = I − λ(ρ(μA)−1 + ρ0Q
∗Q)− λ−1 ρg Q∗Q.
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Если λ 
= 0 принадлежит резольвентному множеству операторного пучка L(λ) (λ ∈ ρ(L(λ)), тогда
из последних преобразований λ ∈ ρ(C−1A), а потому σ(C−1A) ⊂ σ(L(λ)).
Докажем обратное включение. Пусть λ— собственное значение операторного пучка L(λ), т. е.
существует x 
= 0 такой, что L(λ)x = 0. Определим

y = (�u; ζ)τ := ((μA)−1/2x;−λ−1(ρg)−1Qx)τ , (2.3)

тогда 0 
= y ∈ D(C−1A) и (C−1A− λI)y = 0. Действительно, согласно равенству L(λ)x = 0, непо-
средственно проверяется равенство (C−1A− λI)y = 0. Далее, из факторизации

A =

(
I 0

−ρg Q (μA)−1/2 IΓ

)(
μA 0
0 (ρg)2Q∗Q

)(
I ρg (μA)−1/2Q∗
0 IΓ

)

имеем

�u+ ρg (μA)−1/2Q∗ζ = (μA)−1/2x+ ρg (μA)−1/2Q∗(−λ−1(ρg)−1Qx) =

= (μA)−1/2x− (μA)−1/2(I − λV1)x = λ (μA)−1/2V1x = λ (μA)−1C0(μA)
−1/2x ∈ D(A).

Таким образом, σ(L(λ)) ⊂ σ(C−1A).

Лемма 2.3. Оператор V1 = ρ (μA)−1 + ρ0Q
∗Q, действующий в �J0,S(Ω), является компакт-

ным положительным оператором, имеющим асимптотику

λn(V1) = ρ0λn(Q
∗Q)[1 + o(1)] = ρ0μ

−1

(
mesΓ
16π

)1/2

n−1/2 [1 + o(1)], n→∞. (2.4)

Доказательство. Очевидно, что оператор Q∗Q—неотрицателен. Кроме того, как доказано (см.
доказательство леммы 1.6), оператор γnA−1/2 ∈ S∞( �J0,S(Ω);L2,Γ), а потому компактен и Q∗Q.
Далее, имеет место асимптотическая формула (см. [15, c. 75])

λn(Q
∗Q) = μ−1

(
mesΓ
16π

)1/2

n−1/2 [1 + o(1)], n→∞. (2.5)

Оператор A−1 является компактным положительным оператором, действующим в �J0,S(Ω) с
асимптотическим поведением собственных значений (см. свойства вспомогательной задачи I):

λn(A
−1) =

(
mesΩ
3π2

)2/3

n−2/3 [1 + o(1)], n→ +∞. (2.6)

Далее, так как операторы Q∗Q и A−1— вполне непрерывные самосопряженные неотрицатель-
ные операторы, то для ненулевых s-чисел справедливо:

sn(Q
∗Q) = λn(Q

∗Q), sn(A
−1) = λn(A

−1). (2.7)

С учетом (2.5), (2.6) и (2.7) имеем:

lim
n→∞ n

1
2 sn(Q

∗Q) = lim
n→∞ n

1
2 λn(Q

∗Q) =

(
mesΓ
16π

)1/2

,

lim
n→∞ n

1
2 sn(A

−1) = lim
n→∞ n

1
2 λn(A

−1) = 0.

Таким образом (см., например, [4, c. 52]),

lim
n→∞ n

1
2 λn(Q

∗Q+A−1) =

(
mesΓ
16π

)1/2

,

отсюда следует (2.4).
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2.2. Основные свойства спектра. Рассмотрим операторный пучок L(λ) из (2.2). Так как

0 < V1 ∈ S∞( �J0,S(Ω)), 0 � V2 ∈ S∞( �J0,S(Ω)),

то L(λ)—фредгольмова оператор-функция в C \ {0}. В силу свойств операторов V1 и V2 при отри-
цательных λ оператор L(λ) положительно определен и, следовательно, обратим. Поэтому к нему
можно применить утверждения [14, п. 1.6.3, с. 66], из которых следует, что спектр L(λ) в C \ {0}
состоит из изолированных собственных значений конечной алгебраической кратности, точками
сгущения спектра могут быть только 0 и ∞. При этом имеют место следующие асимптотические
формулы [15, с. 99]:

λ(0)n = λn(V2)[1 + o(1)], λ(∞)
n = λ−1

n (V1)[1 + o(1)], n→∞.
Пусть λ0 — собственное значение операторного пучка L(λ) и x0— соответствующий ему соб-
ственный элемент: x0 = λ0V1 + λ−1V2x0. Умножая обе части этого равенства на x0, приходим к
квадратному уравнению

λ20(V1x0, x0)− λ0(x0, x0) + (V2x0, x0) = 0, (2.8)

откуда

λ0 =
(x0, x0)±

√
(x0, x0)2 − 4(V1x0, x0)(V2x0, x0)

2(V1x0, x0)
. (2.9)

Из данного представления следует, что Reλ0 > 0. Пусть Imλ0 
= 0, что означает

(x0, x0)
2 < 4(V1x0, x0)(V2x0, x0) ⇐⇒ (x0, x0)

2(V1x0, x0)
<

2(V2x0, x0)

(x0, x0)
. (2.10)

Из (2.9) следует, что

|λ0|2 = (V2x0, x0)

(V1x0, x0)
=

2(V2x0, x0)

(x0, x0)
· (x0, x0)

2(V1x0, x0)
.

Отсюда, с учетом (2.10), имеем
(

(x0, x0)

2(V1x0, x0)

)2

< |λ0|2 <
(
2(V2x0, x0)

(x0, x0)

)2

=⇒ (2 ‖V1‖)−1 � |λ0| � 2 ‖V2‖.

Так как из (2.9) при Imλ0 
= 0 следует неравенство

Reλ0 =
(x0, x0)

2(V1x0, x0)
� (2 ‖V1‖)−1,

то все невещественные собственные значения расположены в сегменте

Reλ � (2 ‖V1‖)−1, |λ| � 2 ‖V2‖. (2.11)

Заметим, что если невещественное число λ0 является собственным значением пучка L(λ), то
комплексно-сопряженное число λ0 также является собственным значением пучка L(λ). Так как
пучок L(λ) самосопряженный, то оператор L(λ0) обратим тогда и только тогда, когда обратим
оператор (L(λ0))∗ = L(λ0).
Рассмотрим теперь вопрос о присоединенных элементах к элементу x0, предполагая, что
Imλ0 = 0. Первый присоединенный элемент x1 к собственному элементу x0 является решением
уравнения

(I − λ0V1 − λ−1
0 V2)x1 + (−V1 + λ−2

0 V2)x0 = 0.

Умножая обе части скалярно на элемент x0, используя самосопряженность оператора L(λ0) при
λ0 ∈ R получаем, что ((−V1 + λ−2

0 V2)x0, x0) = 0. Рассмотрим это уравнение и уравнение (2.8) как
систему относительно (V1x0, x0) и (V2x0, x0):

λ20(V1x0, x0) + (V2x0, x0) = λ0(x0, x0), −(V1x0, x0) + λ−2
0 (V2x0, x0) = 0.

Решение данной системы можно записать в виде
(x0, x0)

2 (V1x0, x0)
= λ0 =

2(V2x0, x0)

(x0, x0)
.
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Откуда получаем (2.11). Отметим, что если выполнено условие (x0, x0)2 > 4(V1x0, x0)(V2x0, x0)
или более жесткое условие 4 ‖V1‖ · ‖V2‖ < 1, то последние равенства невыполнимы и, следова-
тельно, присоединенных элементов нет.
С учетом сказанного, сформулируем выводы о структуре спектра задачи (2.1).

Лемма 2.4. Спектр задачи (2.1) состоит из изолированных собственных значений конечной
алгебраической кратности, расположенных в правой комплексной полуплоскости и имеющих в
качестве точек сгущения точки 0 и ∞.

Справедливы асимптотические формулы

λ(0)n = λn(V2) = gρλn(Q
∗Q) =

gρ

μ

(
mesΓ
16π

)1/2

n−1/2 [1 + o(1)], n→∞,

λ(∞)
n = λ−1

n (V1) =
μ

ρ0

(
mesΓ
16π

)−1/2

n1/2 [1 + o(1)], n→∞.

В сегменте
{
λ |Re λ � (2 ‖V1‖)−1, |λ| � 2 ‖V2‖

}
, V1 = ρ (μA)−1 + ρ0Q

∗Q, V2 := ρg Q∗Q.

расположены невещественные собственные значения (симметрично относительно веществен-
ной оси), а также вещественные собственные значения, для которых отвечающие им собствен-
ные элементы имеют присоединенные элементы. Если выполнено условие (так называемое усло-
вие сильной демпфированности пучка L(λ))

4 ‖V1‖ · ‖V2‖ < 1, (2.12)

то все собственные значения вещественны и присоединенных элементов нет.

2.3. Базисность. Общие результаты [15, п. 8.2, с. 88–97] позволяют для задачи

L(λ)x = (I − λV1 − λ−1V2)x = 0, (2.13)

а значит, и для задачи (2.1), установить свойства базисности совокупности мод нормальных ко-
лебаний.
Пусть выполнено условие (2.12), тогда спектр задачи (2.13) состоит из двух ветвей веществен-
ных собственных значений (присоединенных нет): {λ+j }∞j=1 с предельной точкой +∞ и {λ−j }∞k=1

с предельной точкой 0. В этом случае [15, с. 92] собственные элементы {x+j }∞k=1, отвечающие
собственным значениям {λ+j }∞j=1 задачи (2.13), образуют базис Рисса в �J0,S(Ω). Далее, для соб-
ственных значений {λ−j }∞j=1 отвечающие им собственные элементы {x−j }∞j=1 после проектирования
на �M0(Ω) = �J0,S(Ω)� �N0(Ω), где �N0(Ω) = KerV2 = {�u ∈ �J0,S(Ω) : γnA

−1/2�u = 0}, образуют базис
Рисса в �M0(Ω). Более того (см. (2.3)), множество {�u−j = (μA)−1/2x−j }∞j=1 будет базисом Рисса в
�M1(Ω) = �J1

0,S(Ω)� {�u ∈ �J1
0,S(Ω) : γn�u = 0}. Если ввести (см. (2.3)) ζ−j = −(λ−j )−1Qx−j , то множе-

ство {λ−k ζ−k }∞k=1 будет базисом Рисса в H
1/2
Γ .

Если условие (2.12) не выполнено, то в этом случае [15, с. 97] собственным значениям {λ+j }∞j=1

отвечает множество собственных элементов {x+j }∞j=1, образующих в �J0,S(Ω) базис Рисса с точно-
стью до конечного дефекта. Отсюда получаем, что элементы {�u+j = (μA)−1/2x+j }∞j=1, образуют ба-
зис Рисса в �J1

0,S(Ω) также с точностью до конечного дефекта. Для собственных значений {λ−j }∞j=1

множество отвечающих им собственных элементов, после проектирования на �M0(Ω) образует ба-
зис Рисса в �M0(Ω) с точностью до конечного дефекта. Отсюда, как и выше, устанавливаем, что
множество {λ−k ζ−k }∞k=1 образует базис Рисса в H

1/2
Γ с точностью до конечного дефекта.
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1. Введение

Как хорошо известно (см. [24, гл. 5, следствие 5.7]), унитарные и самосопряжённые операторы в
пространствах Понтрягина являются примерами обобщённых спектральных операторов. В слу-
чае пространств Крейна те же типы операторов, вообще говоря, теряют это свойство. Вместе
с тем для некоторых подклассов самосопряжённых операторов удаётся доказать их обобщённую
спектральность.

Одному из таких классов и посвящена настоящая работа. Она тесно примыкает к другой ра-
боте автора, и ряд результатов будет только кратко описан в первом разделе, затем во втором
разделе кратко напоминается предложенное Х. Лангером аналитическое разложение резольвенты
самосопряжённого оператора в пространстве Понтрягина. Исследованию связанной с самосопря-
жённым оператором в пространстве Крейна последовательности моментов и смежным вопросам
посвящен очередной раздел. В четвёртом разделе предыдущие результаты применяются к по-
строению функциональной модели для исследуемого класса.
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2. Некоторые ключевые понятия и предварительные результаты

В наиболее общей постановке (см. [2,6]) пространство с индефинитной метрикой определяет-
ся как (комплексное) линейное пространство L с заданной на нём эрмитовой полуторалинейной
формой (внутренним эрмитовым произведением) Q(x, y), причём такой, что соответствующая
квадратичная форма q(x) := Q(x, x) является знаконеопределëнной (т. е. Q(x, x) принимает по-
ложительные, отрицательные и нулевое значения). В случае конечномерного пространства L
используется также (см. [13]) термин псевдоунитарное пространство.

Теорема 2.1. Пусть q(x)— вещественнозначная функция, заданная на линейном простран-
стве L. Функция q(x) тогда и только тогда порождается некоторой квадратичной формой,
когда она удовлетворяет следующим условиям:

a. q(αx) = |α|2q(x), x ∈ L, α ∈ C,
b. для любых x, y ∈ L выражение q(x + λy) опре-

деляет функцию, непрерывную по переменной
λ ∈ C,

c. для q(·) верно тождество параллелограмма
q(x+ y) + q(x− y) = 2

(
q(x) + q(y)

)
.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

Обычно пространство с индефинитной метрикой снабжается той или иной топологией. В част-
ности, пусть H— сепарабельное гильбертово пространство со скалярным произведением (·, ·)H.
Пространство H называется гильбертовым пространством с индефинитной метрикой, если оно
дополнительно оснащено непрерывной эрмитовой полуторалинейной формой [·, ·], такой что со-
ответствующая квадратичная форма знакопеременна.

Заметим, что именно внутреннее произведение [·, ·] является для нас основным, а вот гильбер-
тово скалярное произведение играет вспомогательную роль и может меняться на топологически
ему эквивалентное. В силу непрерывности внутреннее произведение может быть представлено в
форме [·, ·] = (G·, ·)H, где G— так называемый оператор Грама, который необходимо является
ограниченным. Кроме того, эрмитовость внутреннего произведения влечёт за собой самосопря-
жённость G как оператора в гильбертовом пространстве.

Такие пространства с индефинитной метрикой обычно называют гильбертовыми простран-
ствами с G-метрикой (см. [1,19]). Теория операторов в них сравнительно бедна результатами и,
возможно, ещё ждёт своих исследователей. Намного более развитой является теория операторов
в гильбертовых пространствах с G-метрикой в случае ограниченно обратимого оператора Грама
(т. е. в регулярных гильбертовых пространствах с G-метрикой [1, 19]).

Предложение 2.1. Гильбертово пространство H с G-метрикой будет регулярным тогда и
только тогда, когда для любого действующего на всём H непрерывного линейного функционала
f найдётся такой вектор yf , что

fx = [x, yf ], x ∈ H.
Гильбертово скалярное произведение в регулярном гильбертовом пространстве с G-метрикой

может быть заменено топологически эквивалентным ему произведением так, что [·, ·] = (J ·, ·),
где J = P+ − P−, P+ и P− — (гильбертовы) ортопроекторы, P+ + P− = I. Последнее равенство
влечёт равенство P+(P+ + P−) = P+, откуда следует

P+P− = 0 и P−P+ = 0. (2.1)

Положим H+ = P+H, H− = P−H. В силу (2.1) подпространства H+ и H− образуют прямую
сумму и, кроме того, ортогональны в смысле внутреннего произведения [·, ·].

Разложение H = H+[+̇]H− называется каноническим разложением, а оператор J — канониче-
ской симметрией. Пространство с индефинитной метрикой, в котором оператор Грама является
канонической симметрией, называется J-пространством, или пространством Крейна.

В этих заметках мы будем предполагать, что H является пространством Крейна или его част-
ным случаем — пространством Понтрягина: J-пространство называется пространством Понт-
рягина, или пространством Πκ, если dimH− = κ <∞.

Вектор 0 �= x ∈ H называется положительным, неотрицательным или нейтральными если,
соответственно, [x, x] > 0, [x, x] � 0 или [x, x] = 0. Аналогично определяются отрицательные и
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неположительные векторы. Два вектора x, y ∈ H называются J-ортогональными (x[⊥]y), ес-
ли [x, y] = 0. Аналогично вводятся определения J-ортогональных множеств, J-ортогонального
дополнения и т. п. J-ортогональное дополнение к множеству X ⊂ H обозначается X [⊥].

Термин «подпространство» у нас всегда обозначает замкнутое линейное многообразие, а ли-
нейное многообразие, которое может быть незамкнутым, называется линеалом. Линеал называ-
ется положительным, если все его ненулевые векторы положительны, аналогично определяются
отрицательные, неотрицательные и т. п. линеалы.

Положительное подпространство называется максимальным положительным, если оно не яв-
ляется собственным подпространством другого положительного подпространства. Аналогично
определяются максимальные отрицательные, максимальные неположительные и т. п. подпро-
странства. Далее, подпространство L ⊂ H называется невырожденным, если L ∩ L[⊥] = {0},
в противном случае подпространство L называется вырожденным. Если L является вырожден-
ным подпространством, то подпространство L∩L[⊥] называется изотропной частью L. Если L—
невырожденное подпространство, то можно образовать J-ортогональную прямую сумму L[+̇]L[⊥].

В общем случае эта сумма плотна в J-пространстве, но не совпадает с ним, если же L[+̇]L[⊥] = H,
то подпространство L называется проекционно полным.

Предложение 2.2. Подпространство L является проекционно полным тогда и только то-
гда, когда оно является регулярным гильбертовым G-пространством, на котором внутреннее
произведение — это [·, ·]|L.

Заметим, что в пространстве Πκ подпространство является проекционно полным тогда и толь-
ко тогда, когда оно невырождено. Все определения, равно как и большинство упомянутых ре-
зультатов и их доказательства, а также дальнейшее описание геометрии J-пространств можно
найти в монографии [3,20] и лекциях [4,5]. Мы будем придерживаться стандартных обозначений
в случае понятий, связанных с гильбертовой структурой на H (ортогональность, ортогональное
дополнение, ортогональная сумма и т. п.).

Все операторы, упомянутые в этой работе, полагаются, если только прямо не оговорено про-
тивное, линейными и ограниченными. Символами σ(A) и ρ(A) обозначаются, соответственно,
спектр и множество регулярных точек (в другой терминологии — резольвентное множество) опе-
ратора A. Итак, пусть A: H �→ H—некоторый оператор.

Оператор Ac называется J-сопряжённым (J-с.) к оператору A, если [Ax, y] = [x,Acy] для всех
x, y ∈ H. Отметим, что спектры операторов A и Ac расположены симметрично относительно
вещественной оси (т. е. λ ∈ σ(A) ⇒ λ̄ ∈ σ(Ac)). Оператор A называется J-самосопряжённым
(J-с.с.), если A = Ac. Заметим, что часть спектра J-с.с. оператора может быть невещественной,
а собственным значениям оператора могут соответствовать нетривиальные жордановы цепоч-
ки из собственных и присоединённых векторов, причём это верно не только для операторов в
пространстве Крейна, но и в псевдоунитарном пространстве (см. [3–5,13, 20]).

Замечание 2.1. Структура пространства Крейна позволяет переформулировать в терминах
внутреннего произведения [·, ·] многие результаты, обычно формулируемые в терминах гильбер-
това скалярного произведения. Приведём два примера.

1. Пусть 〈x, y〉—дополнительная непрерывная полуторалинейная форма, заданная в простран-
стве Крейна H. Тогда найдётся такой оператор D, что 〈x, y〉 = [Dx, y], если форма 〈x, y〉—
эрмитова, то D— J-с.с. оператор, а если соответствующая квадратичная форма 〈x, x〉 неот-
рицательна, то D— J-неотрицательный оператор.

2. Если C — J-неотрицательный оператор, то ‖C‖ = sup
x: ‖x‖=1

{[Cx, x]}.

3. Спектральное разложение J-с.с. оператора в пространстве Понтрягина

В этом разделе пространство с индефинитной метрикой — это пространство Понтрягина, и ука-
занное условие дальше оговариваться не будет. Если J-с.с. оператор A имеет только вещественный
спектр, то у него есть собственная спектральная функция (с.с.ф.) Eλ с конечным множеством
критических точек Λ. Точные формулировки будут приведены ниже. Поскольку некоторые фор-
мулы, полученные в процессе доказательства существования с.с.ф., используются для построения
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модельного пространства по версии [25], то мы приведём его набросок по схеме, предложенной
в [27] (класс операторов, охваченный в [27], шире, чем рассматриваемый нами). На первом этапе
вещественность спектра оператора A предполагаться не будет. Итак, по известной теореме Понт-
рягина найдётся такое максимальное неположительное подпространство L−, что AL− ⊂ L−.
В силу определения пространства Понтрягина размерность подпространства L− равна κ, поэто-
му оператор A|L− действует в конечномерном пространстве, и его спектр — конечное множество.
Пусть N(t)—минимальный аннулирующий многочлен для A|L− (т. е. N

(
A|L−

)
= 0 и N(t) имеет

минимальную степень среди всех многочленов с таким свойством), коэффициент которого при
старшей степени для определённости равен единице, N̄(t)—многочлен, коэффициенты которого
сопряжены к коэффициентам многочлена N(t). Тогда

0 = [N(A)x, y] = [x, N̄ (A)y], где x ∈ L−, y ∈ H
и N̄(A)H ⊂ L+, где L+ = L[⊥]

− —максимальное неотрицательное подпространство. Введём на H
новую полуторалинейную форму 〈x, y〉 := [N(A)x,N(A)y]. Тогда

〈x, x〉 = [N̄(A)N(A)x, x] = [N(A)N̄ (A)x, x] = [N̄(A)x, N̄ (A)x] � 0 ∀x ∈ H. (3.1)

Отметим, что свойство (3.1) называется дефинизируемостью оператора A, при этом многочлен
N(A)Ñ (A) называется дефинизирующим.

Рассмотрим последовательность степенных моментов

{ck = 〈Akx, x〉}+∞
k=0, (3.2)

которая, очевидно, удовлетворяет следующему условию роста:

|ck| � ‖x‖2‖N(A)‖2‖A‖k, k = 0, 1, . . . (3.3)

Так как квадратичная форма 〈·, ·〉 неотрицательна, то по теореме Гамбургера (см., например, [7,
теорема 2.1.1]) последовательность {ck}+∞

k=0 допускает представление

ck =

+∞∫

−∞
tkdσ(x)(t), (3.4)

где σ(x)(t)—неубывающая функция, σ(x)(−∞) = 0, σ(x)(t − 0) = σ(x)(t) ∀t ∈ R. В силу усло-
вия (3.3) функция σ(x)(t) не имеет точек роста на полубесконечных интервалах (−∞,−‖A‖) и
(‖A‖,+∞), а именно

σ(x)(t) = 0 при t < −‖A‖ и σ(x)(t) = [N(A)x,N(A)x] при t > ‖A‖. (3.5)

Благодаря (3.5) представление (3.4) может быть переписано в виде

ck =

‖A‖+ε∫

−‖A‖
tkdσ(x)(t), ε = const > 0.

Из последнего равенства следует (см., например, [7, теорема 2.6.4]), что функция σ(x)(t) опреде-
ляется единственным образом (проблема моментов является определённой). Укажем также, что
σ(x)(t) может быть восстановлена по {ck}∞0 с помощью аналитической функции f(ξ), первона-
чально заданной в окрестности бесконечно удалённой точки рядом:

f(ξ) =

∞∑

k=0

ckξ
−(k+1),

а затем аналитически продолженной на область C\[−‖A‖, ‖A‖] формулой

f(ξ) =

‖A‖+ε∫

−‖A‖

1

ξ − t dσ
(x)(t), ε = const > 0. (3.6)
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Несложно показать, что

σ(x)(t− 0) + σ(x)(t+ 0)

2
=

1

2πi
lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

f(ξ)dξ, (3.7)

где Γ
(t)
δ —положительно ориентированная граница прямоугольной области [−‖A‖− 1, t]× i[−1, 1]

без участка границы между точками (t,−iδ) и (t, iδ). Чтобы не усложнять формулы, мы будем
использовать дальше представление (3.4), но при этом иметь в виду, что соответствующие ин-
тегралы фактически берутся по конечному промежутку. Далее, для фиксированного t функция
σ(x)(t) определяет неотрицательную числовую функцию по отношению к x. Поскольку эта функ-
ция порождена (как следует из (3.4)) эрмитовыми полуторалинейными формами 〈Akx, x〉, для
которых, очевидно, выполняются тождество параллелограмма и соотношение однородности, то,
в силу единственности представления (3.4) и формулы восстановления (3.7), оба эти условия вы-
полнены и для σ(x)(t). Кроме того, σ(x)(t) � [N(A)x,N(A)x], поэтому функция σ(x)(t) непрерывна
по x в нормированной топологии. Итак, для σ(x)(t) выполнены условия теоремы 2.1. Последнее
обстоятельство открывает возможность ввести эрмитову полуторалинейную форму

≺ x, y �(t):=
1

4

3∑

m=0

im · σ(x+imy)(t).

Поскольку квадратичная форма σ(x)(t) непрерывна по x, введённая полуторалинейная форма
≺ x, y �(t) непрерывна в гильбертовой нормированной топологии. В силу сказанного (см. также
замечание 2.1) найдётся операторнозначная функция Gt, такая что (s-lim—предел в сильной
операторной топологии)
• G−∞ = 0, Gt = s-lim

τ→t−0
Gτ для любого t ∈ R;

• для любого t ∈ R и τ ∈ (−∞, t) оператор (Gt −Gτ ) является J-неотрицательным;
• N(A)N̄ (A)Akx =

+∞∫

−∞
tkdGtx для любого x ∈ H и k = 0, 1, 2, . . .

Указанное интегральное представление степеней оператора A и стандартное разложение его
резольвенты Rξ(A) в окрестности бесконечно удалённой точки (см. [15, гл. XI, § 1, п. 148, фор-
мула (5)]) приводит к следующему представлению:

N(A)N̄ (A)Rξ(A) =

+∞∫

−∞

1

t− ξ dGt, (3.8)

где ξ ∈ C\[−‖A‖, ‖A‖]. Далее, выражениеM(t, ξ) =
N(ξ)N̄ (ξ)−N(t)N̄ (t)

t− ξ превращается после его

очевидного доопределения в исключительной подобласти t = z в полином от двух переменных,
т. е. выражению M(A, ξ) = Rξ(A)

(
N(ξ)N̄ (ξ)I − N(A)N̄ (A)

)
можно придать корректный смысл.

Последняя формула и представление (3.8) приводят к новому представлению

Rξ(A) =
1

N(ξ)N̄ (ξ)

(
M(A, ξ) +

+∞∫

−∞

1

t− ξ dGt
)
, (3.9)

где сходимость интеграла можно понимать как в сильной, так и в равномерной операторной то-
пологиях. Непосредственно из этого представления следует, что вне вещественной оси функция
Rξ(A) аналитична всюду за исключением, быть может, конечного числа полюсов. Последнее озна-
чает, что невещественный спектр A состоит из конечного числа собственных значений с конечной
длиной жордановых цепочек. Несложно показать, что инвариантное подпространство операто-
ра A, состоящее из всех его собственных и присоединённых векторов, отвечающих ровно одному
собственному значению, нейтрально и потому в случае пространства Понтрягина конечномер-
но. Кроме того, спектр любого J-с.с. оператора (как в случае пространства Понтрягина, так и
пространства Крейна) симметричен относительно вещественной оси. Всё сказанное позволяет от-
делить инвариантное подпространство оператора A, отвечающее его невещественному спектру,
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от инвариантного подпространства, отвечающего его вещественному спектру. Эти подпростран-
ства оказываются J-ортогональными и проекционно полными, а первое подпространство — ещё и
конечномерным. Соответствующие J-ортогональные проекторы могут быть построены как про-
екторы Рисса (по поводу последних см., например, [15, гл. XI, § 1, п. 148, теорема о разложении]).
J-с.с. операторы в конечномерных J-пространствах полностью описываются методами линейной
алгебры [13], поэтому в дальнейшем, если прямо не оговорено противное, мы будем предполагать,
что

σ(A) ⊂ R. (3.10)
При условии (3.10) все коэффициенты многочлена N(ξ) вещественны, поэтому формула (3.9)
может быть заменена на формулу

Rξ(A) =
1

N2(ξ)

(
M(A, ξ) +

+∞∫

−∞

1

t− ξ dGt
)
. (3.11)

Положим
Λ := {λ : N(λ) = 0}.

Множество Λ в дальнейшем называется множеством критических точек для оператора A и
для его спектральной функции, к определению которой мы переходим.

Обозначим RG множество тех t ∈ R, для которых Gt непрерывна в сильной операторной топо-
логии. Действуя так же, как и в (3.7), положим

Et =
(− 1

2πi

)
s-lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)dξ (3.12)

для всех t ∈ RG\Λ, и доопределим Et по формуле Et = s-lim
τ∈RG, τ→t−0

Eτ для остальных t ∈ R\Λ.
Существование предела в (3.12) следует, грубо говоря, из теоремы о существовании сильного пре-
дела у монотонной ограниченной последовательности операторов в гильбертовом пространстве
(см. [15, гл. II, § 1, п. 104, теорема Вижье—С.-Надя]) и формулы (3.11), однако соответствующее
доказательство не вполне тривиально, по этому поводу см. [26, 27] или [18]. Результатом вычис-
ления (3.12) является следующая теорема.

Теорема 3.1. В пространстве Понтрягина J-с.с. оператор A с вещественным спектром об-
ладает спектральной функцией Et, такой что (здесь Δ = [a, b), a, b �∈ Λ)

a. для любого t ∈ R\Λ верно AEt = EtA;

b. если E(Δ)H �= {0}, то σ(A|E(Δ)H) ⊂ Δ̄;

c. если Δ ∩ Λ = ∅ и E(Δ)H �= {0}, то подпростран-
ство E(Δ)H положительно и AE(Δ) =

∫

Δ

tdEt;

d. если Δ∩Λ �= ∅, то подпространство E(Δ)H либо
отрицательно, либо индефинитно.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

Поясним последний пункт. В условиях этого пункта подпространство E(Δ)H содержит либо
отрицательный, либо нейтральный собственный вектор оператора A, вместе с тем оно проекци-
онно полно. Проекционно полное подпространство не может быть семидефинитным (в данном
случае — неположительным), поэтому оно либо отрицательно, либо (если найдётся нейтральный
собственный вектор) индефинитно. Продолжим тему. Пусть λ0 ∈ Λ. Тогда возможны три взаи-
моисключающих варианта:
• для некоторого интервала Δ = [a, b), такого что (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ, спектральная
функция Et|E(Δ)H ограничена и после доопределения Eλ0 = s-lim

t→λ0−0
Et справедливо AE(Δ) =

∫

Δ

tdEt;
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• для некоторого интервала Δ = [a, b), такого что (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ, спектральная
функция Et|E(Δ)H ограничена, но после доопределения Eλ0 = s-lim

t→λ0−0
Et имеем AE(Δ) �=

∫

Δ

tdEt;

• для некоторого интервала Δ = [a, b), такого что (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ, спектральная
функция Et|E(Δ)H неограничена.

Отметим, что ограниченность спектральной функции Et|E(Δ)H имеет (или не имеет) место од-
новременно для всех интервалов Δ = [a, b), подчинённых условиям (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ
с фиксированным λ0, а наличие предела s-lim

t→λ0−0
Et следует из теоремы Вижье—С.-Надя (см. [15,

гл. VII, § 1, п. 104]). Интерпретируем теперь каждую из этих опций в терминах теории спек-
тральных операторов (см. [9]). Первый вариант означает, что оператор A|E(Δ)H подобен само-
сопряжённому оператору, т. е. является скалярным спектральным оператором с вещественным
спектром. Второй вариант соответствует случаю, когда оператор λ0 ∈ Λ является спектральным
оператором, состоящим из суммы скалярного спектрального оператора и нетривиального конеч-
номерного нильпотентного оператора. Итак, только третий вариант отвечает случаю обобщённых
спектральных операторов.

4. Спектральное разложение J-с.с. оператора класса D+
κ

В этом разделе пространство с индефинитной метрикой — это сепарабельное гильбертово про-
странство H, а операторы, если не оговорено противное, ограничены и действуют в H.

Вначале отметим следующий геометрический факт.

Предложение 4.1. Если L является максимальным семидефинитным подпространством
из H, а P есть J-ортопроектор и PL ⊆ L, то линеал PL является максимальным семидефит-
ным подпространством относительно PH.

Пусть L—подпространство пространства Крейна, символ L0 = L ∩ L[⊥] — это его изотроп-
ную часть. Говорят, что подпространство L+ (L−) принадлежит классу h+ (h−), если L0+ (L0−)
конечномерно, а фактор-пространство L̂+ = L+/L0+ (L̂− = L−/L0−) является гильбертовым (ан-
тигильбертовым) относительно индуцированной индефинитной метрики, или, что эквивалентно,
L+ ∈ h+ (L− ∈ h−), если оно разлагается в сумму конечномерного изотропного и равномерно
положительного (равномерно отрицательного) подпространств.

Множество максимальных неотрицательных и максимальных неположительных подпро-
странств обозначим через M+ и M−, соответственно.

Будем говорить, что оператор T принадлежит классу H и писать T ∈ H, если у него существу-
ют инвариантные подпространства L± ∈ M± и все такие подпространства принадлежат классу
h±, соответственно.

Определение 4.1. Множество A = {A} самосопряжённых линейных операторов, действую-
щих в пространстве Крейна, принадлежит классу K(H), A ∈ K(H), если существует такой са-
мосопряжённый оператор B ∈ H в этом пространстве, что BA = AB при всех A ∈ A. Если A
состоит из одного оператора A, то будем говорить, что A принадлежит классу K(H) и писать
A ∈ K(H).

Определение 4.2. Скажем, что семейство A = {A} самосопряжённых линейных операторов,
действующих в пространстве Крейна, принадлежит классу D+

κ , A ∈ D+
κ , если для него найдётся

пара инвариантных подпространств L± ∈ M± ∩ h±, L+[⊥]L− с размерностью подпространства
L+ ∩ L−, равной κ, κ < ∞. Если семейство A = {A} состоит из единственного оператора A, то
мы будем также писать A ∈ D+

κ .

Предложение 4.2. Если J-с.с. оператор A принадлежит к классу D+
κ , L+— соответству-

ющее инвариантное подпространство из определения 4.2, то его невещественный спектр либо
пуст, либо состоит из конечного числа собственных значений. При этом максимальная длина
присоединённой цепочки векторов, отвечающих такому собственному значению, не превосхо-
дит размерности изотропной части подпространства L+.
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Доказательство. Пусть L−= L
[⊥]
+ . Положим

L1 = L+ ∩ L−, L2 = L+ � L1, L3 = L− � L1, L0 = JL1. (4.1)

Поскольку по условию подпространства L2 и L3 являются равномерно дефинитными, то без
ограничения общности можно считать, что относительно разложения

H = L0 ⊕ L1 ⊕ L2 ⊕ L3 (4.2)

оператор J имеет матричное представление

J =

⎛

⎜⎜
⎝

0 V −1 0 0
V 0 0 0
0 0 I2 0
0 0 0 −I3,

⎞

⎟⎟
⎠ , (4.3)

где V : L0 → L1 —изометрический оператор, а I2 и I3 — тождественные операторы в соответству-
ющих подпространствах. Относительно того же разложения (4.2) оператор A имеет представле-
ние

A =

⎛

⎜⎜
⎝

A00 0 0 0
A10 A11 A12 A13

A20 0 A22 0
A30 0 0 A33

⎞

⎟⎟
⎠ , (4.4)

откуда

JA =

⎛

⎜⎜
⎝

V −1A10 V −1A11 V −1A12 V −1A13

V A00 0 0 0
A20 0 A22 0
−A30 0 0 −A33

⎞

⎟⎟
⎠ . (4.5)

Оператор JA является самосопряжённым в обычном гильбертовом смысле, поэтому

V −1A10 = A∗
10V, A00 = V −1A∗

11V, A20 = A∗
12V,

A30 = −A∗
13V, A22 = A∗

22, A33 = A∗
33.

}
. (4.6)

Непосредственные вычисления показывают, что резольвента Rξ(A) определена для тех значений
ξ ∈ C, для которых одновременно имеют смысл операторы Rξ(A00), Rξ(A11), Rξ(A22), Rξ(A33) и

Rξ(A) =

⎛

⎜
⎜
⎝

Rξ(A00) 0 0 0
R10 Rξ(A11) R12 R13

R20 0 Rξ(A22) 0
R30 0 0 Rξ(A33)

⎞

⎟
⎟
⎠ , (4.7)

где
R30 = −Rξ(A33)A30Rξ(A00), R20 = −Rξ(A22)A20Rξ(A00),

R12 = −Rξ(A11)A12Rξ(A22), R13 = −Rξ(A11)A13Rξ(A33),

R10 = {Rξ(A11)A10 +R12A20 +R13A30}Rξ(A00).

Поскольку операторы A22 и A33 самосопряжены, невещественный спектр оператора A совпадает
с объединением невещественных спектров конечномерных операторов A00 и A11, и поэтому он
конечен. Кроме того, из представления (4.7) следует, что при ξ → ξ0 ∈ σ(A), ξ �= ξ0, ξ0 �= ξ̄0
резольвента Rξ(A) имеет степенной рост, не превосходящий сумму показателей роста резольвент
Rξ(A00) и Rξ(A11). Если одновременно ξ0 ∈ σ(A00), ξ0 ∈ σ(A11), то и ξ̄0 ∈ σ(A00), ξ̄0 ∈ σ(A11),
причём dimRSξ0(A00) = dimRSξ̄0(A11) и dimRSξ̄0(A00) = dimRSξ0(A11). Итак, показатель роста
резольвенты Rξ(A) при ξ → ξ0 не превосходит суммы dimRSξ̄0(A00) + dimRSξ0(A00), которая,
в свою очередь, не больше dimL0.

Предложение 4.3. Пусть J-с.с. оператор A принадлежит к классу D+
κ , L+— соответству-

ющее инвариантное подпространство из определения 4.2 и σ(A)\R �= ∅. Тогда пространство H
однозначно представимо в виде

H = H′[+]H′′,
где H′ и H′′ —инвариантные подпространства оператора A, σ(A|H′) ⊂ R, σ(A|H′′) ⊂ C\R,
dimH′′ <∞ и оператор A|H′ принадлежит к классу Dκ′ , κ

′ < κ (возможно, κ′ = 0).
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Доказательство. Существование разложения H = H′[+]H′′ со свойствами σ(A|H′) ⊂ R, σ(A|H′′) ⊂
C\R и его единственность тривиально следуют из предложения 4.2, поскольку в силу этого пред-
ложения невещественная часть σ(A) является изолированным подмножеством множества σ(A) и
проектор Рисса (см. [8, 15])

P
′
=
−1
2πi

∮

Γ
Rξ(A)dξ,

где Γ— такой простой положительно ориентированный симметричный относительно R контур,
Γ ⊂ ρ(A), что весь невещественный спектр оператора A лежит вне Γ и, наоборот, его вещественная
часть располагается внутри Γ, определяет подпространство H′ (H′ = P ′H), а двойственный ему
проектор P ′′ = I-P ′ —подпространство H′′. Поскольку контур Γ симметричен относительно R и
поэтому P ′ — J-с.с. оператор, то H′[⊥]H′′.

Далее, из вида оператора P ′ следует, что подпространство L+ будет для него инвариантным,
поэтому из предложения 4.1 вытекает, что подпространство P ′L+ является искомым инвари-
антным подпространством оператора A|H′ и, таким образом, нам осталось лишь проверить ко-
нечномерность подпространства H′′. Итак, подпространство P ′′L+ является для оператора A|H′′

максимальным неотрицательным инвариантным подпространством, которое к тому же псевдоре-
гулярно, а его изотропная часть конечномерна. Покажем, что в действительности P ′′L+ нейтраль-
но. В самом деле, если мы допустим противное, т. е. что в P ′′L+ есть хоть один положительный
вектор, то получим, что σ(A|H′′)∩R �= ∅, однако это невозможно в силу выбора H′′. Итак, подпро-
странство P ′′L+ нейтрально и, следовательно (см. 4.1), P ′′L+ ⊂ L1, поэтому dimP ′′L+ = κ′′ � κ.
Наконец, поскольку P ′′L+ —максимальное нейтральное подпространство относительно H′′, то
dimH′′= 2κ′′.

Замечание 4.1. В условиях предложения 4.3 справедливо H′′ ∩ L1 �= ∅.

Представление (4.7) полезно в том смысле, что позволяет локализовать спектр оператора
A ∈ D+

κ , но непосредственно с его помощью сложно доказать существование у A спектрального
разложения того же типа, что у самосопряжённого оператора в пространстве Понтрягина. Наша
ближайшая цель — построить аналитическое представление резольвенты оператора A, аналогич-
ное представлению, изложенному в работах [18,26,27]. Оно будет похожим на представление (3.9),
для чего так же, как в работе [18], будут рассмотрены последовательности вида {[P (A)Anx, x]}∞1 ,
где x ∈ H, а P (ξ)—некоторый фиксированный полином. В [18] это был дефинизирующий поли-
ном, но в наших условиях такой полином, вообще говоря, не существует.

Рассмотрим теперь матричное представление оператора A+ = A|L+ и его резольвенты. Итак,

A+ =

(
A11 A12

0 A22

)
, Rξ(A

+) =

(
Rξ(A11) −Rξ(A11)A12Rξ(A22)

0 Rξ(A22)

)
.

Рассмотрим структуру операторов A12 и Rξ(A11)A12Rξ(A22). Для упрощения предположим, что
оператор A11 представляет собой одну жорданову клетку с собственным числом μ и базисом
{ej}k1 , т. е.

A11ej = μej + ej+1, j = 1, 2, . . . k − 1, A11ek = μek, Lin{ej}k1 = L1. (4.8)

Далее, найдётся такая система {yj}k1 ⊂ L1, что A12x =
k∑

j=1
(x, yj)ej . Поскольку образ оператора

A12 может быть, вообще говоря, подпространством пространства L1, система {yj}k1 может быть
линейно зависимой. Более того, благодаря предложению 4.3 гильбертова структура пространства
H может быть выбрана так, что в случае невещественного μ все yj = 0, поэтому в дальнейшем
предполагается, что собственное число μ вещественно. Наконец, пусть E(22)

λ непрерывная слева
спектральная функция оператора A22, т. е. A22 =

∫

R

λdE
(22)
λ . Тогда

Rξ(A22) =

∫

R

1

λ− ξ dE
(22)
λ , Rξ(A11)el =

k∑

j=l

(−1)j−l 1

(μ− ξ)j−l+1
ej , l = 1, 2, . . . , k,
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Rξ(A11)A12Rξ(A22)x =
k∑

l=1

( ∫

R

1

λ− ξ dE
(22)
λ x, yl

) k∑

j=l

(−1)j−l 1

(μ− ξ)j−l+1
ej =

=
k∑

j=1

(∫

R

1

λ− ξ
( j∑

l=1

(−1)j−l 1

(μ − ξ)j−l+1
d(E

(22)
λ x, yl)

))
ej .

Интегральное представление оператора Rξ(A11)A12Rξ(A22) получено нами в предположе-
нии (4.8), но от этого частного случая достаточно легко перейти к общей ситуации: если жор-
дановых клеток несколько, то надо взять сумму по всем этим клеткам. Итак, пусть оператор
A11 состоит из p клеток и соответствующий базис пространства L1 разбит на p групп: {e(m)

j }kmj=1,
m = 1, 2, . . . p, k1 + k2 + . . . + kp = κ. Тогда

Rξ(A11)A12Rξ(A22)x =

p∑

m=1

km∑

j=1

( ∫

R

1

λ− ξ
( j∑

l=1

(−1)j−l 1

(μm − ξ)j−l+1
d(E

(22)
λ x, y

(m)
l )

))
e
(m)
j . (4.9)

Возьмём открытый промежуток Δ = (α, β) ⊂ R, такой что

[α, β] ∩ σ(A11) = ∅, α, β �∈ σp(A22), (4.10)

и построим прямоугольник [α, β] × i[−h, h] с соблюдением одного из условий того же типа
[α, β] × i[−h, h] ∩ σ(A11) = ∅. Обозначим Γ(Δ) положительно ориентированную границу этого
прямоугольника. Наша задача — найти значение проектора Рисса, трактуя последний как инте-
грал в смысле главного значения:

E+(Δ) =
(− 1

2πi

)
s-lim
δ→+0

∫

Γδ(Δ)

Rξ(A
+) dξ , (4.11)

где Γδ(Δ)—часть контура Γ(Δ) без двух участков границы, первый из которых находится меж-
ду точками (α,−iδ) и (α, iδ), а второй — между точками (β,−iδ) и (β, iδ). Проектор Рисса как
интеграл в смысле главного значения был использован в сообщении [11], посвящённом существо-
ванию спектральной функции у J-с.с. оператора в пространстве Понтрягина. Детальное изложе-
ние доказательства сходимости указанного интеграла можно найти в работе [27] (см. также [18]).
Непосредственный подсчёт даёт следующий результат:

E+(Δ) =

(
0 E(12)(Δ)

0 E(22)(Δ)

)
,

где

E(12)(Δ)x = −
p∑

m=1

km∑

j=1

( ∫

Δ

( j∑

l=1

(−1)j−l 1

(μm − λ)j−l+1
d(E

(22)
λ x, y

(m)
l )

))
e
(m)
j . (4.12)

Представление (4.12) наглядным образом показывает, что условие α, β �∈ σp(A22) не является су-
щественным и от него можно отказаться, но, вообще говоря, связанный с J-с.с. оператором про-
ектор E+(Δ) является неограниченной функцией от α и β.

Перейдём к представлению оператора A+E+(Δ). Равенство A+Rξ(A
+) = I+ξRξ(A

+) позволяет
представить этот оператор в виде, аналогичном (4.11)

A+E+(Δ) =
(− 1

2πi

)
s-lim
δ→+0

∫

Γδ(Δ)

ξRξ(A
+) dξ,

откуда рассуждениями, подобными приведённым выше, получаем представление

A+E+(Δ) =

(
0 A12(Δ)
0 A22(Δ)

)
,

где

A12(Δ)x = −
p∑

m=1

km∑

j=1

(∫

Δ

( j∑

l=1

(−1)j−l λ

(μm − λ)j−l+1
d(E

(22)
λ x, y

(m)
l )

))
e
(m)
j .



534 В.А. ШТРАУС

Аналогичным образом выглядит оператор (A+)nE+(Δ) для любого натурального n. Для упро-
щения записи можно учесть что операторы A+ и E+(Δ) коммутируют, а к тому же E+(Δ)
идемпотентен, поэтому

(A+)nE+(Δ) = (A+E+(Δ))n =

(
0 A12(Δ)(A22(Δ))(n−1)

0 (A22(Δ))n

)
,

где

A12(Δ)(A22(Δ))(n−1)x = −
p∑

m=1

km∑

j=1

( ∫

Δ

( j∑

l=1

(−1)j−l λn

(μm − λ)j−l+1
d(E

(22)
λ x, y

(m)
l )

))
e
(m)
j . (4.13)

Доопределим теперь оператор E+(Δ) на всём пространстве H как J-ортогональный проектор
E+(Δ) с помощью матричного представления (сопоставьте с (4.4), (4.5), (4.6)):

E+(Δ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 0

E(12)(Δ)
(
E(12)(Δ)

)∗
V 0 E(12)(Δ) 0(

E(12)(Δ)
)∗
V 0 E(22)(Δ) 0

0 0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

Подпространство E+(Δ)H инвариантно относительно оператора A, поэтому AE+(Δ) =
E+(Δ)AE+(Δ). Применив к последнему равенству операцию сопряжения, мы получим E+(Δ)A =
E+(Δ)AE+(Δ), поэтому AE+(Δ) = E+(Δ)A.

Зафиксируем произвольный интервал (a, b), содержащий носитель спектральной меры E
(22)
λ .

Пусть {μj}k1 — совокупность всех попарно различных (т. е. кратность не учитывается) веществен-

ных собственных чисел оператора A11, так что k � κ, Xε =
k⋃

1

[μj−ε, μj+ε], где ε > 0—достаточно

малое число, при котором отрезки, из которых состоит множество Xε, не пересекаются между со-
бой, Yε = (a, b)\Xε. Поскольку Yε — это объединение непересекающихся интервалов, то операторы
E+(Yε) и E+(Yε) корректно определяются по принципу аддитивности, в частности

E+(Yε) =

⎛

⎜⎜
⎝

0 0 0 0

E(12)(Yε)
(
E(12)(Yε)

)∗
V 0 E(12)(Yε) 0(

E(12)(Yε)
)∗
V 0 E(22)(Yε) 0

0 0 0 0

⎞

⎟⎟
⎠ .

Пусть

M(ξ)—минимальный аннулирующий многочлен оператора A11 со
старшим коэффициентом, равным единице, M̃(ξ)— аналогичный
многочлен для оператора A00,

(4.14)

так что их коэффициенты будут сопряжены. Пусть x ∈ H, y ∈ L1, тогда [M̃(A)x, y] = [x,M(A)y] =

0, т. е. M̃(A)H[⊥]L1, иными словами

M̃(A)H ⊂ L1 � L2 � L3. (4.15)

Далее, пусть

{τν}q1 = σ(A11) ∩ σp(A22), Q(ξ) = Πq1(ξ − τν), Ñ(ξ) = M̃(ξ)Q(ξ). (4.16)

Тогда благодаря (4.15) для многочлена Ñ(ξ) и любого x ∈ H верно

Ñ(A)x = z1 + z2 + z3, z1 ∈ L1, z2 ∈ L2, z3 ∈ L3 lim
ε→0

E(22)(Yε)z2 = z2. (4.17)
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Итак, пусть N(ξ) =M(ξ)Q(ξ). С учётом (4.4) мы имеем

N(A) =

⎛

⎜
⎜
⎝

N(A00) 0 0 0
N10 0 N12 N13

N20 0 N(A22) 0
N30 0 0 N(A33)

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

Ñ(A) =

⎛

⎜⎜
⎝

0 0 0 0

Ñ10 Ñ(A11) Ñ12 Ñ13

Ñ20 0 Ñ(A22) 0

Ñ30 0 0 Ñ(A33)

⎞

⎟⎟
⎠

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

, (4.18)

откуда

N(A)Ñ(A) =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 0

N12Ñ20 +N13Ñ30 0 N12Ñ(A22) N13Ñ(A33)

N(A22)Ñ20 0 N(A22)Ñ(A22) 0

N(A33)Ñ30 0 0 N(A33)Ñ(A33)

⎞

⎟
⎟
⎠ =

=

⎛

⎜⎜
⎝

0 0 0 0

N12Ñ20 0 N12Ñ(A22) 0

N(A22)Ñ20 0 N(A22)Ñ(A22) 0
0 0 0 0

⎞

⎟⎟
⎠+

⎛

⎜⎜
⎝

0 0 0 0

N13Ñ30 0 0 N13Ñ(A33)
0 0 0 0

N(A33)Ñ30 0 0 N(A33)Ñ(A33)

⎞

⎟⎟
⎠ .

Проанализируем первое слагаемое:
⎛

⎜⎜
⎝

0 0 0 0

N12Ñ20 0 N12Ñ(A22) 0

N(A22)Ñ20 0 N(A22)Ñ (A22) 0
0 0 0 0

⎞

⎟⎟
⎠ = N+(A)Ñ+(A), (4.19)

где

N+(A) =

⎛

⎜
⎜
⎝

N(A00) 0 0 0
0 0 N12 0
N20 0 N(A22) 0
0 0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ , Ñ+(A) =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 0

0 Ñ(A11) Ñ12 0

Ñ20 0 Ñ(A22) 0
0 0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

Отметим, что операторы N(A) и Ñ(A) J-сопряжены, поэтому J-сопряжены операторы N+(A) и
Ñ+(A). Далее, оператор N+(A)Ñ+(A) является в некотором смысле дефинизирующим, поскольку

[N+(A)Ñ+(A)x, x] = [Ñ+(A)x, Ñ+(A)x] � 0, x ∈ H. (4.20)

Чтобы с его помощью построить позитивную последовательность моментов, надо проверить, что
операторы A и N+(A)Ñ+(A) коммутируют. Мы это сделаем с помощью проектора E+(Yε). Рас-
смотрим выражение N(A)E+(Yε)Ñ (A)x, где x ∈ H. Согласно (4.17) Ñ(A)x = z1 + z2 + z3, откуда

N(A)E+(Yε)Ñ (A)x = N(A)E+(Yε)(z1 + z2 + z3) = N(A)(E12(Yε)z2 + E22(Yε)z2) =

= (N12E22(Yε)z2 +N(A22)E22(Yε)z2).

В силу (4.17) lim
ε→0

N(A)E+(Yε)Ñ (A)x = (N12z2 +N(A22)z2). Поскольку z2 = Ñ20x0 + Ñ(A22)x2, то

lim
ε→0

N(A)E+(Yε)Ñ(A)x = N+(A)Ñ+(A)x.

Осталось заметить, что проектор E+(Yε) коммутирует с оператором An, поэтому для любого
натурального n верно AnN(A)E+(Yε)Ñ (A) = N(A)E+(Yε)Ñ(A)An, откуда

AnN+(A)Ñ+(A) = N+(A)Ñ+(A)A
n.
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Аналогично (4.19) введём разложение
⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 0

N13Ñ30 0 0 N13Ñ(A33)
0 0 0 0

N(A33)Ñ30 0 0 N(A33)Ñ(A33)

⎞

⎟
⎟
⎠ = N−(A)Ñ−(A), (4.21)

где

N−(A) =

⎛

⎜
⎜
⎝

N(A00) 0 0 0
0 0 0 N13

0 0 0 0
N30 0 0 N(A33)

⎞

⎟
⎟
⎠ , Ñ−(A) =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 0 0 0

0 Ñ(A11) 0 Ñ13

0 0 0 0

Ñ30 0 0 Ñ(A33)

⎞

⎟
⎟
⎠ .

Итак, рассмотрим три последовательности:

cn = [N(A)Ñ (A)Anx, x], c+n = [N+(A)Ñ+(A)A
nx, x], c−n = [N−(A)Ñ−(A)Anx, x], n = 0, 1, . . .

В силу (4.20) последовательность {c+n }∞0 положительна и имеет следующее ограничение на рост:
|c+n | � C‖A‖n. По аналогичной причине последовательность {c−n }∞0 отрицательна и имеет анало-
гичную оценку роста. Как хорошо известно (см., напр, [7]) найдутся такие неубывающие непре-
рывные слева функции σ(x)+ (t) и σ(x)− (t), что

c+n =

‖A‖+0∫

−‖A‖

tndσ
(x)
+ (t), c−n = −

‖A‖+0∫

−‖A‖

tndσ
(x)
− (t), n = 0, 1, . . . , (4.22)

причём эти функции определяются с точностью до константы. Символ ‖A‖+0 означает, что мы
учитываем возможный скачок функций σ(x)± (t) в точке ‖A‖. Из приведённых формул следует, что

cn =

‖A‖+0∫

−‖A‖
tndη(x)(t), η(x)(t) = σ

(x)
+ (t)− σ(x)− (t), n = 0, 1, . . . (4.23)

Отметим удивительный факт [23], что представление последнего типа допускает произвольная
вещественная последовательность, но в этом случае верхний предел интегрирования будет бес-
конечен. На основании представлений (4.22) в [18,27] показано,что найдутся такие неубывающие
операторные функции G±

t , что
• G±

−∞ = 0, G±
t = s-lim

τ→t−0
G±
τ для любого t ∈ R;

• для любого t ∈ R и τ ∈ (−∞, t) оператор (G±
t −G±

τ ) является J-неотрицательным;

• N±(A)Ñ±(A)Akx = ±
‖A‖+0∫

−‖A‖
tkdG±

t x для любого x ∈ H и k = 0, 1, 2, . . .

Связь между операторами N(A)Ñ (A), N+(A)Ñ+(A) и N−(A)Ñ−(A) (см. (4.19) и (4.21)) приводит
к представлению

N(A)Ñ (A)Akx =

‖A‖+0∫

−‖A‖

tkdGtx (4.24)

для любого x ∈ H и k = 0, 1, 2, . . . , где Gt = G+
t − G−

t . Представление (4.24) и стандартное
разложение резольвенты Rξ(A) в окрестности бесконечно удалённой точки (см. [15, гл. XI, § 1,
п. 148]) приводит к представлению

N(A)Ñ (A)Rξ(A) =

‖A‖+0∫

−‖A‖

1

t− ξ dGt, (4.25)
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где ξ ∈ C\[−‖A‖, ‖A‖]. Далее, выражение M(t, ξ) =
N(ξ)Ñ (ξ)−N(t)Ñ(t)

t− ξ превращается после

его очевидного доопределения в особой подобласти t = z в полином от двух переменных, т. е.
выражению

M(A, ξ) = Rξ(A)
(
N(ξ)Ñ(ξ)I −N(A)Ñ (A)

)

можно придать корректный смысл. Последняя формула и представление (4.25) приводят к ново-
му представлению

Rξ(A) =
1

N(ξ)Ñ(ξ)

(
M(A, ξ) +

‖A‖+0∫

−‖A‖

1

t− ξ dGt
)
. (4.26)

Предложение 4.4. Пусть спектр J-с.с. оператора A ∈ D+
κ веществен, L+— отвечающее

определению 4.2 подпространство, инвариантное относительно A. Тогда оператор A обладает
вещественной с.с.ф. Eλ с конечным множеством спектральных особенностей Λ (RΛ —множе-
ство промежутков Δ = [a, b) a, b �∈ Λ), причём

a. для любого λ ∈ R\Λ верно Eλ ∈ AlgA;

b. если Δ ∈ RΛ и Δ∩Λ = ∅, то E(Δ)H = H+
Δ[+]H−

Δ, AH
+
Δ ⊂ H+

Δ,

AH−
Δ ⊂ H−

Δ, H
+
Δ — равномерно положительное, а H−

Δ —равно-

мерно отрицательное подпространство (каждое из подпро-

странств H+
Δ и H−

Δ может вырождаться в {0});
c. если Δ ∈ RΛ и Δ∩Λ �= ∅, то E(Δ)L+∩L1 �= {0} и оператор

A|E(Δ)H не является скалярным спектральным оператором.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.27)

Доказательство. Демонстрация справедливости этого предложения может быть реализована по
той же схеме, что и доказательство теоремы 3.1 из [18], которая посвящена аналогичному резуль-
тату для пространства Понтрягина, поэтому мы покажем только путь, приводящий к этой схеме.
Итак, пусть N(ξ)— тот же многочлен, что и в (4.14), (4.16), (4.18), который в силу веществен-
ности спектра соответствующего оператора будет иметь вещественные коэффициенты, так что
формула (4.26) может быть заменена на формулу

Rξ(A) =
1

N2(ξ)

(
M(A, ξ) +

+∞∫

−∞

1

t− ξ dGt
)
. (4.28)

Положим
Λ := {λ : N(λ) = 0}.

Множество Λ является кандидатом в множество особых точек для оператора A и для его спек-
тральной функции, к определению которой мы переходим.

Обозначим RG множество тех t ∈ R, для которых Gt непрерывна в сильной операторной топо-
логии. Действуя так же, как и в (3.7), положим

Et =
(− 1

2πi

)
s-lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A) dξ (4.29)

для всех t ∈ RG\Λ и доопределим Et по формуле Et = s-lim
τ∈RG, τ→t−0

Eτ для остальных t ∈ R\Λ.
Существование предела в (4.29) следует, в первом приближении, из теоремы о существовании
сильного предела у монотонной ограниченной последовательности операторов в гильбертовом
пространстве (см. [15, гл. VII, § 1, п. 104, теорема Вижье—С.-Надя]) и формулы (4.28), однако
соответствующее доказательство имеет ряд особенностей. С учётом структуры Gt из (4.24) они
исчерпывающим образом описаны в [18]. В заключение остановимся на пунктах b и c (4.27).
Первый из этих пунктов гарантирует, что при условии Δ ∈ RΛ и Δ ∩ Λ = ∅ оператор A|E(Δ)H
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является скалярным спектральным оператором, т. е. A|E(Δ)H =
∫

Δ

λdEλ|E(Δ)H. Второе условие име-

ет отчасти противоположный смысл, т. е. исключает из Λ те точки, в которых оператор A|E(Δ)H

оказался спектральным оператором. Это может произойти, если соответствующее собственное
подпространство оператора A регулярно и индефинитно. В этом состоит отличие множества кри-
тических точек для J-с.с. оператора в пространстве Понтрягина и множеством особых точек для
J-с.с. оператора в пространстве Крейна.

Заметим, что последнее предложение можно было бы доказать, не повторяя путь доказатель-
ства аналогичной теоремы в пространстве Понтрягина, а используя саму теорему, однако фор-
мулы (4.24) и (4.25) полезны и сами по себе, поскольку открывают естественную постановку
вопроса о создании модели J-с.с. оператора по схеме Йонаса—Лангера—Тексториуса, которую
они использовали в случае пространства Понтрягина (об этом см. ниже). При этом вопрос о свя-
зи дефинизируемой числовой последовательности (интегро-полиномиальное представление такой
последовательности получено в [28]) и циклического J-с.с. оператора достаточно сложен. Приве-
дём следующий пример.

Пример 4.1. Пусть {e+j , e−j }∞0 — ортонормированный базис в гильбертовом пространстве H,

индефинитная структура на котором задана оператором J : Je±j = ±e±j , j = 0, 1, . . . Зададим в H
дополнительную J-ортонормированную систему, которая полна в H, но базисом не является:

h+j =
j√

2j − 1
(e+j +

j − 1

j
ej−), h−j =

j√
2j − 1

(
j − 1

j
e+j + e−j ), j = 0, 1, . . . ,

и два оператора Ae±j =
±1
j + 1

e±j и Bh±j =
±1
j + 1

h±j , j = 0, 1, . . . Далее, пусть

x =

∞∑

j=0

1

(j + 1)2
(e+j + e−j ), y =

∞∑

j=0

1

(j + 1)2
(h+j + h−j ).

Тогда

Anx =

∞∑

j=0

1

(j + 1)2+n
(
e+j + (−1)ne−j

)
, Bny =

∞∑

j=0

1

(j + 1)2+n
(
h+j + (−1)nh−j

)
,

[Anx, x] =

∞∑

j=0

1

(j + 1)4+n
(
1 + (−1)n+1

)
, [Bny, y] =

∞∑

j=0

1

(j + 1)4+n
(
1 + (−1)n).

Итак, две последовательности моментов совпадают, но порождающие эти последовательности
операторы A и B подобными не являются, в частности, A ∈ D+

0 , а оператор B не принадлежит
к D+

κ ни при каком κ. Отметим при этом, что последовательность

dn = [An+1x, x] =
∞∑

j=0

1

(j + 1)4+n
(
1 + (−1)n+1

)
, n = 0, 1, . . .

положительна, т. е. операторы A и B дефинизируемы.

Пример 4.2. Пусть система e, g, f, h1, h2, h3, . . . образует ортонормированный базис в гиль-
бертовом пространстве H, и пусть полуторалинейная форма на H задаётся формулой

[x, y] = (x, e)(g, y) + (x, g)(e, y) + (x, f)(f, y) +

∞∑

j=1

(−1)j(x, hj)(hj , y).

Тогда это пространство превращается в пространство Крейна. Зададим на H оператор A с помо-
щью следующих условий:

Ae = 0, Ahj =
1

j
· (hj + e), j = 1, 2, . . . , Ag = f +

∞∑

j=1

(1)j

j
· hj , Af = e.
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Расширяя область определения A по линейности и непрерывности на всё пространство H полу-

чим, что A— это компактный J-с.с. оператор, A(hj + e) =
1

j
· (hj + e), j = 1, 2, . . . Спектральная

функция оператора A может быть полностью описана равенством

E
({1

j

})
x = (−1)j [x, (hj + e)] · (hj + e),

так что

Etx =
(
I − E

({1
j

}n

j=1

))
x = x−

n∑

j=1

(−1)j [x, (hj + e)] · (hj + e),

где n = [1/t], [1/t]—целая часть числа 1/t.

Этот примере будет проанализирован в следующем разделе.

5. Схема Йонаса—Лангера—Тексториуса

В работе [25] была предложена модель ограниченного циклического J-с.с. оператора в про-
странстве Понтрягина, базирующегося на интегральном представлении последовательности ви-
да (3.2).

Напомним для начала определение циклического вектора и циклического оператора (см., на-
пример, [17, гл. 14, п. 126], [14, гл. VII, п. 2]).

Если B —некоторый оператор в гильбертовом пространстве H, то циклическим вектором этого
оператора называется любой вектор x ∈ H, такой что система векторов {Bnx}∞n=0 полна в H.

Далеко не для всякого оператора существуют циклические векторы. В случае самосопряжённо-
го оператора B в гильбертовом пространстве наличие циклического вектора эквивалентно про-
стоте спектра у B, но для спектральных или обобщённых спектральных операторов картина
усложняется. Если оператор B обладает циклическим вектором, то он называется циклическим.
Циклическим, в частности, является оператор A из примера 4.2, а его циклическим вектором
будет, скажем, g.

Далее, всякий ограниченный J-с.с. оператор A, действующий в пространстве Понтрягина H,
полиномиально дефинизируем, т. е. для A найдётся такой (дефинизирующий) полином P(·), для
которого оператор P(A) J-неотрицателен. В (3.1) показано, что можно положить P(·) = N(·)Ñ (·),
однако, вообще говоря, для одного и того же оператора существуют разные дефинизирующие по-
линомы и для дальнейшего конкретный вид P(·) неважен, дальше лишь предполагается, что ко-
эффициенты у P(·) вещественны, а коэффициент при его старшей степени равен единице. Итак,
пусть A—фиксированный ограниченный J-с.с. оператор, действующий в пространстве Понтря-
гина H, и для него найдётся такой вектор g, что последовательность {Ang}∞0 полна в H. Выберем
и зафиксируем полином P(ξ) = ξm + ηm−1ξ

m−1 + ηm−2ξ
m−2 + . . .+ η0, который дефинизирует A.

Последовательность {dn = [P(A)Ang, g]}∞0 является позитивной последовательностью моментов
и поэтому допускает уже упомянутое представление (3.4)

dn =

+∞∫

−∞
tndσ(t),

которое мы используем для регуляризованного интегрального представления последовательности
моментов

{cn = [Ang, g]}∞0 .
Указанные последовательности моментов связаны соотношениями

dn = cn+m + ηm−1cn+m−1 + ηm−2cn+m−2 + . . .+ η0cn,

которое в результате ряда преобразований приводит (ср. с [28])

cn =

m∑

j=0

α
(n)
j cj +

+∞∫

−∞

tn −
m∑

j=0
α
(n)
j tj

P(t) dσ(t), (5.1)
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где
m∑

j=0
α
(n)
j tj —интерполяционный многочлен для tn, n = 0, 1, . . . Поясним, что для n < m пред-

ставление (5.1) сводится к тривиальному равенству cn = cn.
Перейдём теперь к формированию модельного пространства Понтрягина как некоторого про-

странства функций. Отождествим (циклический) вектор g с тождественной единицей, вектор
Ag— с t, A2g— с t2 и т. д. Итак, стартовым линейным многообразием функций у нас будет мно-
жество полиномов P. Превратим множество P в линейное пространство с внутренним скалярным
произведением [·, ·] полагая [tj, tl] = cj+l, j, l = 0, 1, . . . , где величины cl+j заданы в (5.1).

По построению линеал P изометричен плотному подмножеству пространства Понтрягина H,
поэтому он после пополнения превращается в пространство Понтрягина, которое мы обозначим
Π(Φ), а исходный оператор будет подобен действующему в Π(Φ) оператору умножения AT на
независимую переменную.

Указанное пополнение можно реализовать разными способами, но все эти способы топологи-
чески эквивалентны. Один из вариантов — выделить в P максимальное отрицательное подпро-
странство L− и найти в P J-ортогональное дополнение L+ = L[⊥]

− . Линеал L+ с внутренним
эрмитовым произведением [·, ·]— это предгильбертово пространство, пополнив которое, мы и по-
лучим (в прямой сумме с L−) пространство Понтрягина Π(Φ).

Формулы (5.1) показывают, что, вообще говоря, как гильбертова структура, так и структура
пространства Понтрягина на функциональном пространстве Π(Φ) может задаваться не обыч-
ной мерой Лебега—Стилтьеса, а некоторым распределением (обобщённой функцией) Φ. Разбор
конкретного примера можно найти в м [18].

Перейдём теперь к проблеме модельного представления циклического J-с.с. оператора класса
D+
κ . Отметим, что такой оператор относится к классу H. Обратное неверно главным образом

потому, что для циклического оператора допустимы жордановы цепочки, отвечающие одному
собственному вектору, но невозможны собственные подпространства размерностью больше еди-
ницы. Различие, впрочем, невелико, так как у оператора класса H собственных подпространств
размерностью больше единицы может быть только конечное число и каждое из них должно иметь
конечную размерность.

Итак, пусть H— это гильбертово J-пространство, оператор A ∈ D+
κ действует в этом простран-

стве, J-самосопряжён и существует такой вектор g ∈ H, что система {Ajg}∞0 полна в H. Посколь-
ку A ∈ D+

κ , то существует разложение (4.2) и соответствующие матричные представления (4.3)
и (4.4). Вектор g может быть представлен в соответствии с (4.2) в виде g = g0+g1+g2+g3. Струк-
тура угловых операторов E(12)(Δ) и A12(Δ)(A22(Δ))(n−1) (см. (4.12) (4.13)), отвечающих операто-
рам E+(Δ) и (A+)nE+(Δ) соответственно, показывает, что у них есть совместное ядро K2 ⊂ L2 —
ортогональное дополнение к векторам {{E(22)(Δ)y

(m)
j }kmj=1}pm=1 (см. (4.9)), Δ пробегает множество

интервалов вида (4.10). K2 является положительным инвариантным подпространством операто-
ра A и его можно отделить. Итак, мы можем допустить, что совместного нетривиального ядра у
указанной системы угловых операторов нет. Тогда в силу соотношения сопряжённости (4.6) мат-
ричных элементов A20 и A12 оператора A, а также его степеней, ясно, что замыкание линейной
оболочки системы подпространств {(Ak)20L0}∞0 , где (Ak)20 — соответствующий угловой оператор
оператора Ak, совпадает с L2. Итак, без ограничения общности можно считать, что g = g0.

Тогда существует многочлен P(t) с вещественными коэффициентами, при котором последова-
тельность dn = [P(A)Ang, g], n = 0, 1, . . . представима в виде (4.23)

dn =

‖A‖+0∫

−‖A‖
tndη(t), η(t) = σ+(t)− σ−(t), n = 0, 1, . . . , (5.2)

где σ+(t) и σ−(t) неубывающие непрерывные слева функции. В силу простоты спектра оператора
A разложение η(t) = σ+(t) − σ−(t) является разложением Хана (см. [10]). Наряду с последова-
тельностью {dn}∞0 рассмотрим последовательность моментов

{cn = [Ang, g]}∞0 . (5.3)
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Указанные последовательности моментов связаны соотношениями

dn = cn+m + γm−1cn+m−1 + γm−2cn+m−2 + . . .+ γ0cn,

где коэффициентами являются коэффициенты многочлена P(ξ). Нам в дальнейшем будет удобно
считать, что степень многочлена чётная, и он представлен в виде P(ξ) = N(ξ)Ñ (ξ), где N(ξ) и
Ñ(ξ)—многочлены с сопряжёнными коэффициентами. На возможность манипуляции со степе-
нями многочленов указывается в [28], а элементы соответствующих представлений могут быть
восстановлены через равенство

cn =

m∑

j=0

α
(n)
j cj +

+∞∫

−∞

tn −
m∑

j=0
α
(n)
j tj

P(t) dη(t), (5.4)

где
m∑

j=0
α
(n)
j tj —интерполяционный многочлен для tn, n = 0, 1, . . . , функция η(t) та же, что и

в (5.3). При n < m представление (5.4) превращается в тривиальное равенство cn = cn.
Приступим к построению модельного пространства Крейна как некоторого пространства функ-

ций. Отождествим вектор g с тождественной единицей, вектор Ag— с t, A2g— с t2 и т. д. Итак,
стартовым линейным многообразием функций у нас будет множество полиномов P. Превра-
тим множество P в линейное пространство с внутренним скалярным произведением [·, ·] полагая
[tj , tl] = cj+l, j, l = 0, 1, . . . , где величины cl+j заданы в (5.3). По построению линеал P изомет-
ричен плотному подмножеству пространства Крейна H, поэтому он после пополнения превра-
щается в пространство Крейна, которое мы обозначим K, а исходный оператор будет подобен
действующему в K оператору умножения AT на независимую переменную. Как было показано
выше (пример 4.1), такие пополнения определяются неоднозначно, и они топологически могут
быть неэквивалентны, в этом состоит радикальное различие между случаями пространств Понт-
рягина и Крейна. Мы воспользуемся представлением (5.2), элементы которого определяются в
существенном однозначно. Итак, рассмотрим сначала линеал L—линейную оболочку полиномов
вида N(t)tk, k = 0, 1, . . . При этом

〈N(t)tj , N(t)tl〉 =
‖A‖+0∫

−‖A‖
tl+jd(σ+(t) + σ−(t)), j, l = 0, 1, . . .

Линеал L линейно изоморфен плотному линейному подмножеству в L1 ⊕ L2 ⊕ L3, но внутреннее
произведение [·, ·] вырождается на L1, поэтому полунормы 〈·, ·〉1/2 недостаточно для пополнения
подпространства L. Введём на L дополнительные полунормы

pj(Q(t)) = |[Q(t), tj ]|, j = 0, 1, (m/2) − 1,

где m— степень многочлена P(ξ) (напомним, что она чётна). Далее, для произвольного много-
члена u(t) ∈ L введём норму

‖u(t)‖2 =

(m/2)−1∑

j=1

|pj(u(t)|2 + 〈Q(t), Q(t)〉.

Тогда пополнение L по этой норме превращает L в гильбертово пространство. Следующий этап —
это дополнение пополненного пространства до пополнения P, но это уже не является проблемой,
поскольку дополняющее подпространство конечномерно и его элементы известны, это система
tj j = 0, 1, (m/2) − 1. Дальнейшее очевидно.

Проиллюстрируем предложенную схему на примере 4.2. Имеем

• Ag = f +
∞∑

j=1

(−1)j
j
· hj ,

• A2g = e+
∞∑

j=1

(−1)j
j2

· (hj + e),
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• A3g = e+
∞∑

j=1

(−1)j
j3

· (hj + e),

· · ·
• Akg = e+

∞∑

j=1

(−1)j
jk

· (hj + e),

откуда
• c0 = 0,
• c1 = [Ag, g] = 0,

• c2 = [A2g, g] = 1 +
∞∑

j=1

(−1)j
j2

,

• c3 = [A3g, g] =
∞∑

j=1

(−1)j
j3

,

· · ·
• ck = [Akg, g] =

∞∑

j=1

(−1)j
jk

.

Итак, первым членом последовательности моментов, который может быть задан через знако-
переменную меру (заряд) является c2, а функция, задающая знакопеременную меру, выглядит
следующим образом:

∀ t � 0 σ(t) = 0, ∀t > 0 σ(t) = 1 +
∑

j�t−1

(−1)j
j2

.

Аналогично находится функция, задающая соответствующую положительную меру:

∀t � 0 η(t) = 0, ∀t > 0 η(t) = 1 +
∑

j�t−1

1

j2
.

Наконец, норма, по которой будет пополняться подпространство L многочленов, выглядит сле-
дующим образом:

‖u(t)‖2 = |[u(t), 1]|2 + 〈u(t), u(t)〉,
или в терминах скалярного произведения �·, ·� полиномов u(t) и v(t)

�u(t), v(t)� = [u(t), 1][1, v(t)] + 〈u(t), v(t)〉.
Так как σ(t) и η(t) является функциями, графически состоящими из счётного числа ступеней,

то для функций, входящих в пополнение L, имеет смысл только то, какое значение имеет та или
иная функция в точках скачков функций, задающих меру. С этой точки зрения величина [1, u(t)]
для полинома u(t) = t2v(t), где v(t)—другой полином, задаётся формулой

[1, u(t)] =

∞∑

j=1

(−1)j
j2

v
(1
j

)
=

∞∑

j=1

(−1)ju
(1
j

)
. (5.5)

Прямая проверка показывает, что последовательность функций tn, n = 2, 3, . . . является после-
довательностью Коши и сходится к функции ϕ1(t): ϕ1(t) = 0 при t ∈ [0, 1) ϕ1(1) = −1, последова-
тельность функций 4ntn(1− t)n —к функции ϕ2(t): ϕ2(t) = 0 при t ∈ [0, 1/2)∪ (1/2, 1], ϕ2(1/2) = 1
и т. д. Функция ϕn(t) в этой схеме задаётся равенствами ϕn(t): ϕn(t) = 0 при t ∈ [0, 1/n)∪(1/n, 1],
ϕn(1/n) = (−1)n. Подсчитывая с помощью предельного перехода значения внутреннего скаляр-
ного для этих функций, имеем [ϕn(t), u(t)] = (−1)nū(1/n) и, в частности, [ϕn(t), ϕl(t)] = (−1)nδnl,
где δnl — символ Кронекера. Одновременно

〈ϕn(t), u(t)〉 = ū(1/n), 〈ϕn(t), ϕl(t)〉 = δnl.

Рассмотрим теперь последовательность

ψn(t) =
1

n

n∑

1

ϕ2l(t).
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Внешне эта последовательность функций равномерно сходится к нулю, однако [ψn(t), 1] = 1 для
любого n = 1, 2, . . . С другой стороны, согласно методу средних арифметических для последо-
вательностей (см. [12, теорема 4.1.II Сильвермана—Теплица]), для произвольного полинома u(t)
верно lim

n→∞[ψn(t), tu(t)] = 0. Итак, для любого полинома u(t) мы имеем lim
n→∞[ψn(t), u(t)] = u(0),

т. е. lim
n→∞ψn(t) можно отождествить с дельта-функцией Дирака δ(t), причём [δ(t), δ(t)] = 0

〈δ(t), δ(t)〉 = 0.
Перейдём к подсчёту скалярного произведения �·, ·� (см. (5.5)) для найденных элементов. Итак,

�ϕn(t), ϕl(t)� = (−1)n+l+(−1)nδnl, т. е. рассматриваемые функции не ортогональны! Но [1, ϕn(t)−
(−1)nδ(t)] = 0, поэтому

(ϕn(t)− δ(t), ϕl(t)− δ(t)) = (−1)nδnl.
Последнее равенство означает, что система {ϕl(t) − δ(t)}∞l=1 является ортонормированной систе-

мой, поэтому ряд
∞∑

l=1

νl(ϕl(t)− δ(t)) сходится тогда и только тогда, когда
∞∑

l=1

|νl|2 <∞.
Рассмотрим теперь последовательность

ϑn(t) =

n∑

1

ϕl(t)− δ(t)
l

.

Наша цель — найти lim
n→∞[ϑn(t), v(t)] для произвольного полинома v(t), который, очевидно, может

быть представлен в виде v(t) = v(0) + v′(0)t+ t2w(t). Итак,

lim
n→∞[ϑn(t), v(t)] = lim

n→∞

(

v′(0)
n∑

1

(−1)l
l2

+
n∑

1

(−1)lw(1/l)
l3

)

= v′(0)
∞∑

1

(−1)l
l2

+
∞∑

1

(−1)lw(1/l)
l3

.

С другой стороны,

[t, v(t)] = v′(0)

(

1 +

∞∑

1

(−1)l 1
l2

)

+

∞∑

1

V
w(1/l)

l3
,

поэтому элемент t− lim
n→∞[ϑn(t) из K) может быть отождествлён с обобщённой функцией −δ′(t).

Резюмируя вышеприведённые соображения, можно утверждать, что все элементы простран-

ства K могут быть представлены в виде α+βδ(t)+γδ′(t)+
∞∑

l=1

νl(ϕl(t)−δ(t)), где
∞∑

l=1

|νl|2 <∞. При

этом надо иметь ввиду, что σ(t)—функция скачков, поэтому значения какой либо функции из

K) на множестве
∞⋃

l=1

( 1

l + 1
,
1

l

)
несущественны и, скажем, функции t и −δ′(t) +

∞∑

l=1

1

l
(ϕl(t)− δ(t))

представляют один и тот же элемент из K. Аналогичное замечание верно для пары функций t2

и δ′(t) +
∞∑

l=1

12

l
ϕl(t)− δ(t) и т. п. Оператор AT после его замыкания задаётся равенствами

AT δ(t) = 0, AT δ
′(t) = −δ(t), AT 1 = −δ′(t) +

∞∑

l=1

1

l
(ϕl(t)− δ(t)), ATϕl(t) =

1

l
ϕl(t),

где l = 1, 2, . . . Этим завершается описание модели оператора A из примера 4.2.

6. Заключение

Самосопряжённые и унитарные операторы в пространствах Крейна — это, в целом, очень широ-
кий класс операторов для того, чтобы его представители обладали таким набором свойств, кото-
рые были бы полезны при их использовании в смежных разделах теории операторов. Операторы,
которые, наряду с самосопряжённостью, обладают инвариантным подпространством специаль-
ного вида, имеют свойства, близкие к свойствам самосопряжённых операторов в пространстве
Понтрягина, включая и возможность их модельного представления, что и было продемонстри-
ровано в настоящей работе. Автор глубоко признателен доценту Д.А. Закоре, который много
сделал для того, чтобы эта работа была написана.
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24. Colojoară I., Foiaş C. Theory of generalized spectral operators. —New York: Gordon and Breach, 1968.
25. Jonas P., Langer H., Textorius B. Models and unitary equivalence of ciclic selfadjoint operators in
Pontrjagin spaces// В сб.: «Operator Theory and Complex Analysis». —Basel: Birkhauser, 1992. —С. 252–
284.

26. Langer H. Spectraltheorie linearer Operatoren in J-räumen und enige Anwendungen auf die Shar L(λ) =
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