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Введение

В лекции «О гипотезах, лежащих в основании геометрии» Риман [1] впервые выдвинул идею
n-мерного многообразия, снабженного метрическим тензором. Последний определяет на многообразии
дифференциал расстояния между бесконечно близкими элементами, а также вводит на нем специфи-
ческое правило параллельного переноса. Спустя время, в конце XIX века, идея Римана нашла свое
применение в физике и, в частности, в механике континуума. По-видимому, первым, кто применил
неевклидову геометрию в теории упругости, был Бельтрами [2], который сформулировал линейные
уравнения баланса в пространстве с неевклидовым метрическим тензором. Появление теории относи-
тельности инициировало дальнейшие исследования в механике континуума, в которых рассматривалось
движение тела в плоском или искривленном пространстве-времени [3]. Следует отметить, что перенос
классических положений механики континуума на релятивистский случай таит в себе ряд принципи-
альных трудностей, поскольку привычные понятия длины угла и времени зависят от наблюдателя.
В частности, определение жесткого движения требует особого подхода, развитого в работах Борна [4; 5]
и Герглотца [6] для случая специальной теории относительности и в работе Нордстрёма [7] для случая
общей теории относительности. Таким образом, первоначально неевклидовой структурой снабжалось
пространство, в котором наблюдалось движение деформируемого континуума.

Позже, в работах Билби [8] и Кондо [9–12] была предложена и реализована идея об использовании
неевклидовой геометрии для моделирования нелинейно-упругого тела с остаточными напряжениями.
Билби и Кондо предполагали физическое пространство евклидовым, а отсчетное состояние тела —
неевклидовым. В последующих работах Нолла [13] и Вана [14] была построена математически строгая
геометрическая теория тел с остаточными напряжениями, которая получила дальнейшее развитие в
работах Можена [15], Марсдена [16] и Эпштейна [17; 18]. В настоящее время исследования, использующие
неевклидово описание отсчетного состояния, образуют область, называемую геометрической механикой
континуума. Современное состояние исследований в этом направлении отражено в работах зарубеж-
ных [19–22] и отечественных [23–26] школ.

Изучение астрофизических феноменов — аккреции массивных тел [27] и звездотрясений (starquakes)
внешней оболочки нейтронных звезд [28] — привело к развитию релятивистской теории упругости, в
которой как физическое пространство, так и отсчетное состояние моделируются неевклидовыми мно-
гообразиями [29; 30]. Причиной неевклидовости физического пространства являются наличие больших
гравитирующих масс и необходимость в этой связи использовать положения общей теории относитель-
ности. Причиной же использования неевклидова отсчетного состояния является тот факт, что отсчетное
состояние зависит от наблюдателя и то, что релятивистское упругое тело оказывается самонапряжен-
ным. В этом проявляется методологическое сходство релятивистской теории упругости и геометрической
механики континуума.

Поскольку использование неевклидовых пространств для моделирования отсчетного состояния тела
не является общепринятым в механике континуума, дадим необходимые комментарии. В классической
теории упругости деформирование тела рассматривается относительно некоторого его привилегирован-
ного положения в физическом пространстве — отсчетной формы. Как правило, предполагается, что
отсчетная форма состоит из представительных объемов, каждый из которых свободен от напряжений.
В линейном приближении существование такой формы характеризуется условиями совместности Сен-
Венана, а в нелинейном — равенством нулю тензора кривизны Римана, построенного относительно
метрики, индуцированной на отсчетную форму из объемлющего евклидова пространства. Вместе с тем
в начале XX века выяснилось, что отсчетная форма, свободная от напряжений, существует далеко не
всегда. Теоретическое исследование условий совместности для многосвязных областей, проведенное Вайн-
гартеном [31] и Вольтерра [32], привело к примерам тел с остаточными напряжениями — дисторсиям
Вольтерра.

Далее оказалось, что возникновение остаточных напряжений сопутствует реальному физическому
процессу. Открытие периодической атомарной структуры кристаллических тел в 1912 году (экспери-
менты Лауэ) инициировало многочисленные исследования в физике кристаллов. Одной из проблем, над
которой работали исследователи, являлось объяснение экспериментального значения предела текучести
кристалла: теоретические вычисления, проведенные Френкелем [33] в 1926 году, дали значения предела
текучести, существенно превышающие экспериментальные.

Для объяснения несовпадения теоретических вычислений с экспериментальными данными Оро-
ван [34], Тейлор [35; 36] и Поляни [37] в 1934 году независимо друг от друга предложили модель линей-
ного кристаллического дефекта, называемого краевой дислокацией. Предположив, что каждый кристалл
содержит большое количество дислокаций, Тейлор смог вычислить предел текучести как напряжение,
необходимое для движения дислокации через упругое поле всех других дислокаций. Результат был в
согласии с экспериментальными данными.
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К середине XX века окончательно сформировалось представление о том, что тела с остаточными
напряжениями существуют и предположение о существовании отсчетной формы, свободной от напряже-
ний, является идеализацией. Одним из первых, кто указал на этот факт, был Эккарт [38]. Несколькими
годами позже Билби и Кондо предложили определять отсчетную форму в подходящем неевклидо-
вом пространстве [8; 9]. В таком случае деформация интерпретируется как вложение неевклидова
многообразия в евклидово физическое пространство — собственная деформация. Кондо показал, что
такие собственные деформации полностью характеризуют поля дефектов как внутренних источников
напряжений, которые, в свою очередь, могут быть определены правилом параллельного переноса в
пространстве, вмещающем отсчетную форму. Они количественно характеризуются соответствующей
кривизной и кручением аффинной связности.

В настоящей статье предлагается новый вариант построения неевклидовой отсчетной формы, ко-
торый позволяет геометрически охарактеризовать несовместность деформаций несколькими альтерна-
тивными способами. Первый способ предполагает описание материального многообразия как риманова,
кривизна связности на котором определяет меру несовместности деформаций. Второй способ задает на
материальном многообразии плоское пространство с ненулевым кручением, инварианты которого также
характеризуют меры несовместности деформаций. В рамках третьего способа несовместность опреде-
ляется неметричностью пространства Вейля. Для задания специфической геометрии на материальном
многообразии используются вычисления относительно некоторой напряженной промежуточной формы.
Доказывается, что результат — связность и инварианты связности на материальном многообразии не
зависят от выбора этой промежуточной формы.

В работе используются следующие обозначения. Символ Hom(U ; V) обозначает векторное простран-
ство всех линейных отображений U → V, а символ End(U) := Hom(U ; U) — векторное пространство
линейных операторов V → V. Пусть M — гладкое многообразие. Алгебра гладких функций M → R
на нем обозначается символом C∞(M). Касательное пространство к M в точке p обозначается через
TpM и в зависимости от ситуации рассматривается либо как класс эквивалентных кривых, либо
как пространство дифференцирований скалярных функций. Кокасательное пространство, являющееся
векторным пространством, дуальным к TpM , обозначается символом T ∗

pM . Символ Vec(M) означает
C∞(M)-алгебру векторных полей на M . Если E → M — векторное расслоение, то Sec (E) обозначает
C∞(M)-модуль всех его сечений (тензорных полей). Более подробно эти обозначения и связанная с ними
техника изложены в руководствах [39–41].

Используется общее понятие структуры как упорядоченного набора, состоящего из множества —
носителя структуры, и дополнительных элементов, характеризующих эту структуру. Таким образом,
если X — множество, а Struct обозначает объекты, характеризующие структуру на X, то структура в
целом записывается как (X, Struct).

1. Тело и его формы

1.1. Физическое пространство

Геометрическая механика континуума основана на идее, что тело и физическое пространство могут
быть формализованы в терминах гладких многообразий, снабженных специфическими метриками и аф-
финными связностями, а деформация — в виде композиции вложений тела в физическое пространство.
Настоящая статья следует этой методологии. Для формализации процедуры построения неевклидовой
отсчетной формы, являющейся основной целью настоящей работы, вначале уточним, что понимается
под физическим пространством, вмещающим образы тела, и что понимается под самим телом.

Будем полагать, что E является евклидовым точечным пространством размерности 3, то есть струк-
турой [42]

E = (E, V, vec, ·). (1.1)

Здесь E — континуальное множество мест, V = (V, R, +V , ·V ) — трансляционное векторное пространство
над2 R, имеющее размерность 3, vec : E × E → V — отображение, удовлетворяющее аксиомам:

(a) для любых точек x, y, z ∈ E выполняется равенство

vec(x, y) + vec(y, z) = vec(x, z),

(b) для любой точки x ∈ E и любого вектора v ∈ V существует единственная точка y ∈ E такая, что
vec(x, y) = v,

2В котором V — подлежащее множество, а +V : V × V → V и ·V : R× V → V — операции сложения и умножения
на скаляр соответственно.
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а (·) — скалярное произведение на V. Значение v = vec(x, y) интерпретируется как вектор с началом
в точке x и концом в точке y.

Предположим, что фиксирован некоторый декартов репер (o, (ik)
3
k=1), где o ∈ E — начало отсчета, а

(ik)
3
k=1 — ортонормированный базис пространства V. Тогда точке o соответствует поле радиус-векторов

p : x 7→ vec(o, x), а базис (ik)
3
k=1 позволяет определить координаты произвольной точки из E, которые

полагаются равными координатам радиус-вектора этой точки.
Пара (o, (ik)

3
k=1) в дальнейшем ассоциируется с инерциальной системой отсчета (наличие абсолютного

времени неявно предполагается) [43]. За счет операции сопоставления точкам их декартовых координат,
осуществляемой парой (o, (ik)

3
k=1), на множестве E вводятся топология TE и гладкая структура DE ,

индуцированные соответствующими топологией и атласом из R3. Тем самым приходим к структуре

Egeom = (E, TE , DE , g, ∇, ϵ) (1.2)

трехмерного геометрического пространства над E. Здесь g — евклидова метрика, ∇ — евклидова
связность, а ϵ — форма объема, согласованная с метрикой (тензор Леви-Чивита). Элементы g, ∇ и ϵ
структуры (1.2) выбраны раз и навсегда.

Структура (1.2) полностью определяется по структуре (1.1) и в этом смысле может быть назва-
на производной по отношению к последней. Необходимость определения производной геометрической
структуры связана с тем, что в дальнейшем предполагается рассматривать на E регионы и стирать
с них геометрию, которая изначально индуцирована геометрией объемлющего пространства (1.2), для
последующего определения на этих множествах геометрии более общего вида.

1.2. Тело и евклидовы формы
В рамках классической механики континуума под телом B понимается гладкое многообразие ме-

ток, которые идентифицируют представительные объемы, наделенные дополнительными атрибутами —
массой и зарядом [44; 45]. Поэтому B является не просто чистым многообразием, а многообразием,
снабженным некоторой мерой [46]. Вместе с тем, поскольку в настоящей работе рассматривается только
кинематика самонапряженного тела, будем интерпретировать B лишь как гладкое n-мерное многообра-
зие, т. е. как структуру

B = (B, TB , DB), (1.3)

в которой B — континуальное множество меток, TB — топология на этом множестве [47, с. 20], а DB —
гладкая структура на B [39, с. 12–13]. Хотя в общем случае топология и гладкая структура на теле (1.3)
могут быть произвольными, далее будем полагать, что они индуцированы топологией и гладкой структу-
рой образа тела, реализованного в виде подмногообразия пространства (1.2). Заметим, что размерность
тела n может принимать значения 1, 2 и 3. В соответствующем случае будем говорить о материальных
кривых, материальных поверхностях и материальных телах. Для обозначения элементов B используется
фрактурный шрифт: p, q, r.

Тело B наблюдается лишь посредством евклидовых форм, то есть образов гладких вложе-
ний [39, с. 85] κ : B→ E тела B в евклидово физическое пространство E . Прилагательное «евклидова»
использовано здесь для того, чтобы подчеркнуть отличие этих образов тела от более общих, рассматри-
ваемых в рамках неевклидовой геометрии. Следуя терминологии, принятой в механике континуума [44],
любое вложение κ : B→ E будем называть конфигурацией.

Каждая евклидова форма S = κ(B) рассматривается как некоторое подмножество физического
многообразия Egeom, из которого на S перенесены метрические свойства. В терминах структур последнее
означает, что S является гладким вложенным n-мерным подмногообразием [39, с. 98] физического
пространства E с индуцированной геометрией последнего:

S = (S, TE |S , DE |S , g|S , ∇|S , ϵ|S), (1.4)

где S — подлежащее множество формы, а вертикальная черта #|S обозначает ограничение объекта #
на множество S.

Элемент TE |S структуры (1.4) является топологией на S, индуцированной из Egeom [47, с. 49], а
класс DE |S является гладкой структурой на S, порожденной атласом, состоящим из карт срезки (slice
charts) [39, с. 101]. Поле g|S определяет риманову метрику на S (в рамках классической дифферен-
циальной геометрии ей соответствует первая основная фундаментальная форма) как обратный образ
(pullback) [39, с. 320] g|S := ι∗Sg физической метрики относительно канонической инъекции ιS : S ↪→ E,
определяемой формулой x 7→ x. В свою очередь, ∇|S есть связность Леви-Чивита [48, с. 122–123] на S,
порожденная полем g|S . Наконец, поле ϵ|S является формой объема на S, индуцированной формой
объема ϵ физического пространства. Определение последнего поля довольно деликатно и зависит от
размерности n = dimB. Если n = 3, подобно физическому пространству, то многообразие (S, TE |S ,DE |S)
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всегда ориентируемо, и его форма объема определяется через обратный образ ϵ|S = ι∗Sϵ [39, с. 383].
В случае же, когда n < 3, обратный образ 3-формы на n-мерное подмногообразие дает нуль-форму.
Чтобы иметь возможность определить форму объема по римановой метрике [39, с. 389], необходимо
наложить ограничение на тело B, потребовав, чтобы оно было ориентируемым многообразием. Тогда
все его формы будут также ориентируемы. В дальнейшем это ограничение неявно подразумевается3.

Даже если размерность тела совпадает с размерностью физического пространства, то есть, когда
n = 3, евклидова форма S может не совпадать со всем физическим пространством E . Это означает,
что соответствующая конфигурация κ не является обратимым отображением, поскольку не для каждого
элемента x ∈ E имеется прообраз в B. Чтобы исправить ситуацию, достаточно воспользоваться
отображением κ̂ : B → S, определенным равенством κ̂(p) := κ(p), т. е. κ̂ получено из κ сужением
области прибытия на образ отображения. Действительно, это отображение является биекцией. Более
того, оно является диффеоморфизмом.

Пусть κR, κ : B → E — произвольные конфигурации, образами которых являются евклидовы
формы SR = κR(B) и S = κ(B). Определим отображения κ̂R : B → SR и κ̂ : B → S. Тогда
композиция γ := κ̂ ◦ κ̂−1

R : SR → S характеризует переход от формы SR к форме S и в этой связи
называется деформацией. Соотношения между телом и его формами, конфигурациями и деформациями
иллюстрируются на рис. 1.1.

Рис. 1.1. Конфигурации и деформации
Fig. 1.1. Configurations and deformations

1.3. Геометрическая структура над телом

Выбор привилегированной формы, геометрия которой в общем случае неевклидова, означает, что
тело, будучи носителем этой формы, становится геометрическим пространством. Термин «геометриче-
ский» подчеркивает, что рассматриваются многообразия, на которых определены правило параллельного
переноса и возможность измерять длины, т. е. все то, что позволяет использовать геометрический
язык. Альтернативный термин — «пространство аффинной связности с метрикой» — в настоящей
статье не употребляется в силу его громоздкости. Таким образом, структура (1.3) пополняется новыми
элементами [26]:

Bgeom = (B, TB , DB , G, ∇, µ), (1.5)

где G — риманова метрика, ∇ — аффинная связность, а µ — форма объема на B. Структура (1.5)
является абстрактным представлением формы, свободной от напряжений; ее элементы G, ∇ и µ зависят
от физической природы несовместности деформаций. В частности, эти поля могут быть неравноправны:
одни из них могут быть определены по другим либо по дополнительным физическим полям. Таблица 1.1
иллюстрирует эту ситуацию. Она содержит примеры геометрических пространств, обычно используемых
в геометрической механике континуума [20; 21].

В табл. 1.1 столбец «Базисные поля» содержит поля, которые предписаны, исходя из тех или иных
физических соображений. Эти поля не зависят от структуры геометрии. Последний столбец «Произ-
водные поля» содержит поля, которые получаются из базисных полей и, возможно, геометрических
свойств гладких многообразий. Поясним соответствие между базисными и производными полями более
подробно.

Если пространство риманово, то риманова метрика G является базисным полем. Другие поля из
структуры (1.5) выражаются в терминах метрики: аффинная связность ∇ является связностью Леви-

3Тем самым исключаются многообразия вида ленты Мебиуса.
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Таблица 1.1
Геометрические пространства над B

Table 1.1
Geometric spaces over B

Пространство Структура Базисн. поля Произв. поля
Римана (B, DB, G, ∇, dV ) G ∇, dV

Вайценбока (B, DB , G, ∇, µ) H, µ G, ∇
Вейля (B, DB , G, ∇, µ) G, ν, µ ∇

Чивита, а форма объема µ = dV определяется равенством dV =
√
detG dp1 ∧ · · · ∧ dpn. В случае

пространства Вайценбока заданы поле H обратимых линейных преобразований и форма объема µ.
Тогда аффинная связность и метрика, являясь производными полями, порождаются полем H. Наконец,
аффинная связность пространства Вейля определяется метрикой и 1-формой ν.

Геометрия пространств аффинной связности характеризуется тензорными полями кручения T, кри-
визны R и неметричности Q. Их соответствия каждому пространству показаны в табл. 1.2, где символ
◦ указывает на то, что соответствующее поле всюду равно нулю, а • означает, что поле принимает
ненулевые значения.

Таблица 1.2
Соответствие между геометриями и тензорными полями кручения, кривизны

и неметричности

Table 1.2
Correspondence between geometries and tensorial fields of torsion, curvature and nonmetricity

Геометрия Кручение (T) Кривизна (R) Неметричность (Q)
Римана ◦ • ◦

Вайценбока • ◦ ◦
Вейля ◦ • •

1.4. Тело и неевклидовы формы
Рассмотрим более подробно выбор геометрии на теле B. Очевидным представляется способ, когда

геометрия индуцируется из физического пространства E по некоторой конфигурации κ : B → E
посредством обратных образов из евклидовой формы (1.4). В этом случае

G = κ̂∗g|S , ∇ = κ̂∗∇|S , µ = κ̂∗ϵ|S ,
где

Gp(u, v) := g(Tpκ(u), Tpκ(v)),
∇uv := κ̂∗{(∇|S)κ̂∗(u)κ̂∗(v)},

µp(v1, . . . , vn) := ϵ|S(Tpκ(v1), . . . , Tpκ(vn)).
Здесь p ∈ B — произвольная точка тела, u, v, v1, . . . , vn ∈ TpB — произвольные касательные векто-
ры [40, с. 22], Tpκ ∈ Hom(TpB; V) — касательное отображение [40, с. 28] (используется отождествление
Tκ(p)E ∼= V по каноническому изоморфизму [39, с. 59]), а κ̂∗, κ̂∗ являются, соответственно, обратным
и прямым образами векторных полей [16, с. 67].

Рассмотренный выбор геометрии на теле соответствует случаю классической механики сплошной
среды. В ней тело не играет никакой иной роли, кроме как множества меток, а геометрия на нем
фиксирована и совпадает с геометрией любой из его евклидовых форм. Определим теперь неевклидову
форму [25; 26]

S = (S, TS , DS , G0, ∇0, µ0), (1.6)
где TS и DS являются, соответственно, топологией и гладкой структурой на континуальном множестве
S, а G0, ∇0, µ0 — произвольными римановой метрикой, аффинной связностью и формой объема на
n-мерном многообразии (S, TS , DS). Хотя, с формальной точки зрения, множество S, топология TS
и гладкая структура DS могут быть произвольными, следует иметь в виду, что каждая неевклидова
форма может быть получена лишь по евклидовой (ведь только такая форма доступна наблюдениям).
По этой причине ограничим общность рассуждений требованием, чтобы (см. формулу (1.4))

S ⊂ E , TS = TE |S , и DS = DE |S .
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Геометрическая структура формы (1.6) может не иметь ничего общего с геометрией физического про-
странства. Для единообразия можно предположить, что любая такая форма является образом вложения
κR : B → R, которое мы будем называть обобщенной конфигурацией, тела B в некоторое неевклидово
пространство R, скажем, Римана. В этом случае тело может быть снабжено соответствующей геометрией
по формулам

G = κ̂∗
RG0, ∇ = κ̂∗

R∇0, µ = κ̂∗
Rµ0.

Геометрия формы S полностью определяется физической причиной несовместности, поэтому одно и то
же многообразие меток может обладать разными геометриями. Как отмечалось ранее, тело становится
геометрическим пространством и в рамках теоретических рассуждений само может быть рассмотрено
как неевклидова форма [13; 14; 23].

Пусть κR : B → R — обобщенная конфигурация и пусть κ : B → E — обычная конфигурация.
Отображение λ = κ̂ ◦ κ̂−1

R : S → S из неевклидовой формы S = κR(B) в евклидову форму S =
= κ(B) на уровне гладких структур4 неотличимо от классической деформации. По этой причине будем
называть λ обобщенной деформацией. Вместе с тем следует иметь в виду, что геометрические структуры
над областью отправления и областью прибытия λ отличны друг от друга в целом. Это отличие
проявляет себя в действиях обратного и прямого образов λ∗ и λ∗. Действительно, первое отображение
переводит элементы евклидовой структуры из формы S на форму S, а второе, наоборот, переводит
элементы неевклидовой структуры из формы S на форму S. Конечно, ограничиваясь сценой гладких
многообразий, эти отображения всего лишь преобразуют поля.

В частном случае, когда геометрия формы S совпадает с евклидовой (или, если n < 3, — то с
геометрией, индуцированной евклидовой геометрией объемлющего пространства), обобщенная деформа-
ция сводится к классической деформации. Следует лишь отождествить S с некоторым подмножеством
евклидова пространства, а λ — с искажением соответствующей евклидовой формы в другую форму S.
В общем же случае, когда форма S неевклидова, можно вложить ее в евклидово пространство размер-
ности большей, чем 3. Здесь под вложением понимается отображение в такое пространство, в котором
геометрия S будет совпадать с геометрией, индуцированной из объемлющего пространства на образ
вложения.

Изложенные геометрические идеи могут быть образно интерпретированы в случае размерности n =
= 2, которая соответствует криволинейной упругой мембране. Здесь возможны две точки зрения. Первая
из них отвечает могущественному трехмерному наблюдателю в евклидовом пространстве: процесс де-
формации наблюдается как растяжение и изгиб мембраны в объемлющем пространстве. Вторая точка
зрения более ограничительна. Следует отождествить себя с наблюдателем, пребывающем в двумерном
мире с неевклидовой геометрией, образованной криволинейной формой мембраны. Геометрически это
означает, что такой наблюдатель чувствует лишь внутреннюю геометрию поверхности, ассоциированной
с мембраной. Именно второй подход позволяет дать описание «чистой» деформации, отбросив те
«фиктивные» деформации, которые не влияют на состояние тела.

1.5. Пример неевклидовой формы

Проиллюстрируем геометрические идеи на частном примере, основанном на решении задачи об
осесимметричной конечной деформации гиперупругой мембраны [49]. Рисунок 1.2 содержит некоторые
результаты численных расчетов с использованием этого решения. Тело B изображено в центре нижней
части рисунка как открытый диск на евклидовой плоскости с нанесенной на нем координатной сеткой.
Этим иллюстрируется, что тело имеет лишь структуру гладкого многообразия и что в рассматриваемом
случае эта структура совместна с евклидовой. Физическое пространство, изображенное в правой верхней
части рисунка, является двумерным евклидовым многообразием. Оно содержит две плоские евклидовы
формы S1 и S2, которые самонапряжены (как и любые другие). Эти формы ощущаются двумерным
физическим наблюдателем.

Неевклидова отсчетная форма SR тела, в которой все представительные объемы находятся в на-
туральном (т. е. в свободном от напряжений) состоянии, изображена в виде полусферы в левой
верхней части рисунка. На нее нанесена сферическая сетка, и форма в целом помещена на сферу,
представляющую сферическую (риманову) геометрию пространства, содержащего неевклидову форму.
Такой образ может ощущаться трехмерным наблюдателем.

Изменение цветовых оттенков в плоскостях форм S1 и S2 показывает распределение накопленной
упругой энергии, связанной с частными вложениями отсчетной формы в физическую плоскость. Все,
что может увидеть двумерный физический наблюдатель, — это деформация γ : S1 → S2 одной

4Можно представить себе, что у наблюдателя имеются различные «очки», которые позволяют акцентировать внимание
на тех или иных подструктурах геометрического пространства. Самые слабые очки позволяют различать лишь гладкие
структуры, а самые сильные — всю структуру в целом.
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самонапряженной формы в другую. Для иллюстрации самонапряженной природы форм на плоскостях,
перпендикулярных к ним, построены графики с распределениями главных напряжений Коши, T1, T2 и
накопленной упругой энергии W .

Рис. 1.2. Вложения неевклидовой отсчетной формы в плоское физическое пространство
Fig. 1.2. Embeddings of non-Euclidean reference shape into planar physical space

Рисунок 1.2 основан на вычислениях, проведенных в соответствии со статьей [49]. Мембрана, от-
счетная форма которой представляет собой полусферу, растягивается и уплощается. Плотность упругой
энергии мембраны полагается равной

W =W (φ), W =

(
λ2 + µ2 +

1

λ2µ2
− 3

)
+ α

(
λ2µ2 +

1

λ2
+

1

µ2
− 3

)
,

что соответствует материалу Муни. Здесь функции φ 7→ λ(φ), φ 7→ µ(φ) являются главными растя-
жениями, а α — материальной константой. Независимая переменная φ соответствует азимутальному
углу. Результаты напряжений представлены выражениями (соответственно, радиальная и окружная
компоненты напряжений)

T1 =

(
λ

µ
− 1

λ3µ3

)
(1 + αµ2), T2 =

(
µ

λ
− 1

λ3µ3

)
(1 + αλ2).

Замечание 1. Функции φ 7→ λ(φ) и φ 7→ µ(φ) являются решениями системы двух нелинейных
дифференциальных уравнений первого порядка:

λ′ =
λ2(µ2 − λ2)(λ2µ2 + α) + λ(λ− µ cosφ)(λ4µ2 − 3− αµ2(λ4µ2 + 1))

µ sinφ(λ4µ2 + 3)(1 + αµ2)
,

µ′ =
λ− µ cosφ

sinφ

с начальными условиями λ(0) = λ0 и µ(0) = µ0.

2. Синтезирование неевклидовой отсчетной формы

2.1. Гипотеза о локальной разгрузке
Натуральное состояние. Перейдем теперь к реализации идеи неевклидовой отсчетной формы. Для
этого, в первую очередь, следует уточнить, что понимается под представительным объемом и его
натуральным состоянием.

Пусть SR — некоторая форма n-мерного тела B (n = 1, 2, 3), наблюдаемая в эксперименте. Ее
точки будем обозначать прописными символами X, Y и т. д. Будем полагать, что при n < 3 на
форме SR задана параметризация (например, для формы, топологически эквивалентной сфере, такая
параметризация может быть задана с помощью азимутального и полярного углов). Предполагается, что
материал тела простой и гиперупругий [44], т. е. отклик тела на деформацию γ : SR → S в точке X ∈ SR
определяется значением плотности упругой энергии

w =W (X, FX; GR, G). (2.1)
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Здесь FX = TXγ ∈ Hom(TXSR; Tγ(X)S) — касательное отображение [40, с. 28], которое, в соот-
ветствии с классическим аналогом, будем называть градиентом деформации5 в точке X, а GR и
G — метрические тензоры на формах SR и S, индуцированные метрикой физического пространства g
на них. Представление (2.1) плотности упругой энергии является наиболее общим и предполагает
независимую параметризацию отсчетной и актуальной форм. Возможны следующие частные случаи.
1. Параметризации воспроизводят координаты физического пространства. В этом случае GR = G = g,
а координатное представление отображения Tγ в точке задается некоторой числовой матрицей общего
вида. 2. Параметризации согласованы таким образом, что координатное представление Tγ в любой точке
совпадает с единичной матрицей. В последнем случае локальные базисы координатных представлений
называются векторными базисами [50]. В дальнейшем зависимости от GR и G не будут указаны явно.

Соотношение (2.1) задает плотность упругой энергии, т. е. энергию, отнесенную к единице объема
формы SR. Однако само понятие единицы объема требует уточнений. Несмотря на то что с точки зрения
математического формализма здесь можно говорить об инфинитезимальном элементе объема, физически
мы не можем допустить возможность выбора сколь угодно малого элемента. Для выхода из этого
противоречия мы принимаем гипотезу локального термостатического состояния [51], согласно которой
представительный объем достаточно мал для того, чтобы считать его инфинитезимальным с точки
зрения макроскопического описания, но в то же время достаточно велик для того, чтобы полагать его
находящимся в состоянии термостатического равновесия. Принимая эту гипотезу, мы можем локально
интерпретировать деформацию как линейное преобразование между соответствующими касательными
слоями отсчетной и актуальной форм, то есть как касательное отображение TXγ.

Под натуральным состоянием понимается некоторое привилегированное физическое состояние пред-
ставительного объема. Свободное от напряжений состояние, когда тензор напряжений Коши равен нулю
в рассматриваемой точке, может служить примером. С формальной точки зрения предполагается, что
натуральное состояние характеризуется некоторым тензором S второго ранга.

Скажем, что деформация γ(X0) : SR → S(X0) преобразует представительный объем, окружающий
точку X0 ∈ SR, в натуральное (или единообразное) состояние, если

∂W (X, F )

∂F

∣∣∣∣
F=TYγ(X0)|Y=X0

= S.

Используя уточненное понятие натурального состояния, теперь можно сформулировать гипотезу, на
которой основана классическая механика деформируемого твердого тела: существует деформация γ0 :
SR → S0 такая, что представительный объем, окружающий каждую точку X ∈ SR, преобразуется в
натуральное состояние, представленное тензором S (одного для всех точек), то есть,

∀X ∈ SR :
∂W (X, F )

∂F

∣∣∣∣
F=TXγ0

= S.

Таким образом, евклидова форма S0 состоит из представительных объемов, каждый из которых нахо-
дится в натуральном состоянии. Это — глобальная натуральная форма.

Формулировка гипотезы о локальной разгрузке. Заменим классическую гипотезу о существо-
вании глобального натурального состояния гипотезой, которую будем называть гипотезой локальной
разгрузки [24; 26]. Пусть S — тензор второго ранга, определяющий натуральное состояние представи-
тельного объема. Будем полагать, что существует семейство {γ(X)}X∈SR

деформаций γ(X) : SR → S(X),
каждая из которых, γ(X), преобразует представительный объем, окружающий точку X, в натуральное
состояние, то есть

∀X ∈ SR :
∂W (X, F )

∂F

∣∣∣∣
F=TYγ(X)|Y=X

= S.

С экспериментальной точки зрения принятая гипотеза представляется вполне естественной: можно
осуществить деформирование тестового образца таким образом, чтобы инфинитезимальная окрестность
любой его фиксированной точки оказалась свободной от напряжений. Разумеется, для каждой точки
нужно подобрать свою деформацию.

Гипотеза локальной разгрузки иллюстрируется на рис. 2.1 для некоторых трех точек X1, X2 и
X3 из формы SR. Предполагается, что тело является трехмерным многообразием. Ячейки каждого
региона изображают представительные объемы; более темные соответствуют представительным объемам
в натуральном состоянии. Отображения κ(Xi) : B → S(Xi), и γ(Xi) : SR → S(Xi), i = 1, 2, 3, являются,
соответственно, конфигурациями и деформациями.

5Если n = 3, то в силу естественных отождествлений TXSR
∼= V и Tγ(X)S ∼= V можно рассматривать FX как линейное

отображение FX ∈ End(V), соответствующее классическому градиенту деформации, то есть FX = γ′(X) .
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Рис. 2.1. Семейство локально-натуральных форм
Fig. 2.1. Family of locally natural shapes

Для каждой точки X ∈ SR деформация γ(X) : SR → S(X) определяет касательное отображение F (X) =
= Tγ(X) : TSR → TS(X). Если Y ∈ SR — некоторая точка, которая может не совпадать с X, то обратимое
линейное отображение

F (X)|Y = TYγ
(X) ∈ Hom(TYSR; Tγ(X)(Y)S(X))

преобразует представительный объем, окружающий эту точку, в некоторое состояние. Заметим, что
последнее не обязательно является натуральным. Вместе с тем, если Y = X, то отображение F (X)|Y=X

преобразует представительный объем TXSR в соответствующий объем, содержащийся в форме S(X),
который на этот раз будет в натуральном состоянии.

Поле локальных деформаций. Предположим, что тело B материально единообразно, то есть со-
стоит из представительных объемов с одинаковыми физическими свойствами [13]. Последнее означает,
что, будучи извлеченным из состава тела и приведенным в натуральное состояние, каждый такой
представительный объем даст один и тот же отклик на одну и ту же деформацию. Общий для всех
образ представительного объема в натуральном состоянии, следуя [18], назовем архетипом.

Для математической формализации архетипа ассоциируем с ним фиксированное семейство (cA)
n
A=1

попарно ортогональных векторов единичной длины. Здесь n = dimB. С физической точки зрения эле-
менты этого семейства определяют кристаллографические направления решетки идеального кристалла.
Тогда прообраз семейства (cA)

n
A=1 в произвольно выделенном представительном объеме, находящемся в

составе наблюдаемой формы SR, будет некоторым семейством (zA|X)nA=1, определяющим направления
искаженной решетки кристалла. Здесь X — метка рассматриваемого представительного объема.

Преобразование (zA|X)nA=1 7→ (cA)
n
A=1 определяет деформацию представительного объема, перево-

дящую его из текущего состояния в натуральное. Поскольку каждое из семейств (cA)
n
A=1, (zA|X)nA=1

находится в векторном пространстве V, то эту деформацию можно распространить на однозначно опре-
деленное линейное отображение HX, переводящее линейную оболочку, порождаемую репером (zA|X)nA=1,
в линейную оболочку, порождаемую репером (cA)

n
A=1. Первая линейная оболочка есть всего лишь

касательное пространство TXSR. Для второй линейной оболочки будем использовать обозначение U .
Если через gU обозначить сужение евклидовой метрики g на U , то окончательно под архетипом будем
понимать евклидово векторное пространство (U , gU ), где

U ⊂ V и gU := g|U .

Соответствующее линейное отображение HX ∈ Hom(TXSR;U), в свою очередь, будем называть локальной
деформацией.

Гипотезу локальной разгрузки в рамках свойства материального единообразия следует дополнить
предположением, что для каждой точки X ∈ SR евклидово пространство (Tγ(X)(X)S(X), g|S(X)) канониче-
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ски изометрично6 пространству (U , gU ). Производя, в соответствии с этим предположением, для каждой
точки X ∈ SR отождествление Tγ(X)(X)S(X) ≡ U , приходим к линейному отображению

HX := F (X)|Y=X ∈ Hom(TXSR; U), (2.2)

которое представляет локальную деформацию. По построению, обратимое линейное отображение HX

преобразует представительный объем, окружающий точку X, в натуральное состояние.
В свою очередь, по отображениям HX синтезируем глобальное поле следующим образом. Совместно

с касательным расслоением TSR определим тривиальное векторное расслоение над SR, типовым слоем
которого будет U , и обозначим это расслоение символом T (SR, U). Таким образом, по построению
T (SR, U) := SR × U . Теперь определим новое отображение:

H : TSR → T (SR, U), H(X, v) := (X, HXv). (2.3)

Предполагается, что полученное отображение (2.3) гладко как отображение между многообразиями.
В таком случае, согласно положениям общей теории векторных расслоений, оно является гомомор-
физмом векторных расслоений [39, с. 261] над SR. Соответствующее отображение между базами этих
расслоений является тождественным отображением. Будем называть отображение H полем локальных
деформаций [26].

Если семейство {γ(X)}X∈SR
можно выбрать таким образом, что оно состоит из одного элемента

γ0 : SR → S0, то образ γ0(SR) является глобальной натуральной формой тела B. В этом случае
отображение HX может быть отождествлено с касательным отображением TXγ0 для каждой точки
X ∈ SR и локальные деформации называются совместными. В противном случае, когда семейство
деформаций не сводится к одному элементу, локальные деформации называются несовместными, то
есть линейное отображение HX не может быть выражено как касательное отображение к некоторой
деформации, единой для всех X [13].
Замечание 2. Тот факт, что расслоение T (SR, U) было выбрано тривиальным (т. е. тотальное
пространство — цилиндр), а отображение H было определено формулой (2.3), нисколько не умаляет
общность дальнейших рассуждений, поскольку в них фигурируют лишь локальные деформации в точке.

Представления поля локальных деформаций. Поле локальных деформаций H имеет ряд аль-
тернативных представлений. Действительно, во-первых, отображение H, будучи синтезированным по
линейным отображениям HX ∈ Hom(TXSR; U), индуцирует семейство {HX}X∈SR линейных трансфор-
маций. Предположим, в частности, что n = 3. Тогда U = V и TXSR ∼= V (канонический изоморфизм).
По этой причине HX ∈ End(V), и семейство {HX}X∈SR , в свою очередь, сводится к гладкому полю
H : SR → End(V) линейных преобразований. В таком виде H используется в классической теории
дефектов [52].

Пусть теперь (XA)nA=1 — локальные координаты на многообразии SR и пусть (eA)
n
A=1 — некоторый

базис U . Тогда линейное отображение HX имеет следующее диадное представление:

HX = HA
BeA ⊗ dXB |X, (2.4)

где (dXA)nA=1 — поле координатных кореперов. Последнее представление может быть записано в сле-
дующей краткой форме:

HX = eA ⊗HA
X ,

в которой
HA

X = HA
B dX

B|X, A = 1, . . . , n,

— совокупность 1-форм. Это означает, что вместо отображения (2.3) можно рассматривать n гладких
полей 1-форм HA, A = 1, . . . , n. Если базис (eA)

n
A=1 фиксирован (например, соответствует положению

кристаллографических осей в натуральном состоянии), то эти поля позволяют однозначно восстановить
отображение H.

Замечание об условиях совместности. С использованием дифференциальных форм совместность
локальных деформаций сводится к следующему условию: должны существовать n гладких скалярных
функций γA : SR → R, A = 1, . . . , n, таких, что

HA = dγA, A = 1, . . . , n.

Здесь d — внешний дифференциал [39, с. 365]. Таким образом, необходимым (а в случае, когда форма
SR односвязна) и достаточным условием совместности деформаций являются равенства

dHA = 0, A = 1, . . . , n, (2.5)
6То есть между этими пространствами существует биекция, не зависящая ни от какого выбора базиса, которая

является изоморфизмом векторных пространств, сохраняющим скалярное произведение.
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которым, в случае n = 3, соответствует классическое условие

rotH = 0.

В общем случае, когда отсчетная форма неодносвязна (например, является полым шаром), достаточные
условия могут быть также сформулированы, но равенств (2.5) уже недостаточно. Необходимо привлекать
методы алгебраической топологии, что сделано, например, в работе [53].

2.2. Материальная метрика и связность
Стирание евклидовой геометрии из формы. Пусть поле (2.3) локальных деформаций известно.
Тогда вместо использования континуального семейства {S(X)}X∈SR локально единообразных форм можно
синтезировать новую глобально единообразную форму с неевклидовой геометрией. Для этого будем
исходить из формы SR и первым шагом «сотрем» с нее геометрию. Полученное многообразие будет
обозначаться через MR, то есть MR = (SR, TE |SR

, DE |SR
). В таком случае точки формы SR становятся

всего лишь точками многообразия и по этой причине, чтобы отличать многообразие MR от геометриче-
ского пространства SR, будем обозначать точки MR символами вида X, Y и Z. Отличие структуры SR от
MR можно подчеркнуть в явном виде, определив отображение (каноническую инъекцию) ιMR : MR ↪→ E ,
X 7→ X. Здесь X обозначает точку из MR, а символ X, обозначающий элемент SR, представляет точно
такую же точку, но рассматриваемую в пространстве E .

После «стирания» геометрии с формы SR касательные пространства к ней также изменяют свои ат-
рибуты. Действительно, если TXSR — касательное пространство к SR, то оно автоматически снабжается
скалярным произведением, индуцированным из евклидова векторного пространства V, и, таким образом,
рассматривается как подпространство последнего. Вместе с тем касательное пространство к MR не имеет
никакой дополнительной структуры. Чтобы подчеркнуть это, тензорные поля на MR обозначаются как
P, Q, и R. В частности, поле (2.3) обозначается символом H. В явном виде отображение H : TMR →
→ T (SR, U) определяется равенством

HX = HX ◦ pX,
где X = ιMR(X), а pX : TXMR → V изоморфизм на свой образ, такой, что

u = uA∂A|X 7→ u = pX(u) = uAeA|X.
Таким образом, H играет точно такую же роль, как его евклидов аналог, поле локальных деформа-
ций H, но определен на многообразии, очищенном от какой-либо геометрии.
Замечание 3. С общетеоретической точки зрения нет необходимости извлекать подлежащее мно-
гообразие из-под некоторой формы, поскольку общее для всех форм многообразие B было определено
заранее. Вместе с тем, особенно в частных задачах, можно явно описать лишь формы, поскольку
только они наблюдаемы. Процедура «стирания» геометрии с формы есть фактически способ восста-
новить многообразие B и затем построить на нем геометрию. Таким образом, в действительности
речь по-прежнему идет о теле.

Материальная метрика. Все, что имеется на данный момент, — поле H локальных деформаций. Оно
трансформирует каждый представительный объем в натуральное состояние, где измерения проводятся
посредством метрического тензора gU . Построим обратный образ этой метрики на многообразие MR и,
таким образом, снабдим инфинитезимальные волокна в MR мерами, которые они имеют в натуральном
состоянии. В явном виде определим тензорное поле G ∈ Sec (T ∗MR ⊗ T ∗MR) равенством [13]:

∀X ∈MR ∀u, v ∈ TXMR : GX(u, v) := gU (HX[u], HX[v]) . (2.6)

Будем называть риманову метрику G материальной метрикой. В координатном репере, компоненты G
имеют вид GAB = gCDH

C
AH

D
B , где HAB — коэффициенты разложения (2.4), имеющего в нынешних

обозначениях вид HX = HABeA ⊗ dXB |X, а gCD = eC ·eD — компоненты метрики gU .
К определению (2.6) материальной метрики можно подойти иным способом [23]. Рассмотрим семей-

ство {γ(X)}X∈SR . По нему можно определить новое семейство {γ(X)}X∈MR , где отображения γ(X) : MR → E
связаны с деформациями γ(X) : SR → E соотношениями γ(X) = γ(X) ◦ ιMR; SR

. Здесь ιMR; SR
: MR ↪→ SR —

каноническая инъекция, которая отображает точку X в ту же самую точку X, но в пространстве с
геометрией.

Каждое отображение γ(X) определяет метрику G(X) как обратный образ, G(X) := (γ(X))∗g:

∀Y ∈MR ∀u, v ∈ TYMR : G(X)|Y(u, v) := TYγ
(X)[u] · TYγ(X)[v].

Тензорное поле G(X) задает метрическую структуру на MR, индуцированную из физического простран-
ства. Теперь пусть G — тензорное поле второго ранга, такое, что G : X 7→ G(X)|X. Это поле и есть в
точности (2.6).
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Таким образом, материальная метрика может быть синтезирована по семейству {G(X)}X∈MR
. Образно

говоря, метрическая структура над MR может быть получена путем перебора элементов семейства
{S(X)}X∈SR

и извлечения соответствующей метрической структуры (скалярного произведения) из каждо-
го. Иными словами, различные метрические структуры синтезируются в одну глобальную, неевклидову,
структуру.

Материальная связность. Синтезировав материальную метрику, приходим к структуре (MR, G)
риманова многообразия, которое почти является искомой глобально единообразной формой тела. Чтобы
завершить построение этой формы, осталось добавить еще одну составляющую — аффинную связность.
Действительно, чтобы записать уравнения баланса на MR, равно как и отразить конкретную физиче-
скую природу несовместности, необходимо установить некоторое правило параллельного перенесения,
которое как раз и определяется аффинной связностью. По определению, аффинная связность — это
отображение ∇ : Vec(MR) × Vec(MR) → Vec(MR), (u, v) 7→ ∇uv, которое удовлетворяет следующим
аксиомам [54, 55]:

(a) ∀u, v, w ∈ Vec(MR) : ∇u+vw = ∇uw +∇vw;

(b) ∀u, v ∈ Vec(MR) ∀f ∈ C∞(MR) : ∇fuv = f∇uv;

(c) ∀u, v, w ∈ Vec(MR) : ∇u(v + w) = ∇uv +∇uw;

(d) ∀u, v ∈ Vec(MR) ∀f ∈ C∞(MR) : ∇u(fv) = f∇uv + (uf)v.

Здесь символ uf обозначает действие векторного поля u, рассматриваемого как дифференцирование, на
скалярное поле f .

Пусть (eA)
n
A=1 — локальный репер касательного расслоения TMR, то есть совокупность гладких

векторных полей eA : U → TMR, A = 1, . . . , n, заданных на открытом множестве U ⊂MR, такая, что в
каждой точке X ∈ U упорядоченный набор (eA|X)nA=1 является базисом касательного пространства TXMR.
Для любых A, B = 1, . . . , n, ковариантная производная ∇eAeB является векторным полем, заданным
на U . По этой причине ее тоже можно разложить по локальному реперу (eA)

n
A=1: ∇eAeB = ΓCABeC .

Коэффициенты разложения — n3 скалярных полей ΓCAB : U → R — называются коэффициентами
связности. Если они известны, то для произвольных векторных полей u = uAeA и v = vBeB , используя
аксиомы связности, можно получить выражение

∇uv = uA
(
eA(v

C) + vBΓCAB
)
eC

для ковариантной производной.
Для дальнейших рассуждений необходимо иметь общий закон преобразования коэффициентов связ-

ности. Пусть (eA)
n
A=1 и (ϑA)nA=1 — локальный репер и дуальный к нему корепер, определенные на

открытом множестве U ⊂MR, которое одновременно является координатной областью некоторой карты.
Предположим, что на том же множестве U определены другие локальный репер (ẽA)

n
A=1 и корепер

(ϑ̃A)nA=1, связанные с предыдущими репером и корепером гладким полем невырожденных n×n-матриц
Ω = [ΩAB ] : U → GL(n; R):

ẽA = ΩBAeB, ϑ̃A = fABϑB ,

где f = [fAB] = Ω−1. Обозначим соответствующие коэффициенты связности через ΓCAB и Γ̃CAB , то есть

∇eAeB = ΓCABeC , и ∇ẽA ẽB = Γ̃CAB ẽC .

Если (∂XA)
n
A=1 — координатный репер на U , то eA = ΨBA∂XB , где Ψ = [ΨAB ] : U → GL(n; R) —

однозначно определенное гладкое поле n× n матриц. Тогда справедливо следующее соотношение [23]:

Γ̃ABC = ΓPQR fAP ΩQB ΩRC +ΨRQfAP ΩQB ∂XRΩ
P
C . (2.7)

Формула (2.7) определяет закон преобразования коэффициентов связности в том случае, когда неголо-
номный (т. е. некоординатный) репер заменяется на другой неголономный репер. Если же исходный
репер (eA)

n
A=1 является голономным, то есть ΨAB = δAB , то соотношение (2.7) упрощается:

Γ̃ABC = ΓPQR fAP ΩQB ΩRC + fAP ΩQB ∂XQΩ
P
C . (2.8)

Наконец, когда оба локальных репера (eA)
n
A=1 и (ẽA)

n
A=1 голономны, то тогда речь идет о преобра-

зовании координат. В таком случае ΩAB = ∂XA

∂X̃
B , где координаты (XA)nA=1 порождают репер (eA)

n
A=1, а

координаты (X̃
A
)nA=1 порождают репер (ẽA)

n
A=1. Выражение (2.8) сводится к соотношению

Γ̃ABC =
∂X̃

A

∂XP
∂XQ

∂X̃
B

∂XR

∂X̃
C
ΓPQR +

∂X̃
A

∂XP
∂2XP

∂X̃
B
∂X̃

C
. (2.9)
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Даже при n = 3 коэффициенты связности ΓABC , равные нулю в декартовых координатах, могут быть
отличны от нуля в криволинейных координатах. Вместе с тем в обоих случаях связность одна и та же —
евклидова. По этой причине коэффициенты связности не подходят в качестве индикаторов неевклидовой
природы пространства. Для этой цели используются тензорные поля кручения T : Vec(MR)×Vec(MR)→
Vec(MR), кривизны R : Vec(MR) × Vec(MR) × Vec(MR) → Vec(MR) и неметричности Q : Vec(MR) ×
×Vec(MR)×Vec(MR)→ C∞(MR), определяемые, соответственно, формулами [48; 54; 56]

T(u, v) := ∇uv −∇vu− [u, v]; (2.10)
R(u, v)w := [∇u, ∇v]w −∇[u, v]w; (2.11)

Q(u, v, w) := g(∇uv, w) + g(v, ∇uw)− u[g(v, w)]. (2.12)

Здесь7 [u, v] и [∇u, ∇v] — коммутаторы,

[u, v] = u ◦ v − v ◦ u, [∇u, ∇v] = ∇u ◦ ∇v −∇v ◦ ∇u,

а u[g(v, w)] есть действие векторного поля u на скалярное поле g(v, w). Евклидова геометрия характе-
ризуется следующими значениями: T = 0, R = 0 и Q = 0.

Таким образом, приходим к структуре SR = (MR, G, ∇), которая является неевклидовой глобально
единообразной формой. Заметим, что в общем случае SR ̸= SR, поскольку g|SR

̸= G и ∇|SR
̸= ∇.

Обсудим более детально связь между неевклидовой формой SR и непрерывным семейством
{S(X)}X∈SR

локально единообразных форм, каждая из которых, S(X), является образом «разгрузочной»
деформации γ(X). Последнему семейству отвечает поле H локальных деформаций, значение которого в
каждой точке X ∈ SR является линейным отображением HX, преобразующим представительный объем,
окружающий точку X, в единообразное состояние.

С геометрической точки зрения несовместность локальных деформаций означает, что связи, наложен-
ные евклидовой геометрией на формы тела, являются слишком обременительными. В этом месте пред-
ставляется удобным апеллировать к следующей образной интерпретации. Представительные объемы в
единообразном состоянии — «элементарные параллелепипеды», как их часто изображают в монографиях
по теории упругости, — являются частями различных представителей S(X) семейства форм. Мысленно
отделим каждый такой параллелепипед от остальной формы, что приводит к континуальной совокупно-
сти представительных объемов. Следуя Можену, будем называть такую совокупность «кристаллической
отсчетной» [15]. Элементы кристаллической отсчетной геометрически несовместны: попытка собрать из
них непрерывное тело приводит к несогласованным индивидуальным искажениям, и, таким образом,
снова получается некоторая неединообразная евклидова форма. Эту проблему можно решить, лишь осво-
бодив связи, наложенные евклидовой структурой на формы. Тогда кристаллическая отсчетная в своем
объединении (без предварительных искажений) даст непрерывную область, вложенную в пространство
с более общей геометрией, чем евклидова. Возвращаясь к семейству форм, получаем, что в этом случае
локальная деформация может быть представлена в виде градиента вложения неевклидовой формы в
евклидово физическое пространство.
Замечание 4. Следует отметить, что при работе с глобальной неевклидовой формой неявно ис-
пользуется исходное семейство локально единообразных форм {S(X)}X∈SR

. Действительно, например,
при вычислении отклика в точке неевклидовой формы этот отклик на самом деле определяется
относительно соответствующей формы из локально единообразного семейства форм. Далее, значения
материальной метрики и связности также определяются по значениям соответствующих полей на
определенной форме из семейства {S(X)}X∈SR

. Все, что дает неевклидова форма, — это возможность
представить семейство форм в виде единой области.

2.3. Частные случаи материальной связности

Связность Леви-Чивита. Рассмотрим примеры материальных связностей. Первый пример — связ-
ность Леви-Чивита ∇L [57], индуцируемая на многообразии MR материальной метрикой (2.6). В этом
случае коэффициенты связности в координатном репере (∂A)

n
i=1 представлены выражениями

ΓCAB =
GCD

2
(∂AGDB + ∂BGAD − ∂DGAB) , (2.13)

в которых [GAB ] = [GAB ]
−1 — матрица, обратная к матрице метрических коэффициентов GAB =

= G(∂A, ∂B).
Связность ∇L наделяет многообразие MR геометрией, которая полностью характеризуется тензором

кривизны Римана R (2.11), поскольку кручение (2.10) и неметричность (2.12) связности Леви-Чивита

7При интерпретации векторных полей как дифференцирований алгебры C∞(M) гладких функций.
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равны нулю. Компоненты R в координатном репере связаны с коэффициентами связности формулой

RD
ABC = ∂AΓ

D
BC − ∂BΓDAC + ΓEBCΓ

D
AE − ΓEACΓ

D
BE . (2.14)

Тензорное поле R, в свою очередь, определяет тензор кривизны Риччи Ric ∈ Sec (T ∗MR ⊗ T ∗MR),
компоненты которого в координатном репере получаются при помощи свертки компонент кривизны
Римана:

RicAB = RC
ACB .

Являясь тензорным полем второго ранга на n-мерном многообразии, тензор Ric имеет в качестве одного
из главных инвариантов след

Scal = GABRicAB,

называемый скалярной кривизной.
Хотя в общем случае определение главных инвариантов тензора четвертого ранга является довольно

сложной задачей, для малых размерностей, то есть, когда n 6 3, можно полностью охарактеризовать
геометрию отсчетной формы либо с помощью тензора Риччи (n = 3), либо посредством скалярной
кривизны (n = 2). Действительно, определим следующую операцию, называемую произведением Кул-
карни – Номидзу [48, с. 213]:

h⃝∧ k(w, x, y, z) := h(w, z)k(x, y) + h(x, y)k(w, z)− h(w, y)k(x, z)− h(x, z)k(w, y),

действующую над симметричными тензорами h, k ∈ Sec (T ∗MR ⊗ T ∗MR). Тогда для n = 3 будем иметь8

(см. [48, следствие 7.26])

R♭ = Ric⃝∧ G− Scal

4
G⃝∧ G,

а для n = 2, согласно [48, следствие 7.27], —

R♭ =
Scal

4
G⃝∧ G.

Заметим, что для n = 1 справедливо равенство R 1
111 = 0.

Таким образом, если n = 3, то R = 0 тогда и только тогда, когда Ric = 0, а если n = 2, то R = 0
тогда и только тогда, когда Scal = 0. Это означает, что в соответствии с размерностью многообразия
кривизна Риччи или скалярная кривизна полностью характеризуют несовместность локальных деформа-
ций. Следует отметить, что в одномерном случае локальные деформации всегда совместны, поскольку
кривизна всегда равна нулю.

Связность Вайценбока. Поскольку для каждой точки X ∈MR линейное отображение HX : TXMR → U
обратимо, можно определить отображение H−1 : T (SR, U) → TMR, синтезированное из обратных
отображений H−1

X : U → TXMR. Далее, напомним, что архетип U снабжен скалярным произведением,
индуцированным евклидовой метрикой. Тогда можно выбрать некоторый ортонормированный базис
(cA)

n
A=1 в U , что позволяет определить специальное семейство (zA)

n
A=1 векторных полей zA ∈ Vec(MR)

на MR:
zA := H−1[cA], A = 1, . . . , n.

Являясь образами базисных векторов относительно невырожденного линейного отображения, векторы
(zA|X)nA=1 образуют базис в каждой точке X ∈ MR. Таким образом, семейство (zA)

n
A=1 является

репером (следуя Картану [58], этот репер обычно называют подвижным репером). Согласно диадному
разложению H−1 = [H−1]AB∂A ⊗ cB , где (∂A)

n
A=1 — координатный репер, приходим к эквивалентному

представлению элементов подвижного репера: zA = [H−1]BA∂B .
Многообразие MR снабжается такой связностью ∇W , что

∇WzAzB = 0, A, B ∈ {1, . . . , n}.
Будем называть ее связностью Вайценбока [59]. По построению, коэффициенты связности Вайценбока
относительно репера (zA)

n
A=1 равны нулю. Вместе с тем, если ΓABC — коэффициенты связности ∇W

в координатном репере, то для них справедливы равенства

ΓABC = −HDC∂XB [H−1]AD = [H−1]AD∂XBH
D
C , (2.15)

являющиеся следствиями равенств (2.8), в которых нужно положить Γ̃ABC = 0 и f = [HAB ].
Геометрия, устанавливаемая на многообразии MR связностью ∇W , полностью характеризуется тен-

зором кручения T (2.10), поскольку как тензор кривизны Римана (2.11), так и неметричность (2.12)
связности ∇W равны нулю. В координатном репере компоненты кручения имеют следующий вид:

TABC = ΓABC − ΓACB . (2.16)
8Символ (·)♭ обозначает музыкальный изоморфизм (операцию «опускания» индексов) [39, с. 342].
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Принимая во внимание выражения (2.15), приходим к альтернативному представлению компонент
кручения:

TABC = [H−1]AD∂XBH
D
C − [H−1]AD∂XCH

D
B .

В случае n = 3 часто бывает удобно (особенно, в континуальной теории дефектов) заменить тензор
кручения на тензорное поле α ∈ Sec (TMR ⊗ TMR), α = αAB∂XA ⊗ ∂XB с компонентами [44]

αAB = −1

2
ϵACDTBCD. (2.17)

Это поле принято называть тензором плотности дислокаций. Здесь ϵ — тензор Леви-Чивита с компонен-
тами ϵABC = eABC

√
detG

, в которых detG — определитель материальной метрики G, а eABC — альтернатор9.
Тензорное поле α может быть эквивалентно выбрано в качестве меры несовместности, поскольку T = 0
тогда и только тогда, когда α = 0.

Связность Вейля. Рассмотрим последний частный случай материальной связности. Пусть ν ∈
∈ Ω1 (MR) — произвольная 1-форма. Определим связность ∇Wl условиями:

(a) ∇Wl симметрична, то есть T = 0,

(b) ∇Wl
u G = ν(u)G.

В частности, из условия (b) следует, что тензор неметричности (2.12) равен Q = −ν⊗G. Связность ∇Wl

называется связностью Вейля, а 1-форма ν называется 1-формой Вейля [60].
В координатном репере компоненты QABC тензора неметричности Q представлены равенствами

QABC = −νAGBC . Поэтому коэффициенты связности Вейля имеют вид:

ΓABC =
GAD

2
(∂BGDC + ∂CGDB − ∂DGBC)−

1

2
(νBδ

A
C + νCδ

A
B − νDGBCGAD), (2.18)

из которого следует, что связность Вейля полностью определена материальной метрикой G и 1-формой ν.
В общем случае кривизна связности Вейля отлична от нуля и в силу дополнительных слагаемых

в (2.18), определяющих отклонение связности Вейля от связности Леви-Чивита, соответствующий тензор
Риччи несимметричен. По этой причине, тензор Риччи может быть однозначно разложен в виде суммы
нетривиальных симметричной и антисимметричной частей Ric(sym) и Ric(asym):

Ric = Ric(sym) +Ric(asym).

Первое слагаемое разложения определяет скалярную кривизну Scal связности Вейля, а второе слагаемое
связано с 1-формой Вейля соотношением [60]

Ric(asym) = dν,

где dν —внешний дифференциал ковекторного поля (1-формы) ν, который в координатном представле-
нии имеет вид

dν =
∑
A<B

(∂AνB − ∂BνA)dXA ∧ dXB .

Если форма Вейля является полным дифференциалом, т. е., когда ν = df для некоторой скалярной
функции f ∈ C∞(MR), то Ric(asym) = ddf = 0 и тензор Риччи вновь оказывается симметричным.
Обратное утверждение справедливо в следующей форме: если кривизна пространства Вейля равна нулю,
то тогда dν = 0 и, следовательно, в случае односвязного многообразия MR форма ν является полным
дифференциалом.

2.4. Замена отсчетной формы
Неевклидова связность на форме SR, которая изначально предполагалась частью евклидова простран-

ства, задавалась в два этапа. На первом этапе геометрия, индуцированная из физического пространства,
«стиралась». При этом форма превращалась в гладкое многообразие MR без какой-либо связности,
определенной на нем. На втором этапе на подготовленном таким образом многообразии задавалась новая
связность с помощью поля невырожденных линейных преобразований, роль которых выполняли локаль-
ные деформации HX. Для доказательства корректности определения связности требуется показать, что
результат не зависит от выбора конкретной формы SR, то есть инварианты новой связности не должны
зависеть от гладкого преобразования формы SR в некоторую иную форму S ′R [26].

9Иными словами, eABC = 1, если (A, B, C) — четная перестановка, eABC = −1, если (A, B, C) — нечетная
перестановка, и eABC = 0, если в тройке (A, B, C) хотя бы два элемента совпадают.
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Пусть SR и S ′R — произвольные евклидовы формы и пусть γ : S ′R → SR — деформация, трансформи-
рующая одну форму в другую. Обозначим через MR и M ′

R соответствующие подлежащие многообразия.
Предположим, что поля H : TSR → T (SR, U) и H ′ : TS ′R → T (SR, U) локальных деформаций
связаны равенством: H ′ = HF , где F = Tγ : TS ′R → TSR — градиент деформации. С физической
точки зрения это предположение означает, что разгрузка произвольного представительного объема из
формы S ′R в натуральное состояние производится таким образом, что этот объем вначале преобразуется
в соответствующий представительный объем из SR, а затем разгружается в натуральное состояние
посредством H. Далее будет показано, что в этом случае геометрии, построенные на соответствующих
формах, совпадают.

Чтобы установить этот факт, рассмотрим преобразование тензорных полей, представляющих гео-
метрии, под действием деформации как отображения γ : M ′

R → MR между многообразиями. Это
преобразование производится в терминах операции обратного образа [39, с. 320], которая сохраняет
геометрическую структуру. Если установить, что обратный образ тензорных полей, представляющих
геометрию многообразия MR, на многообразии M ′

R совпадает с соответствующими полями, определен-
ными на M ′

R, то тогда этим будет показано, что рассматриваемые геометрии совпадают.
Пусть семейство (XA)nA=1 представляет локальные координаты на MR, и пусть семейство (YA)nA=1

соответствует локальным координатам на M ′
R. В этих координатах имеют место следующие диадные

представления для градиента деформации и обратного к нему отображения:

F = FAB∂XA ⊗ dYB и F−1 = [F−1]AB∂YA ⊗ dXB ,

где FAB = ∂XA

∂YB
и [F−1]AB = ∂YA

∂XB
. Для дальнейших рассуждений удобно иметь явные формулы

для компонент обратного образа. Пусть P ∈ Sec (TMR ⊗ TMR), Q ∈ Sec (T ∗MR ⊗ T ∗MR), R ∈
∈ Sec (TMR ⊗ T ∗MR ⊗ T ∗MR) и S ∈ Sec (TMR ⊗ T ∗MR ⊗ T ∗MR ⊗ T ∗MR) — произвольные тензорные
поля. Тогда справедливы равенства:

(γ∗P)AB = [F−1]AC [F
−1]BDP

CD|γ(·), (2.19)
(γ∗Q)AB = FCAF

D
BQCD|γ(·), (2.20)

(γ∗R)ABC = [F−1]ADF
E
BF

F
CR

D
EF |γ(·), (2.21)

(γ∗S)ABCD = [F−1]AEF
F
BF

G
CF

H
DS

E
FGH |γ(·). (2.22)

Все готово для следующего утверждения:
Теорема 1. Пусть SR и S ′R — евклидовы формы тела B с подлежащими многообразиями MR и M ′

R

соответственно. Пусть γ : S ′R → SR — соответствующая деформация и пусть F = Tγ — ее градиент.
Если поля H и H ′ локальных деформаций, определенные на формах SR и S ′R соответственно, связаны
между собой равенством H ′ = HF , то имеют место следующие свойства:

(a) Материальные метрики G и G′, порожденные полями H и H ′ соответственно, связаны равен-
ством G′ = γ∗G.

(b) В случае римановых геометрий, построенных по материальным метрикам G и G′, справедливы
равенства R′ = γ∗R между тензорами кривизны Римана, Ric′ = γ∗Ric между тензорами Риччи,
и Scal′ = Scal ◦ γ между скалярными кривизнами.

(c) В случае геометрий Вайценбока, построенных по локальным деформациям H и H′, имеется со-
отношение T′ = γ∗T между тензорами кручения. Если n = 3, то справедливо дополнительное
соотношение α′ = γ∗α между тензорами плотности дислокаций.

Доказательство. Будем использовать введенные выше обозначения для локальных координат на мно-
гообразиях MR и M ′

R. Более того, пусть (eA)
n
A=1 — некоторый базис архетипа U . Тогда имеет место

диадное представление
H = HABeA ⊗ dXB

для поля H, что влечет равенство

H′ = HF = HABF
B
CeA|γ(·) ⊗ dYC

для другого поля H′.
(a) Определение (2.6) материальной метрики влечет, что

G′
AB = G′(∂YA , ∂YB ) = gCDF

E
AF

F
BH

C
EH

D
F ,

где gCD = eC ·eD. Аналогично то же самое определение дает равенство

GEF = gCDH
C
EH

D
F ,
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поэтому
G′
AB = FEAF

F
BGEF |γ(·).

Поскольку G ∈ Sec (T ∗MR ⊗ T ∗MR), выражение в правой части последнего равенства совпадает с коор-
динатным представлением (2.20) для обратного образа, где символ Q нужно заменить на G. Приходим
к искомому равенству G′ = γ∗G.

(b) Коэффициенты (2.13) связности Леви-Чивита, определенные на многообразии M ′
R посредством

метрики G′, равны

Γ′K
IJ =

G′KL

2
(∂YIG

′
JL + ∂YJG

′
IL − ∂YLG′

IJ) ,

где10

G′
IJ = FCIF

D
JGCD и G′KL = [F−1]KS [F

−1]LPG
SP .

Используя свойство коммутативности смешанных частных производных, получаем

∂YIF
K
J =

∂2XK

∂YI∂YJ
= ∂YJF

K
I .

По этой причине

Γ′K
IJ =

GSP

2

(
[F−1]KSF

C
J∂YIGCP + [F−1]KSF

C
I∂YJGCP−

−[F−1]KS [F
−1]LPF

C
IF
D
J∂YLGCD

)
+ [F−1]KS∂YIF

S
J .

Поскольку
∂YIGJK = ∂YI (GJK ◦ γ) = FOI∂XOGCP ,

приходим к равенству
Γ′K

IJ = [F−1]KSF
O
IF
C
JΓ

S
OC |γ(·) + [F−1]KS∂YIF

S
J , (2.23)

где скалярные поля ΓSOC соответствуют коэффициентам связности Леви-Чивита на MR, порожденным
материальной метрикой G.

Отметим сходство полученного соотношения для коэффициентов связности на M ′
R с законом преоб-

разования (2.9) коэффициентов связности при замене координат. Действительно, с точностью до ком-
позиций с координатными отображениями деформацию γ можно рассматривать как замену локальных
координат в MR. Вместе с тем в рассматриваемом случае имеется большее, чем просто преобразование
координат, поскольку формы также преобразуются. В этом причина, почему прямые соотношения
между «штрихованными» и «нештрихованными» полями не могут быть получены без использования
преобразования обратного образа.

Подставляя полученное соотношение (2.23) для коэффициентов связности в координатное представ-
ление (2.14) тензора кривизны, получаем

R′T
IJK = ∂YIΓ

′T
JK − ∂YJΓ′T

IK + Γ′L
JKΓ′T

IL − Γ′L
IKΓ′T

JL =
= ∂YI

(
[F−1]TSF

O
JF

C
KΓSOC + [F−1]TS∂YJF

S
K

)
− ∂YJ

(
[F−1]TSF

O
IF
C
KΓSOC + [F−1]TS∂YIF

S
K

)
+

+
(
[F−1]LSF

O
JF

C
KΓSOC + [F−1]LS∂YIF

S
K

) (
[F−1]TBF

A
IF
D
LΓ

B
AD + [F−1]TB∂YIF

B
L

)
−

−
(
[F−1]LSF

O
IF
C
KΓSOC + [F−1]LS∂YIF

S
K

) (
[F−1]TBF

A
JF

D
LΓ

B
AD + [F−1]TB∂YJF

B
L

)
.

(2.24)

Используя формулу
∂YI [F

−1]ML = −[F−1]MN [F−1]KL∂YIF
N
K ,

которая вытекает из дифференцирования обеих частей соотношения [F−1]MN |γ(·) FNK = δMK по перемен-
ным YI , и равенство

∂YIΓ
S
OC = FPI∂XPΓ

S
OC ,

которое следует из цепного правила дифференцирования, после сокращения соответствующих слагаемых
из (2.24) получаем, что

R′T
IJK = [F−1]TSF

P
IF
O
JF

C
KR S

POC |γ(·).
Сравнивая полученное соотношение с формулой (2.22), в которой S следует заменить на R, приходим
к выводу, что R′ = γ∗R.

Для тензора кривизны Риччи имеем равенства

Ric′IK = R′L
ILK = FPIF

C
KRS

PSC = FPIF
C
KRicPC |γ(·).

10Здесь и далее в доказательстве «нештрихованные» поля (за исключением F) следует рассматривать с композицией
|γ(·). Для экономии места последний символ опускается в промежуточных выкладках и появляется лишь в финальных
выражениях.
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Таким образом, приходим к соотношению

Ric′IK = FPIF
C
KRicPC |γ(·).

Поскольку Ric ∈ Sec (T ∗MR ⊗ T ∗MR), выражение в правой части полученного равенства совпадает с
координатным представлением (2.20) обратного образа, в котором тензорное поле Q нужно заменить
на Ric. Тем самым равенство Ric′ = γ∗Ric установлено.

Наконец, получим соотношение между скалярными кривизнами:

Scal′ = G′ABRic′AB = [F−1]AS [F
−1]BPG

SPFLAF
M
BRicLM |γ(·) = GLMRicLM |γ(·) = Scal ◦ γ,

как и ожидалось.
(c) В этом случае имеются равенство H = HABcA ⊗ dXB и соответствующее разложение H′ =

= HABF
B
CcA ⊗ dYB . В координатном репере (∂YA)

n
A=1 коэффициенты (2.15) связности Вайценбока на

многообразии M ′
R представлены выражением Γ′I

JK = [H′−1
]IC∂YJH

′C
K . Здесь

∂YJH
′C
K = FLKFMJ∂XMHCL + HCL∂YJF

K
L,

поскольку ∂YJH
C
L = FMJ∂XMHCL. Тогда приходим к формуле

Γ′I
JK = [F−1]IRF

L
KFMJΓ

R
ML + [F−1]IR∂YJF

R
K ,

в которой ΓRML — коэффициенты связности Вайценбока на многообразии MR. Соотношение (2.16) для
компонент тензора кручения, таким образом, принимает вид

T′I
JK = [F−1]IRF

M
JF

L
KTRML|γ(·).

Сравнивая его с выражением (2.21), в котором R следует заменить на T, получаем T′ = γ∗T.
Пусть n = 3. Компоненты тензора плотности дислокаций α′ определены равенством (2.17): α′IJ =

= − 1
2ϵ

′IMN
T′J

MN , где ϵ′
IMN

= eIMN
√
detG′ . Определитель detG′ связан с определителем detG по формуле

detG′ = ∆2 detG, в которой11 ∆ = detF > 0. Подставляя соотношения для T′ и detG′ в α′IJ , получаем

α′IJ = −1

2

eIMN

√
detG

[F−1]JRF
A
MFBNTRAB
∆

. (2.25)

Для того чтобы преобразовать полученное выражение к иному виду, вначале заметим, что TRAB =
= 1

2T
R
SL(δ

S
Aδ

L
B−δLAδSB). Вместе с тем12 δSAδ

L
B−δLAδSB = eTABe

TSL, и тогда получаем соотношение TRAB =
= 1

2eTABe
TSLTRSL. Учитывая его в (2.25) и принимая во внимание, что [F−1]IT = 1

2∆e
IMNetabF

A
MFBN ,

приходим к равенству
α′IJ = [F−1]IT [F

−1]JRα
TR|γ(·),

где αTR — компоненты тензора плотности дислокаций α ∈ Sec (TMR ⊗ TMR). Сравнивая полученное
выражение с формулой (2.19), в которой P следует заменить на α, окончательно получаем, что α′ =
= γ∗α. Этим теорема полностью доказана.

2.5. Конторсия связности

Как показано в разд. 2.3, на многообразии MR можно построить различные материальные связности.
Вместе с тем различие материальных связностей между собой приводит к различию соответствующих
уравнений баланса массы и импульса, сформулированных относительно неевклидовой отсчетной формы
SR [23; 61]. В этой связи для сравнения уравнений баланса друг с другом целесообразно иметь меру
отличия одной связности от другой. Эту меру можно задать следующим образом [26]. Предположим,
что на многообразии MR выбраны две связности ∇ и ∇̃. Тогда разность

K = ∇− ∇̃, (2.26)

по определению, характеризует отличие связности ∇̃ от связности ∇. Рассмотрим поле K более детально.
Если (∂A)

n
A=1 — координатный репер на MR, то ковариантные производные, определяемые связно-

стями ∇̃ и ∇, представлены выражениями

∇uv = uA
(
∂Av

B + vCΓBAC
)
∂B и ∇̃uv = uA

(
∂Av

B + vC Γ̃BAC

)
∂B ,

11Предполагается, что деформация сохраняет ориентацию.
12Здесь eTAB и eTSL — альтернаторы.
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в которых u, v ∈ Vec(MR) — произвольные векторные поля, а ΓBAC и Γ̃BAC — коэффициенты связности.
Поэтому для значения поля (2.26) на тех же векторах u, v справедливо равенство

Kuv = ∇uv − ∇̃uv = uAvC(ΓBAC − Γ̃BAC)∂B ,

и поле K, таким образом, имеет следующее полиадное представление:

K = KABC∂A ⊗ dXB ⊗ dXC , где KABC = ΓABC − Γ̃ABC .

Заметим, что несмотря на то что аффинная связность не образует тензорного поля третьего ранга,
разность между любыми двумя связностями, напротив, является тензорным полем [55]. По этой причине
K — тензорное поле третьего ранга: K ∈ Sec (T ∗MR ⊗ TMR ⊗ TMR).

Используя поле K, можно связать кручения, кривизны и неметричности различных материальных
связностей следующим образом. Тензор кручения T (2.10) связности ∇ может быть выражен через
тензор кручения T̃ второй связности ∇̃ в соответствии с формулой

T(u, v) = T̃(u, v) + Kuv − Kvu,

при выводе которой использовалось равенство ∇uv = ∇̃uv + Kuv. В координатном репере

TABC = T̃ABC + KABC − KACB .

Аналогично тензор кривизны Римана R (2.11) связности ∇ может быть выражен через тензор кривиз-
ны R̃ связности ∇̃ согласно соотношению

R(u v) = R̃(u, v) +
[
∇̃u, Kv

]
+
[
Ku, ∇̃v

]
− K[u, v] + [Ku, Kv].

В координатном репере

R D
ABC = R̃ D

ABC + ∂AK
D
BC − ∂BKDAC + Γ̃LBCK

D
AL + KLBC Γ̃

D
AL + KLBCK

D
AL − Γ̃LACK

D
BL −

−KLAC Γ̃DBL − KLACK
D
BL.

Наконец, тензор неметричности Q (2.12) связности ∇ может быть выражен через тензор неметрично-
сти Q̃ связности ∇̃ по формуле:

Q(u, v, w) = Q̃(u, v, w) + G(Kuv, w) + G(v, Kuw).

При ее выводе предполагалось, что материальная метрика G на геометрических пространствах
(MR, G, ∇) и (MR, G, ∇̃) одна и та же. В координатном репере

QABC = Q̃ABC + GCDK
D
AB + GBDK

D
AC .

Рассмотрим частный случай. Предположим, что на многообразии MR фиксирована материальная
метрика G (2.6), которая определяет связность Леви-Чивита ∇̃. Коэффициенты этой связности в коор-
динатном репере (∂A)

n
A=1 представлены выражениями (2.13) Γ̃ABC = GAD

2 (∂BGCD + ∂CGBD − ∂DGBC).
Другую связность ∇ будем считать произвольной. Если T и Q, соответственно, кручение (2.10) и
неметричность (2.12) связности ∇, то тогда справедлива следующая общая формула в координатном
репере (∂A)

n
A=1 [23]:

ΓABC = Γ̃ABC +
GAD

2
(TDBC + TCDB + TBDC) +

GAD

2
(QBCD +QCDB −QDBC). (2.27)

Отсюда вытекает соотношение для компонент тензора K:

KABC =
GAD

2
(TDBC + TCDB + TBDC) +

GAD

2
(QBCD +QCDB −QDBC). (2.28)

Если связность ∇ является связностью Вайценбока, порожденной полем локальных деформаций H =
= HABcA ⊗ dXB , то Q = 0 и формула (2.28) принимает вид

KABC =
GAD

2
(TDBC + TCDB + TBDC). (2.29)

Таким образом, K полностью определяется тензором кручения T связности Вайценбока ∇. По этой
причине будем называть K тензором конторсии [13]. С геометрической точки зрения отклонение
связности Вайценбока от связности Леви-Чивита заключается в несогласованности малых элементов, на
которые разбивается многообразие MR в соответствии с той или иной его геометрией. Именно в случае
связности Леви-Чивита эти элементы, пусть даже будучи малыми, обладают кривизной (пример — часть
поверхности сферы), а в случае связности Вайценбока малые элементы представляют часть плоскости.
Конторсия связности (2.29) определяет дополнительный изгиб плоского элемента с тем, чтобы он совпал
с малым римановым элементом многообразия MR.
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Замечание 5. То, что соотношение для коэффициентов связности Вайценбока (получаемое из ра-
венства (2.27) путем отбрасывания слагаемых с неметричностью) содержит в себе коэффициенты
связности Леви-Чивита, может быть интерпретировано в рамках континуальной теории дефектов.
Действительно, риманово пространство соответствует телу с дисклинациями, в то время как
пространство Вайценбока соответствует телу с дислокациями. Вместе с тем, если в кристалле
присутствуют дискретно распределенные дислокации, то они индуцируют дисклинации, которые
расположены на концах линий дислокации [62]. В случае непрерывного распределения дефектов поля
дислокаций и дисклинаций непрерывны и могут быть представлены совокупностью геометрических
понятий: кривизна, кручение и неметричность. Математически это и означает, что связность
Вайценбока содержит в некотором смысле связность Леви-Чивита.

Наконец, если связность ∇ является связностью Вейля, порожденной материальной метрикой G и
полем 1-форм ν, то, согласно (2.18), тензорное поле K представлено компонентами

KABC = −1

2
(νBδ

A
C + νCδ

A
B − νDGBCGAD).

Из полученной формулы следует, что поле K полностью определяется полем ковекторов ν. Поскольку
кривизна связности Вейля может быть отлична от нуля, нет причин связывать отклонение связности
Вейля от связности Леви-Чивита с геометрией малых элементов. Вместе с тем отличие двух связностей
друг от друга может быть интерпретировано в терминах формы объема. Действительно, в случае
риманова пространства форма объема dV =

√
detG dX1 ∧ · · · ∧ dXn ковариантно постоянна, т. е.

∇LdV = 0.

В противоположность этому в случае связности Вейля риманова форма объема эволюционирует при
параллельном перенесении, т. е.

∇WldV ̸= 0.

С физической точки зрения изменение римановой формы объема при переносе от точки к точке
означает, что представительные объемы, составляющие тело, содержат точечные дефекты типа пор либо
независимо от других элементарных объемов изменяются в силу химических реакций или тепловых
процессов [21; 60]. В этой связи возникают «метрические аномалии» (по терминологии [63]), которые
могут быть формализованы в виде отличной от нуля 1-формы Вейля ν.
Замечание 6. Существование различных способов задания материальной связности на теле приводит
к проблеме формулировки критерия выбора одной из возможных связностей. По-видимому, в рамках
теории простого материала, когда отклик тела зависит лишь от градиента первого порядка, такого
критерия не существует [25; 64; 65]. Несмотря на отсутствие строго обоснования этого заключения,
можно предложить следующий ход рассуждений. Несовместные деформации определяются полем H
локальных деформаций, которое имеет n2 компонент. Вместе с тем аффинная связность для своего
полного определения требует задания n3 коэффициентов связности. Таким образом, задание одного
лишь поля локальных деформаций не дает достаточно данных для единственного определения мате-
риальной связности.

2.6. Физический смысл конторсии связности Вайценбока

Остановимся более подробно на связности Вайценбока. При этом будем полагать, что размерность
тела равна размерности физического пространства, т. е. n = 3. Геометрия на многообразии MR

естественным образом индуцирует геометрию на теле B, поскольку многообразия MR и B топологически
эквивалентны. В этой связи для полей связности и метрики на теле B, определяющих геометрию, будем
использовать те же обозначения, что использовались для полей на MR. В частности, на B определено
поле конторсии (2.29).

Имея дело с телом, вместо поля локальных деформаций H определим единообразную отсчет-
ную [13] P, которая является полем B ∋ p 7→ Pp ∈ Hom(TpB; V) локальных конфигураций Pp. В свою
очередь, каждая локальная конфигурация определяется равенством Pp = Tpκ(p), где κ(p) : B → E —
конфигурация, при которой инфинитезимальная окрестность точки p переходит в натуральное состо-
яние. В явном виде, используя элементы семейства {γ(X)}X∈SR

и обозначая через κR конфигурацию,
образом которой является форма SR, получим

κ(p) = γ(κR(p)) ◦ κR.

Тензору конторсии K отвечает прямой образ K : B→ End(V) в физическом пространстве E согласно
следующей формуле:

Ku = PKP−1uP
−1 (2.30)
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для всех u ∈ V. Будем называть поле K конторсией в смысле Нолла, поскольку оно соответствует
полю D, определенному в [13].

Для получения физической интерпретации поля конторсии рассмотрим частную единообразную
отсчетную P, для которой существует конфигурация κ, удовлетворяющая следующему условию:

Q = (Tκ)P−1 : B ∋ p 7→ Qp ∈ O(3) ⊂ End(V).

Иными словами, композиция полей P−1 и Tκ есть не более, чем поле вращений в физическом про-
странстве E . В этом случае действие конторсии по Ноллу K (2.30) дает выражение для производной13

Q [13]:
Ku = −QT(DPQ)u,

где u ∈ V. С физической точки зрения последнее равенство может быть интерпретировано следующим
образом: несовместность локальных деформаций возникает в силу несогласованности поворотов предста-
вительных объемов в физическом пространстве. Эта несогласованность ведет к невозможности собрать
повернутые объемы в сплошное тело. Обратные вращения, которые делают подобную сборку возможной,
определяются полем Q. В свою очередь, темп изменения значений Q относительно пространственных
сдвигов определяется конторсией по Ноллу K.

2.7. Восстановление поля локальных деформаций по известным метрике
и кручению

До сих пор поле локальных деформаций H предполагалось известным. По нему синтезировались
метрика G и связность ∇, определяющие геометрию отсчетной формы SR. Отклонение этой геометрии
от евклидовой (а с физической точки зрения степень несовместности) определялось тензорными полями
кручения, кривизны и неметричности. Рассмотрим теперь обратную задачу. Предположим, что извест-
ны: 1) материальная метрика G и 2) меры несовместности локальных деформаций. Поставим целью
восстановить по этим данным поле H. В дальнейших рассуждениях ограничимся случаем связности
Вайценбока.

Пусть известны метрика G и тензорное поле третьего ранга T, которое ассоциируется с кручением
связности Вайценбока (в частности, в координатном репере, TABC = −TACB). Используя поля G и T,
из формулы (2.27) (в которой надо положить Q = 0) получаем значения полей ΓABC — коэффициентов
связности. В дальнейшем будем полагать эти поля известными.

Формула (2.15) влечет соотношения

∂BH
D
C = ΓABCH

D
A, B, C, D = 1, . . . , n, (2.31)

которые образуют систему n3 линейных однородных уравнений в частных производных первого порядка
относительно n2 неизвестных HAB — компонент поля локальных деформаций. Поскольку число урав-
нений больше числа неизвестных, то для однозначного решения системы (2.31) должны выполняться
некоторые условия интегрируемости. Эти условия вытекают из того, что функции HAB удовлетворяют
равенствам ∂B∂LH

D
C = ∂L∂BH

D
C :

∂L(Γ
A
BCH

D
A) = ∂B(Γ

A
LCH

D
A). (2.32)

Используя правило дифференцирования произведения и равенства (2.31), из (2.32) получаем соотноше-
ния

HDAR
A
LBC = 0,

где RA
LBC — компоненты тензора кривизны R. Таким образом, условия интегрируемости равносильны

равенству
R = 0, (2.33)

что геометрически очевидно: если ΓABC — коэффициенты связности Вайценбока, то определяемая ими
кривизна должна быть равна нулю [66].

Предположим, что условие (2.33) выполнено. Для интегрирования системы (2.31) зафиксируем
некоторую точку X0 ∈MR и выберем произвольную гладкую кривую14

χ : ]− ε, ε[→MR, XA = XA(s), A = 1, . . . , n

такую, что χ(0) = X0. Домножая обе части (2.31) на компоненты Ẋ
B вектора скорости χ, получаем

dHDC
ds

= ΓABC Ẋ
B
HDA, C, D = 1, . . . , n.

13Здесь DPψ = (Tψ) ◦ P−1 для произвольного поля ψ : B → W, где W обозначает E, V, или End(V).
14Поскольку MR как всякое многообразие линейно связно, хотя бы одна такая кривая всегда имеется.
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В матричном виде
dH

ds
= H.P, (2.34)

где H = [HAB] — неизвестная матрица, а P = [ΓABC Ẋ
B
] — известная матрица коэффициентов.

Таким образом, система (2.31) уравнений в частных производных преобразована к одному матричному
обыкновенному дифференциальному уравнению (2.34) вдоль кривой χ. Решение этого уравнения может
быть представлено в виде [67]

H = H0.Ω(s), (2.35)

где H0 = H(0) — заданное значение матрицы H в точке X0, а Ω(s) — матрицант, представленный рядом

Ω(s) = E +

∞∑
n=1

∫
0<s1···<sn<s

n∏
k=1

P (sk)

n∏
k=1

dsk, (2.36)

в котором E — единичная матрица.
Таким образом, при условии (2.33) решение системы (2.31) не зависит от выбора кривой, соединяю-

щей точки X0 и X, и однозначно определяется соотношениями (2.35) и (2.36) с точностью до жесткого
вращения.

3. Обобщенная деформация и ее градиент

3.1. Отображение уплощения
Поскольку неевклидова единообразная форма SR = (MR, G,∇) синтезируется относительно некоторой

наблюдаемой евклидовой формы SR = (MR, g|S , ∇|S), можно ожидать, что формы SR и SR как специ-
фические геометрические структуры над общим многообразием MR связаны между собой посредством
некоторого отображения. Действительно, вернемся к примеру криволинейной мембраны (раздел 1.5),
формы которой изображены на рис. 1.2. Неевклидова отсчетная форма SR мембраны является полу-
сферой, в то время как евклидовы формы представлены регионами евклидовой плоскости. Одним из
этих регионов является форма SR. В рамках рис. 1.2 деформацию неевклидовой отсчетной формы SR

в некоторую евклидову форму S можно представить в виде двух последовательных трансформаций.
В ходе первой трансформации полусфера «уплощается» на физическую плоскость таким образом, чтобы
полученный плоский регион совпадал с SR. Вторая трансформация преобразует евклидову форму SR
в евклидову форму S и является, таким образом, обычной евклидовой деформацией.

Обобщая пример с криволинейной мембраной на случай произвольного деформируемого твердого
тела, определим отображение λR : SR → SR, которое заменяет неевклидову геометрию над многообра-
зием MR на геометрию над тем же многообразием, индуцированную из физического пространства E .
В пределах гладких структур отображение λR является не чем иным, как тождественным отображением
IdMR : MR →MR на общем для рассматриваемых геометрических пространств многообразии MR. Вместе
с тем относительно геометрических структур над этим многообразием λR не является тождественным
отображением: оно преобразует каждую точку X неевклидовой формы с ее окрестностью и геометрией,
индуцированной на эту окрестность, в ту же самую точку X с той же окрестностью, но геометрия
которой индуцирована из объемлющего пространства E . Будем называть отображение λR отображением
уплощения [26].

Для формальной интерпретации отображения уплощения λR представляется уместным использовать
подход теории категорий. Поскольку этот подход не является общепринятым в механике континуума,
изложим его более детально. Произвольная категория Cat состоит из следующих двух совокупностей [68]:

• Класса Ob (Cat), элементы которого называются объектами категории Cat.

• Класса Hom(Cat), элементы которого называются морфизмами категории Cat.

Каждому морфизму f ∈ Hom(Cat) соответствует пара (X, Y ), состоящая из объектов X и Y . Первый
из них называется объектом отправления, а второй — объектом прибытия морфизма15 f . Кроме
того, для любых объектов X, Y, Z ∈ Ob (Cat) существует бинарная операция ◦ : HomCat (X; Y ) ×
× HomCat (Y ; Z) → HomCat (X; Z), называемая композицией. Здесь символ HomCat (X; Y ) обозначает
класс всех морфизмов из Cat с объектом отправления X и объектом прибытия Y . Предполагается, что
композиция удовлетворяет следующим двум аксиомам:

1. Ассоциативность: (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h).
15В этом случае принято использовать обозначение f : X → Y .
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2. Существование нейтрального элемента: для любого объекта X ∈ Ob (Cat) существует морфизм
IdX ∈ HomCat (X; X), называемый тождественным морфизмом, такой, что IdY ◦ f = f ◦ IdX = f
для любого f ∈ HomCat (X; Y ).

Замечание 7. В определении категории используется терминология, принятая в аксиоматической
теории множеств [69]. В рамках нее различаются множества и классы, где последние представляют
структуру более общую, нежели множества, что позволяет избежать проблемы с известными
противоречиями («множество всех множеств» и др.).
Замечание 8. В общем случае морфизм не является отображением в привычном понимании этого
термина. Например, можно рассмотреть категорию, представленную частично упорядоченным мно-
жеством (X, 6). Объектами этой категории являются элементы множества X, а морфизмами —
упорядоченные пары (x, y):

x→ y если x 6 y.

Композиция двух морфизмов осуществляется удалением среднего элемента по аксиоме транзитивно-
сти отношения 6, а тождественным морфизмом является пара (x, x).

Таким образом, морфизм является обобщением понятия отображения. В работе используется более
узкая интерпретация морфизма как отображения с некоторыми свойствами, одинаковыми для всех
морфизмов рассматриваемой категории. Такое представление позволяет с единых позиций говорить, в
частности, о стирании геометрических свойств, что будет рассмотрено далее.

Пусть C1 и C2 — произвольные категории. Функтором (ковариантным функтором) из C1 в C2

называется совокупность отображений (обычно обозначаемых одним и тем же символом F) таких, что
имеется отображение F : Ob (C1) → Ob (C2) и для всех X, Y ∈ Ob (C1) имеется другое отображение
F : HomC1 (X; Y )→ HomC2 (F(X); F(Y )) такие, что

F(f ◦ g) = F(f) ◦ F(g), F(IdX) = IdF(X),

для всех f ∈ HomC1 (X; Y ) и g ∈ HomC1 (Y ; Z). Весь функтор обозначается символом F : C1 → C2.
В рамках формализма теории категорий отображение уплощения можно охарактеризовать следую-

щим образом. Пусть Geom — категория, объектами которой являются геометрические пространства16

(M, g,∇), а морфизмами которой являются гладкие отображения. Далее, пусть Diff — другая категория.
Ее объектами являются гладкие многообразия, а морфизмами — гладкие отображения. Определим
стирающий функтор F : Geom → Diff, который «стирает» информацию о геометрии подлежащего
многообразия, т. е. если f : (M1, g1, ∇1) → (M2, g2, ∇2) — морфизм категории Geom, то F(f) :
M1 → M2 является морфизмом категории Diff. Здесь морфизм f преобразует точки и подмножества
одного геометрического пространства в точки и подмножества другого геометрического пространства,
в то время как морфизм F(f) действует лишь на уровне подлежащих гладких многообразий. Тогда,
используя стирающий функтор, определим отображение уплощения λR как морфизм λR : (MR, G, ∇)→
(MR, g|SR , ∇|SR), применение стирающего функтора к которому дает тождественный морфизм, то есть
F(λR) = IdMR

: MR →MR.

3.2. Обобщенная деформация

Использование неевклидовой формы позволяет определить кинематику самонапряженного тела подоб-
но классическому подходу. Действительно, пусть SR — неевклидова форма, рассматриваемая как образ
вложения κR : B → R тела B в соответствующий неевклидов аналог R физического пространства17.
Если κ : B→ E — некоторая «евклидова» конфигурация, образ которой равен S, то под обобщенной
деформацией неевклидовой отсчетной формы SR в евклидову актуальную форму S будем понимать
композицию

λ := κ̂ ◦ κ̂−1
R : SR → S. (3.1)

С другой стороны, используя отображение уплощения, можно представить такое же отображение λ как
композицию

λ = γ ◦ λR : SR → S. (3.2)

Здесь λR : SR → SR — отображение уплощения, а γ : SR → S — «евклидова» деформация.
Таким образом, деформация неевклидовой отсчетной формы в евклидову актуальную форму состоит из
уплощения неевклидовой формы, т. е. вложения в евклидово пространство E , и последующей евклидовой
деформации, которая преобразует формы в евклидовом пространстве.

16В упорядоченном наборе (M, g, ∇) первый элемент соответствует подлежащему многообразию, а g и ∇ есть,
соответственно, метрика и связность на M .

17На рис. 1.2 пространству R соответствует сфера.
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Соотношение (3.2) могло бы показаться тривиальной переформулировкой равенства (3.1), в кото-
рой λR — тождественное отображение. В действительности, с геометрической точки зрения это не
так. Для уяснения обстоятельств, позволивших перейти к равенству (3.2), следует все отображения,
составляющие композицию (3.1), рассматривать как морфизмы категории Geom. Далее, вспомним, что
евклидова форма SR является образом евклидовой конфигурации κR : B → E (обратите внимание,
здесь нижний индекс R, а не R). Тогда, вставляя тождественный морфизм IdB = κ̂−1

R ◦ κ̂R : B → B
между отображениями κ̂−1

R и κ̂, получаем из (3.1) формулу (3.2):

λ = κ̂ ◦ κ̂−1
R ◦ κ̂R ◦ κ̂

−1
R = γ ◦ λR,

где γ = κ̂ ◦ κ̂−1
R : SR → S — деформация евклидовых форм, а λR := κ̂R ◦ κ̂−1

R : SR → SR — искомое
отображение уплощения.

Таким образом, в рамках категории Geom отображение λ переводит неевклидово отсчетное состояние
в актуальное евклидово напряженное состояние. Каждое из этих состояний формализуется в чисто
геометрических терминах, а поля, характеризующие отсчетное и актуальное состояния, трансформи-
руются друг в друга посредством операций прямого и обратного образов. Вместе с тем стирающий
функтор F , примененный к λ, дает морфизм категории Diff, F(λ) : MR → M , между подлежащими
многообразиями форм, в рамках которого операции прямого и обратного образов пересчитывают лишь
дифференциальные свойства полей на подлежащих многообразиях.

3.3. Координатное представление обобщенной деформации
Рассмотрим представление обобщенной деформации λ : SR → S в локальных координатах. Хотя λ яв-

ляется гладким отображением многообразий и его координатное представление может быть рассмотрено
с общих позиций теории гладких многообразий, имеется особенность, связанная с тем, что подструктуры
MR и M области определения SR = (MR, G, ∇) и области прибытия S = (M, g|S , ∇|S) являются
n-мерными подмногообразиями E .

Для многообразия MR существует семейство {(URX , φRX)}X∈MR
карт из максимального атласа про-

странства E такое, что [39, теорема 5.8]

• для любой точки X ∈MR справедливо включение X ∈ URX , и, таким образом, семейство {URX }X∈MR

покрывает MR,

• пересечение MR ∩ URX является n-срезкой URX .

Последнее условие означает, что для всякой точки Y ∈ URX образ φX(Y) имеет нулевыми последние
3−n координат18. Таким образом, семейство AMR

= {(MR ∩URX , π ◦φRX|MR∩UR
X
)}X∈MR

является гладким
атласом на MR. Здесь π : R3 → Rn — проекция на первые n координат. Отбрасывая повторяющиеся
карты (MR∩URX , π◦φRX|MR∩UR

X
) и обозначая через Uα =MR∩URX , φα = π◦φRX|MR∩UR

X
, элементы оставшихся

карт, окончательно приходим к следующему представлению для атласа AMR
: AMR

= {(Uα, φα)}α∈I .
Хотя упоминание о гладкой структуре объемлющего пространства было стерто из этого атласа, следует
иметь в виду, что на самом деле карты этого атласа были получены из карт физического пространства.
Аналогичные рассуждения, примененные к многообразию M , дают атлас AM = {(Vβ , ψβ)}β∈J .

Пусть теперь X ∈ SR — некоторая точка неевклидовой формы. В силу непрерывности λ, существует
пара карт (U, φ) и (V, ψ) из гладких структур SR и S такая, что X ∈ U и λ(U) ⊂ V . Тогда композиция

λ̃ = ψ ◦ λ ◦ φ−1 : φ(U)→ ψ(V ), λ̃ : (Q1, . . . , Qn) 7→ (q1, . . . , qn), (3.3)

соответствует координатному представлению λ в окрестности X. По определению, она является отобра-
жением между открытыми подмножествами Rn.

3.4. Некоторые замечания о представлении реперов
Поскольку неевклидова форма SR рассматривается как отдельное многообразие, приходится опреде-

лять абстрактные координатный репер (∂QA)
n
A=1 и корепер (dQA)nA=1, порожденные локальными коор-

динатами (QA)nA=1. Иначе обстоит дело в случае евклидовой формы S, поскольку она рассматривается
как подпространство физического пространства E .

Локальные координаты (qA)nA=1 на S порождают абстрактные поля (∂qA)nA=1 и (dqA)nA координатного
репера и корепера. С другой стороны, каноническая инъекция ιS : S ↪→ E индуцирует касательное
отображение TιS : TS → TE , которое является инъективным линейным отображением на каждом

18Для трехмерного тела (n = 3) локальные координаты точек евклидовых форм полностью определяются тройками
чисел.
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касательном слое: TxιS ∈ Hom(TxS; V). По этой причине касательное пространство TxS может быть
отождествлено с n-мерным векторным подпространством V. В силу этого, полагаем eA|x := TxιS [∂qA ],
что приводит к семейству (eA)

n
A=1 векторных полей eA : S → V, касательных к S. Это семейство есть не

более чем образ абстрактного локального репера (∂qA)nA=1 при вложении многообразия M , подлежащего
для S, в физическое пространство.

3.5. Градиент обобщенной деформации
Если λ : SR → S — обобщенная деформация и если X ∈ SR — некоторая точка отсчетной

формы, то обобщение градиента евклидовой деформации представлено касательным отображением TXλ ∈
∈ Hom(TXSR; Tλ(X)S). Это — линейное отображение, которое в координатах (QA)nA=1 и (qA)nA=1 на формах
SR и S, определенных в окрестностях X и λ(X) соответственно, имеет следующее диадное представление:

TXλ =
∂qA

∂QB

∣∣∣∣
X

eA ⊗ dQB ,

где ∂qA

∂QB
— частные производные координатного представления (3.3). Таким образом, приходим к семей-

ству {TXλ}X∈SR касательных отображений. По нему синтезируется глобальное касательное отображение
Tλ : TSR → TS, которое действует между касательными расслоениями TSR и TS.

Можно получить простейшее координатное представление для градиента Tλ обобщенной деформа-
ции, которое аналогично соответствующему представлению градиента евклидовой деформации, исполь-
зуемому в ряде монографий по теории упругости [50]. Это представление может быть получено путем
переноса локальных координат из актуальной формы S на отсчетную SR следующим способом.

Пусть AS = {(Vβ , ψβ)}β∈J — гладкий атлас на S, индуцированный криволинейными координатами
из E . Здесь множество Vβ ⊂ S открыто в S, а вся совокупность {Vβ}β∈J образует открытое покрытие S.
Более того, для любого β ∈ J отображение

ψβ : Vβ → Oβ , ψβ(x) = (q1, . . . , qn)

является гомеоморфизмом между Vβ и открытым подмножеством Oβ пространства Rn.
Для каждого β ∈ J положим

Uβ = λ−1(Vβ)

и
φβ = ψβ ◦ λ|Uβ

: Uβ → Oβ .

Тогда Uβ ⊂ SR — открытое множество, семейство {Vβ}β∈J образует покрытие SR, а φβ — гомеоморфизм.
Следовательно, совокупность ASR = {(Uβ , φβ)}β∈J является гладким атласом на SR. Это означает, что
точки из SR и S характеризуются одинаковыми координатами (qA)nA=1. Рисунок 3.1 иллюстрирует идею
такой арифметизации SR.

Рис. 3.1. Специальная арифметизация неевклидовой формы SR

Fig. 3.1. Special arithmetization of non-Euclidean shape SR

Рассмотрим обобщенную деформацию λ в паре карт (Uβ , φβ) и (Vβ , ψβ):

λ̃ = ψβ ◦ λ ◦ φ−1
β .

Раскрывая определение φβ и принимая во внимание, что

λ ◦ λ̂−1|Vβ
= ιVβ

: Vβ ↪→ S,

где ιVβ
— каноническая инъекция, получаем

λ̃ = ψβ ◦ ιVβ
◦ ψ−1

β = IdOβ
.
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Следовательно, координатное представление λ является тождественным отображением.
Пусть (eA)

n
A=1 — поле локальных базисов, которое соответствует локальным координатам (qA)nA=1

на S, а (∂qA)nA=1 — локальный репер на SR, порожденный теми же локальными координатами (qA)nA=1.
Этим реперам соответствуют кореперы (EA)nA=1 и (dqA)nA=1. Поскольку относительно карт (Uβ , φβ) и
(Vβ , ψβ) справедливо соотношение ∂λA

∂qB = δAB , то приходим к равенствам

Tλ = δABeA ⊗ dqB = eA ⊗ dqA.

Таким образом, матрица градиента в каждой точке неевклидовой формы совпадает с единичной мат-
рицей.

3.6. Имплант
Главная линейная часть отображения λR в точке X ∈ SR определяется касательным отображением,

которое в настоящей работе обозначается через KX = TXλR : TXSR → TXSR, где X = λR(X).
Следуя терминологии, используемой в монографии [18], будем называть отображение KX имплантом.
В локальных координатах имплант имеет следующее диадное представление:

KX =
∂QA

∂QB
EA ⊗ dQB .

Здесь (QA)nA=1 — локальные координаты на неевклидовой форме SR, а (QA)nA=1 — локальные коорди-
наты на евклидовой форме SR. Заметим, что хотя обе эти формы имеют одно и то же подлежащее
многообразие MR, локальные координаты на них могут быть выбраны различными. Семейство (EA)

n
A=1

является полем локальных базисов на SR.
Поскольку по построению форма SR глобально единообразна, имплант KX преобразует инфини-

тезимальную единообразную окрестность точки X в инфинитезимальную неединообразную (в общем
случае) окрестность точки X = λR(X). Значит, имплант действует подобно обратному отображению
к локальной деформации HX, которая преобразует инфинитезимальную неединообразную окрестность
в единообразную. Вместе с тем H−1

X и KX являются отображениями между разными евклидовыми
векторными пространствами:

H−1
X : (U , gU )→ (TXMR, g|MR

)

для обратного отображения к локальной деформации и

KX : (TXMR, GX)→ (TXMR, g|MR
),

для импланта. В явном виде соотношение между имплантом и локальной деформацией может быть
выражено как

HXKX = ĨX,

где ĨX = eA ⊗ dQA — изометрия. В этом диадном представлении семейство (eA)
n
A=1 отвечает базису U .

3.7. Сравнение с классическим подходом
Целесообразно сравнить подход, связанный с построением глобальной натуральной формы, со стан-

дартными рассуждениями, в которых такая форма не используется. Классическая теория необратимых
деформаций оперирует семейством {S(X)}X∈SR

евклидовых форм — образов разгрузочных деформаций
γ(X) : SR → S(X). Если S — актуальная форма, а γ : SR → S — соответствующая деформация, то для
каждой точки X ∈ SR композиция

χ(X) = γ ◦ [γ(X)]−1 : S(X) → S (3.4)

отвечает деформации, которая преобразует локально единообразную форму S(X) в актуальную форму
S.

Переходя к касательному отображению в точке Y ∈ SR, получаем равенство

Tγ(X)(Y)χ
(X) = FY ◦ Tγ(X)(Y)[γ

(X)]−1 : T
γ(X)(Y)

S(X) → Tγ(Y)S,

где FY = TYγ — градиент деформации. Полагая теперь Y = X и используя определение (2.2) локальной
деформации, приходим к соотношению

DX = FX ◦H−1
X : U → Tγ(X)S. (3.5)

Тензор DX в левой части этой формулы определен как DX = Tγ(X)(Y)χ
(X)|Y=X. Будем называть его

полной дисторсией.
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Рассмотрим гиперупругое тело. Его отклик характеризуется плотностью упругой энергии (2.1),
которую в рамках настоящих рассуждений можно представить следующей зависимостью:

w =W (X, DXHX).

Поскольку как форма SR, так и поле H фиксированы, можно положить

Ŵ (X, DX) :=W (X, DXHX),

и отклик принимает вид
w = Ŵ (X, DX).

Таким образом, отклик был переопределен относительно семейства локально единообразных форм:
аргументом отклика теперь является тензор полной дисторсии. Вместе с тем следует иметь в виду,
что поле Ŵ рассматривается на евклидовой «промежуточной» форме SR, которая в общем случае не
единообразна.

Проведем то же самое рассуждение в рамках геометрического подхода. Соотношение (3.2) является
аналогом для (3.4), а формула

TXλ = FX ◦ KX

служит аналогом для (3.5). Поскольку поля H−1
X и KX равны с точностью до изометрии ĨX, можно

считать тензоры DX и TXλ также равными (что допустимо, ибо отклик инвариантен по отношению к
изометрии). В этом случае19

w =
̂̂
W (X, TXλ),

и отклик был переопределен относительно неевклидовой единообразной формы SR, т. е. полученная
зависимость для отклика рассматривается не в точках самонапряженной евклидовой промежуточной
формы SR, а в точках неевклидовой отсчетной формы.

Заключение

Дифференциально-геометрический язык может быть плодотворно использован для моделирования
несовместных деформаций в твердых телах. Он позволяет, в частности, отказаться от явного исполь-
зования семейства локально единообразных евклидовых форм, заменяя последнее одной неевклидовой
единообразной формой. Благодаря такой замене удается сохранить отсчетное описание состояния тела
с несовместными деформациями, что дает, в свою очередь, возможность использовать привычную
методологию нелинейной механики континуума.

Геометрия неевклидовой формы синтезируется на основе тензорного поля локальных деформа-
ций (2.3), значение которого в каждой точке исходной формы является обратимым линейным опера-
тором (2.2), переводящим представительный объем, окружающий эту точку, в натуральное состояние.
Вместе с тем в классической литературе по теории дефектов (см., к примеру, [70]) отсутствует способ
определения локальных деформаций, апеллирующий к некоторому эксперименту. Чтобы восполнить этот
пробел, в работе развита идея локальной разгрузки.

Хотя риманова метрика на неевклидовой отсчетной форме однозначно восстанавливается по значе-
ниям поля локальных деформаций (формула (2.6)), для аффинной связности это не так. В работе рас-
смотрены различные способы синтезирования материальной связности. Используя их, можно получить
связность Леви-Чивита (с нулевыми кручением и неметричностью), связность Вайценбока (с нулевыми
кривизной и неметричностью) и связность Вейля (с нулевым кручением). В рамках теории простых тел
(т. е. тел, отклик которых характеризуется лишь первым градиентом деформации) при известном поле
локальных деформаций H все эти связности совершенно равноправны и, по-видимому, нет никакого
способа предпочесть одну связность другой, опираясь лишь на поле H. Если же дополнительно известно,
что в теле присутствуют дефекты определенного типа, то тогда удается сделать однозначный выбор:
связность Вайценбока соответствует непрерывному распределению дислокаций, связность Леви-Чивита
характеризует тело с дисклинациями, а связность Вейля — тело с метрическими аномалиями.

Отличие одной связности от другой может быть охарактеризовано тензором конторсии (2.26), имею-
щим различный геометрический смысл для каждой пары материальных связностей. В настоящей работе
в качестве одной из связностей выбиралась связность Леви-Чивита, которая сравнивалась с двумя
другими связностями: Вайценбока и Вейля. Отличие связности Вайценбока от связности Леви-Чивита
вызвано различными геометриями «в малом». В случае первой связности малый элемент тела является
плоским, а в случае связности Леви-Чивита — искривленным.

19Заметим, что выполненные преобразования корректны в силу свойства локальности отклика.
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В свою очередь, отличие связности Вейля от связности Леви-Чивита вызвано различным поведением
римановой формы объема при ее параллельном переносе вдоль кривой на теле. Если на отсчетной
форме задана связность Леви-Чивита, то форма объема ковариантно постоянна, т. е. не меняется
при параллельном переносе. В случае связности Вейля это не так: форма объема эволюционирует
при параллельном переносе вдоль кривой, что физически интерпретируется как наличие метрических
аномалий (точечных дефектов, неоднородного поля температур).

Различие между тремя рассмотренными связностями несущественно в рамках функционала отклика,
поскольку последний использует лишь метрическую информацию, которая одна и та же для всех связ-
ностей. Вместе с тем при формулировке уравнений баланса импульса в отсчетном описании появляются
дополнительные слагаемые, которые могут быть интерпретированы как фиктивные силы, возникающие
в силу наличия несовместных деформаций [26]. Для получения явного выражения этих фиктивных
сил необходимо учесть конторсию, которая присутствует в выражениях для связностей Вайценбока
и Вейля. Таким образом, связности Вайценбока и Вейля дают более полное описание несовместных
деформаций, чем связность Леви-Чивита: вместе с метрическими данными они содержат информацию
о пространственном расположении представительных объемов, что определяет дополнительную часть
уравнений баланса импульса в отсчетном описании.

Процедура синтезирования неевклидовой формы существенно опирается на выбор некоторой проме-
жуточной формы, с которой стирается геометрия. Такой выбор неоднозначен и в общем случае может
приводить к различным геометриям на теле. Вместе с тем при некоторых предположениях о связи
полей локальных деформаций, соответствующих двум формам, геометрии на таких формах оказываются
неразличимыми в том смысле, что соответствующие инварианты связностей отличаются на обратный
образ.
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