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В результате применения теории динамического программирования к системам виброзащиты, 
как к объектам управления циклического действия, получены соотношения, которые, связывая 
компоненты вектора состояния системы и управления, позволяют реализовать процедуру 
принципа локального минимума для нахождения оптимальной позиционной функции 
управления применительно к типовым показателям качества, явно не зависящих от управления. 
Приведены примеры нахождения оптимальной позиционной функции управления колебаниями 
активной системы виброзащиты. Показано, что, в случае гармонических колебаний, для 
принятой базовой модели с двумя степенями свободы необходимая регулировка амплитуды и 
фазы осуществляется посредством управляющих сигналов дискретного типа, что 
гарантированно обеспечивает достижение требуемых показателей вибрационной безопасности 
для защищаемого объекта по принятому функциональному критерию.   
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Введение 

В процессе эксплуатации вертолёты подвергаются различным по интенсивности 
динамическим воздействиям вибрационного типа, что повышает вероятность возник-
новения неисправностей и отказов техники, а также оказывает негативное воздействие 
на физиологическое состояние экипажа и пассажиров [1 – 3]. В этой связи задача по 
разработке и внедрению эффективных виброзащитных систем, которые позволяют 
снижать интенсивность динамических воздействий в широком диапазоне частот за счёт 
формирования оптимальных компенсационных воздействий, является актуальной  
[4 – 6]. Известно, что такими возможностями обладают только управляемые виброза-
щитные системы. [7 – 10].  

Анализ технической литературы и патентных источников позволяет утверждать, 
что особый интерес и перспективы практического использования имеют виброзащит-
ные системы с управляемым инерционным гасителем [11 – 14]. Можно предположить, 
что при оптимальном управлении угловой скоростью вращения инерционными звенья-
ми и перемещением подвижных масс данные системы могут обеспечить положитель-
ный эффект виброзащиты в заданной точке вертолёта, сопоставимый с тем, который 
достигается эталонными активными системами (рис. 1).  
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Элементы теории 

Сформулируем достаточно общую оптимизационную задачу для управляемых си-
стем виброзащиты. Требуется найти оптимальное позиционное управление 

 u u x U   для динамической системы  

 

 , , ,x f x u        (1) 

 
при котором принятый показатель качества (функционал)  
 

 
0

T
J F x d        (2) 

 
на интервале  0…Т  будет иметь минимальное значение. 
 

 
а     б 

 
Рис. 1. Расчётно-структурные схемы эталонной активной системы (а) 
и виброзащитной системы с управляемым инерционным гасителем (б): 

m – масса защищаемого объекта;	 ,x y  – перемещения защищаемого объекта и основания; 

ИО – исполнительный орган; U  – компенсационное воздействие (прямое управление); 
,c b  – коэффициенты жёсткости и демпфирования; 0m  – масса инерционного звена; 

r  – радиус (расстояние от оси вращения до центра масс инерционных звеньев); 
  – угол поворота инерционного звена 

 
 

Поставленную задачу будем решать, используя метод динамического программи-
рования [8 – 10].  В соответствии с принципом оптимальности, который положен в ос-
нову метода динамического программирования, следует, что функционал (2) достигает 
минимального значения на любом конечном участке оптимальной траектории. Матема-
тически данный принцип отображается посредством функции Беллмана 

 

   , min
T

u
V x F x d


   ,            (3) 

 
которая, при наличии связи (1), позволяет свести нахождение оптимального управления 
к решению функционального уравнения Беллмана 
 

   min , ,
u

V V
f x u F x

x



       

.                                            (4) 
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Преобразуем уравнение (4), используя для этого функцию (3). В результате 
получим следующее выражение: 

 

 min , ,
T

u

F
d f x u

x
     .                                                 (5) 

 

Известно, что в общем случае процесс оптимизации осуществляется численно с 
использованием дискретных алгоритмов прямой и обратной прогонки. Покажем, что 
применительно к управляемым системам виброзащиты возможно использовать каче-
ственно новые подходы оптимизации, в основе которых лежат фундаментальные ана-
литические зависимости, следующие из (5). 

Виброзащитные системы относятся к классу динамических объектов, которые со-
вершают колебательные движения, то есть в фазовом пространстве изображающая точ-
ка описывает периодически замкнутые фазовые траектории. Очевидно, что это свой-
ство виброзащитных систем должно сохраняться при любом допустимом управлении. 
Но самое главное состоит в том, что верхний предел Т в выражении (5) можно соотне-
сти с циклом прохождения изображающей точки по замкнутой траектории. Причём 
начальное и конечное положения изображающей точки на фазовой траектории будут 
совмещены. Отсюда следует, что принцип оптимальности, положенный в основу мето-
да динамического программирования, применим для произвольно выбранной точки фа-
зовой траектории соответственно на интервале  T T   . При этом значение опти-

мального управления можно определять непосредственно на каждом шаге 
интегрирования динамической системы (1), обеспечивая при этом локальный минимум 
соотношению  

 

   min , , min .
u u

F
f x u F f

x
       

                                       (6) 

Здесь 

 1
1

,     .
T

n
n

F F
F f f f

x x

  
     

    

 

Соотношение (6) определяет принцип локального минимума в методе динамиче-
ского программирования и позволяет реализовать формальную процедуру нахождения 
оптимального позиционного управления из условия минимума выражения в квадрат-
ных скобках. Важно подчеркнуть, что следующая цепочка преобразований подынте-
гральной функции показателя качества (2) также приводит к соотношению (6): 

 

   min min min .
u u u

dF
F x F f

dt
                                            (7) 

 

Принцип локального минимума (6) может быть использован не только для поша-
говой оценки оптимальности управления непосредственно в процессе интегрирования 
динамической системы (1) и соответствующего его определения в виде числового мас-
сива, но также и для нахождения его в виде позиционной функции ( ).u u x  Следует 
отметить, что получить такого типа аналитическую зависимость для позиционного 
управления возможно только тогда, когда векторное произведение F f  в соотноше-
нии (7) явно зависит от управления. В случае же, когда данное векторное произведение 
зависит от управления неявно (по умолчанию), то по аналогии с цепочкой преобразо-
ваний (7) следует воспроизвести последующую цепочку преобразований  
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 
2

2
min min min

u u u

dF d F
G fd

dt dt
                                            (8) 

 

и убедиться, что векторное произведение G fd   явно зависит от управления. 
В соотношении (8) 
 

 
1 1

, ,        ,
n n

G G G G
G x f F f G

x x f f

    
          

   

 1 1  .
T

n nfd f f f f     
 

Поскольку в любой точке оптимальной траектории соотношения (7) и (8) должны 
достигать минимально-допустимого значения, то в общем случае для решения постав-
ленной оптимизационной задачи эти соотношения можно объединить в одно результи-
рующее выражение 

 

  min
u

F f G fd      .                                                 (9) 

 

Таким образом, в результате применения теории динамического программирова-
ния к системам виброзащиты, как к объектам управления циклического действия, по-
лучены соотношения, которые, связывая компоненты вектора состояния системы и 
управления, позволяют реализовать процедуру принципа локального минимума для 
нахождения оптимальной позиционной функции управления применительно к типовым 
показателям качества, явно не зависящим от управления.  

 
Базовые модели и оптимальное управление 

1. Рассмотрим базовую модель эталонной активной системы (рис. 1, а) 
 

    ,mx b x y c x y U                                                   (10) 
 

которая предназначена для защиты объекта (массы m) от кинематического возмущения 

0 sin .y y t  

Безразмерный аналог модели (10) представим в форме Коши  
 

   1 2
1 2 2 2 1,    cos sinx x x x x u                                       (11) 

 

со следующими переменными и параметрами: 

1 2 2
0 0 0

,   ,   ,   ,   ,   .
x x b U

x x t u
y y mymc c m

   
 

     


 

Произведём оптимизацию по управлению для двух случаев, когда подынтеграль-

ная функция показателя качества (2)   2
1F x x  и   2

2 .F x x  

В первом случае  

      2
1 1 1 1 1 1 1 12 0 ,   , 2 ,   2 0 2 0 ,   2 2 .F x G x f x f G f x G fd f x f           

Поскольку 1 2 ,f x  а  1 2,f f  то из выражения (9) 
 

    2
1 2 2 1 2 2 2 2min min 2 2 2 min min

u u u u
F f G fd x x x x f x f x u              
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находим, что при наличии ограничений 1 2u u u    оптимальное позиционное управ-

ление является релейной функцией 
 

2 2

1 2

, 0;

, 0.

u x
u

u x


 





                                                       (12) 

 
Зависимость (12) определяет типовую позиционную функцию управления актив-

ной виброзащитной системы (11) с ограниченным по мощности источником энергии.   

Во втором случае  20 2F x   и, соответственно, из соотношения (7) 
   

  2 2 2min min 2 min
u u u

F f x f x u     

 

также находим оптимальное позиционное управление в виде (12). 
Этот результат свидетельствует о том, что оптимальный релейный процесс управ-

ления в системах виброзащиты данного типа обеспечивается при минимизации показа-

теля качества (2) как с подынтегральной функцией   2
1F x x , так и с подынтегральной 

функцией	   2
2 .F x x  

Результаты моделирования колебаний системы (11) представлены на рис. 2.  

При симметричных ограничениях, в частности, когда 0,5u   (рис. 2, а), управле-

ние изменяется по релейному закону с переключениями при смене знака скорости за-

щищаемого объекта. Если 0,5u  , то наблюдается сужение интервалов «чисто» ре-

лейных и появление скользящих режимов управления. При этом в пределе 
кинематическое возмущение полностью компенсируется, когда  

 
1 2cos sin .u                                                        (13) 

 
 

 
Рис. 2. Графики сигналов на входе и выходе активной системы 

виброзащиты и графики оптимальных управлений: ,0 ,2 21,0; 0,2; ; ;i i iu u Z Z x        
 



                       Машиностроение и машиноведение 
                 Mechanical Engineering 

169 

2. Если вместо внешнего источника энергии в активной системе (10) использовать 
инерционный гаситель (рис. 1, б) и, соответственно, полагать, что компенсационное 
воздействие 

2
02 sinU m r   ,                                                       (14) 

 
то получим, пренебрегая силами инерции в переносном движении, альтернативную ба-
зовую модель виброзащитной системы с инерционным гасителем: 
 

    2
02 sinmx b x y c x y m r        .         (15) 

 
По аналогии с эталонной активной системой при кинематическом возмущении 

ݕ ൌ ଴ݕ sin߱ݐ и оптимальном управлении должны выполняться следующие соотноше-
ния для амплитуды и фазы компенсационного воздействия (14): 

 

   22 2 1
0 02 ,   atan .m r y b c t b c          

 
Учитывая данные соотношения и полагая, что система автоматического управле-

ния обеспечивает равномерное вращение инерционных звеньев с частотой ߱, а также 
необходимую регулировку амплитуды и фазы посредством формируемых управляю-
щих сигналов 1u  и 2u  дискретного типа преобразуем базовую модель (15) к следующе-

му безразмерному каноническому виду: 
 

1 2 ,x x  

(16) 

       1 2 1 2
2 2 1 1 2 2cos sin cos sin .x x x u u u                          

 
Здесь угол   характеризует возможное рассогласование фаз между компонента-

ми вектора кинематического возмущения и вектора компенсационного воздействия. 
Поскольку имитируется синхронно-противоположное вращение инерционных звеньев, 
то значения угла   следует принимать из интервала 2 2.    

Работа системы автоматического управления по обеспечению оптимального ре-
жима колебаний связана с поэтапным достижением следующих пределов: 

   

1 21,   0.u u                                                         (17) 

 
Первый предел достигается посредством позиционирования (управления коррек-

тирующим поворотом) инерционных звеньев относительно защищаемого объекта, а 
второй – посредством позиционирования (управлением синхронным перемещением) 
масс 0m  вдоль инерционных звеньев.  

Необходимым условием достижения оптимального режима колебаний защищае-
мого объекта при любом из возможных вариантов реализации переделов (17) заключа-
ется в использовании информации о значениях функционала (2) iJ  и  1   1,2,iJ i    на 

последовательных интервалах движения и принятии соответствующих решений об из-
менении управлений посредством дискретного приращения .u  

Результаты моделирования базовой модели (16) при гармоническом кинематиче-
ском возмущении показали, что предложенный алгоритм оптимизации гарантированно 
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обеспечивает достижение требуемых показателей вибрационной безопасности для за-
щищаемого объекта по функциональному критерию (2).  

На рис. 3 приведены выборочные результаты моделирования в виде графиков ко-
лебаний защищаемого объекта. Данные графики получены при следующих системных 
параметрах и начальных значениях управлений: 1 21, 4;   0, 2;   1;   0.u u       

При значениях 0,4    и 0,4u  , как это следует из рис. 3, а и рис. 3, б, для до-
стижения «нулевого уровня» интенсивности колебаний защищаемого объекта потребо-
валось соответственно четыре и две итерации. Причина увеличения числа итераций в 
первом случае (рис. 3, а) вполне очевидна. Поскольку на первых двух интервалах дви-
жения выполнялось неравенство 1 2J J , то на последующих интервалах движения по-

требовалось изменить знак приращения u  на противоположный. 
Далее, соответственно, при значениях 0,8    и 0,5u   для резкого снижения 

уровня интенсивности колебаний защищаемого объекта (рис. 3, в и рис. 3, г) также по-
требовалось четыре и две итерации.  

 

 
 

Рис. 3. Графики динамических процессов на выходе 
базовой модели с управляемым инерционным гасителем: 0 1

1;X X x      
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Заключение 

В результате применения теории динамического программирования к системам 
виброзащиты как к объектам управления циклического действия получены соотноше-
ния, которые, связывая компоненты вектора состояния системы и управления, позво-
ляют реализовать процедуру принципа локального минимума для нахождения опти-
мальной позиционной функции управления применительно к типовым показателям 
качества, явно не зависящих от управления.  

Приведены примеры нахождения оптимальной позиционной функции управления 
колебаниями активной системы виброзащиты. Установлено, что с увеличением мощно-
сти внешнего источника энергии наблюдаются скользящие режимы управления, кото-
рые, в пределе, позволяют полностью компенсировать диссипативные и упругие силы, 
воспринимаемые защищаемым объектом при кинематическом возмущении. В этой свя-
зи виброзащитная система с управляемым инерционным гасителем, как базовый аналог 
активной системы, должна отслеживать и регулировать не только частоту кинематиче-
ского возмущения и амплитуду сил инерции, но также и фазовую составляющую опти-
мального процесса во времени. Показано, что в случае гармонических колебаний для 
принятой базовой модели с двумя степенями свободы необходимая регулировка ам-
плитуды и фазы осуществляется посредством управляющих сигналов дискретного ти-
па, что гарантированно обеспечивает достижение требуемых показателей вибрацион-
ной безопасности для защищаемого объекта по принятому функциональному 
критерию.  

 

Работа выполнена в Орловском государственном университете имени И.С. Турге-
нева в рамках государственного задания № 075-00196-24-08 на 2024 год и на плановый 
период 2025 и 2026 годов от 23.08.2024 г., проект 1024041900021-8-2.3.1;2.2.3. Разра-
ботка конструкторских и программно-аппаратных решений управления вибрационны-
ми процессами в вертолётном транспорте, обеспечивающих формирование оптималь-
ных компенсационных воздействий (FSGN-2024-0013). 
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