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Аннотация

В публикуемой статье предложена математическая модель динамики развития
многофакторного предприятия, учитывающая переработку его производственных от-
ходов в полезную продукцию. Производственная деятельность такого предприятия
описывается двумя производственными функциями, одна их которых преобразует
ресурсы в продукцию предприятия, а другая превращает ресурсы в отходы. Про-
цесс перехода на некотором временном интервале предприятия к безотходной цирку-
лярной экономике описывается с помощью специальной безразмерной логистической
функцией. Построена система дифференциальных уравнений, описывающая процесс
преобразования части отходов предприятия в полезную продукцию. Подробно ис-
следован вариант однофакторной модели предприятия, перерабатывающего отходы
производственной деятельности. Рассмотрены особенности изменений экономических
показателей предприятия, сопровождающие его обычного производства в безотходное
производство.
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Введение
Трансформация современных производственных предприятий в экологически устой-

чивые системы обусловлена рядом ключевых вызовы современности, к которым можно
отнести экономическую нестабильность, глобальный рост населения, ограниченность ре-
сурсов, экологические проблемы и социальные трудности т.д..

Системные исследования экономических показателей зарубежных и отечественных
предприятий за несколько последних десятилетий выявили неуклонное расширение круга
проблем, связанных с необходимостью утилизации отходов, вторичной переработки про-
дукции, использованием экологических материалов и т.д.

Эти исследования показывают ограниченность линейной экономической модели, для
которой характерно одностороннее потребление ресурсов и неспособность удовлетворить
растущий спрос на производственные товары [1–4].

Для производственных предприятий оптимизация управления отходами становится
актуальной задачей в условиях усиления экологических требований и необходимости сни-
жения издержек. Современные исследования фокусируются на разработке экономико-
математических моделей, позволяющих прогнозировать и повышать эффективность пе-
реработки отходов, включая их вовлечение в производственные процессы.

Такие модели учитывают влияние экологических, технических и экономических фак-
торов, что позволяет минимизировать объемы захоронения отходов, сократить использо-
вание первичных ресурсов и повысить экологическую устойчивость предприятий [5–8].

Экономика замкнутого цикла или циркулярная экономика (Circular Economy, далее
CE) представляет собой альтернативный подход к традиционной модели экономического
развития и предлагает концептуально новый формат производственной и хозяйственной
деятельности, основанный на возобновляемых решениях и инновационных бизнес-моде-
лях.

В мировом поле лидирующими странами по внедрению принципов CE выступают чле-
ны Европейского Союза. Европейская комиссия около десяти лет назад впервые предста-
вила комплексный план перехода к экономике замкнутого цикла, именно по этой причине
крайне важно учитывать зарубежный опыт перехода предприятий к моделям CE.

Кроме того, инициативы по продвижению CE также реализуются на федеральном
уровне в Китае, в Южной Корее через «Стратегию зелёного развития», и в Японии в
рамках концепции «Общество правильного материального цикла» [9–11].

Принципы внедрения CE в производство предприятий России, учитывают, проециру-
ют и адаптируют зарубежные сценарии моделей CE. Они ориентированы на трансфор-
мацию производственных процессов с акцентом на экологическое и экономичное исполь-
зование ресурсов.

Одним из основополагающих принципов становится формирование замкнутых произ-
водственных циклов, в рамках которых сырьё и ресурсы остаются в обращении: по за-
вершении одного цикла они трансформируются в материалы или компоненты для новых
товаров и услуг, исключая образование отходов.

Особую роль играет межотраслевое взаимодействие, направленное на переработку и
использование производственных отходов в качестве полезной продукции. Так, материа-
лы, которые не могут быть повторно использованы в рамках одного предприятия, переда-
ются другим промышленным объектам для включения в их производственные процессы
[12–15].

Обзор современных работ в области изучения особенностей экономики замкнутого
цикла показывает растущий интерес исследователей и специалистов в области производ-
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ства. Однако эти исследования в основном носят методологический характер или описы-
вают конкретные технологические решения.

Развитие экономико-математических методов и построение с их помощью моделей,
описывающие деятельность предприятий в условиях перехода к экономике замкнутого
цикла, представлены пока недостаточно широко. Результаты такого моделирования могут
позволить анализировать деятельность предприятия и прогнозировать количественные
оценки его экономических показателей.

Целью данной работы является разработка новой экономико-математической модели
перехода производственного предприятия к экономике замкнутого цикла.

Научная новизна и особенность этой модели состоит в том, что в ней учтены особенно-
сти изменений экономических показателей предприятия, сопровождающие его обычного
производства в безотходное производство.

1. Постановка задачи

Пусть динамика выпуска продукции предприятия обеспечивается произвольным чис-
лом производственных факторов

(
Q1, Q2, . . . , Qn

)
, представляющие собой финансовые объ-

емы основного капитала, оборотного капитала, объемы трудовых ресурсов, материалы,
технологии и т.д.

Переменные величины этих объемовQi = Qi(t), предполагаются непрерывными, непре-
рывно-дифференцируемыми и ограниченными на интервале (0 6 t <∞) функциями вре-
мени t

Q0
i 6 Q(t) < Q∞i , (i = 1, 2, . . . , n) .

Здесь Q0
i – заданные начальные значения ресурсов Qi = Qi(t), Q∞i = lim

t→∞
Qi(t) – его

предельные значения, которые подлежат вычислению.
Поскольку любое производственное предприятие помимо выпуска полезной продук-

ции производит отходы производства, его деятельность целесообразно описывать двумя
производственными функциями.

Первая производственная функция, выражающая объем выпускаемой продукции пред-
приятия, задается мультипликативной производственной функцией Кобба—Дугласа

V = P ·
n∏
s=1

Qps
s , (1)

а вторая производственная функция, выражающая объем отходов предприятия задается
производственной функцией

W = R ·
n∏
s=1

Qrs
s . (2)

Здесь степенные показатели ps и rs производственных функций (1) и (2) представля-
ют собой эластичности выпуска продукции и отходов по соответствующим ресурсам Qs,
P – стоимость продукции произведенной на единичные объемы ресурсов, R – стоимость
произведенных отходов на единичные объемы ресурсов.

Если предприятие в результате принятия дополнительных мер при помощи специаль-
ных инновационных технологий преобразует часть отходов производства в выпуск допол-
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нительной продукции, то его производственная функция принимает вид

U = V + S ·W = P ·
n∏
s=1

Qps
s + S ·R ·

n∏
s=1

Qrs
s . (3)

Здесь S – безразмерный коэффициент (доля переработанных отходов в выпуск до-
полнительной продукции). В общем случае этот коэффициент удовлетворяет неравенству
0 6 S 6 SM , где SM – максимальная доля перерабатываемой продукции. При SM = 1
предприятие полностью перерабатывает свои отходы в полезную продукцию.

Следует отметить, что безразмерный коэффициент S в общем случае зависит от вре-
мени, задается руководством предприятия и является управляющим элементов.

Оставшаяся часть непереработанных отходов
(
1−S

)
·W включается в издержки пред-

приятия, которые вместе с пропорциональными и постоянными издержками принимают
вид

TC =
n∑
s=1

Hs ·Qs + TFC +
(
1− S

)
·R ·

n∏
s=1

Qrs
s . (4)

Здесь Hs – стоимости затрат на единичные объемы ресурсов, соответственно, TFC –
постоянные затраты предприятия.

Прибыль рассматриваемого предприятия, представляющая разность между выпуском
продукции и издержками задается формулой

PR = U − TC = P ·
n∏
s=1

Qps
s + S ·R ·

n∏
s=1

Qrs
s −

−
n∑
s=1

Hs ·Qs −
(
1− S

)
·R ·

n∏
s=1

Qrs
s − TFC.

(5)

В качестве безразмерного показателя трансформации предприятия S ограничимся
логистической функцией

S(t) = SM ·
exp

(
2 · t− tS

σS

)
exp

(
2 · t− tS

σS

)
+ 1

. (6)

Здесь tS и σS – центр и радиус временного интервала
(
tS − σS, tS + σS

)
, на котором

происходит процесс переработки отходов в полезную продукцию.

На рис. 1 показаны варианты кривых логистической функции (6) для различных уров-
ней максимальных долей перерабатываемой продукции SM .

2. Уравнения динамики выпуска продукции и переработки отходов для мно-
гофакторного предприятия

Приращения объемов ресурсов Qi(t) на некотором малом отрезке времени
[
t, t + ∆t

]
имеет вид

∆Qi = Qi(t+ ∆t)−Qi(t), (i = 1, 2, . . . , n) .
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Рис. 1: Варианты кривых логистической функции
(6) для различных уровней максимальных долей
перерабатываемой продукции SM . Цифры у кри-
вых – значения параметра SM .

Fig. 1: Variants of the logistic function curves (6)
for different levels of maximum shares of processed
products SM . The numbers near the curves are the
values of the SM parameter.

Каждое такое приращение может быть представлено в виде двух слагаемых

∆Qi = ∆QA
i + ∆QI

i . (7)

Здесь ∆QA
i – частичные амортизации объемов факторов производства Qi(t) за время

∆t; ∆QI
i – частичные восстановления объемов факторов производства Qi(t) счет внутрен-

них инвестиций за время ∆t.
Приращения частичных амортизаций объемов ∆QA

i за время ∆t имеют вид

∆QA
i (t) = −Ai ·Qi(t) ·∆t, (8)

Приращения частичных восстановлений объемов ∆QI
i за время ∆t можно записать в

виде
∆QI

i (t) = Ii(t) ·∆t, (9)

Здесь Ai – коэффициенты амортизации (доли выбывших за единицу времени объемов
факторов производства Qi(t)); Ii(t) – инвестиции, восстанавливающие объемы ресурсов
Qi(t)

Ii(t) = Bi · V (t),

или, с учетом формулы (3) для производственной функции

Ii(t) = Bi ·
(
P ·

n∏
s=1

Qs(t)
ps + S(t) ·R ·

n∏
s=1

Qs(t)
rs

)
, (10)

Здесь Bi – нормы накопления внутренних инвестиций для факторов производства
Qi(t).

Подстановка формул (8)–(10) в уравнения (7) дает

∆Qi(t) =

(
−Ai ·Qi(t) +Bi ·

(
P ·

n∏
s=1

Qs(t)
ps + S(t) ·R ·

n∏
s=1

Qs(t)
rs

))
·∆t. (11)
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Предельный переход в соотношениях (11) при условии ∆t → 0, приводит к системе
дифференциальных уравнений

dQi(t)

dt
= −Ai ·Qi(t) +Bi ·

(
P ·

n∏
s=1

Qs(t)
ps + S(t) ·R ·

n∏
s=1

Qs(t)
rs

)
. (12)

Начальные условия для системы уравнений (12) имеют вид

Qi

∣∣∣∣
t=0

= Qi(0) = Q0
i . (13)

Система дифференциальных уравнений (12) показывает, что рассматриваемое произ-
водственное предприятие будет иметь поступательное развитие, до тех пор пока объемы
внутренних инвестиций в бизнес-процессы будет численно превосходить объемы амортиза-
ционных отчислений. Очевидно, что при этом производные функций этих объемов будут
принимать положительные значения. Если численные значения объемов внутренних ин-
вестиций и объемов амортизационных отчислений сравняются, то производные функций
этих объемов будут обращаться в нуль, и процесс развития предприятия выйдет на свою
предельную мощность. Предельные значения факторов производства Q∞i удовлетворяют
системе уравнений

Ai ·Q∞i = Bi ·
(
P ·

n∏
s=1

(Q∞s )ps + SM ·R ·
n∏
s=1

(Q∞s )rs
)
. (14)

3. Уравнения динамики выпуска продукции и переработки отходов для од-
нофакторного предприятия

Пусть выпуск продукции предприятия обеспечивается одним производственным фак-
тором Q(t) = Q1(t), который интегрирует в себе объемы факторов производства, склады-
вающихся из основного капитала, производственных фондов, привлекаемых в производ-
ство трудовых ресурсов, используемых в производстве материалов, применяемых техно-
логий, различного рода инноваций и т.д.

Тогда формула (3) для производственной функции принимает вид

U(t) = V (t) + S(t) ·W (t) = P ·Q(t)p + S(t) ·R ·Q(t)r. (15)

Выражение для общих издержек (4) записывается в виде

TC(t) = H ·Q(t) + TFC +
(
1− S(t)

)
·R ·Q(t)r. (16)

Формула для функции прибыли (5) принимает вид

PR(t) = P ·Q(t)p + S(t) ·R ·Q(t)r −H ·Q(t)− TFC −
(
1− S(t)

)
·R ·Q(t)r. (17)
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Система уравнений баланса (12) и начальные условия (13) принимают вид
dQ(t)

dt
= −A ·Q(t) +B ·

(
P ·Q(t)p + S(t) ·R ·Q(t)r

)
,

Q

∣∣∣∣
t=0

= Q(0) = Q0.

(18)

На рис. 2 представлены три варианта кривых роста объемов фактора производства
Q(t), построенных по результатам численного решения задачи Коши (18). В первом ва-
рианте переработка отходов не производится

(
S(t) ≡ 0

)
, во втором варианте переработка

отходов производится самого начала производственного процесса
(
S(t) ≡ SM

)
, в третьем

варианте переработка отходов производится на временном интервале
(
tS − σS, tS + σS

)
с

центром в точке tS и радиусом σS.

Рис. 2: Варианты кривых роста объемов факто-
ра производства Q(t), построенных по результатам
численного решения задачи Коши (18). Штрихо-
вая линия соответствует первому варианту, штрих-
пунктирная линия соответствует второму вариан-
ту, сплошная линия соответствует третьему вари-
анту.

Fig. 2: Variants of growth curves of the production
factor volumes Q(t), constructed based on the results
of the numerical solution of the Cauchy problem (18).
The dashed line corresponds to the first variant, the
dashed-dotted line corresponds to the second variant,
the solid line corresponds to the third variant.

На рис. 3 представлены три варианта кривых роста объемов издержек TC(t), постро-
енных по результатам численного решения задачи Коши (18) и формулы (16). В первом ва-
рианте переработка отходов не производится

(
S(t) ≡ 0

)
, во втором варианте переработка

отходов производится самого начала производственного процесса
(
S(t) ≡ SM

)
, в третьем

варианте переработка отходов производится на временном интервале
(
tS − σS, tS + σS

)
с

центром в точке tS и радиусом σS.

На рис. 4 представлены три варианта кривых роста объемов выпуска продукции U(t),
построенных по результатам численного решения задачи Коши (18) и формулы (15). В
первом варианте переработка отходов не производится

(
S(t) ≡ 0

)
, во втором варианте

переработка отходов производится самого начала производственного процесса
(
S(t) ≡

SM
)
, в третьем варианте переработка отходов производится на временном интервале

(
tS−

σS, tS + σS
)
с центром в точке tS и радиусом σS.
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Рис. 3: Варианты кривых роста объемов издержек
TC(t), построенных по результатам численного ре-
шения задачи Коши (18) и формулы (16). Штрихо-
вая линия соответствует первому варианту, штрих-
пунктирная линия соответствует второму вариан-
ту, сплошная линия соответствует третьему вари-
анту.

Fig. 3: Variants of growth curves of cost volumes
TC(t), constructed based on the results of the
numerical solution of the Cauchy problem (18) and
formula (16). The dashed line corresponds to the first
variant, the dashed-dotted line corresponds to the
second variant, the solid line corresponds to the third
variant.

Рис. 4: Варианты кривых роста объемов выпус-
ка продукции U(t), построенных по результатам
численного решения задачи Коши (18) и форму-
лы (15). Штриховая линия соответствует первому
варианту, штрих-пунктирная линия соответствует
второму варианту, сплошная линия соответствует
третьему варианту.

Fig. 4: Variants of output growth curves U(t),
constructed based on the results of the numerical
solution of the Cauchy problem (18) and formula (15).
The dashed line corresponds to the first variant, the
dashed-dotted line corresponds to the second variant,
the solid line corresponds to the third variant.

На рис. 5 представлены три варианта кривых роста объемов прибыли предприятия
PR(t), построенных по результатам численного решения задачи Коши (18) и формулы
(17). В первом варианте переработка отходов не производится

(
S(t) ≡ 0

)
, во втором

варианте переработка отходов производится самого начала производственного процесса(
S(t) ≡ SM

)
, в третьем варианте переработка отходов производится на временном интер-

вале
(
tS − σS, tS + σS

)
с центром в точке tS и радиусом σS.

На рис. 6 представлена поверхность объемов прибыли предприятия PR(Q, t), постро-
енная по формуле (17), и пространственная кривая роста объемов прибыли предприятия

S = S(t),

Q = Q(t),

PR = PR(t),

(19)
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Рис. 5: Варианты кривых роста объемов прибыли
предприятия PR(t), построенных по результатам
численного решения задачи Коши (18) и форму-
лы (17). Штриховая линия соответствует первому
варианту, штрих-пунктирная линия соответствует
второму варианту, сплошная линия соответствует
третьему варианту.

Fig. 5: Variants of curves of growth of enterprise
profit volumes PR(t), constructed according to the
results of numerical solution of the Cauchy problem
(18) and formula (17). The dashed line corresponds to
the first variant, the dashed-dotted line corresponds
to the second variant, the solid line corresponds to the
third variant.

построенная по результатам численного решения задачи Коши (18) и формулы (17).

Рис. 6: Поверхность объемов прибыли предпри-
ятия PR(Q, t), построенная по формуле (17) и
пространственная кривая роста объемов прибыли
предприятия (19).

Fig. 6: The surface of enterprise profit volumes
PR(Q, t), constructed using the formula (17) and the
spatial curve of growth of enterprise profit volumes
(19).

Заключение
1. Разработана новая математическая модель предприятия, производственная дея-

тельность которого обеспечивается производственной функцией выпуска продук-
ции и производственной функцией производства отходов.

2. Построена система дифференциальных уравнений, описывающая процесс преобра-
зования части отходов предприятия в полезную продукцию.
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3. Подробно исследован вариант однофакторной модели предприятия, перерабатыва-
ющего отходы производственной деятельности.

4. Рассмотрены особенности изменений экономических показателей предприятия, со-
провождающие его обычного производства в безотходное производство.

Конкурирующие интересы: Конкурирующих интересов нет.
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Abstract

The published article proposes a mathematical model of the dynamics of the devel-
opment of a multifactor enterprise, taking into account the processing of its production
waste into useful products. The production activity of such an enterprise is described by
two production functions, one of which transforms resources into the enterprise’s prod-
ucts, and the other transforms resources into waste. The process of transition at a certain
time interval of the enterprise to a waste-free circular economy is described using a spe-
cial dimensionless logistic function. A system of differential equations is constructed that
describes the process of converting part of the enterprise’s waste into useful products. A
version of a single-factor model of an enterprise processing production waste is studied in
detail. The features of changes in the economic indicators of the enterprise accompanying
its normal production into waste-free production are considered.
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