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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СТРУИ РАЗРЕЖЕННОГО ГАЗА, 
ИСТЕКАЮЩЕГО ИЗ ИОННО-ОПТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

ИОННОГО ДВИГАТЕЛЯ
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Омский государственный технический университет,
Россия, 644050, г. Омск, пр. Мира, 11

Рассматривается струя ионизированного разреженного газа, выходящая из ионно-оптической 
системы прототипа резонаторного ВЧ-ионного двигателя в окружающее пространство с низким 
фоновым давлением. После ряда предположений истекающая струя в первом приближении 
заменена на нейтральный разреженный газ, что позволяет охарактеризовать течение, удовлет-
воряющее гипотезе сплошности потока. Уравнения, описывающие движение сплошной среды, 
решаются численно с помощью метода Бубнова–Галеркина, применяющегося в динамике раз-
реженного газа. Учтен нестационарный перенос тепла за счет взаимодействия газового потока  
с локальной областью тепловыделения в зазоре между сеточными элементами ионно-оптиче-
ской системы. Механизм тепловыделения описывается уравнением теплопроводности, которое 
решается совместно с уравнениями газовой динамики. Полученные результаты расчетов приво-
дятся в сравнении с экспериментальными данными. С помощью проведенного моделирования 
удалось получить пространственную структуру потока нейтрального разреженного газа в ци-
линдрических каналах и микроканалах двигателя. Благодаря сравнению полученной простран-
ственной структуры с реальной термовизуализационной картиной струи можно оценить вклад 
резонаторного ускорения в общую энергию струи.

Ключевые слова: численное моделирование, разреженный газ, осесимметричное течение, тепло-
выделение, струя, термограмма, структура потока.

Введение

Создание математических моделей и способов 
их моделирования для исследования процессов, 
протекающих в микродвигателях космических ап-
паратов, объясняется практической важностью ре-
шения широкого круга задач, связанных с совре-
менным этапом развития освоения космоса [1–3]. 

Важной особенностью объекта исследования яв-
ляется прототип микродвигателя, принцип работы 
которого основан на ускорении заряженных частиц 
в ёмкостном зазоре тороидального резонатора при 
условии наличия в его объёме источника электро-
магнитного излучения [4]. Источник ВЧ/СВЧ-
колебаний, заодно и источник плазмы, выполнен  
на основе твердотельных СВЧ-элементов. Рабочее 
тело представляет собой смесь плазмы и нейтраль-
ного газа, истекающего из ограниченного объёма 
в пространство с пониженным фоновым давлени-
ем (<100 Па). Полученные авторами ранее экспе-
риментальные исследования [4, 5] послужили осно-
вой к проведению текущих исследований в части 
возможности оценки энергетического вклада ре-
зонаторного ускорения в общую энергию ионизи-
рованной струи по тепловому следу при малых на-
пряжениях в ИОС, а также отсутствии в открытой 
печати представления о линейных и поперечных 
размерах разреженной струи. Тем самым возник 
вопрос, а возможно ли с помощью теории газовой 
динамики разреженного газа описать процесс ис-
течения нейтрального газа в виде свободной струи 
с целью определения степени влияния теплового 
воздействия, геометрических параметров сеточ-

ных элементов ионно-оптической системы на тер-
могазодинамические и геометрические параметры  
струи?

За последние десятилетия разработаны различ-
ные математические модели СВЧ-плазмы, исте-
кающей в область пониженного давления [6–10], 
однако данные модели имеют ограниченный диапа-
зон входных параметров (рабочее тело, массовый 
расход, объемная мощность тепловыделения и т.д.), 
и не рассматривают газодинамику потока плазмы. 
Таким образом, для эффективного проектирования 
ионно-плазменных микродвигателей космических 
аппаратов и сокращения затрат на проведение до-
рогостоящих и трудоемких экспериментов является 
актуальным разработка математической модели для 
моделирования струи разреженного газа, истекаю-
щего из ионно-оптической системы (ИОС) ионного 
двигателя в пространство с пониженным фоновым 
давлением.

Постановка задачи

Согласно анализу литературы [11–18], модели-
рование процесса газодинамики в каналах с раз-
личной конфигурацией поперечного сечения яв-
ляется одной из наиболее значимых в прикладном 
аспекте областей динамики разреженного газа [19]. 
Как известно, динамика разреженного газа являет-
ся разделом аэродинамики, целью которой являет-
ся исследование процессов с учетом молекулярной 
структуры газа. Область исследований динамики 
разреженного газа охватывает процессы, протека-
ющие в газах очень малой плотности (например, 
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движение летательных аппаратов на больших вы-
сотах) или процессы, в которых длина свободного 
пробега молекул соизмерима с характерными сече-
ниями самого потока (ударные волны).

Активное применение численных методов по-
зволяет моделировать течения в широком диапа-
зоне чисел Кнудсена — от переходных режимов  
до течений со скольжением потока [20–22]. Одна-
ко необходимо отметить, что в области переходного 
течения использование уравнений Навье–Стокса  
неприменимо [23], так как нужно учитывать стати-
стическое распределение частиц в среде, описыва-
емое кинетическими уравнениями Больцмана [20, 
24, 25].

В работе [26] проведен анализ и оценка харак-
терных масштабов элементарных процессов в ВЧ-
плазме пониженного давления. Согласно получен-
ным данным, ВЧ-плазма в диапазоне пониженного 
давления (13,3–133 Па) и течения ламинарного по-
тока (2  Re  700) имеет следующие особенности: 
степень термической неравновесности 10    100; 
число Кнудсена для нейтрального газа 0,008  Kn 
 0,07; для ионного газа 5 ∙10–4  Kn  5 ∙10–3; для 
электронного газа 0,001  Kn  0,1. Таким образом, 
течение электронного и нейтрального газов можно 
охарактеризовать течением между переходным ре-
жимом и режимом сплошной среды, а течение за-
ряженных частиц — режиму сплошной среды. Тем 
самым определяется цель данной работы: разработ-
ка математической модели, отвечающей гипотезе 
сплошности потока для моделирования газодина-
мики струи нейтрального разреженного газа, исте-
кающего в пространство с пониженным фоновым 
давлением. Достижение данной цели осуществимо 
при решении следующих задач:

1) определение конфигурации поперечного се-
чения канала и режима течения;

2) оценка распределения потенциала электро-
статического поля от сеточных элементов ионно-

оптической системы для определения величины те-
пловыделения;

3) описание процесса нестационарного перено-
са тепла при движении сплошной среды.

Теория

В ходе ранних исследований были созданы 
прототипы ионных двигателей: электростатиче-
ский ионный двигатель и двухзазорный СВЧ ион-
ный двигатель [4, 5]. У обоих двигателей имеется 
двухэлектродная ИОС с постоянной ускоряющей 
разностью потенциалов (рис. 1). Ускоряющая си-
стема представлена двумя сеточными элементами  
(поз. 12) — перфорированными электродами. На-
ружный диаметр составляет d = 50 мм, толщина —  
δ = 0,635 мм. Диаметр отверстий сетки экрана со-
ставляет 0,8 мм, а диаметр отверстий сетки уско-
рения — 0,5 мм. Количество отверстий в сетках —  
по 856 штук. 

По имеющимся данным сеточных элементов 
можно определить конфигурацию поперечного 
сечения каналов, в которых происходит течение 
разреженного газа. Согласно данным работ [27–
30], предложено разделять каналы в зависимости  
от значения гидравлического диаметра на обычные 
Dh

  3 ∙10–3 м; мини-каналы 2 ∙10–4  D
h
  3 ∙10–3 м  

и микроканалы 10–5  D
h
  2 ∙10–4 м. Следовательно, 

рассматриваемые области течения газа в экрани-
рованной полости электродов (поз. 12) будет соот-
ветствовать обычному каналу, а область в межэлек-
тродном зазоре — микроканалу.

Модель сплошной среды для разреженного газа 
позволяет использовать уравнения Навье–Стокса 
для описания поведения газа при относительно низ-
ких давлениях. Однако необходимо отметить, что 
модель сплошной среды имеет свои ограничения  
и может быть некорректна в условиях очень высо-
кой разреженности газа, когда число Kn < 0,1. 

Для рассматриваемой конструкции ИОС и кон-
фигурации поперечного сечения канала опреде-
ление режима течения осуществляется по оценке 
величины критериальных чисел Рейнольдса и Кнуд-
сена. Так, для азота в диапазоне скоростей от 1  
до 85 м/с и рассматриваемых конфигураций каналов 
число Рейнольдса лежит в диапазоне для обычного 
канала 1 < R < 300 и микроканала — 4 < Re < 450, что 
характеризует ламинарный режим течения. 

Для диапазона давлений газа от 10 до 100 Па  
в рассматриваемой области течения число Кнудсе-
на составляет 0,0014  Kn  0,013, что позволяет рас-
смотреть применение модели сплошной среды для 
данной задачи с приемлемой точностью.

Решение задачи о распределении потенциала 
электростатического поля является краевой за-
дачей, имеющей соответствующее решение при 
заданных граничных условиях. Так, потенциал 
электростатического поля E = –gradφ описывает-
ся общеизвестным уравнением Пуассона, которое 
для плоскопараллельной задачи является линейным 
дифференциальным уравнением в частных произ-
водных второго порядка и имеет вид [31]:

 .                      (1)

При рассмотрении расчетной области ИОС при-
нимается двумерная осесимметричная область, ко-
торая представляет собой половину от наружного 
диаметра сеточных элементов (рис. 2).

Рис. 1. Модель микродвигателя с СВЧ-ускорителем рабочего 
тела: 1 — внешний цилиндрический резонатор; 
2 — внутренний цилиндрический резонатор;

3 — полость плазмогенератора; 4 — электроды емкостного 
ВЧ-разряда; 5 — пролетная полость; 6 — сеточный элемент 
тороидального резонатора; 7 — корпус с анодом; 8 — анод; 

9 — штуцер подвода газа; 10 — корпусной элемент; 
11 — защитная сетка; 

12 — сеточные элементы ионно-оптической системы
Fig. 1. The model of the microthruster with a microwave 

accelerator working substance:
1 — external cylindrical resonator; 2 — internal cylindrical 
resonator; 3 — plasma generator cavity; 4 — capacitive RF 

discharge electrodes; 5 — flight cavity; 6 — toroidal resonator 
grid element; 7 — housing with anode; 8 — anode; 

9 — gas supply nipple; 10 — housing element; 11 — protective 
grid; 12 — grid elements of the ion-optical system
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Для решения уравнения (1) дополнительно вве-
дем краевые условия согласно расчетной области 
(рис. 2):

— на верхних и боковых границах расчетной 
области, удаленных на достаточном расстоянии от 
сеточных элементов, принято условие Неймана:

                                    ;

— на нижней границе расчетной области, явля-
ющейся осью симметрии сеточных элементов ИОС, 
принято условие Дирихле:

                                     ;

— на поверхностях каждой пары сеточных 
электродов принято условие Дирихле, соответ-
ственно, на экранной сетке потенциал φ

s
 и на сетке 

ускорителя φ
a
.

Таким образом, потенциал φ удовлетворя-
ет уравнению Лапласа в расчетной области 

0
2

2

2

2









yx
 

0  

0


y

 

   vcvc dylx ,0,,0   

    02,0и,0  dydx hf  

  0,0 




y

lx vc  

  sagag ddx  δ,  

  agcgc ddx  δ,  

  ,
2

1
dFDEqv    

   

   
 

;

;

;

;

;

RTp

qT
y

u

x

u

y

U
u

x

U
u

t

U

y

u

yx

u

xyy

u
u

x

u
u

t

u
y

u

yx

u

xxy

u
u

x

u
u

t

u
ty

u

x

u

v
yx

yx

yyy
y

x
x

y

xxy
y

x
x

x

yx

ρ

λ
ρρ

ρ

μμρρ

μμρρ

ρρρ


































































































































































 

,,
n

T

n

T
TT w

ww







 λλ  

a

q
T v
2

 

μσ
μ




 

2

5106693,2
TM
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где l
vc
, d

vc
 — длина и диаметр вакуумной камеры 

соответственно.
Плотность энергии электрического поля опреде-

ляется уравнением:

 
     (2)

где D — вектор электрического смещения:

D = E ∙ ,                          (3)

 — коэффициент диэлектрической проницаемости.
Предполагается, что основным механизмом те-

пловыделения является область в зазоре между 
сеточными элементами ИОС; напряженность элек-
трического поля и плотность тепловой энергии,  
в текущей системе координат (рис. 2) совпадает  
с полем и энергией в системе координат, представ-
ленной на рис. 1. Плотность тепловой энергии (2) 
обусловлена только величиной разности потенциа-
лов электростатического поля и не зависит от га-
зодинамических параметров рассматриваемого те-
чения тем самым рассматривается фиксированная 
область энерговыделения.

При указанных выше допущениях решение за-
дачи о динамике газа с учетом нестационарного 
переноса тепла будет использоваться следующая 
система уравнений, включающая в себя уравнение 
движения Навье–Стокса [32]:

    (4)

где u
x
, u

y
 — проекции скорости по осям x и y;

 — плотность;
p — давление; 
 — коэффициент динамической вязкости;
U — внутренняя энергия;
T — температура;
 — коэффициент теплопроводности. 
Система уравнений (4) определяет поля ско-

рости, температуры и давления с учетом конвек-
тивного движения разреженного газа. Граничные 
условия, позволяющие решить данную систему, 
являются следующими: на границе соприкоснове-
ния сплошной среды с твердой стенкой — величина 
проекций скорости равна нулю:

u
x
, u

y
 = 0, 

а температура и нормальная составляющая тепло-
вого потока являются непрерывными функциями:

     (5)

где индекс w — обозначает параметры, отнесенные 
к твердой стенке.

0
2

2

2

2









yx
 

0  

0


y

 

   vcvc dylx ,0,,0   

    02,0и,0  dydx hf  

  0,0 




y

lx vc  

  sagag ddx  δ,  

  agcgc ddx  δ,  

  ,
2

1
dFDEqv    

   

   
 

;

;

;

;

;

RTp

qT
y

u

x

u

y

U
u

x

U
u

t

U

y

u

yx

u

xyy

u
u

x

u
u

t

u
y

u

yx

u

xxy

u
u

x

u
u

t

u
ty

u

x

u

v
yx

yx

yyy
y

x
x

y

xxy
y

x
x

x

yx

ρ

λ
ρρ

ρ

μμρρ

μμρρ

ρρρ


































































































































































 

,,
n

T

n

T
TT w

ww







 λλ  

a

q
T v
2

 

μσ
μ




 

2

5106693,2
TM

 

Рис. 2. Расчётная область ионно-оптической системы
Fig. 2. Computational domain of the ion-optical system
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На входе в расчетную модель задаются следу-
ющие параметры: осевая скорость u

x
 и темпера-

тура T
0
 невозмущенного газового потока, мощ-

ность объемного энерговыделения q
v
, рассчитанная  

по уравнению (2) и дополняющая систему уравнений  
(4), — уравнение теплопроводности в виде:

 .                         (6)

При расчете течений необходимо учитывать 
эффекты вязкостных сил, действующих от непод-
вижной стенки на перемещающуюся сплошную 
среду. Рассматривая течение разреженного газа, 
принимается во внимание тот факт, что вязкость 
разреженных газов не зависит от давления и имеет 
степенную зависимость от температуры. Для чего 
вводится в расчет зависимость коэффициента дина-
мической вязкости разреженного газа от темпера-
туры, используя уравнение Чэпмена–Энскога [33]:

 ,                (7)

где M — молярная масса газа;
 — интеграл столкновений, определяемый  

с помощью потенциала Штокмайера;
 — диаметр эффективного поперечного сече-

ния соударения молекул.

Результаты расчетов

Расчетная область моделирования представляла 
собой пространство, ограниченное стенками ваку-
умной камеры и сеточными элементами ИОС. По-
строение области моделирования осуществлялось 
посредством задания линейных координат расчет-
ной области. 

Для решения уравнения (1) используется пяти-
точечная разностная схема для эллиптических урав-
нений на сетке с одинаковым шагом по осям x и y 
в виде [34]:

                                                       ,

где i, j — координаты узлов сетки по осям x и y;
h, l — шаг узлов по соответствующим осям  

x и y.
Для отыскания решения данной системы урав-

нений (4–6) использовались прямые методы мате-
матической физики, в частности, систему уравне-
ний (4), описывающую газодинамику газа, решают 
с помощью метода Бубнова–Галеркина [20, 25],  
а уравнение (6) аппроксимируют с помощью явно-
неявной разностной схемы [34]. Причем уравнение 
(6) будет решаться прежде, чем система (4), т.к. ве-
личины коэффициент вязкости и температура явно 
входят в систему (4).

Коэффициенты разложения определяются  
из интегральных условий, выражающих ортого-
нальность невязки к каждой базисной функции. 
Таким образом, задача сводилась к решению систе-
мы алгебраических уравнений для коэффициентов 
разложения.

Общий вид расчетной сетки для численного 
моделирования расчетной области представлен  

на рис. 3. Общее количество элементов расчетной 
области изменялось от 300 тыс. до 500 тыс. ячеек.

Исходные значения величины потенциала  
на сеточных элементах были приняты равными 
600 В. Результаты расчетов представлены конту-
рами распределения потенциала (рис. 4а), напря-
женности (рис. 4б) и плотности энергии (рис. 4в) 
электростатического поля. Согласно полученным 
результатам, вектор напряженности поля направ-
лен перпендикулярно эквипотенциальным поверх-
ностям, что свидетельствует о верной постановке 
задачи и ее решении.

Моделирование газодинамики струи нейтраль-
ного разреженного газа осуществлялось при следу-
ющих граничных условиях:

— формирование горизонтальной составляю-
щей скорости, равной u

x
 =5 м/с со стороны левого 

торца расчетной области (рис. 2); 
— установление условия открытого (выходного) 

канала [35] p = 0 со стороны правого торца рас-
четной области;

— установление условия прилипания потока  
V = 0 и непрерывности функции температуры  
и теплового потока (5) на граничных элементах рас-
четной области.

Решение системы уравнений (4) позволило по-
лучить результаты, представленные на рис. 5а.  
Из рис. 5a следует, что наиболее высокая темпера-
тура наблюдается вблизи сеточных элементов ИОС, 
по причине непосредственной близости локального 
источника тепловыделения. Более низкая темпера-
тура наблюдается в расчетной области и с течением 
времени (нестационарностью процесса истечения) 
не меняется.

Обсуждение результатов

В результате проведённых исследований были 
получены параметры струи ионизированного раз-
реженного газа, ускоренного ИОС прототипа, что 
дало представление о линейных и поперечных 
размерах струи. Сравнение результатов модели-
рования температурного поля (рис. 5а) с экспери-
ментальными результатами термограмм (рис. 5б) 
прототипа микродвигателя свидетельствуют о том, 
что поперечное распределение температуры в обо-
их случаях одинаково. Диаметральный размер  
в обоих случаях составляет ≈ 50 мм. Однако про-
дольное распределение температуры различно  
(рис. 6). Так, для математического моделирования 
установившееся значение температуры струи со-
ставляет 18 °С при линейном размере струи, рав-
ном ≈ 57 мм. В случае эксперимента установивше-
еся значение температуры составляет 18,3 °С при 
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Рис. 3. Конечно-элементная модель расчетной области
Fig. 3. Finite element model of the computational domain
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длине, равной 70 мм. Данное различие линейных 
размеров струй в продольном распределении сви-
детельствует о том, что кроме подвода энергии к 
газу в зазоре между сеточными элементами ионно-
оптической системы присутствует еще один источ-
ник энергии, который увеличивает скорость струи 
и, соответственно, глубину проникновения струи в 
фоновый газ. Данным источником может являться 
величина переменного ускоряющего напряжения, 
возникающего в тороидальном резонаторе. Поток 
ионизированного газа, взаимодействуя с перемен-

ным полем, получает приращение энергии, что в 
математической модели может быть представлено 
как подвод дополнительной тепловой энергии к 
газу. В представленном математическом моделиро-
вании данный момент исключен, т.к. рассматрива-
ется только работа ионно-оптической системы.

Дополнительное увеличение скорости ионизи-
рованного потока может быть обусловлено появле-
нием многозарядных ионов при последовательном 
пересечении ускоряющих зазоров (зазор перемен-
ного напряжения и зазор постоянного напряжения 

                         б)                                                              в)
Рис. 4. Изолинии электростатического потенциала (а), поле напряженности (б) 
и плотности энергии (в) электрического поля между сеточными элементами

 ионно-оптической системы
Fig. 4. Isolines of electrostatic potential (a), field strength (б) and energy density (в)

 of the electric field between the grid elements of the ion-optical system

а)

                                     а)                                                                                      б)
Рис. 5. Температурное поле (а) и термограмма (б) струи нейтрального разреженного газа, истекающая 

из прототипа микродвигателя 
Fig. 5. Temperature field (a) and thermogram (б) of a jet of neutral rarefied gas flowing out of a prototype microthruster
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ИОС), рассмотренное авторами в ходе проведения 
экспериментальных исследований [4]. С большой 
долей вероятности имеют место оба процесса: ре-
зонаторное ускорение и повышение заряда ионов.

Разработанная численная модель позволяет ис-
следовать пространственную структуру потока сме-
си плазмы и нейтрального газа в цилиндрических 
каналах и микроканалах в зависимости от скоро-
сти потока и плотности тепловой энергии. Модель 
позволяет учитывать влияние как конструктивных 
особенностей расположения конструктивных пара-
метров сеточных элементов ионно-оптической си-
стемы, а также параметров течения нейтрального 
газа.

Выводы и заключение

Исходя из полученных результатов, можно сде-
лать вывод о том, что подход к исследованию таких 
течений с использованием численного моделирова-
ния является обоснованным. Струя нейтрального 
газа, протекающая через сеточные элементы ион-
но-оптической системы, имеет достаточно сложный 
пространственный характер вследствие неравно-
мерности распределения параметров в продольном 
и поперечном направлениях. Дальнейшим этапом 
исследования является доработка математической 
модели с целью учета различных факторов и сокра-
щения числа принятых допущений.

Современные средства численного моделирова-
ния позволяют проводить различные анализы, ис-
следовать процессы с учетом различных факторов, 
что обеспечивает частичную замену натурных ис-
пытаний вычислительным экспериментом. Послед-
ний можно использовать также на этапе проектиро-
вания конструкции микродвигателя космического 
аппарата для определения оптимальных конструк-
тивных параметров конструкции и течений. В ча-
сти лабораторного исследования новых образцов 
микродвигателей численный метод позволяет про-
извести отсечение известных воздействий от сум-
марного воздействия с целью определения уровня 
неизвестного изучаемого воздействия. При этом ре-
зультаты численного моделирования сравниваются 
с экспериментальными данными. В данной работе 
экспериментальная глубина проникновения струи 
прототипа ускорительного микродвигателя в фо-
новый газ сравнивается с моделированной глуби-
ной проникновения одной из ускоряющих систем 

прототипа ИОС. Параметры ИОС (напряжение, 
ток) легко определяются приборными средствами 
в процессе эксперимента, что нельзя сказать о па-
раметрах переменного напряжения в ускоряющем 
зазоре тороидального резонатора. Соответственно, 
численное моделирование позволяет оценить вклад 
переменного напряжения в энергию ионизирован-
ного потока.
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NUMERICAL SIMULATION OF A RAREFIED GAS JET EMANATING 
FROM AN ION-OPTICAL SYSTEM OF THE MICROTHRUSTER 

K. I. Zharikov, I. S. Vavilov

Omsk State Technical University,
Russia, Omsk, Mira Ave., 11, 644050

A jet of ionized rarefied gas escaping from an ion-optical system of a prototype resonator RF-ion 
thruster into the surrounding space with low background pressure is considered. After a number of 
assumptions, the escaping jet is replaced in the first approximation by a neutral rarefied gas, which 
allows us to characterize the flow satisfying the hypothesis of flow continuity. The equations describing 
the motion of a continuous medium are solved numerically using the Bubnov–Galerkin method, which is 
used in rarefied gas dynamics. Non-stationary heat transfer is taken into account due to the interaction  
of the gas flow with a local heat release region in the gap between the grid elements of the ion-
optical system. The heat release mechanism is described by the heat conduction equation, which is 
solved together with the gas dynamics equations. The obtained calculation results are compared with 
the experimental data. The conducted modeling made it possible to obtain the spatial structure of 
the neutral rarefied gas flow in the cylindrical channels and microchannels of the microthruster. By 
comparing the obtained spatial structure with the real thermal imaging picture of the jet, it is possible to 
estimate the contribution of the resonator acceleration to the total energy of the jet. 

Keywords: numerical simulation, rarefied gas, axisymmetric flow, heat release, jet, thermogram, flow 
structure.
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