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ВВЕДЕНИЕ

Приливные числа Лява, полученные из дан-
ных наблюдений, накладывают ограничения 
на модели внутреннего строения планет и спут-
ников Солнечной системы (см., например, 
[1– 5]). Для того чтобы правильно вычислить эти 
числа теоретически, необходимо учесть вязко- 
упругость планеты, используя какую-либо рео-
логическую модель.

Реология характеризует вязкоупругость твер-
дого тела и зависит от состава, температуры 
и скорости деформации. Пластичность у мине-
ралов обычно наблюдается при высоких темпе-
ратурах, когда вязкость уменьшается на поряд-
ки, а вместе с ней уменьшается и добротность 
материала. Аналогичный эффект имеют медлен-
ные деформации: чем больше период, тем замет-
нее проявляются текучесть и неупругость [5– 9]. 
Ярким примером такого свойства является 

гляциоизостация на Земле (опускание и подня-
тие коры при появлении или снятии ледниковой 
нагрузки) – за десятки тысяч лет воздействия 
даже самые твердые горные породы текут.

Так как затухание механических колебаний 
определяется в основном сдвиговыми процесса-
ми, реологические модели задают законы преоб-
разования упругого модуля сдвига в вязкоупру-
гий при учете вязкости материала и конечности 
периода внешнего воздействия. Модуль сдвига 
становится комплексной величиной. Его мнимая 
часть увеличивается вместе с периодом, а абсо-
лютная величина уменьшается. В случае очень 
быстрого воздействия (как сейсмические волны) 
мнимая часть несущественна, добротность высо-
кая и комплексный модуль сдвига близок к сво-
ему упругому значению. Для процессов длитель-
ностью порядка суток или больше (как приливы) 
ситуация обратная и тело начинает себя ввести 
как вязкая жидкость. Конкретная зависимость 
модуля сдвига от вязкости и периода воздей-
ствия зависит от рассматриваемой реологиче-
ской модели [5–9].

Лабораторные эксперименты [6] показали, что 
реология Андраде хорошо описывает свойства 
оливина при высоких температурах, и именно 
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эта реология чаще всего используется при иссле-
довании планет и спутников. Однако модель Ан-
драде зависит от эмпирических параметров, кото-
рые точно не определены в условиях мантии Зем-
ли и других планет, где давление достигает сотни 
кбар, а температура составляет тысячи градусов. 
Из-за этого часто применяются их экстраполяци-
онные значения, полученные в лабораторных ус-
ловиях. Цель данной работы – определить харак-
терные значения параметров реологии Андраде 
в мантии Земли на основе наблюдений прилив-
ной деформации планеты, сопоставляя наблюда-
емые и теоретически рассчитанные значения чи-
сел Лява для полусуточного лунного прилива.

РЕОЛОГИЯ АНДРАДЕ

Реологическая модель Андраде имеет вид [7]
	 J J i iχ β χ α ηχα( ) = + ( ) ⋅ +( )− ( )− −

0
11Γ ,  	 (1)

где J  – комплексная податливость среды, χ – ча-
стота, J0 – упругая податливость среды, Γ – 
гамма-функция, η – вязкость, α и β – эмпириче-
ские параметры. Упругая податливость равна об-
ратному упругому модулю сдвига среды (J0 0

1= −µ ), 
а J χ( ) �аналогичным образом определяет ком-
плексный модуль сдвига: µ χ χ( ) ( )= −J 1.

В работе [7] предлагается заменить β следую-
щим образом

			   β τ α= −J A0 , �	 (2)
где величина τ A называется “время Андраде”.

Следуя [7], определим также “время Максвел-
ла” � �τ ηM J= 0 и обозначим отношение τ τA M/  как 
ζ. Используя эти обозначения, получим новое со-
отношение для реологии Андраде, которая теперь 
зависит от двух безразмерных параметров α и ζ:
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Таблица 1. Модельные предельные распределения вязкости в Земле (Па·с)

Модель 
вязкости Кора Верхняя 

мантия
Переходная 

зона
Нижняя 
мантия Внешнее ядро Внутреннее 

ядро
РНВ 1021 1019 1021 1022 0 1014

РВВ 1024 1021 1022 1023 0 1022

Таблица 2. Диапазон значений чисел Лява и сдвига фазы полусуточного лунного прилива М2, используемых 
как ограничения при определении вязкоупругих параметров моделей Земли

Параметры R k2{ } ε R h2{ } I h2{ } R l2{ } R k3{ }
Max 0.299 0.1° 0.605 –0.0040 0.084 0.089
Min 0.304 0.3° 0.620 –0.0005 0.089 0.097

Параметр α описывает частотную зависимость 
добротности среды � � �Q~χα  и, согласно экспери-
ментальным данным, обычно находится в преде-
лах от 0.15 до 0.4, но может заметно уменьшаться 
при наличии частичного плавления [10]. На осно-
ве различных наблюдений имеются оценки, что 
для Земли в целом параметр α находится в интер-
вале 0.1–0.3 (см., например, [11, 12]).

О параметре ζ известно очень мало. Экспери-
ментально показано, что для оливина выполня-
ется условие �β τ α≈ −J M0 , что в новой параметриза-
ции соответствует ζα ≈1. Однако, как отмечено 
в [7], это условие может не выполняться в пла-
нетных мантиях и ядрах. Несмотря на отсутствие 
обоснования, параметр ζ часто принимается 
тождественно равным единице в геофизических 
моделях планет и спутников. В этой работе мы 
проверяем эту гипотезу, используя широкие ди-
апазоны значений параметров α и ζ для моделей 
Земли (α ��∈[ ]0 04 0 51. , . , ζ �� �∈ 

−10 105 11, ).
Для применения реологии Андраде необходи-

мо также знать распределение вязкости в недрах 
Земли. На основе современных оценок (см., на-
пример, [13, 14]), нами приняты два распреде-
ления вязкости в качестве нижнего и верхнего 
пределов. Обозначим их как РНВ (распределе-
ние низкой вязкости) и РВВ (распределение вы-
сокой вязкости) (табл. 1).

ДАННЫЕ НАБЛЮДЕНИЙ И МЕТОД

Используя современные оценки чисел Лява 
Земли для лунного прилива M2 � (см., например, 
[15]), мы составили интервалы возможных зна-
чений шести величин: R R I R Rk h h l k2 2 2 2 3{ } { } { } { } { }, , , ,� � � � � � � � � �ε R R I R Rk h h l k2 2 2 2 3{ } { } { } { } { }, , , ,� � � � � � � � � �ε  R R I R Rk h h l k2 2 2 2 3{ } { } { } { } { }, , , ,� � � � � � � � � �ε  R R I R Rk h h l k2 2 2 2 3{ } { } { } { } { }, , , ,� � � � � � � � � �ε  

R R I R Rk h h l k2 2 2 2 3{ } { } { } { } { }, , , ,� � � � � � � � � �ε  и R R I R Rk h h l k2 2 2 2 3{ } { } { } { } { }, , , ,� � � � � � � � � �ε , где ε обозначает приливный 
сдвиг фазы, который равен arcsin I Rk k2 2{ } { }( )/  
(табл. 2). Эти величины используются ниже в ка-
честве ограничений для определения реологиче-
ских свойств мантии Земли.
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В качестве модели Земли (распределение 
плотности, давления и упругих модулей) исполь-
зуется модификация модели PREM без океана. 
Для упругой модели Земли получаем следую-
щие значения чисел Лява: k h l k2 2 2 30 2987 0 6049 0 08399 0 09203= = = =. , . , . , .� � � k h l k2 2 2 30 2987 0 6049 0 08399 0 09203= = = =. , . , . , .� � �

k h l k2 2 2 30 2987 0 6049 0 08399 0 09203= = = =. , . , . , .� � � k h l k2 2 2 30 2987 0 6049 0 08399 0 09203= = = =. , . , . , .� � � . Выбирая одно из двух 
распределений вязкости и пару значений α и ζ 
можно рассчитать профиль комплексного моду-
ля сдвига по формуле (3) и затем вычислить вяз-
коупругие числа Лява. Их значения сильно за-
висят от выбора значений вязкости η и от пара-
метров α и ζ.

В этой работе твердые слои Земли (кора, верх-
няя мантия, переходная зона, нижняя мантия 
и внутреннее ядро) описываются разными вяз-
костями (табл.  1), но используется приближе-
ние, где параметры Андраде α и ζ постоянны. 
Очевидно, что они должны зависеть от давления 
и от температуры (и тем самым меняться с глу-
биной), но точность моделей и измерений чисел 
Лява не позволяет определить характерные зна-
чения α и ζ для каждого слоя по отдельности. Мы 
оцениваем средние (по всей Земле) значения па-
раметров Андраде, которые успешно объясняют 
наблюдаемый приливный отклик планеты.

Важно знать вклад каждого слоя в общую не-
упругость планеты. С этой целью мы построили 
фиктивные тестовые реологические модели Зем-
ли, в которых поочередно только один из сло-
ев описывается реологией Андраде, а остальные 
считаются идеально упругими. Вклад данного 
слоя можно оценить из разницы полученных чи-
сел Лява по сравнению с их упругими значени-
ями. Изменение чисел Лява в моделях, где ниж-
няя мантия считается вязкоупругой, примерно 
в 10 раз больше, чем в моделях, где вязкоупруги-
ми приняты верхняя мантия или переходная зона. 
Вклад коры и внутреннего ядра еще на один или 
два порядка меньше в зависимости от использу-
емой вязкости. Это означает, что большая часть 
(>70%) общей неупругости Земли определяется 
нижней мантией, а оставшаяся доля в основном 
распределяется между верхней мантией и пере-
ходной зоной. Действительно, нижняя ман-
тия занимает 55% объема Земли, верхняя ман-
тия – примерно 17%, переходная зона – 10%, 
а кора и внутреннее ядро дают по 1%. Это означа-
ет, что полученные ниже оценки параметров α и ζ 
характерны для нижней мантии, так как основой 
вклад в числа Лява приносит именно этот слой. 
Вклад других слоев настолько мал, что даже если 
они обладают совершенно другими значениями 
α и ζ, их определение через приливные деформа-
ции невозможно при имеющейся точности.

РЕЗУЛЬТАТЫ

По нашим расчетам, в приближении ζ = 1 па-
раметр α должен быть в интервале от 0.19 до 0.33, 
чтобы одновременно удовлетворить всем шести 
условиям из табл. 2 хотя бы при одном из двух 
распределений вязкости. Этот интервал хорошо 
согласуется с оценкой работы [1], в которой так-
же использовалось это приближение.

Рассмотрим теперь общий случай, когда варьи-
руются одновременно оба параметра. Для этого 
рассчитаны числа Лява для 32200 пробных моделей 
Земли – двух вариантов распределения вязкости 
и 16100 комбинаций параметров α и ζ. На рис. 1 
выделяются черными пикселями области, в кото-
рых для моделей РВВ выполняется по отдельности 
каждое из шести используемых условий.

На рис. 2 оттенками серого цвета продемон-
стрировано количество выполненных условий 
при каждой комбинации α и ζ для обоих распре-
делений вязкости. Нас интересуют области, где 
все 6 условий выполняются одновременно. Обо-
значим эти области как PHB и �APBB. Эти зоны 
показаны на рис. 3, где также отдельным цветом 
выделено их пересечение. Наиболее вероятный 
интервал для α на основе геодезических наблю-
дений: 0.1 < α < 0.3. При таком условии мы полу-
чаем, что параметр ζ предпочтительно находится 
в интервале от 1 до 105.

Для каждого значения ζ в интервале [1–105] 
имеется набор значений α, при которых все 6 ус-
ловий (табл. 2) выполняются хотя бы для одного 
распределения вязкости: α ζ α ζmin max( ) ( ) , � � . 
Функции α ζmin ( ) и α ζmax ( ) хорошо аппроксими-
руются параболами, изображенными черными 
линиями на рис. 3. Мы считаем, что именно об-
ласть, заключенная между этими двумя парабо-
лами, наиболее подходит для описания реологии 
мантии Земли. Обозначим ее как .

Внутри области  пока невозможно опреде-
лить, какие из значений параметров Андраде 
наиболее вероятны. Если геодезические наблю-
дения укажут на высокие значения α (0.2–0.3), 
то параметр ζ должен действительно быть близ-
ким к единице, как это часто принимается. Если 
наоборот окажется, что у Земли в целом низкие 
значения α (0.1–0.2), то в нижней мантии пара-
метр ζ может достигать значения 105.

Стоит отметить, что даже в моделях с очень 
большими значениями ζ оценка ζα ≈1 из работы 
[5] все же приблизительно выполняется. Напри-
мер, при ζ = 105 и α = 0.14 удовлетворяются все 
шесть условий и ζα ≈ 5.
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Рис. 1. Черным изображены области, в которых по отдельности выполняется каждое из 6 используемых условий 
из табл. 2 при РВВ.

Значения параметров Андраде могут сильно 
зависеть от глубины. Эксперименты показыва-
ют, что приближение к температуре плавления 
сопровождается уменьшением значения α, по- 
этому можно предположить, что в верхней ман-
тии α меньше, чем в нижней (за  исключени-
ем слоя “D’’). Например, реологическая модель  
с ζ = 10 во всей Земле, α = 0.1 в верхней мантии,  
α = 0.2 в переходной зоне и α = 0.25 в нижней ман-
тии также удовлетворяет всем шести условиям.

Изучение различных реологических моде-
лей позволило нам впервые обнаружить следу-
ющий факт: одним и тем же значениям R k2{ },  
R h2{ }, R l2{ } и R k3{ } можно удовлетворить 
с хорошей точностью несчетным количеством 
комбинаций параметров α и ζ, но при этом 
одновременно получить и конкретное значе-
ние приливного сдвига фазы ε можно толь-
ко одним способом. Это подчеркивает важ-
ность использования двухпараметрической 
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реологической модели вместо того, чтобы не-
обоснованно отождествлять параметр ζ едини-
це. В табл. 3 показаны значения R k2{ }, R h2{ },  
R l2{ }, R k3{ } и ε для набора реологических 

моделей. В то время как действительные ча-
сти чисел Лява отличаются на доли процента, 
значение сдвига фазы может отличаться на де-
сятки процентов.
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Рис. 2. Количество выполненных условий в зависимости от α и ζ для различных распределений вязкости η: модель 
РНВ (слева), модель РВВ (справа). Черными пикселями показаны области PHB и �APBB, в которых все шесть усло-
вий из табл. 2 выполняются одновременно.

Рис. 3. Интервалы значений α и ζ, при которых одновременно выполняются все 6 условий из табл. 2 при РНВ 
и РВВ. Их пересечение изображено зеленым цветом. Комбинации параметров Андраде, которые наиболее подходят 
для описания реологии Земли, находятся между параболами α ζmin ( ) и α ζmax ( ).

Таблица 3. Примеры комбинаций параметров α и ζ, удовлетворяющих одному и тому же значению R k2{ }, 
но приводящих к очень разным значениям приливного сдвига фазы

α, ζ R k2{ } R h2{ } R l2{ } R k3{ } ε, град

0.250, 1 0.3021 0.6107 0.08548 0.09324 0.2572
0.218, 10 0.3021 0.6108 0.08547 0.09325 0.2227
0.193, 102 0.3021 0.6109 0.08547 0.09327 0.1974
0.174, 103 0.3021 0.6109 0.08544 0.09325 0.1751
0.158, 104 0.3021 0.6109 0.08544 0.09326 0.1585
0.145, 105 0.3021 0.6110 0.08546 0.09328 0.1468
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В геофизических исследованиях Земли и дру-
гих планет часто используется упрощение рео-
логии Андраде, где параметр ζ принимается рав-
ным единице, и варьируется только параметр α. 
В данной работе мы доказали, что этот подход 
не является корректным.

Впервые проведено исследование реологии 
мантии Земли, используя двухпараметрическую 
модель Андраде. Полученные значения параме-
тра α согласуются с оценками других авторов, 
а для параметра ζ впервые получены оценки 
в условиях планетных недр. Реологические мо-
дели с очень высокими значениями ζ могут удов-
летворять наблюдаемым значениям чисел Лява 
и приливного сдвига фазы с таким же успехом, 
что и модели с ζ = 1.

Разные комбинации α и ζ могут давать одина-
ковые значения действительной части чисел Лява, 
но удовлетворить одновременно и условиям на их 
мнимые части можно только одним способом. 
Это иллюстрирует важность использования двух 
свободных параметров в реологии Андраде.

Наши результаты имеют важное значение для 
планетарной геофизики. Представим себе, что 
мы исследуем внутреннее строение какой-либо 
планеты и для нее измерены с хорошей точно-
стью R k2{ } и ε. Зафиксировав ζ = 1 и варьируя 
α, мы, например, получили что для одной из мо-
делей внутреннего строения планеты удовлет-
воряется только одно условие. В таком случае, 
естественно, было бы эту модель исключить. Од-
нако это могло быть просто результатом приме-
нения неправильной реологии к правильной мо-
дели. Аналогичным образом мы могли бы при-
нять неверную модель.

Проведенное подробное исследование реоло-
гии Земли доказывает, что модель Андраде должна 
использоваться с двумя параметрами вместо упро-
щенной формы, где параметр ζ необоснованно 
фиксируется равным единице в любых условиях.
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For the first time we showed that the often-used approximation of the Andrade rheology with only one 
parameter is oversimplified and might lead to incorrect conclusions when studying the internal structure 
of the planets of the Solar System. Instead, we used an Andrade rheology with two empirical parameters: 
α and ζ. Earth’s viscoelastic Love numbers for the principal lunar semidiurnal tide M2 were computed 
for two viscosity profiles and for 16100 different combinations of α and ζ values. The comparison of 
the computed Love numbers with its measured values allowed us to constrain the set of values of both 
parameters that successfully describe the rheological properties of Earth’s mantle.
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