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ВВЕДЕНИЕ

В работе рассмотрена задача построения ана-
литического решения для сейсмических волно-
вых полей в слоистом шаре. Эта задача рассма-
тривалась во многих работах (например, [1]). 
В данной работе показано, что эту задачу нельзя 
считать окончательно решенной для высокоча-
стотных волновых полей.

Решение этой задачи строится следующим 
образом. На первом этапе применяется преоб-
разование Фурье- Лежандра [1]. В итоге исходная 

постановка для распространения сейсмических 
волн сводится к двухпараметрическому семей-
ству краевых задач для системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. Следуя [2], 
на втором этапе в каждом сферическом слое ис-
комая краевая задача второго порядка сводится 
к двум задачам Коши первого порядка в спек-
тральной области. Это позволило получить в яв-
ном виде аналитическое решение. В него входят 
функции Бесселя. Поскольку они быстро стре-
мятся к нулю и бесконечности, в решении воз-
никает неустойчивость. Для устранения неу-
стойчивости нужно использовать асимптотику. 
В работе используется оригинальная асимптоти-
ка, разработанная ранее [3, 4].

Проведен анализ первого вступления сейсми-
ческих волновых полей для однородного шара 
земных размеров в случае использования но-
вой и классической асимптотик. Выяснилось, 
что использование классической асимптотики 
приводит к возникновению погрешности. Это 
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Получено аналитическое решение для сейсмических волновых полей в сферически- 
симметричной Земле. Для устойчивого вычисления волновых полей используется асимптоти-
ка. Показано, что классическая асимптотика в случае высоких частот дает погрешность в ре-
шении. Для эффективного вычисления решения без погрешностей с высокой детальностью 
используется оригинальная асимптотика. Создана программа, позволяющая проводить расче-
ты для высокочастотных (1 герц и выше) телесейсмических волновых полей в дискретном (сло-
истом) шаре планетарных размеров. Расчеты можно осуществлять на персональных компьютерах 
с распараллеливанием OpenMP. В работах В. Ю. Бурмина (2010, 2019) предложена сферически- 
симметричная модель Земли. Она характеризуется тем, что в ней внешнее ядро обладает вяз-
костью и, следовательно, эффективным модулем сдвига, отличным от нуля. Для этой модели 
Земли проведен расчет с высокой детальностью с несущей частотой в 1 герц. В результате ана-
литического расчета обнаружено, что впереди PKP-волн возникают высокочастотные колебания 
небольшой амплитуды, так называемые “предвестники”. Аналитический расчет показал, что 
теоретические сейсмограммы для этой модели Земли во многом похожи на экспериментальные 
данные. Это подтверждает правильность идей, положенных в основу ее построения.
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делает невозможным использование классиче-
ской асимптотики для расчета высокочастотных 
волновых полей.

В настоящее время активно развиваются 
конечно- разностные методы для расчета вол-
новых полей в Земле. Несмотря на достиже-
ния в области высокопроизводительных вы-
числений, численное моделирование распро-
странения высокочастотных (например, 1 Гц 
или выше) сейсмических волн в глобальном 
масштабе по-прежнему невозможно [5]. Что-
бы преодолеть эту трудность, развивается ги-
бридный (комбинированный) метод для рас-
чета телесейсмических волновых полей. Одна-
ко при гибридном моделировании возникают 
погрешности [6].

Разработанный метод позволяет устойчиво 
вычислять аналитическое решение для высо-
кочастотных (1 герц и выше) телесейсмических 
волновых полей в шаре земных размеров. Ис-
пользование новой асимптотики дает возмож-
ность эффективного вычисления решения без 
погрешностей с высокой детальностью.

Обычно считается, что внешнее ядро Земли 
является жидким, так как через него не про-
ходят упругие поперечные волны. В соответ-
ствии с этим модуль сдвига во внешнем ядре 
Земли принимается равным нулю. По крайней 
мере, так выглядят современные физические 
модели Земли. В то же время всякая нормаль-
ная (не квантовая или не сверхтекучая) жид-
кость обладает вязкостью и, следовательно, 
по отношению к достаточно высокочастотным 
колебаниям обладает эффективным модулем 
сдвига, отличным от нуля. Так как скорость 
продольных сейсмических волн определяется 
формулой

 V kp S= +( ) /
4

3
µ ρ, 

то в данном случае отличие от нуля модуля сдви-
га µ существенно влияет на характер изменения 
скорости продольных сейсмических волн, осо-
бенно в низах внешнего ядра Земли [7, 8]. Здесь 
kS – адиабатический модуль всестороннего сжа-
тия, ρ – плотность.

В настоящей работе приведены результаты 
расчета для дискретной (слоистой) модели Земли 
[7, 8] с несущей частотой в 1 герц. Модель Земли 
характеризуется тем, что в ней внешнее ядро об-
ладает эффективным модулем сдвига, отличным 
от нуля. В результате аналитического расчета для 
дискретной модели Земли [7, 8] обнаружено, что 
впереди PKP-волн возникают высокочастотные 

колебания небольшой амплитуды, так называе-
мые “предвестники”.

Аналитический расчет показал, что теорети-
ческие сейсмограммы для модели Земли [7, 8] 
во многом похожи на экспериментальные сей-
смограммы, полученные мировой сетью сейс-
мических станций. Это сравнение, с одной сто-
роны, подтверждает справедливость выводов 
о природе предвестников сейсмических волн, 
полученных в [4]. С другой – подтверждает пра-
вильность идей, положенных в основу построе-
ния модели Земли в [7, 8].

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Математическая постановка задачи мо-
делирования сейсмических волн формули-
руется в сферической системе координат 
( , , )0 0 0 2≤ ≤ ≤ ≤ < ≤r R θ π ϕ π  следующим образом: 
определить вектор смещения ( , , )u u u ur= θ ϕ  из хо-
рошо известных динамических уравнений упру-
гости (например, [1]).

В качестве краевого условия приложим в точ-
ке r R= 1, θ = 0 сосредоточенное воздействие типа 
радиальной осесимметричной силы:

σ
δ θ

θrr
R

f t=
( )

sin
( ),

1
2

 σ θr = 0,  

             f t e f t

f t

( ) sin( ).
( )

=
−

π

π
0 2

2
02   

(1)

В (1) σ σ θrr r,  – напряжения, f t( ) – функция 
источника по времени, f0 – его несущая частота, 
R1 ‒ радиус Земли. В этом случае возбуждается 
поле смещений ( , , ) ( , , )u u r t e u r t er r= +θ θθ θ , не за-
висящее от координаты ϕ.

В начальный момент времени ставятся нуле-
вые начальные данные:

  u
u

t
u

u

t
r

r

t

=
∂
∂

= =
∂
∂

=
=

θ
θ

0

0.   (2)

Кроме того, добавляется условие ограничен-
ности решения в центре шара

   u
r=

< ∞
0

. (3)

На границах r R j= , где скорости продольных 
V rp( ), поперечных V rs( ) волн и плотности ρ( )r  
терпят разрыв, вводятся известные условия со-
пряжения (непрерывности) [1]:

     [ ] [ ] [ ] [ ] .u ur rr r r R j

= = = =
=θ θσ σ 0  (4)

В (4) σ σ θrr r,  – напряжения, u ur , θ – смещения.

ˆ ˆˆ

ˆ

ˆ
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ПОСТРОЕНИЕ И УСТОЙЧИВОЕ 
ВЫЧИСЛЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКОГО 

РЕШЕНИЯ БЕЗ ПОГРЕШНОСТИ

На первом этапе решение краевой задачи 
(1)–(4) ищется в виде разложения Фурье-  
Лежандра по переменным ( , )θ t  [1,2].

u r t

T
u r k i t P

r

r m m k
km

, ,

, , exp cos ,

θ

ω ω θ

( ) =

= ( ) ( ) ( )
=

∞

=−∞

∞

∑∑1

2 0

      

u r t

T
u r k i t P

r

m m k
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, , exp cos .

θ

ω ω θθ

( ) =

= ( ) ( ) ( )
=

∞

=−∞

∞

∑∑1

2
1

0

  

(5)

Здесь P xk ( ), P xk
1( ) ( )− ≤ ≤1 1x  – многочлены Ле-

жандра [1], ω πm m T= ⋅ / . Далее для сокращения 
записи несущественные переменные опускаются.

После применения (5) постановка (1)–(4) 
сведена к двухпараметрическому семейству  
(k, ωm) уравнений в каждом сферическом слое 
R r Rj j+ < <1 .
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На поверхности Земли (r R= 1) и в центре Зем-
ли (r = 0) из (1) и (3) получим краевые условия 
в спектральной области:

σ ω νrr r R
F R

=
= ⋅

1
2 1

2( ) / , σ θr r R=
=

1
0,

     ν = +k 0 5. , ur r=
< ∞

0
, u

rθ =
< ∞

0
.  

(7)

В (6) и (7) n k k= +( )1 , λ µ,   ‒ упругие параме-
тры Ламе, ρ ‒ плотность. 

На втором этапе осуществляется переход 
к потенциалам продольных up  и поперечных 
us  волн. Известно классическое представление 
полного поля через потенциалы [9]. В данной 
работе оно берется в виде:

u
d

dr

u

r

k k

r
ur

p
s=







+

+( )
0 5 1 5

1
. .

,  

      u
d

dr

u

r r
u

r
us

s pθ =




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+ +
0 5 1 5 1 5

1 1
. . .

.  
(8)

Представление (8) позволяет свести уравне-
ния (6) сразу к уравнениям Бесселя для потенци-
алов продольных up  и поперечных us  волн:

d u

dr r
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dr V
u

r
u

p p n

p
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2

2

2

2

2

1
0+ + − =

ω ν
,  
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dr V
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r
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s s

2

2

2

2

2

2

1
0+ + − =

ω ν
, ν = +k 0 5. . (9)

Краевая задача второго порядка (6), (7) с уче-
том (9) и (4) сводится к двум задачам Коши пер-
вого порядка. Для этого по аналогии с [2] вво-
дятся вспомогательные функции a r11( ), a r22( ), 
a r12( ), a r21( ) следующим образом:

   
du

dr

a

r
u

a

r
u

p
p s= +11 12 , 

du

dr

a

r
u

a

r
us

p s= +21 22 .  (10)

В итоге для слоистого шара получен рекур-
рентный процесс для нахождения функций apq 
(p, q = 1,2) при r R= 1. Далее из (7) и (8) получим 
искомые смещения в спектральной области. 
Окончательно суммированием в (5) получаем ре-
шение в физической области u r tr ( , , )θ  и u r tθ θ( , , ).

Но поскольку функции Бесселя J zν( ) и Y zν( ) 
из (9) при возрастании пространственной ча-
стоты ν быстро стремятся к нулю и бесконеч-
ности [1], в аналитическом решении возника-
ют особенности. В этой ситуации вычисление 
на компьютере становится неустойчивым. Про-
исходит выход за границы числового диапазона 
для любой вычислительной платформы.Поэтому 
для расчета телесейсмических волн для несущих 
частот в 1 герц и выше используется асимптоти-
ка. Пусть J xν( )  0, Y xν( ) ∞  и x ≠ 0. Тогда и их 
производные J xν

/( )  0, Y xν
/( ) ∞ . В этом случае 

в [3,4] получена новая асимптотика:

     
J x

J x

x

x
ν

ν

ν/( )

( )
,

2 2−
 
Y x

Y x

x

x
ν

ν

ν/( )

( )
. −

−2 2

 (11)

Использование (11) позволяет устойчиво вы-
числять аналитическое решение для телесейсми-
ческих волновых полей для Земли в случае несу-
щей частоты в 1 герц и выше.Может возникнуть 
вопрос. Чем плохи классические асимптотики? 
Почему бы их не использовать? Рассмотрим клас-
сические асимптотики [10]. Они верны при ν x .

    J x
ex

ν

ν

πν ν
( ) ,= 





1

2 2
 Y x

ex
ν

ν

πν ν
( ) = − 





−
2

2
. (12)

Из (12) следует, что

  
′

=
J x

J x x
v( )

( )ν

ν
 и 

′
= −

Y x

Y x x
ν

ν

ν( )

( )
. (13)

Если ν x  то можно положить ν ν2 2− x  . 
Тогда из (11) и (13) следует, что новая асимпто-
тика будет совпадать с классической.
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Рис. 1. Компонента U
r
 сейсмического поля с несущей частотой 1 герц для однородного шара земных размеров. 

В алгоритме расчета используется новая (а) и классическая (б) асимптотики. По вертикали – время в секундах 
(возрастает вниз), по горизонтали – расстояние в градусах. Буквы P и PP обозначают прямую и однократную про-
дольные волны. Noise – помеха при использовании классической асимптотики.

На рис. 1 приведены волновые поля радиаль-
ной (вертикальной) компоненты ur сейсмическо-
го поля с несущей частотой 1 герц для однород-
ного шара с радиусом Земли R1 6371=  киломе-
тров. Однородный шар имеет параметры: Vp = 5.8, 
Vs = 3.45, ρ = 2.72. По горизонтали приведены рас-
стояния в градусах. По вертикали – время в се-
кундах (возрастает вниз). При этом на рис. 1 а ис-
пользуется новая асимптотика (11). А на рис. 1 б – 
классическая асимптотика (13). Символы P и PP 
означают прямую и однократную продольные 
волны. В этом случае кинематика для угла ϕ для 
прямой волны P будет даваться известным выра-
жением t R Vpp = 2 21 sin( / ) /ϕ . Соответственно ки-
нематика однократной продольной волны PP – 
t R Vppp = 4 41 sin( / ) /ϕ . Для угла в 30 градусов будет 
t p ≈ 568 6,  секунд, а t pp ≈ 573 5,  секунд. Приход этих 
волн обозначен символами P и PP на рис. 1. Да-
лее все кратные волны распространяются по гра-
ням вписанных в круг многоугольников. В преде-
ле многоугольники стремятся к окружности. Дли-
на дуги окружности для угла ϕ в 30 градусов будет 
R pi1 180 3335 85⋅ ⋅ ≈ϕ / , . Поэтому для времен боль-
ших, чем 3335 85 575 1, / ,Vp ≈ , кратных продольных 
волн P быть не может. Таким образом, волновая 
фаза, приходящая на рис.  1 б за P- и PP-волна-
ми, заведомо является помехой, так как она ре-
гистрируется на времени (возрастает вниз) боль-
шем 580 секунд. Она обозначена символом Noise 
на рис.  1 б. Из литературы известны и другие 

асимптотики (например, [11]). Но асимптотики 
из [11] приводят к формулам (13), то есть результа-
ты ее применения к волновым задачам будут совпа-
дать с классической асимптотикой.

Таким образом, в случае высоких частот исполь-
зовать классическую асимптотику нельзя. Ее ис-
пользование приводит к погрешности в решении 
даже для однородного шара. Причина этого в том, 
что классическая асимптотика верна при ν x . 
А при расчетах аналитического решения для шара 
земных размеров, например, функция Бесселя 
J xν( ) становится близка к нулю, когда ν сравнима 
с x . Это и приводит к невозможности использова-
ния классической асимптотики. А новая асимпто-
тика как раз применима, когда J xν( )  0.

Разработанный аналитический метод позволяет 
устойчиво вычислять телесейсмические высокоча-
стотные (1 герц и выше) волновые поля в шаре зем-
ных размеров. Использование новой асимптотики 
дает возможность эффективного вычисления ре-
шения без погрешностей с высокой детальностью.

РЕЗУЛЬТАТЫ АНАЛИТИЧЕСКОГО 
РЕШЕНИЯ

На рис. 2 приведена радиальная (вертикальная) 
компонента ur  для дискретной (слоистой) модели 
Земли из [7, 8] в диапазоне эпицентральных рас-
стояний 130–160 градусов. Импульс f(t) в источнике 
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Рис. 2. Компонента U
r
 сейсмического поля. По вертикали приведено время в секундах (возрастает вверх), по го-

ризонтали расстояние в градусах. Возникновение прекурсоров для модели Земли из [7, 8].

Рис. 3. Фрагмент монтажа сейсмограмм, полученного на сейсмических станциях мировой сети.

взят в виде функции Гаусса в (1) с несущей часто-
той в 1 герц. По горизонтали приведено расстоя-
ние в градусах. По вертикали – время (возрастает 
вверх). Из рис. 2 видно, что впереди PKP-волн воз-
никают высокочастотные колебания небольшой 

амплитуды (предвестники). Спектральный анализ 
показал, что их частота примерно равна 1.25 герца.

Аналогичные явления происходят и для из-
вестной модели AK135 [12]. В работе [4] показано, 
что для модели AK135 впереди PKP-волн также 
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возникают высокочастотные колебания неболь-
шой амплитуды. Отметим, что для моделей Зем-
ли с непрерывным изменением скорости распро-
странения сейсмических волн во внешнем ядре 
интерференционной картины не возникает [4]. 
Таким образом, явление возникновения неболь-
ших высокочастотных колебаний (предвестни-
ков) впереди PKP-волн полностью объясняется 
сферической геометрией слоистой Земли.

На рис. 3 представлен монтаж сейсмограмм, по-
лученный по данным мировой сети сейсмических 
станций [4]. Сравнение рисунков 2 и 3 показывает, 
что теоретические сейсмограммы во многом похо-
жи на экспериментальные сейсмограммы. Это под-
тверждает правильность идей, положенных в осно-
ву построения модели Земли в [7, 8].

ВЫВОДЫ

В работе получено аналитическое решение для 
волновых полей сейсмических волн в сферически- 
симметричной Земле. В аналитическом решении 
за счет быстрого убывания/возрастания бесселе-
вых функций возникают особенности. Это при-
водит к неустойчивости решения на любой вы-
числительной платформе. Для устранения не- 
устойчивости нужно использовать асимптотику. 
Исследовано применение классической и новой 
асимптотики для случая первого вступления про-
дольных P-волн. Показано, что в случае шара зем-
ных размеров классическая асимптотика для высо-
ких частот дает погрешность в решении, то есть ее 
использовать нельзя.

Использование новой асимптотики дало воз-
можность эффективного вычисления решения без 
погрешностей с высокой детальностью. Создана 
программа, позволяющая проводить расчеты для 
высокочастотных (1 герц и выше) телесейсмиче-
ских волновых полей в шаре планетарных разме-
ров. Количество сферических слоев и параметры 
среды могут быть произвольными. Расчеты можно 
осуществлять на персональных компьютерах с рас-
параллеливанием OpenMP.

По созданной программе проведен расчет с вы-
сокой детальностью для дискретной (слоистой) 
модели Земли из [7, 8] с несущей частотой в 1 герц. 
Она характеризуется тем, что в ней внешнее ядро 
обладает модулем сдвига, отличным от нуля. В ре-
зультате аналитического расчета обнаружено, что 
впереди PKP-волн возникают высокочастотные 
колебания небольшой амплитуды, так называемые 
“предвестники”.

Аналитический расчет показал, что теорети-
ческие сейсмограммы для модели Земли из [7, 8] 

во многом похожи на экспериментальные сейсмо-
граммы, полученные мировой сетью сейсмических 
станций. Это сравнение говорит о правильности 
идей, положенных в основу построения модели 
Земли в работе [7, 8].
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An analytical solution is obtained for seismic wave fields in a spherically symmetric Earth. Asymptotics 
is used for stable calculation of wave fields. It is shown that the classical asymptotics in the case of a ball 
of large (in wavelengths) dimensions gives an error in the solution. The original asymptotics is used for 
efficient calculation of a solution without errors with high detail. A program has been created that makes 
it possible to carry out calculations for high-frequency (1 hertz and higher) teleseismic wave fields in 
a discrete (layered) sphere of planetary dimensions. Calculations can be carried out on personal computers 
with OpenMP parallelization. In the works of V. Yu. Burmina (2010, 2019) proposed a spherically 
symmetric model of the Earth. It is characterized by the fact that in it the outer core has a viscosity and, 
therefore, an effective shear modulus other than zero. For this model of the Earth, a highly detailed 
calculation was carried out with a carrier frequency of 1 hertz. As a result of the analytical calculation, it 
was found that high-frequency oscillations of small amplitude, the so-called “precursors,” appear ahead 
of the PKP waves. An analytical calculation showed that the theoretical seismograms for this model of 
the Earth are in many respects similar to the experimental data. This confirms the correctness of the ideas 
underlying its construction.
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