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Д. А. Индейцев

Одним из важных вопросов при исследовании
динамики систем с различного рода дефектами и
включениями является поиск условий существо-
вания локализованного решения, когда энергия
не распространяется в виде волны в среде, а ока-
зывается сосредоточенной вблизи включений.
Этот вопрос сводится к доказательству существо-
вания вещественного дискретного спектра соб-
ственных частот колебаний, который может рас-
полагаться как отдельно от участка непрерывного
спектра, так и быть включенным в него. Наиболее
простым примером подобной модели с един-
ственной характерной частотой являются про-
дольные колебания полубесконечного стержня
на упругом основании с инерционным включе-
нием на границе. Оно приводит к возникнове-
нию в сплошном спектре колебаний дискретной
частоты, которой соответствует локализованная
вблизи сосредоточенной массы форма, наиболее

ярко проявляющаяся в резонансном режиме.
Данная частота расположена ниже так называе-
мой частоты отсечки, отделяющей дискретный
спектр частот от непрерывного. Здесь рассматри-
вается обобщение этой задачи на случай теплово-
го воздействия.

Задача об определении температурных напря-
жений в динамической постановке впервые была
решена в работе В.И. Даниловской в 1950 г. [2]. В
отсутствие массовых сил и тепловых источников
и с учетом малости термических возмущений и
деформаций система уравнений, описывающая
распространение термоупругой волны, имеет вид
[3, 4]

(1)

Здесь u – вектор перемещения,  – изменение
температуры по сравнению с ее равновесным зна-
чением ,  и  – постоянные Ламе,  – коэф-
фициент температуропроводности. Через ν =

= , где  – это линейный коэффици-

ент теплового расширения и  – удельная тепло-
емкость, обозначен так называемый коэффици-
ент связанности, определяющий влияние дефор-
маций на распределение температуры. Система
уравнений (1), дополненная соответствующими
граничными условиями, описывает связанную
динамическую задачу термоупругости в общей
постановке, поиск решения которой представля-
ет собой сложную математическую проблему.
Правда, в работах [5, 6] отмечается, что в боль-
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шинстве практических случаев влиянием связан-
ности можно пренебречь и сначала независимо
решать уравнение теплопроводности, а затем по
найденному температурному полю определять
напряженно-деформированное состояние.

В данном сообщении будет показано, что этот
вывод может оказаться несостоятельным в при-
сутствии дефектов в деформируемом теле. В каче-
стве примера рассмотрим одномерную модель
полубесконечного стержня с плотностью  и мо-
дулем Юнга , на торце которого находится со-
средоточенная масса. Стержень опирается на упру-
гое основание с коэффициентом жесткости .
Колебания данной системы описываются урав-
нением баланса импульса

(2)

Если связь между напряжением  и деформа-
цией  задается с помощью соотношения Дюаме-
ля–Неймана , а процесс распро-
странения тепла в стержне подчиняется закону
Фурье, то динамические уравнения термоупруго-
сти имеют вид

(3)

где  – скорость звука. После введения без-

размерных переменных , ,  си-

стема уравнений (3) записывается следующим
образом:

(4)

Здесь  – коэффициент связанности,

 – безразмерная частота отсечки. Дан-

ную систему необходимо дополнить граничными
условиями. В случае абсолютно жесткого контак-
та стержня с включением, когда их перемещения
совпадают, деформация на торце при выполне-
нии соотношения Дюамеля–Неймана удовлетво-
ряет условию

(5)
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где  и  – перемещение и температура на торце,

 – коэффициент, значение которого за-

висит от параметров сосредоточенной массы и
стержня. Через  обозначен линейный размер
включения, а через  – отношение его плотности
к плотности материала. Действие теплового ис-
точника на границе задается в виде потока тепла,
определяемого функцией :

(6)

На бесконечности ставится условие ограни-
ченности решения. При  решение несвязан-
ной задачи с нулевыми начальными условиями
нетрудно получить, используя преобразование
Лапласа. Изображения температуры  и дефор-
мации  определяются выражениями

(7)

(8)

где . На границе области, где разме-
щена сосредоточенная масса, выражение (8) мо-
жет быть представлено в форме, аналогичной за-
кону Дюамеля–Неймана при свободном расши-
рении тела:

(9)

однако коэффициент линейного теплового рас-
ширения  в этом случае уже не является кон-
стантой, а имеет динамический характер и опре-
деляется передаточной функцией [7]:

(10)

пример спектральной характеристики которой в
зависимости от параметра  изображен на рис. 1,
где  – безразмерная частота.

Эффективный коэффициент линейного теп-
лового расширения ранее был введен в работе [8]
на основе эволюционного уравнения для дефек-
тов с целью описания их влияния на термоаку-
стический сигнал в алюминиевых мембранах. С
учетом сил инерции данный параметр обращает-
ся в бесконечность в точке, являющейся полюсом
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выражения (10) и удовлетворяющей условию
 = 0, которое при подстановке  за-

писывается в виде

(11)
и означает существование дискретного спектра,
лежащего ниже частоты отсечки. Полученный
результат является следствием неучета связанно-
сти полей деформации и температуры.

Обратимся к случаю, когда . Обозначая
через LF двойное интегральное преобразование
(синус-преобразование Фурье над преобразова-
нием Лапласа) и принимая во внимание гранич-
ное условие (5), из системы (3) находим

(12)

где . Через s и p обозначены аргумен-
ты изображений по Фурье и Лапласу соответ-
ственно. Параметр  пропорционален ко-
эффициенту связанности и для большинства ма-
териалов  [9]. После применения обратного
преобразования Фурье с использованием уравне-
ния свертки выражение (12) приводится к виду

(13)

где . Перемещение на торце 

можно найти, интегрируя уравнение (13):

(14)

где . Через  обозначен инте-

грал от функции . После подстановки выра-
жения (13) в первое из уравнений (4) задача сво-
дится к интегро-дифференциальному уравнению
относительно температуры:

(15)

решить которое в общем случае вряд ли возмож-
но. Поэтому здесь мы ограничимся рассмотрени-
ем частного случая, когда тепловой поток на гра-
нице  задается гармонической функцией с
амплитудой  и частотой , совпадающей с
собственной частотой дискретного спектра, яв-
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ляющейся корнем уравнения (11). Разложив в ряд

выражение  по малому параметру ,
получим для него следующее приближенное вы-

ражение: . Тогда очевидно, что основ-

ной вклад в правую часть уравнения (15) вносит
первое слагаемое, так как при нем происходит со-
кращение малого параметра. В данном прибли-
жении решение уравнения (15) с учетом гранич-
ного условия (6) имеет вид

(16)

Положив , находим первое из уравнений
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выражения (16) на функцию  и интегрирова-
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Рис. 1. Спектральная характеристика функции ,
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содержат неизвестные операторы L1 =

=  и .

Для их определения рассмотрим вспомога-
тельное дифференциальное уравнение, заданное
на положительной полуоси:

(18)

с двумя граничными условиями , ,
где  и  – положительные константы, не завися-
щие от . Решение данного уравнения имеет вид

(19)

С другой стороны, применяя синус-преобразо-

вание Фурье, получим , где yF = .

Используя обратное преобразование Фурье, най-
дем, что

(20)

Приравнивая выражения (19) и (20) друг другу
и проинтегрировав полученное равенство, полу-
чим, что при  должно быть справедливо сле-
дующее соотношение:
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Если положить в нем  и , то оказы-

вается, что . Когда , решение

уравнения (18) записывается в виде . Про-

водя аналогичную процедуру и полагая , на-

ходим . После определения

интегралов решение системы (17) находится эле-
ментарно:

(22)

Из полученного результата видно, что связь
между тепловым потоком и температурой на гра-
нице задается c помощью передаточной функции

:

(23)

Ее зависимость от резонансной частоты  при
различных значениях параметра  изображена на
рис. 2.

Возвращаясь к соотношению (16) и подстав-
ляя туда результат решения системы (22), пред-
ставим изображение температуры в виде суммы
двух слагаемых:
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Рис. 2. Спектральная характеристика функции .
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(24)

где первое из них описывает распространение
тепла в глубь стержня, а второе соответствует ло-
кализованному решению. На границе области
при  температура может быть записана в виде
произведения классического решения несвязан-
ной задачи и передаточной функции G2(p) =

= :

(25)

Спектральная характеристика этой функции
показана на рис. 3.

При этом динамический коэффициент линей-
ного теплового расширения, определяемый вы-
ражением (10), уже не обращается в бесконеч-
ность (рис. 4) благодаря наличию малого пара-
метра , выполняющего роль диссипативного
элемента и определяющего амплитуду колебаний
деформации.

Таким образом, учет связанности полей де-
формации и температуры приводит к возникно-
вению дополнительного слагаемого в выражении
для температуры (24), локализованного вблизи
сосредоточенного включения и не описывающе-
го диффузионный процесс. Характер распределе-
ния локализованного решения определяется
свойствами дефекта, который в резонансном ре-
жиме выступает в качестве динамического гаси-

( )
( )

− ξ −γ ξ γ + γϑ = ϑ − +  γ − γ − 

00 0
0

0 0

2 ,L L pp
e e

p p

ξ = 0

+ γ02
p

p

ϑ = ϑ0 0 2( ).L L
ncG p

δ

теля тепловых колебаний и уменьшает темпера-
туру на поверхности по сравнению с решением
несвязанной задачи.
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ON THE ROLE OF COUPLING COEFFICIENT IN DYNAMIC PROBLEM 
OF THERMOELASTICITY WITH LOCALIZED INCLUSION
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In the present paper paper the dynamic problem of thermoelasticity with a localized inclusion in the medium
is considered. It is shown that in the resonant regime an important role is played by the coupling coefficient
of the temperature and strain fields. The coupling of the problem and the presence of a discrete spectrum lead
to the appearance of an additional term in the expression for temperature, which is localized and does not
describe the diffusion process.
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