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ВИХРЕВОЕ КОЛЬЦО В ФЕРРОМАГНЕТИКЕ
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Предсказан новый тип вихревых структур в трехмерном ферромагнетике – вихревые кольца. Чис-
ленными методами установлено, что эти структуры обладают конечной энергией. Также исследо-
ван характер взаимодействия пар таких колец в простейших случаях.

Ключевые слова: модель Гейзенберга, ферромагнетик, вихрь, вихревая нить, вихревое кольцо
DOI: 10.31857/S2686740023060020, EDN: HUEUTK

Вихревые распределения параметра порядка
(вихри) широко используются в физике конден-
сированных сред. В теории магнетизма к таким
структурам относятся плоские вихри (мероны),
инстантоны [1–3] и скирмионы [4] в несоизмери-
мых двумерных магнетиках, предсказанные мно-
го лет назад. Помимо академического интереса
такие структуры важны для спинтронной про-
мышленности, где они рассматриваются как пер-
спективные объекты переноса и хранения ин-
формации. Гамильтониан, определяющий маг-
нитные структуры в ферромагнетиках, учитывает
довольно много взаимодействий, которые обра-
зуют определенную иерархию. При этом наи-
больший вклад вносит обменное взаимодействие
Гейзенберга. Поэтому один из подходов к иссле-
дованию новых локализованных магнитных
структур заключается в минимизации обменной
энергии и предсказании тем самым метастабиль-
ных состояний. В континуальном приближении
статическим структурам отвечает плотность об-
менной энергии c постоянной :

(1)

для единичного вектора намагниченности n =
= . В безразмерных переменных уравнения
вариационной задачи для статических распреде-
лений параметра порядка  имеют вид

J

( ) ( )
=

= ∇ ∇
3

0
1

1
2 i i

i

E J n n

0/MM

( )= 1 2,x xn n

(2)
Для дальнейшего анализа удобно параметризо-
вать вектор n сферическими углами , :

Тогда уравнения (2) записываются в виде

(3)

(4)
Модель (1) часто называется O(3)-моделью в дву-
мерном пространстве. Она имеет многочислен-
ные приложения в теории поля и физике конден-
сированных сред (жидкие кристаллы [4]).

Магнитные вихри являются частным случаем
дефектов физики конденсированных сред, кото-
рые достаточно давно наблюдались и исследова-
лись в различных средах. Исторически исследо-
вание вихрей прежде всего связано с гидродина-
микой. Начиная с работы Гельмгольца в 1868 г., в
гидродинамике исследованы различные типы
вихревых структур [5–7]. Среди них особый инте-
рес вызывают тороидальные вихревые кольца в
обычной жидкости и воздухе. Отметим также, что
в последние годы активно исследуются вихревые
кольца в различных молях теории поля (напри-
мер, [8, 9]).

Цель этой работы – предсказать и проанализи-
ровать вихревые кольца в трехмерном ферромаг-
нетике.

Плотность энергии (1) инвариантна относи-
тельно группы спиновых и пространственных
вращений , и без ограничений
общности мы рассмотрим решение для вихревой
нити в форме окружности радиуса  в плоскости

 с центром в начале координат, когда вектор

( )Δ − ⋅ Δ = =20, 1.n n n n n

Φ θ

( )= θ θ θcos Φ sin , sin Φ sin , cos .n

( )θ − θ ∇ =21Δ sin 2 Φ 0,
2

( )θ ∇ ⋅ ∇ + θ =2 cos θ Φ sin ΔΦ 0.

( ) ( )×3 3  SO SO

R
= 0z

УДК 537.6
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намагниченности n лежит в плоскости ( ).
Тогда поле  в цилиндрической системе коорди-
нат  не зависит от угла , и уравнение (4)
переходит в уравнение Лапласа

. (5)

Вихревая структура поля  (вихревое кольцо,
рис. 1а) с топологическим зарядом  характе-
ризуется условием

(6)

где  – произвольный контур в плоскости , ,
окружающий точку ,  (рис. 1б).

С помощью формулы Грина условие (6) запи-
сывается в виде некоммутативности частных про-
изводных от вихревого поля :

(7)

Здесь введено обозначение .
Для решения задачи (5), (7) достаточно найти яв-
ный вид частных производных , , которые
обозначим как новые поля , .
Тогда, дифференцируя уравнение

по переменной r и складывая его с уравнением (5),
продифференцированным по z, с учетом равенства

 получаем замкнутое уравнение для
расчета :

(8)

Уравнение

(9)

θ = π/2
Φ

( )ϕ, ,r z ϕ

∂ + ∂ + ∂ =2 21Φ Φ Φ 0r r zr
Φ

∈Q Z

∂ + ∂ = π ∂ →

∂ → + → ∞


Γ

2 2

Φ d Φ d 2 , Φ 0,

  Φ 0 ( ),

r z r

z

r z Q

r z

Γ r  z
=r R = 0z

Φ

( )∂ ∂ − ∂ ∂ =Φ Φ Δ , .z r r z r z

= π δ − δΔ( , ) 2 ( ) ( )r z Q r R z

∂ Φr ∂ Φz

ϕ = ∂1 Φr ϕ = ∂2 Φz

( )∂ ϕ − ∂ ϕ =2 1 Δ ,r z r z

∂ ∂ ϕ = ∂ ∂ ϕ1 1r z z r

ϕ2

∂ ϕ + ∂ ϕ + ∂ ϕ = ∂ +2 2
2 2 2

1 1Δ Δ .r z r rr r

( )∂ ϕ + ∂ ϕ + ∂ ϕ = ∂2 2
1 1 1

1 Δr z r zr

можно получить аналогичным способом. Реше-
ние линейного неоднородного уравнения (8)
имеет вид

(10)

где функция Грина  подчиняется
уравнению

(11)

Ее явный вид можно получить, используя пред-
ставление в виде

(12)

и выражая правую часть уравнения (11) через функ-
ции Бесселя J0 первого рода нулевого порядка:

Тогда

и интеграл в (12) вычисляется с помощью теоре-
мы о вычетах и табличной формулы:

где

В результате функция Грина выражается через
полный эллиптический интеграл первого рода

 [10]:

(13)

с модулем

(14)

зависящим от координат , , , . Нетрудно убе-
диться, что величина k меняется от нуля (при
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Рис. 1. Вихревое кольцо в плоскости  декартовой
системы координат (а) и контур  в цилиндрической
системе (б).
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) до единицы (при , ). Из-за
сингулярного поведения полного эллиптическо-
го интеграла первого рода

при  выражение (13) при ,  име-
ет характерную логарифмическую особенность.
Тогда из (10) сразу следует явное выражение
для :

(15)

через полные эллиптические интегралы первого
 и второго рода  с модулем

(16)

Подобным образом с помощью функции
Грина

где k определяется формулой (14), для уравнения (9)
можно найти выражение для :

(17)

Тогда из (15), (17) находим вихревую структуру
поля  при , :

(18)

В явном виде функцию  можно получить чис-
ленным интегрированием уравнения (15) или (17). В
поперечном сечении плоскостью x = 0 ясно виден
дублет плоских вихрей с зарядами  и  в
точках  и (z = 0,  соответствен-
но (рис. 2). Для наиболее полного понимания
структуры кольца в  мы приводим два видео-
фильма, в которых векторное поле представлено
с помощью сечений вертикальной плоскостью,
проходящей через ось : в первом [11] плоскость
вращается относительно оси  неподвижной си-
стемы координат , во втором [12] поле пред-
ставлено в этой же секущей плоскости, наблюда-
емой в связанной с ней подвижной системе коор-
динат.
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Обсудим энергию вихревого кольца. В соот-
ветствии с (1), (15), (17) полная энергия  вихре-
вого кольца имеет вид

Известно [1, 2], что полная энергия плоского вих-
ря в магнетике в образце с размером  пропорци-
ональна , где a – радиус кора (сердцеви-
ны вихря). На расстояниях  не применимо
континуальное приближение, и нужно использо-
вать аппроксимацию решений или учитывать
дискретность решетки. Энергия взаимодействия
двух плоских вихрей (рис. 2), удаленных друг от
друга на расстоянии  пропорциональна

. Поэтому в грубом приближении энер-
гия вихревого кольца должна быть пропорцио-
нальна , умноженной на длину кольца

, и не должна зависеть от размеров образца.
Проведенные численные расчеты приводят к
формуле

(19)

Параметры  и  вычислены методом наимень-
ших квадратов. Эта формула хорошо аппрокси-
мирует энергию кольца при численных расчетах
(рис. 3) и очень хорошо совпадает с качественной
оценкой в логарифмическом приближении. От-
метим, что при вычислениях мы не учитываем об-
ласть внутри тороида

где неприменимо континуальное приближение.

E
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Рис. 2. Структура векторного поля  в
окрестности вихревого кольца при , сечение
плоскостью x = 0.
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БОРИСОВ, ДОЛГИХ

Чтобы понять характер взаимодействия вихре-
вых колец, были проведены численные расчеты
для двух простых случаев. Вначале мы рассмотре-
ли два вихревых кольца одинакового радиуса  с
положительными топологическими зарядами 
и , центры которых располагаются на оси  и
отстоят друг от друга на расстоянии . График за-
висимости энергии их взаимодействия от  при-
веден на рис. 4.

Во втором случае исследовалось взаимодействие
двух колец, расположенных в плоскости  Зави-
симость энергии взаимодействия от расстояния
между центрами колец  качественно соответ-
ствует предыдущему случаю (рис. 5). Аналитиче-
ское описание взаимодействия вихревых колец
является предметом дальнейшего изучения.

Предсказанные вихревые кольца метастабиль-
ны. Такие структуры могут зарождаться только
при учете тепловых флуктуаций. В реальных трех-
мерных магнетиках кольца стабильны только при
наличии дефекта в центре кольца или при нали-
чии анизотропии или магнитного поля в легкой
плоскости.
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A new type of vortex structures in the 3D ferromagnet is predicted – the vortex rings. It was established by
experimental methods that these structures have finite energy. The nature of the interaction of pairs of such
rings in the simplest cases was investigated.
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Проанализированы экспериментальные и рассчитанные на основе теории функционала плотности
спектры комбинационного рассеяния каротиноидов растительного и бактериального происхожде-
ния: нейроспорина, сфероидена, ликопина, спириллоксантина, β-каротина, лютеина, ζ-каротина,
α-каротина и γ-каротина. Впервые описан ряд характерных особенностей в спектрах комбинацион-
ного рассеяния каротиноидов, позволяющих определять структуру концевых групп молекул и раз-
личать их изомеры.

Ключевые слова: спектроскопия комбинационного рассеяния света, теория функционала плотно-
сти, каротиноиды, пигменты, цис-транс-изомерия
DOI: 10.31857/S2686740023060147, EDN: HSYSNV

Каротиноиды выполняют большое количество
важных функций в различных живых организмах:
от бактериальных клеток до высших растений и
млекопитающих [1]. В человеческом организме
эти соединения выступают в качестве антиокси-
дантов, нейтрализуя свободные радикалы, обла-
дают провитаминными, иммуностимулирующи-
ми и лечебно-профилактическими свойствами
[2, 3]. В частности, лютеин используется для лече-
ния заболеваний глаз, например возрастной атро-
фии сетчатки, катаракты; ликопин предотвращает
вакуолизацию в эпителиальных клетках хрустали-
ка глаза человека [4, 5]. α-каротин, β-каротин и
ликопин обладают антиканцерогенными и анти-
оксидантными свойствами [6, 7]. Человеческий
организм не синтезирует каротиноиды, а получа-
ет их из пищи и лекарственных средств для на-
ружного применения.

Каротиноиды являются компонентами систе-
мы сбора света в хлоропластах и играют важную
роль в защите растений от фотоокислительного
повреждения [8].

Основным элементом структуры каротинои-
дов является полиеновая цепь. Молекулы кароти-
ноидов различаются длиной полиеновой цепи
(длиной сопряжения), структурой боковых и
концевых групп.

Кроме того, для каротиноидов характерна гео-
метрическая изомерия, однако в природе преоб-
ладают термодинамически наиболее стабильные
транс-изомеры каротиноидов, в то время как их
цис-изомеры встречаются реже [9, 10]. Количе-
ство двойных связей в “скелете” молекулы каро-
тиноида определяет возможный набор цис-кон-
фигураций [11]. Могут существовать цис-изомеры
как с одной цис-связью (моно-цис-изомеры), так
и с несколькими (поли-цис-изомеры). В гомоген-
ных растворах каротиноиды имеют тенденцию к
изомеризации с образованием смеси из моно-
/поли-цис-изомеров и полностью транс-изоме-
ров. В тканях человека присутствует определен-
ное количество цис-изомеров каротиноидов [12].
Как структура молекул каротиноидов, так и нали-
чие изомерии существенно влияют на их биодо-
ступность, провитаминную активность, антиок-
сидантные и прочие ключевые для живых орга-
низмов свойства [9, 13, 14]. Таким образом,
определение химического и изомерного составов
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каротиноидов является чрезвычайно важным и
востребованным при анализе пищевых продуктов
и лекарственных средств, имеет большое диагно-
стическое значение, например, при исследова-
нии кожи человека [15]. Вследствие возможной
изомеризации молекул каротиноидов под дей-
ствием ультрафиолетового излучения, повышен-
ной температуры, под влиянием растворителей и
т.п. производить диагностику изомерного состава
каротиноидов более достоверно и более удобно в
составе продуктов и лекарств без их выделения.

Спектроскопия комбинационного рассеяния
(КР) света является неразрушающим и высоко-
информативным методом анализа молекулярных
веществ [16, 17]. За счет возникновения эффекта
резонансного усиления интенсивности линий в
спектрах КР каротиноидов из-за наличия в их мо-
лекулах последовательности сопряженных двой-
ных связей при возбуждении спектров КР излуче-
нием сине-зеленого диапазона можно детектиро-
вать даже малые концентрации этих пигментов в
сложных системах, таких как биологические тка-
ни [18, 19].

Как правило, практический интерес представ-
ляет исследование каротиноидов в малых кон-
центрациях в составе образца, и в этом случае
низкая фото-, термо- и окислительная стабиль-
ность этих соединений в чистом виде не являются
препятствием для анализа методом спектроско-
пии КР. Однако, при разработке методов спек-
троскопии КР для анализа химического и изо-
мерного состава каротиноидов, необходимо про-
анализировать спектры КР изомеров чистых
каротиноидов. В этом случае в качестве дополни-
тельного метода очень полезным является моде-
лирование спектров КР каротиноидов, основан-
ное на методах квантовой химии. Анализ экспе-
риментальных спектров КР с привлечением
результатов моделирования позволяет более до-
стоверно определить и связать изменения в
структуре молекул с изменениями в спектрах КР.

К настоящему моменту накоплен значитель-
ный объем знаний о спектрах КР α-каротина,
β-каротина и ликопина (см. ссылки из работы
[20]), в то время как спектры других каротинои-
дов исследованы очень мало. Наиболее важным
результатом в области спектроскопии КР кароти-
ноидов на сегодняшний день является установле-
ние зависимости положения полосы валентных
колебаний С=С-связей от длины сопряжения
(см. ссылки из работы [20]). В работе [20] было
показано, что положение этой полосы слабо за-
висит от структуры боковых и концевых групп и в
основном определяется длиной сопряжения. За-
висимость частоты этого колебания от длины со-
пряжения описывается обратной функцией при
учете частичного сопряжения двойных связей в
составе иононовых колец с полиеновой цепью

для каротиноидов, имеющих иононовые кольца в
качестве концевых групп. В этой же работе было
показано, что положение полосы валентных ко-
лебаний С–С-связей зависит сложным образом
от длины сопряжения, структуры боковых и кон-
цевых групп.

На данный момент остаются нерешенными
две важнейшие задачи спектроскопии КР каро-
тиноидов: определение зависимости спектров КР
от типа изомера и определение влияния окруже-
ния молекулы каротиноида на ее спектр КР. Из-
вестно, что в растворах и в коже человека наблю-
даются сдвиги полос валентных колебаний С–С-
и С=С-связей [21], однако решение этой задачи
остается за рамками данного исследования. Дан-
ная работа посвящена определению зависимости
спектров КР от типа изомера.

В работе [21] было показано, что в спектрах КР
изомеров β-каротина наблюдаются сдвиг, пере-
распределение интенсивности и расщепление
полос валентных колебаний С–С- и С=С-связей,
а также изменение спектральных характеристик
других полос. Таким образом, для анализа хими-
ческого и изомерного состава каротиноидов не-
обходимо найти дополнительные маркеры в
спектрах КР.

Целью данной работы являлось обнаружение
новых, связанных с интенсивностями и положе-
ниями линий характерных особенностей в спек-
трах КР каротиноидов для определения химиче-
ского состава молекул, а также идентификации
различных изомеров каротиноидов.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИЗМЕРЕНИЯ
И МОДЕЛИРОВАНИЕ

В работе экспериментально были исследованы
следующие каротиноиды: нейроспорин, сферои-
ден, ликопин, спириллоксантин, β-каротин и
лютеин, а также изолированные Д1/Д2/цитохром
b559 комплексы фотосистемы 2 (реакционные
центры фотосистемы 2 (РЦ ФС2)). Этот набор
образцов позволяет исследовать зависимость по-
ложений и интенсивностей линий КР от длины
сопряжения и структуры концевых групп.

Нейроспорин был выделен из Rhodobacter
sphaeroides G1C. Сфероиден и спириллоксантин
были очищены от Rhodobacter sphaeroides 2.4.1 и
Rhodospirillum rubrum соответственно [22]. Так-
же использовали три коммерческих препарата ка-
ротиноидов (лютеин (RealCaps, Россия), лико-
пин (Renessans, Россия), β-каротин (Merck, ЕС)).
Экстракция и выделение каротиноидов были
проведены методом, описанным в работе [23]. Ре-
акционные центры ФС2 были выделены из ли-
стьев шпината согласно методу, описанному ра-
нее [24].
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Экспериментальные спектры КР исследуемых
веществ были зарегистрированы c помощью кон-
фокального КР-микроскопа Senterra II (Bruker
Optics, США) с длинами волн возбуждающего из-
лучения 532 и 785 нм. Спектры записывали при
180°-рассеянии со спектральным разрешением
1.5 см–1. Мощность лазера на поверхности образ-
ца составляла 6.25 мВт при длине волны возбуж-
дения 532 нм и 25 мВт – при 785 нм.

Помимо экспериментального исследования в
работе производили расчет структур и спектров
КР молекул каротиноидов. Были рассчитаны
структуры и спектры КР всех каротиноидов, ис-
следуемых экспериментально, а также ζ-кароти-
на, α-каротина и γ-каротина. Для моделирования
структур и спектров КР всех исследуемых моле-
кул использовали теорию функционала плотно-
сти (ТФП). Расчеты проводили в некоммерче-
ской программе “Природа” с использованием
функционала OLYP и расширенного базиса гаус-
сова типа (4z) [21, 25]. Для сравнения рассчитан-
ных спектров с экспериментальными учитыва-
лась конечная ширина линий в эксперименталь-
ных спектрах при помощи процедуры уширения,
детально описанной в [21]. Для исключения из
теоретического анализа зависимости интенсив-
ностей линий КР от длины волны возбуждающе-
го излучения рассчитывали значения Raman Scat-
tering Activity (R.S.A., формула (4) из работы [21]).

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
На рис. 1 представлены экспериментальные

спектры КР нейроспорина, сфероидена, ликопи-

на, спириллоксантина, β-каротина и лютеина в
области спектра от 800 до 1600 см–1. В спектрах КР
всех каротиноидов в этом диапазоне мы наблюда-
ем три основные линии: около 1000 см–1 (дефор-
мационные колебания боковых групп), около
1150 см–1 (валентные колебания С–С-связей) и
около 1520 см–1 (валентные колебания С=С-свя-
зей) [21]. Максимумы линий, соответствующих
валентным колебаниям С–С- и С=С-связей, в
спектрах КР смещаются в сторону больших ча-
стот с уменьшением длины полиеновой цепи в
молекулах каротиноидов. Этот результат нахо-
дится в согласии с опубликованными данными
других авторов ( см. ссылки в работе [20]).

Линии в спектрах КР каротиноидов в диапазо-
не 1265–1290 см–1 представляют особый интерес.
Обнаружено, что положение наиболее интенсив-
ных линий в этой области является маркером для
определения строения концевых групп молекул
(рис. 1). При использовании длины волны воз-
буждения 532 нм для регистрации спектров, в
спектрах КР молекул β-каротина и лютеина, кон-
цевые группы которых содержат иононовое коль-
цо, положение наиболее интенсивной линии со-
ставляет 1268 и 1267 см–1 соответственно. Для
других каротиноидов, не содержащих иононовых
колец, оно смещено примерно на 15–20 см–1 в
сторону больших частот и находится в области
1282–1289 см–1. Кроме того, в спектрах каротино-
идов, молекулы которых не содержат иононовых
колец, интенсивность линий в этом диапазоне за-
метно выше. Несмотря на низкую интенсивность
линий в диапазоне 1265–1290 см–1, положение

Рис. 1. Экспериментальные спектры КР нейроспорина, сфероидена, ликопина, спириллоксантина, β-каротина и лю-
теина. На спектрах обозначены положения максимумов линий КР. В скобках указаны длины сопряжения с учетом ча-
стичного сопряжения двойных связей в иононовых кольцах с полиеновой цепью.
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наиболее интенсивных линий можно определить
с необходимой для анализа точностью из-за боль-
шого сдвига линий. Аналогичная зависимость на-
блюдается в случае длины волны возбуждения
785 нм, а именно положение наиболее интенсив-

ной линии в этом диапазоне составляет 1267 и
1270 см–1 для β-каротина и лютеина и лежит в
диапазоне 1283–1287 см–1 для остальных кароти-
ноидов.

Для более детального анализа различных
изомеров молекул и отнесения линий в спектрах
КР к определенным типам колебаний были рас-
считаны оптимизированные структуры и спек-
тры КР транс- и моно-цис-изомеров молекул
нейроспорина, сфероидена, ликопина, спирил-
локсантина, β-каротина, лютеина, ζ-каротина,
α-каротина и γ-каротина.

Оптимизированные геометрии транс-изоме-
ров молекул каротиноидов представлены на рис. 2.
Для обозначения цис-изомеров каротиноидов ис-
пользовались общепринятые обозначения. Но-
мер в обозначении указывает порядковый номер
атома углерода в молекуле, около которого нахо-
дится цис-связь. Отсчет атомов углерода ведется
от концевой группы. Для обозначения номеров
атомов углерода в молекулах каротиноидов с не-
эквивалентными концевыми группами использо-
ваны числа без штрихов при подсчете от одной
концевой группы и со штрихами при подсчете от
другой.

Рассчитанные спектры КР транс-изомеров
молекул каротиноидов хорошо описывают ос-
новные особенности в экспериментальных спек-
трах КР (рис. 3а), что позволяет предположить,
что в исследуемых экспериментально образцах
молекулы находятся преимущественно в транс-
конфигурации. Этот результат находится в согла-
сии с ожидаемым конфигурационным составом
выделенных каротиноидов. При этом мы наблю-
даем смещение рассчитанных линий относитель-
но экспериментально наблюдаемых для всех ис-
следуемых каротиноидов. Линии, отвечающие
валентным колебаниям С–С-связей, в рассчи-
танных спектрах смещены примерно на 10 см–1 в
сторону больших частот, а линии, отвечающие
валентным колебаниям С=С-связей, на 20 см–1 в
сторону меньших частот. Однако все закономер-
ности, в том числе зависимости положений и от-
носительных интенсивностей линий от длины
сопряжения, совпадают для рассчитанных и экс-
периментальных спектров. Далее будет показано,
что в спектрах КР цис-изомеров каротиноидов
присутствуют характерные линии, которые не на-
блюдаются в экспериментальных спектрах каро-
тиноидов (рис. 3а), что также свидетельствует о
том, что молекулы в исследуемых образцах нахо-
дятся в транс-конфигурации.

В структурах 9-цис, 9'-цис, 13-цис и 13'-цис изо-
меров всех исследуемых каротиноидов, а также
всех 5-цис и 5'-цис изомеров, возможных для ряда
исследуемых в работе каротиноидов, около цис-
связи находится атом углерода, у которого одним
из заместителей является CH3-группа (рис. 2). Та-

Рис. 2. Рассчитанные структуры транс-изомеров спи-
риллоксантина, ликопина, γ-каротина, сфероидена,
β-каротина, α-каротина, лютеина, нейроспорина,
ζ-каротина. Атомы углерода, кислорода и водорода
обозначены красным, синим и серым цветами соот-
ветственно.
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кие изомеры называются метилированными [26,
27]. Изомеры, у которых атомы углерода около
цис-связи не имеют в качестве одного из замести-
телей CH3-группу, называются неметилирован-
ными.

15-цис изомеры для всех исследуемых в работе
каротиноидов являются эквивалентными по
структуре 15'-цис изомерам и, следовательно, по
спектрам КР. На рис. 3б представлены рассчи-
танные спектры КР 15-цис-изомеров молекул
нейроспорина, сфероидена, ликопина, спирил-
локсантина, β-каротина, лютеина, ζ-каротина,
α-каротина и γ-каротина. Для данного изомера у
всех исследуемых каротиноидов в рассчитанных
спектрах наблюдаются линии около 1060 и
1250 см–1. Эти линии не наблюдаются в рассчи-
танных спектрах других изомеров этих каротино-
идов. Присутствие и отсутствие этих линий хоро-
шо согласуются с результатами работ [27, 28], где
авторы наблюдали такие же полосы в экспери-
ментальных спектрах КР 15-цис-изомера β-каро-
тина в растворах. Аналогичные результаты были
получены для кристаллических образцов 15-цис-
изомера β-каротина, спектры которого были за-
регистрированы при 77 К [29].

При анализе спектров КР, рассчитанных с
применением метода ТФП, установлено, что ли-
ния вблизи 1060 см–1 соответствует валентным
колебаниям С–С- и С=С-связей, расположен-
ных вблизи цис-связи в молекуле, а линия вблизи
1250 см–1 соответствует валентным колебаниям
С–С- и С=С-связей по всему скелету молекулы, с

наиболее интенсивными колебаниями вблизи
цис-связи. Таким образом, было обнаружено, что
наличие этих линий является маркером для де-
тектирования 15-цис изомеров молекул кароти-
ноидов.

Для дополнительного экспериментального
подтверждения результатов наших расчетов нами
были зарегистрированы спектры КР Д1/Д2/цито-
хром b559 комплексов фотосистемы 2, содержа-
щих две молекулы β-каротина в каждом РЦ ФС2.
Мы обнаружили (рис. 4), что в спектрах наблюда-
ется линия, указывающая на присутствие транс
изомера каротиноида (полоса около 1157 см–1) и
минорного количества 15-цис изомера (полоса
около 1242 см–1). Это согласуется с результатами
работ [28, 30, 31], согласно которым в РЦ ФС2
шпината, использованного в настоящей работе, в
нативном состоянии содержатся транс-изомеры
каротиноидов, а появление 15-цис-изомеров мо-
жет быть обусловлено изомеризацией β-каротина
при хранении образцов под действием освеще-
ния.

Анализ рассчитанных спектров позволил уста-
новить, что в спектрах КР метилированных изо-
меров, у которых цис-связь находится не рядом с
сопряженными двойными связями на краю поли-
еновой цепочки в “скелете” молекул, наблюдает-
ся линия, отвечающая валентным колебаниям
C–C-связей, находящихся в непосредственной
близости от цис-связи. На рис. 5а и 5б представле-
ны рассчитанные спектры КР 9-цис- и 13-цис-
изомеров нейроспорина, сфероидена, ликопина,
спириллоксантина, β-каротина, лютеина, ζ-ка-

Рис. 3. Рассчитанные спектры КР транс (а) и 15-цис-изомеров (б) молекул спириллоксантина, ликопина, γ-каротина,
сфероидена, β-каротина, α-каротина, лютеина, нейроспорина, ζ-каротина. В скобках указаны длины сопряжения с
учетом частичного сопряжения двойных связей в иононовых кольцах с полиеновой цепью.
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ротина, α-каротина и γ-каротина. В рассчитан-
ных спектрах этих изомеров линия, отвечающая
данным колебаниям, находится на частоте около
1140 см–1. Это позволяет отличать подобные изо-
меры от неметилированных цис-изомеров. Наши
результаты совпадают с экспериментальными
данными, полученными для β-каротина в раство-
рах [27, 28].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе впервые предложены новые маркеры
определения структуры концевых групп кароти-
ноидов и типа изомера по спектрам КР. Выводы
работы подтверждены результатами эксперимен-

тальных исследований и квантово-химического
моделирования.

Были получены экспериментальные спектры
КР нейроспорина, сфероидена, ликопина, спи-
риллоксантина, β-каротина и лютеина. Эти спек-
тры были подробно описаны путем сравнения с
теоретическими спектрами КР транс-изомеров
этих соединений, полученных при помощи кван-
тово-химических расчeтов. Мы показали, что в
экспериментальных образцах чистых каротинои-
дов преимущественно содержатся транс-изоме-
ры молекул.

Был произведен подробный анализ и выявлена
связь между рассчитанными структурами молекул и
спектрами КР моно-цис-изомеров нейроспорина,
сфероидена, ликопина, спириллоксантина, β-каро-
тина, лютеина, ζ-каротина, α-каротина и γ-каро-
тина.

Установлено, что анализ спектров КР позво-
ляет различать моно-цис-изомеры между собой.
Мы обнаружили, что в спектрах КР 15-цис-изоме-
ров каротиноидов наблюдаются линии около
1060 и 1250 см–1, которые отсутствуют для других
изомеров каротиноидов.

Также мы обнаружили, что наличие линии
около 1140 см–1 в спектрах КР исследуемых каро-
тиноидов говорит о том, что молекулы являются
метилированными цис-изомерами.

Обнаружено, что положение наиболее интен-
сивных линий в спектрах КР каротиноидов в диа-
пазоне 1265–1290 см–1 является маркером для
определения строения концевых групп молекул.
В спектрах КР β-каротина и лютеина, содержа-
щих иононовое кольцо в качестве концевой груп-
пы, положение наиболее интенсивной линии со-
ставляет 1268 и 1267 см–1, соответственно. Для

Рис. 4. Экспериментальный спектр КР Д1/Д2/цито-
хром b559 комплексов фотосистемы 2.

И
нт

ен
си

вн
ос

ть
, о

тн
. е

д.

Частота, см�1

1242

1004

1157

1000 1100 1200 1300 1400900

Рис. 5. Рассчитанные спектры КР 9-цис-изомеров (а) и 13-цис-изомеров (б) молекул спириллоксантина, ликопина,
γ-каротина, сфероидена, β-каротина, α-каротина, лютеина, нейроспорина, ζ-каротина. В скобках указаны длины со-
пряжения с учетом частичного сопряжения двойных связей в иононовых кольцах с полиеновой цепью.
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ВАСИМОВ и др.

других каротиноидов, не содержащих иононовых
колец, оно смещено примерно на 15–20 см–1 в
сторону больших частот и находится в области
1282–1289 см–1.
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NEW MARKERS FOR DETERMINATION OF CAROTENOID MOLECULES 
ISOMERISM USING RAMAN SPECTROSCOPY

D. D. Vasimova, A. A. Ashikhminb, M. A. Bolshakovb, M. N. Moskovskiyc, S. V. Gudkova,
D. V. Yanykina,b, and V. S. Novikova

aProkhorov General Physics Institute of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
bFRC PSCBR, Russian Academy of Sciences, Pushchino, Moscow Region, Russia

cFederal Scientific Agroengineering Center VIM, Moscow, Russia
Presented by Academician of the RAS V.I. Konov

The paper presents an analysis of the experimental and calculated Raman spectra of plant and bacterial ca-
rotenoids: neurosporin, spheroiden, lycopene, spirilloxanthin, β-carotene, lutein, ζ-carotene, α-carotene
and γ-carotene. A number of characteristic features in the Raman spectra of carotenoids are described for the
first time, which make it possible to determine the structure of end groups of molecules and to distinguish
their isomers.

Keywords: Raman spectroscopy, density functional theory, carotenoids, pigments, cis-trans isomerism
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СОВРЕМЕННЫЕ ТЕНДЕНЦИИ СОЗДАНИЯ ВЫСОКОЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ 
ИМПУЛЬСНО-ПЕРИОДИЧЕСКИХ ЛАЗЕРОВ 
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Рассматриваются современные тенденции создания высокоэнергетических импульсно-периодиче-
ских лазеров непрерывной генерации с энергией импульсов десятки и сотни джоулей. Анализиру-
ются активные среды на предмет их использования в таких лазерах. Экспериментально исследуются
при температуре от 100 до 295 К Yb:YAG активные кристаллические и керамические элементы рос-
сийского производства. Приводятся данные системы криогенного охлаждения активных элемен-
тов. Описываются диодная система накачки активных элементов и гомогенизатор ее излучения.
Приводятся физико-технические характеристики системы накачки. Экспериментально измеряют-
ся френелевские потери на поглощение и потери за счет усиленного спонтанного излучения,
уменьшающие энергию, запасаемую в инверсной населенности. Приводятся результаты измерения
усиления в многопроходных схемах с различным набором активных элементов.

Ключевые слова: импульсно-периодические лазеры, диодная накачка, газовое (криогенное) охла-
ждение
DOI: 10.31857/S2686740023060068, EDN: HTWWHJ

Высокоэнергетические импульсно-периоди-
ческие лазеры непрерывной генерации сегодня
широко востребованы как в науке, так и в про-
мышленности. В мировой практике главным на-
правлением создания лазерных установок с боль-
шой энергией импульсов и высокой средней
мощностью является использование усилитель-
ных модулей (УМ) с диодной продольной накач-
кой, с дисковыми активными элементами, в зазо-
рах между которыми прокачивается охлаждаю-
щий газ. Для создания усилительных модулей
требуется выполнить разработку и провести ис-
следования экспериментальных образцов усили-
тельных модулей с диодной накачкой и частотой
повторения импульсов до 10 Гц для отработки
физических принципов и конструкторских реше-

ний создания лазерных установок с энергией в
импульсе 2–10 кДж. Ключевыми элементами таких
лазерных установок являются активные элементы
(АЭ) с поглотителем (кладдингом) лазерного излу-
чения по торцам АЭ для предотвращения развития
паразитного усиленного спонтанного излучения
(УСИ). Достичь требуемой эффективности с АЭ
без кладдинга практически невозможно. В РФ су-
ществует производство АЭ из оптической кера-
мики Yb:YAG с кладдингом и кристаллических
Yb:YAG АЭ. В то же время увеличение энергии ге-
нерируемых импульсов – это прежде всего увели-
чение световой апертуры, т.е. увеличение разме-
ров АЭ, желательно, по крайней мере, до разме-
ров 300 × 300 мм, поскольку лучевая прочность
просветляющих покрытий при частоте 10 Гц рез-
ко падает. (В действующих лазерах, работающих
при частоте 10 Гц, она не превышает 2 Дж/см2.)
Однако при увеличении размеров АЭ до размеров
300 × 300 мм резко возрастает УСИ, становясь ос-
новным препятствием. Поэтому необходимы фи-
зические и инженерные исследования, чтобы
найти путь снижения эффекта паразитного уси-
ленного спонтанного излучения, что позволит
достичь требуемой эффективности и увеличить
размеры АЭ. Другая задача – технологическая –
повысить лучевую прочность просветляющих и
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зеркальных покрытий оптических элементов до
значений 3–5 Дж/см2.

В науке создание таких лазеров – это, прежде
всего, проблемы лазерного термоядерного синте-
за (ЛТС – создание лазерного драйвера для ги-
бридного термоядерного реактора) и накачка
усилителей чирпированных петаваттных импуль-
сов для компактных ускорителей частиц. В про-
мышленности такие лазеры также найдут широ-
кое практическое применение, в частности, для
модификации и упрочнения структуры поверх-
ности изделий с использованием ударных волн –
например, лопаток турбин авиационных двигате-
лей. Такие применения известны, но не могут
быть реализованы в РФ из-за отсутствия необхо-
димого опыта и, тем более, ряда ключевых эле-
ментов лазерных систем.

За рубежом разработка высокоэнергетических
импульсно-периодических лазеров непрерывной
генерации началась за 15 лет до начала работ в
этой области в РФ. Были разработаны лазерные
системы Mercury [1] (первая установка такого ти-
па, 55 Дж, 10 Гц, 2006 г.), DiPOLE100 [2] (100 Дж,
10 Гц, 2015 г.), HAPLS [3] (200 Дж, 10 Гц, 2018 г.).
Разрабатываются проекты лазерных систем ЛТС,
с энергией импульса в канале в несколько кило-
джоулей, например HiPER [4], LIFE [5]. Полу-
ченные результаты опубликованы.

Но в научных статьях сообщается, какие ре-
зультаты получены, но не какие трудности встре-
тились по пути и, главное, как они были преодо-
лены. Так что проблемы остаются. Как можно бу-
дет увидеть из дальнейшего, в РФ уже многое
сделано для решения этих проблем, а оставшиеся
решаются.

В сообщении рассматриваются основные на-
учные, инженерные и технологические аспекты
разработки усилительных модулей и их состав-
ных частей на основе АЭ отечественного произ-
водства; обсуждаются основные проблемы разра-
ботки высокоэнергетических лазерных систем
высокой средней мощности и пути преодоления
существующих трудностей.

1. АКТИВНЫЕ СРЕДЫ 
ВЫСОКОЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ

ИМПУЛЬСНО-ПЕРИОДИЧЕСКИХ ЛАЗЕРОВ 
НЕПРЕРЫВНОЙ ГЕНЕРАЦИИ

Основная проблема при создании промыш-
ленных высокоэнергетических лазеров – это реа-
лизация работы лазеров с частотой порядка 10 Гц
и эффективностью преобразования электриче-
ской энергии в лазерную лучше, чем 10%. Суще-
ствующие исследовательские установки ЛТС
(NIF, LMJ) имеют достаточную энергию импуль-
сов в одном канале (около 20 кДж в первой гармо-
нике), но частота их работы (около 10– 4 Гц) и

КПД (доли процента) очень далеки от необходи-
мых, что связано с использованием неодимового
стекла в качестве активной среды и ламповой на-
качки.

Для повышения частоты следования импуль-
сов и эффективности следует использовать: 1) на-
качку лазерными диодами, 2) активные элементы
с высокой теплопроводностью (кристаллические
или керамические) и малым квантовым дефек-
том, 3) эффективное (газовое или жидкостное)
охлаждение активной среды. Применение актив-
ной среды с большим временем жизни возбуж-
денного состояния позволяет уменьшить необхо-
димую мощность системы накачки, которая
определяет основную часть стоимости лазерной
системы.

Одним из наиболее перспективных материа-
лов для активной среды лазеров с большой энер-
гией импульсов, работающих в частотном режи-
ме, считается иттриево-алюминиевый гранат, ле-
гированный иттербием (Yb:YAG) [6]. Он обладает
совокупностью важных свойств: высокой тепло-
проводностью, лучевой и механической прочно-
стью, малым квантовым дефектом, большим вре-
менем жизни возбужденного состояния (0.95 мс).
Положение и ширина полосы поглощения Yb:YAG
находятся вблизи длины волны 940 нм, что обеспе-
чивает эффективное поглощение излучения лазер-
ных диодов на гетероструктурах InGaAs, использу-
емых для накачки. Простота структуры уровней
энергии Yb3+ в матрице YAG обусловливает от-
сутствие концентрационного тушения и ап-кон-
версии, что, в сочетании с малой разностью ради-
усов Yb3+ и Y3+, позволяет делать кристаллы с вы-
соким уровнем легирования, и это особенно
полезно для лазеров на тонких дисках. Основным
недостатком Yb:YAG является квазитрехуровне-
вая схема лазерного усиления, что является об-
ратной стороной малого квантового дефекта.
Нижний лазерный подуровень имеет энергию
всего 0.076 эВ и населенность 4.6% при комнат-
ной температуре, поэтому для повышения эф-
фективности лазерных усилителей Yb:YAG необ-
ходимо использовать криогенное охлаждение.
Еще одним недостатком является относительно
высокий нелинейный коэффициент показателя
преломления YAG (по различным сведениям, (от
6 до 8) × 10– 7 см2/ГВт, т.е. в 2–3 раза больше, чем
у стекол), который, однако, меньше, чем у боль-
шинства других оксидных лазерных кристаллов.

При охлаждении до криогенных температур
свойства Yb:YAG улучшаются: растут сечение вы-
нужденного излучения на лазерной длине волны
1030 нм и сечение поглощения на длине волны
накачки 940 нм, уменьшается коэффициент теп-
лового расширения и dn/dT и увеличивается теп-
лопроводность.
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Для подавления усиленного спонтанного из-
лучения и предотвращения паразитной генера-
ции периферийные зоны активных элементов
должны быть выполнены в виде кладдинга – об-
ласти с таким же показателем преломления, как у
активной среды, но с высоким коэффициентом
поглощения на лазерной длине волны. На прак-
тике в качестве кладдинга АЭ Yb:YAG чаще всего
используется Cr4+:YAG, хотя могут применяться
и другие материалы, например, Co3+:YAG, коэф-
фициент поглощения которого на 1030 нм мень-
ше зависит от температуры [7].

Среди других материалов для активных элемен-
тов следует отметить Yb:CaF2, который имеет боль-
шое время затухания люминесценции (1.9 мс), что
в сочетании с малым показателем преломления
(n = 1.43) и малым сечением вынужденного излу-
чения (σe ≈ 3 × 10– 21 см2 [8]) обеспечивает высо-
кую эффективность накачки. Теплопроводность
Yb:CaF2 почти так же высока, как YbYAG, а коэф-
фициент теплового расширения и производная
dn/dT имеют разный знак, что снижает термона-
веденные аберрации. Полоса поглощения на
980 нм в Yb:CaF2 имеет достаточно большую ши-
рину для использования обычной диодной на-
качки, что позволяет работать с особо малым
квантовым дефектом 5%, при генерации на 1030 нм,
или даже 1.2%, если использовать полосу усиле-
ния на 992 нм [9] (тогда как YbYAG накачивается
на длине волны 940 нм и имеет квантовый дефект
9%). Нелинейный коэффициент показателя пре-
ломления Yb:CaF2 в 5 раз меньше, чем у Yb:YAG.
Существует технология производства керамики
Yb:CaF2 большого размера [10]. Однако низкое
сечение усиления приводит к малой эффективно-
сти извлечения запасенной энергии. Лазерная
система на Yb:CaF2 будет обладать намного мень-
шей эффективностью преобразования энергии
накачки в лазерное излучение, чем при использо-
вании Yb:YAG, поэтому она бесперспективна для
использования при создании промышленных вы-
сокоэнергетических лазеров. Однако мощность
диодов накачки, необходимая для получения той
же энергии импульса, может быть, напротив, в
несколько раз меньше. Следовательно, примене-
ние Yb:CaF2 эффективно в приложениях, где нет
высоких требований на КПД, но важны капи-
тальные затраты, особенно для лазерных систем,
предназначенных для прямого усиления ультра-
коротких (чирпированных) импульсов, посколь-
ку Yb:CaF2 обладает широкой полосой усиления.
Пример подобной системы – лазерная установка
Polaris [11].

2. АКТИВНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ
Итак, иттриево-алюминиевый гранат, легиро-

ванный иттербием (Yb:YAG), считается одним из

наиболее перспективных материалов для созда-
ния высокоэнергетических лазеров. Для модели-
рования процессов накачки и усиления необхо-
димо знать зависимости сечений поглощения
σa (λ,  T) и вынужденного излучения σe (λ,  T) от
длины волны и температуры. Сечения поглоще-
ния σa (λ,  T) рассчитывались из спектральной за-
висимости коэффициента пропускания образ-
цов, измерение которой производилось спектро-
фотометром СФ-56 (ЛОМО, Ст. Петербург). Для
расчета сечения вынужденного излучения σe (λ,  T)
использовался метод Фюхтбауэра–Ладенбурга
[12], который основывается на измерении спек-
тра люминесценции  времени затухания
люминесценци. Для накачки среды использовал-
ся диодный модуль с оптоволоконным выходом.
Спектр люминесценции  измерялся с по-
мощью спектрометра “Колибри-2” (ООО “ВМК-
Оптоэлектроника”, Новосибирск) в диапазоне
длин волн 912–1046 нм, а время затухания люми-
несценции  вычислялось по форме импульса
люминесценции, которая измерялась фотодио-
дом. Нами проведены измерения спектров погло-
щения и времени затухания люминесценции об-
разцов лазерной керамики Yb:YAG в диапазоне
температур от 100 до 295 К. По полученным дан-
ным рассчитаны сечения поглощения и сечения
вынужденного излучения.

Образцы лазерной керамики Yb:YAG, изготов-
ленной ФКП ГЛП “Радуга”, представлены на
рис. 1. Размер образцов 55 × 55 мм, толщина 5 мм.
Концентрация иттербия 0.9 ат. %. На лицевые по-
верхности образцов нанесено двустороннее про-
светляющее покрытие с коэффициентом отраже-
ния ≤0.2% для длин волн 940 и 1030 нм.

Для захолаживания образцов лазерной кера-
мики при их испытаниях использовался заливной
азотный оптический криостат LN-120-XL (ООО
“Криотрейд инжиниринг”, Москва) с образцом в
вакууме. Криостат позволяет регулировать темпе-
ратуру образца в диапазоне от 78 до 420 K.

При измерении спектральной зависимости
коэффициента пропускания спектрофотометр
использовался в режиме сканирования в диапазо-
не длин от 850 до 1100 нм.

На рис. 2 показаны спектры поглощения σa (λ,  T)
и вынужденного излучения σe (λ,  T) Yb:YAG при
различной температуре. И то и другое совпадает с
литературными данными. Близки к ним и наши
измерения спектров поглощения и вынужденно-
го излучения Yb:YAG кристаллов. Заметим, кста-
ти, что, как это следует из работы [13], генераци-
онные характеристики Yb:YAG кристаллов с
кладдингом и Yb:YAG керамики и их зависимость
от температуры практически идентичны (в том
числе и коэффициенты усиления слабого сигна-
ла). В РФ кристаллы более доступны, чем кера-

( )λ,I T

( )λ,I T

τrad
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мика, так что задача кладдинга для кристаллов
стоит очень остро. Поэтому сегодня начаты рабо-
ты по изготовлению “градиентного” кладдинга с
плавным изменением концентрации легирования
хромом Cr4+ от границы кристалла к краю АЭ, что-
бы избежать, насколько это возможно, тепловой
нагрузки на кристалл, и методов сварки кладдин-
га и кристалла.

3. СИСТЕМА КРИОГЕННОГО ОХЛАЖДЕНИЯ 
АКТИВНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Криогенная система охлаждения АЭ состоит
из двух частей – системы приготовления охла-
ждающей среды и УМ, содержащего АЭ. Систе-
мы генерации охлаждающей среды разработаны
совместно с МГТУ им. Н.Э. Баумана. Был разра-
ботан и изготовлен для охлаждения и поддержа-
ния температуры лазерных активных элементов
типоряд криогенных систем приготовления охла-
ждающей среды в диапазоне криогенных темпе-
ратур 100–295 К и мощностью охлаждения 2 кВт
и 6 кВт, с массовой скоростью ее циркуляции в
системе 25 и 56 г/см2с соответственно, а также
криорефрижератор замкнутого цикла с произво-
дительностью 200 г/с и мощностью охлаждения

6 кВт, для диапазона температур от 173 до 320 К,
не нуждающийся в жидком азоте.

Криогенная система приготовления охлажда-
ющей среды представляет собой замкнутый кон-
тур, в котором циркулирует газообразный гелий
чистотой 99.999% и рабочим давлением до 20 атм.
Поток гелия снимает тепло с активных элемен-
тов, а сам охлаждается в теплообменном устрой-
стве гелий – жидкий азот за счет кипящего при
атмосферном давлении жидкого азота. Для регу-
лировки и поддержания заданной температуры
гелия используются криогенный вентилятор,
обеспечивающий скорость прокачки гелия через
систему, и два клапана с электроприводами, ко-
торые перераспределяют поток гелия между кон-
туром теплообменного устройства и байпасной
линией. Высокооборотный криогенный вентиля-
тор, обеспечивающий циркуляцию гелия в конту-
ре, состоит из электродвигателя с частотой вра-
щения до 80000 об/мин и проточной части.
Управление скоростью вращения осуществляется
с помощью преобразователя частоты. Охлаждение
электродвигателя осуществляется как за счет про-
дувки двигателя, так и за счет внешнего пассивно-
го охлаждения статора. В установке предусмотрена
возможность быстрого нагрева системы от рабо-
чих температур до температур окружающей среды.

Рис. 1. Образцы лазерной керамики ГЛЦ “Радуга” с кладдингом, концентрация иттербия 0.9 ат. %.

Рис. 2. Спектры поглощения (a) и вынужденного излучения (б) Yb:YAG при различной температуре.
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Для этого в системе установлен электрический на-
греватель с регулируемой мощностью до 1.5 кВт.
Система соединяется с камерой гибкими трубо-
проводами с вакуумной изоляцией. Для защиты
системы от избыточного давления предусмотрен
предохранительный клапан на 20 атм.

Установка автоматизирована, задание парамет-
ров работы системы осуществляется с сенсорной
панели оператора, управление ею происходит с
помощью программируемого логического кон-
троллера. Предусмотрена возможность удаленно-
го управления системой. Температура гелия в кон-
туре поддерживается с точностью ±1.0 К.

Конструкция усилительного модуля понятна
из рис. 3. Охлаждающий газ прокачивается пер-
пендикулярно чертежу, сверху и снизу вакуумной
камеры расположены фланцы для ее откачки, в
правом нижнем углу рис. 3 представлен исполь-
зованный нами набор керамических АЭ и пока-
зан ход лучей в многопроходной схеме усиления.
Вакуумная камера откачивается до давления по-
рядка 10–7 Торр, что необходимо для теплоизоля-
ции находящейся внутри нее камеры с криоген-
ной температурой и, прежде всего, для того, что-
бы избежать запотевания окон, через которые
вводятся усиливаемые лучи. Описанная кон-
струкция претерпела десятки циклов захолажива-
ния с целью смены комплектов АЭ, чем доказала
свою надежность.

4. ДИОДНАЯ СИСТЕМА НАКАЧКИ 
АКТИВНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Для накачки активных элементов усилитель-
ного модуля использовалась система из двух (в
ряде экспериментов четырех) одинаковых ком-
плектов, каждый из которых состоит из следую-
щих частей: 1) диодного излучателя – матрицы
(набора линеек) лазерных диодов, смонтирован-
ных в теплоотводящем корпусе с опорно-юстиро-
вочным устройством; 2) блока питания диодного
излучателя; 3) системы водяного охлаждения ди-
одного излучателя; 4) оптических систем гомоге-
низации и трансляции излучения.

Каждый диодный излучатель обеспечивает:
• генерацию излучения на длине волны 940 ±

± 5 нм;
• среднюю мощность излучения импульса не

менее 18 кВт в телесном угле 0.5 × 11°;
• длительность импульса излучения до 1.5 мс,

при частоте следования импульсов до 10 Гц;
• непрерывную работу устройства не менее 8 ч.
При этом размер излучающей площадки излу-

чателя составляет 80 мм вдоль быстрой оси и 11 мм
вдоль медленной оси.

Блок питания диодного излучателя обеспечи-
вает генерацию импульсов тока накачки лазер-
ных диодов с параметрами, необходимыми для
получения излучения с характеристиками, ука-
занными выше. Передний фронт импульсов пи-
тания имеет длительность мене 200 мкс, а задний –
менее 100 мкс. Система охлаждения позволяет
охлаждать диодные излучатели и поддерживать в

Рис. 3. Конструкция усилительного модуля: 1 – вакуумная камера; 2 – криогенная камера; 3 – кассета с АЭ.
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автоматическом режиме их температуру в диапа-
зоне от 10 до 40°С с точностью ±1°С. Оптическая
система накачки дает возможность гомогенизи-
ровать излучение накачки для получения мини-
мальной неоднородности ее излучения в актив-
ной среде и доставку излучения в зону активных
элементов усилительного модуля в виде квадрат-
ного пучка заданного размера; а также обеспечи-
вает наведение пучка в центр активной среды с
точностью 0.5 мм в поперечном направлении и
10 мм в продольном направлении.

Для гомогенизации излучения в действующих
образцах используются световоды. Оптическая
схема гомогенизации приведена на рис. 4. Пучок
накачки от диодной матрицы фокусируется од-
ной цилиндрической линзой (1) в вертикальном
направлении (по быстрой оси) и парой цилин-
дрических линз (2 и 3) в горизонтальном направ-
лении (по медленной оси) в световод квадратного
сечения (4), размером 10 × 10 × 200 мм, в кото-
ром, за счет многократного полного внутреннего
отражения, происходит перемешивание и гомо-
генизация излучения. Изображение выходного тор-
ца световода перестраивается с увеличением в ак-
тивную среду системой из трех сферических линз
(5–7). На рис. 4 приведены габариты устройства.
Точка 0 соответствует выходному торцу матрицы
накачки, крайняя правая точка чертежа – центру
сборки АЭ в усилительном модуле. В настоящее
время рассматривается возможность использова-
ния линзового растра для гомогенизации излучения
взамен достаточно сложной, описанной выше оп-
тической схемы.

Измерения параметров диодной накачки под-
твердили, что мощность излучения каждой из них
практически равна 18 кВт. Поскольку потери в
системах гомогенизации и трансляции излучения
составляют ~15%, в зону активных элементов
приходит ~15 кВт от каждого излучателя. Резуль-
таты спектральных измерений, сделанных при
токе питания матрицы накачки 260 А, представ-
лены на рис. 5. Как видно из рисунка, необходи-
мая длина волны излучения 940 нм достигается
только при предельно возможной температуре в
40°С. Естественно, что такая ситуация определе-

на параметрами тех полупроводниковых диодов,
из которых сформирована матрица. Заметим, что
производная длины волны по температуре dλ/dT ≈
≈ 0.3 нм/°С.

Измерение формы пучка производилось с по-
мощью профилометра лазерного луча на основе
камеры ПЗС (Camera Beam Profiler BC106N-
VIS/M, компания Thorlabs, Германия) с объекти-
вом Индустар 50/3.5. Синхронизация кадра ПЗС
с лазерным импульсом осуществлялось синхро-
импульсом задающего генератора PLS-NS-1030
(ООО “Авеста-Проект”). Задержка синхроимпуль-
са относительно лазерного импульса регулируется в
широком диапазоне программным образом.

Распределение мощности накачки одного из-
лучателя в зоне усилительного модуля представ-
лено на рис. 6. Причиной недостаточно равно-
мерного (особенно по оси Y) распределения ин-
тенсивности является неполное перемешивание
излучения в световоде. Из-за малой расходимо-
сти излучения диодной матрицы вдоль быстрой
оси происходит недостаточное количество отра-
жений от граней световода. Повысить равномер-
ность можно, увеличивая длину световода или
расходимость излучения на входе в него за счет
уменьшения фокусного расстояния цилиндриче-
ской линзы. Например, показано, что, при введе-
нии в состав оптической системы накачки рассе-
ивателя (матового стекла) перед вводом излуче-
ния в световод, наблюдается резкое повышение
однородности пучка, однако мощность излуче-
ния в этом случае уменьшается более чем в 2 раза,
главным образом из-за сильного рассеяния. От-
метим, что при использовании двух или тем более
четырех модулей накачки однородность суммар-
ного распределения интенсивности в активной
среде будет выше.

5. МНОГОПРОХОДНЫЕ СХЕМЫ УСИЛЕНИЯ 
ИЗЛУЧЕНИЯ С РАЗЛИЧНЫМИ 
АКТИВНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ

Описанные ниже и исследованные многопро-
ходные оптические схемы отличаются от обыч-
ных лишь тем, что в качестве собственно усилите-

Рис. 4. Оптическая система гомогенизации. 0 – диодный излучатель; 1 – линза цилиндрическая; 2 – линза цилиндри-
ческая; 3 – линза цилиндрическая; 4 – световод; 5–7 – сферические линзы.

25
115 100 200

250 7150 1 2 3 4

6 75



24

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ  том 513  2023

ГАРАНИН и др.

ля излучения в них используется усилительный
модуль (см. рис. 3). Исследованы, в том числе при
отладке методики измерения, конфигурации ак-
тивных элементов: с 4 монокристаллами Yb:YAG
(без кладдинга) и с 4 керамическими образцами (с
кладдингом). Исследована зависимость коэффи-
циента усиления слабого сигнала от температуры
активной среды, длительности импульса накач-
ки, количества проходов, длины волны зондиру-
ющего лазерного излучения.

Методика измерения стандартная: на вход
усилительной схемы подается известный сигнал
и исследуется сигнал на выходе системы. В каче-
стве входного лазерного импульса использова-
лось излучение, формируемое лазерным задаю-
щим генератором (ЗГ, модель PLS-NS-1030, ООО
“Авеста-проект”). Измерения проводились для
импульса со следующими параметрами: длитель-
ность τ = 10 нс, энергия E ≤ 5 мДж, луч 10 мм в
диаметре. На рис. 7 представлены временная
форма лазерного импульса и пространственный
профиль лазерного пучка, формируемые ЗГ.

Активная среда усилительного модуля состоит
из четырех АЭ, которые помещаются в кассету,
как показано на рис. 3. В свою очередь, кассета по-
мещается в криогенную камеру УМ (рис. 3), что
позволяет контролируемым образом менять тем-
пературу АЭ. Система охлаждения АЭ за счет по-
тока гелия при давлении до 20 атм позволяет сни-
мать тепловую нагрузку с активной среды и изме-
нять температуру АЭ в диапазоне от 100 до 295 К.

При измерении коэффициента усиления ла-
зерного импульса в УМ необходимо синхронизо-
вать момент прохождения лазерным импульсом
активной среды с моментом достижения макси-
мума инверсной населенности. Система, позво-

ляющая контролировать синхронизацию сраба-
тывания системы накачки и генерации лазерного
импульса, работает следующим образом. Сигнал
регенеративного усилителя ЗГ запускает источники
питания лазерных диодов и с задержкой τdelay сигнал
ЗГ. Задержка формируется контроллерами ЗГ и
может быть изменена в пределах от 0 до 10 мс с
точностью до наносекунды.

При измерениях коэффициента усиления ис-
пользовались два модуля диодной накачки со сле-
дующими параметрами: ток питания диодных из-
лучателей I = 360 А, напряжение U = 120 В, дли-
тельность импульса диодной накачки τpump от 0.5
до 1.5 мс, температура охлаждающей воды Tохл =
= 20°C. При указанных выше параметрах мощ-
ность диодных излучателей примерно равна
18 кВт, а мощность на входе в активную среду
около 15 кВт. Эксперименты проводились в мо-
ноимпульсном режиме. При необходимости за-
держка τdelay между началом импульса диодной
накачки и моментом прохождения лазерного им-
пульса через усилитель варьировалась в пределах
от 0 до 1.5 мс.

Измерение коэффициента усиления kamp кера-
мических АЭ с концентрацией 0.9 и 2.2 ат. % на
четырех проходах проводилось на длине волны
λ = 1030 нм. Длительности импульса накачки
τpump составляли 0.5, 1.0 и 1.5 мс, а температура
охлаждения АЭ от 100 до 240 К. Комбинация АЭ в
кассете показана на рис. 3. (Вообще говоря, такая
композиция не оптимальна с точки зрения накач-
ки.) Результаты измерений представлены на рис. 8.
Температура потока гелия измерялась на выходе
из криогенной камеры, измерения коэффициен-
та усиления проводились в моноимпульсном ре-

Рис. 5. Спектры излучателя в зависимости от температуры и длительности импульса: f = 10 Гц, I = 260 А, τ = 1 мс (а),
τ = 1.5 мс (б).
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жиме, поэтому температура АЭ должна быть рав-
на температуре гелия. После достижения необхо-
димой температуры потока гелия измерения
проводились с задержкой в 5 мин. Контроль сов-
падения геометрического положения лазерного
луча и области диодной накачки проводился с по-
мощью ПЗС-камеры. Следует отметить, что если
три образца лазерной керамики Yb:YAG с концен-
трацией 0.9 ат. % были переданы ГЛП “Радуга” в
ТРИНИТИ для испытаний в 2022 г., то образец с

концентрацией 2.2 ат. % был изготовлен “Радугой”
в 2020 г. Этот образец, в отличие от изготовленных
позднее, имел окрашенную центральную часть и
повышенное поглощение в длинноволновой обла-
сти спектра. Вероятно, при его изготовлении часть
хрома из кладдинга попала в световую зону.

Используя результаты измерений энергии им-
пульсов в многопроходной схеме, можно рассчи-
тать коэффициенты усиления на каждом прохо-
де. Зависимости коэффициентов усиления при
длительности накачки 1.5 мс после одного, двух,

Рис. 6. Распределение мощности накачки одного излучателя в зоне усилительного модуля. Δz = – 25 мм от плоскости
центра АЭ в усилительном модуле (а), Δz = 0 мм (б), Δz = + 25 мм (в).
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трех и четырех проходов от температуры актив-
ной среды приведены на рис. 8.

На все оптические элементы четырехпроход-
ной оптической схемы (зеркала, линзы, окна) на-
несены многослойные диэлектрические покры-
тия, обеспечивающие потери для s- и р-поляриза-
ции ≤0.2% (согласно ТЗ) на отражение или при
прохождении одной поверхности. При каждом
проходе четырехпроходной оптической схемы ла-
зерный луч проходит 20 поверхностей. Если пола-
гать, что при прохождении (отражении) любой из
поверхностей коэффициент пропускания равен ,
то общий коэффициент пропускания при прохож-
дении N поверхностей будет равен . Из
сравнения экспериментально измеренного зна-
чения  расчетным значением  следует, что
величина экспериментально измеренного коэф-
фициента пропускания колеблется в пределах от
99.4 до 99.5%, что существенно хуже значения,
указанного в ТЗ, и значений измеренных при

surT

=cal N
pass surT T

exp
passT cal

passT

входном контроле только что изготовленных
компонент  (99.8%).

Все приведенные выше результаты получены
для p-поляризации зондирующего лазерного из-
лучения. Сравнение результатов измерения пока-
зало, что при s-поляризации зондирующего излуче-
ния величина коэффициента отражения меньше,
но не существенно, чем в случае p-поляризации
(всего на 6%). Коэффициенты пропускания для
p- и s-поляризаций лазерного излучения с длиной
волны λ = 1029.5 нм одинаковы в пределах ошиб-
ки измерения.

ВЫВОДЫ
1. Проведенные исследования позволили вы-

явить и проанализировать основные физические
принципы и концепции создания высокоэнерге-
тических импульсно-периодических лазеров не-
прерывной генерации.

2. Из анализа перечня свойств активных сред
сделан вывод, что Yb:YAG керамика и Yb:YAG

surT

Рис. 7. Форма импульса задающего генератора (a) и пространственный профиль пучка ЗГ (б).
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Рис. 8. Зависимость коэффициента усиления от температуры АЭ после одного, двух, трех и четырех проходов.
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кристаллы с кладдингом являются наилучшими
кандидатами для использования в высокоэнерге-
тических импульсно-периодических лазерах.

3. Показано, что их спектры поглощения σa (λ,  T)
и вынужденного излучения σe (λ,  T), коэффици-
енты усиления слабого сигнала ничем не уступа-
ют лучшим зарубежным аналогам.

4. Начаты работы по изготовлению “градиент-
ного” кладдинга с плавным изменением концен-
трации легирования хромом Cr4+ от границы кри-
сталла к краю АЭ и методов сварки кладдинга и
кристалла.

5. Проведенные испытания систем криогенно-
го охлаждения АЭ в диапазоне криогенных тем-
ператур 100–295 К и мощностями охлаждающей
способности систем 2 и 6 кВт, а также криорефри-
жератора замкнутого цикла с мощностью охлажда-
ющей способности 6 кВт, для диапазона температур
от 173 до 320 К, свидетельствуют о том, что разрабо-
танные совместно с МГТУ им. Н.Э. Баумана си-
стемы генерации охлаждающей среды надежны
и могут быть рекомендованы для широкого при-
менения.

6. Эксплуатация усилительного модуля пока-
зала его надежность и эффективность. Он также
может быть рекомендован для использования в
многопроходных схемах усиления непрерывно
генерирующих лазеров, требующих криогенного
охлаждения АЭ.

7. Исследование гомогенизатора системы
криогенного охлаждения АЭ показало недоста-
точность сглаживания луча накачки вдоль быстрой
оси (Y). Повысить однородность излучения без по-
терь энергии можно, если увеличить расходимость
излучения по вертикальной оси перед световодом.
Другой путь создания однородной структуры пучка
накачки исследовать возможность применения для
гомогенизации линзового растра.

8. Реализована четырехпроходная схема усиле-
ния и проведены ее исследования.

9. Проведенные измерения доказали соответ-
ствие экспериментальных результатов расчетным
оценкам и позволяют рассчитывать на получение
заданных показателей разработки.
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CURRENT TRENDS IN THE DEVELOPMENT OF HIGH-ENERGY LASERS
Academician of the RAS S. G. Garanina, V. N. Derkacha, K. N. Makarovb,

V. A. Ostrovskiyb, M. I. Pergamentb, M. V. Putilinb, and D. V. Sizmina

aThe Russian Federal Nuclear Center – All-Russian Scientific Research Institute of Experimental Physics, 
Institute of Laser Physical Research, Sarov, Nizhny Novgorod Region, Russia

bState Research Center of the Russian Federation Troitsk Institute for Innovation and Fusion Research,
Troitsk, Moscow, Russia

Current trends in developing high-energy lasers with pulse energies in the tens and hundreds of joules are con-
sidered. Active media are analyzed for their use in such lasers. Yb:YAG active crystalline and ceramic ele-
ments (AE) of Russian production are experimentally investigated at temperatures from 100 K to 295 K. The
data of the AE cryogenic cooling system are presented. A diode pumping system for AE and a homogenizer
of its radiation are described. The physical and technical characteristics of the pumping system are given.
Fresnel losses, absorption losses, and losses due to amplified spontaneous emission (ASE), which reduce the
energy stored in an inverted population, are experimentally measured. The results of measuring the gain in
multipass circuits with different sets of AEs are presented.

Keywords: repetitively pulsed lasers, diode pumping, gas (cryogenic) cooling
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Предложен и исследован способ генерации сверхширокополосных электромагнитных импульсов
наносекундной длительности с пикосекундным фронтом нарастания. В качестве излучателя ис-
пользована рупорная антенна с фотопроводящим ключом, переключаемым пикосекундными ла-
зерными импульсами. Показано, что длительность сверхширокополосных электромагнитных им-
пульсов определяется длиной антенны и полупроводниковым материалом, а фронт нарастания –
длительностью лазерных импульсов, используемых для инициации фотопроводящего ключа. В ра-
боте представлены характерные длительности импульсов ~1 нс с фронтом нарастания до ~34 пс.

Ключевые слова: сверхширокополосное излучение, рупорная антенна, фотопроводящий ключ,
пикосекундные лазерные импульсы
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В. В. Букин

Создание излучателей сверхширокополосных
(СШП) электромагнитных импульсов (ЭМИ) на-
но- и пикосекундного диапазона длительностей
является актуальной проблемой [1–10]. Такие
импульсы находят свое применение при решении
широкого класса прикладных и фундаменталь-
ных задач, таких как визуализация объектов, за-
щищенная радиосвязь, зондирование поверхно-
сти Земли, атмосферы и ионосферы [10], силовое
воздействие на электронику и сверхширокопо-
лосная радиолокация [11]. В то же время СШП
спектр излучения и короткие длительности ЭМИ
могут позволить измерять переходные характери-
стики детекторов, что важно для задач метроло-
гии. При этом для решения метрологических задач
встает важный вопрос о возможности создания ква-
зипрямоугольных ЭМИ, которые позволяли бы
напрямую измерять переходные процессы в де-
текторах и определять их аппаратную функцию.
Для генерации подобных импульсов обычно
предлагается следующее техническое решение:
антенна-излучатель подключается посредством
коаксиально-волноводного перехода к генерато-
ру импульсного напряжения (ГИН). Для подоб-
ных излучателей длительность ЭМИ определяет-

ся как конструкцией антенны, так и импульсом
напряжения, подаваемого с ГИН. Существующие
наиболее быстродействующие ГИН позволяют
сформировать импульсы длительностью порядка
100 пикосекунд, что ограничивает возможность
получения более коротких длительностей сверх-
широкополосных электромагнитных импульсов
в излучателях подобного типа.

В настоящей работе предлагается новая кон-
струкция антенного излучателя СШП ЭМИ, в ко-
тором ГИН и коаксиально-волноводный переход
заменяются на полупроводниковый коммутатор,
оптически переключаемый короткими лазерны-
ми импульсами пикосекундной длительности.
Подобная замена позволяет генерировать ЭМИ с
существенно более короткими временами нарас-
тания, которые определяются в первую очередь
свойствами материала полупроводника и дли-
тельностью лазерных импульсов.

РЕЗУЛЬТАТЫ
Модель генератора электромагнитных импуль-

сов наносекундной длительности с пикосекунд-
ными фронтами нарастания (полеобразующая си-
стема) представлена на рис. 1. Фотопроводящий
полупроводниковый элемент располагается в вер-
шине полеобразующей системы в промежутке
между металлическими пластинами, на которые
подается импульсное напряжение от внешнего ис-
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точника. Под действием лазерного излучения в по-
лупроводниковом материале создаются носители
заряда, которые, двигаясь в приложенном внеш-
нем поле смещения, вызывают в полеобразующей
системе фототок с фронтом нарастания, определя-
емым длительностью лазерного импульса.

После возникновения фототока происходит
разрядка напряжения, приложенного к металли-
ческим пластинам, и генерация бегущей электро-
магнитной волны. Длительность основной части

генерируемого импульса соответствует времени
распространения электромагнитной волны по
линии, образованной металлическими пластина-
ми. Схема экспериментальной установки пред-
ставлена на рис. 2.

При проведении экспериментов по генерации
СШП ЭМИ в качестве источника возбуждения
фотопроводящего полупроводникового ключа
был использован фемтосекундный волоконный
лазер с центральной длиной волны λ = 1030 нм,
длительностью импульсов 2 пс и частотой следо-
вания импульсов 100 Гц. В качестве фотопрово-
дящих ключей использовались: высокоомный ар-
сенид галлия с удельным сопротивлением ρ =
= 107 Ом ⋅ см; кремний с удельным сопротивле-
нием ρ = 104 Ом ⋅ см; алмаз, выращенный мето-
дом HPHT (термобарический метод, основанный
на кристаллизации алмаза из расплава углерода
при высокой температуре и при высоком давле-
нии) с концентрацией азотистой примеси
100 ppm. При использовании в качестве фотопро-
водящего ключа алмаза его фотовозбуждение
осуществлялось второй гармоникой лазерного из-
лучения с длиной волны λ = 515 нм. Для регистра-
ции временной формы генерируемых СШП ЭМИ
внутри полеобразующей системы располагался
широкополосный измеритель магнитного поля с
чувствительностью 53 мВ/(А/м) и временем нарас-
тания переходной характеристики 35 пс. Амплиту-
да приложенного к пластинам антенны импульс-
ного напряжения смещения составляла 1 кВ, при
длительности импульса ~10 нс.

Рис. 1. Модель излучателя сверхширокополосных
электромагнитных импульсов.

Полупроводник
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Рис. 2. Схема экспериментальной установки по генерации и детектированию прямоугольных ЭМИ наносекундной
длительности с пикосекундными фронтами нарастания.
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На рис. 3 представлены зарегистрированные
осциллограммы напряженности магнитного поля
(нормированные на единицу) при генерации
электромагнитного излучения с использованием
различных фотопроводящих ключей. Длина по-
леобразующей системы в описываемой серии
экспериментов составляла 500 мм. Измеритель
магнитного поля располагался на одинаковом
расстоянии от фотопроводящего материала в экс-
периментах с различными фотопроводящими
ключами. Из рис. 3 следует, что длительность ге-
нерируемого электромагнитного импульса раз-
лична для разных фотопроводящих материалов и
явно зависит от времени жизни фотоиндуциро-
ванных носителей заряда [12]. В стандартной схе-
ме оптической накачки – терагерцового зондиро-
вания [13] были измерены времена жизни фото-
индуцированных носителей заряда для образцов,
используемых в качестве фотопроводящих клю-
чей в полеобразующей системе. Так, для арсенида
галлия время жизни носителей заряда составило
τ = 620 ± 100 пс (при фотовозбуждении лазерным
излучением с длиной волны 800 нм); для HPHT
алмаза τ = 10 ± 1 пс (при фотовозбуждении лазер-
ным излучением с длиной волны 400 нм). Время
жизни носителей заряда в кремнии составляет
более 10 мкс. При этом измеренные времена на-
растания ЭМИ (34 пс) для всех исследованных
полупроводниковых материалов совпадают с соб-
ственным временем нарастания (35 пс) использо-
ванного измерителя магнитного поля. Последнее
дает основание сделать вывод о том, что в дей-
ствительности фронт генерируемого в экспери-

ментах СШП ЭМИ оказывается существенно
меньше 30 пс и зависит главным образом от дли-
тельности возбуждающих фотопроводник лазер-
ных импульсов.

В работе проведены эксперименты по измере-
нию зависимости напряженности магнитного
поля от оптической энергии переключения фото-
проводящего коммутатора на основе арсенида
галлия (рис. 4). Экспериментальные данные были
аппроксимированы зависимостью (1) [14], учи-
тывающей эффект насыщения напряженности
генерируемого поля:

(1)

(2)

где Н – напряженность магнитного поля; β –
константа, характеризующая амплитуду излучае-
мого поля, которая зависит от приложенного по-
ля смещения; F – плотность энергии оптического
излучения падающего на полупроводниковый
элемент; Fнас – плотность оптической энергии
насыщения (2) (hν – энергия кванта возбуждаю-
щего излучения, е – заряд электрона и ε, μ, R –
диэлектрическая проницаемость, подвижность,
коэффициент отражения полупроводника на
длине волны излучения накачки, Z0 – импеданс
свободного пространства).

Из аппроксимации экспериментальной зави-
симости, приведенной на рис. 4, было получено
значение плотности оптической энергии насы-

 ≈ β + нас

,FH
F F

( )µ
ν + ε=

−нас
0

(1 ) ,
1

hF
e Z R

Рис. 3. Осциллограммы напряженности магнитного
поля (нормировано) внутри полеобразующей систе-
мы (на расстоянии 250 мм от полупроводникового
ключа) при использовании различных фотопроводя-
щих ключей.
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Рис. 4. Зависимость амплитуды напряженности маг-
нитного поля электромагнитного излучения, генери-
руемого полеобразующей системой на основе арсе-
нида галлия от плотности оптической энергии, ком-
мутирующей фотопроводящий ключ.
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щения, равное 55 мкДж/см2 при напряженности
электрического поля смещения 16 кВ/см, что со-
гласуется со значением, полученным в работе [15]
(40 мкДж/см2 на длине волны излучения накачки
770 нм и напряженности электрического поля
смещения 11 кВ/см). Константа, характеризую-
щая амплитуду излучаемого поля β, при этом со-
ставила 22 А/м.

Было исследовано изменение формы ЭМИ по
мере распространения вдоль полеобразующей
линии, а также при выходе в свободное простран-
ство. Для этого измеритель магнитного поля пе-
ремещался вдоль направления распространения
ЭМИ с одновременной регистрацией осцилло-
грамм напряженности магнитного поля. На рис. 5
представлена трехмерная зависимость временно-
го распределения напряженности магнитного по-
ля от расстояния, отсчитанного относительно
расположения фотопроводящего ключа (арсенид
галлия). Длина полеобразующей системы в опи-
сываемой серии экспериментов составляла 300 мм.
Из рис. 5 видно, что в точке, примерно равной
длине рупора ~275 мм, происходит изменение
временной формы напряженности магнитного
поля, а в точке 475 мм излучение переходит в
дальнюю зону, поскольку импульс перестает из-
менять форму, уменьшаясь только по амплитуде.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате проведенных исследований раз-
работана и создана полеобразующая система на
основе рупорной антенны с фотопроводящим
ключом для генерации электромагнитных им-
пульсов наносекундной длительности с пикосе-
кундными фронтами нарастания. Продемон-
стрирована генерация электромагнитных им-
пульсов в указанной полеобразующей системе с
использованием различных полупроводниковых
фотопроводящих ключей: арсенида галлия, крем-
ния и HPHT-алмаза. Исследовано изменение
формы генерируемых СШП ЭМИ по мере их рас-
пространения внутри полеобразующей системы и
в свободном пространстве. Установлено, что дли-
тельность генерируемых электромагнитных им-
пульсов определяется длиной полеобразующей
системы и временем жизни фотоиндуцирован-
ных носителей заряда в полупроводнике, а их
фронт оказывается существенно меньше 30 пс и
зависит главным образом от длительности воз-
буждающих фотопроводник пикосекундных ла-
зерных импульсов.

БЛАГОДАРНОСТИ
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Рис. 5. Нормированная трехмерная зависимость временного распределения напряженности магнитного поля от по-
ложения измерителя магнитного поля. За начало отсчета принято расположение фотопроводящего ключа (арсенида
галлия). На вставке приведены временные зависимости напряженности магнитного поля, измеренные на расстоянии:
150 мм, 275 мм и 475 мм.
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GENERATION OF RECTANGULAR NANOSECOND ELECTROMAGNETIC 
PULSES WITH A PICOSECONDS RISE FRONT

Corresponding Member of the RAS S. V. Garnova, V. V. Bulgakovaa,
T. V. Dolmatova, A. A. Ushakova, and a

aProkhorov General Physics Institute of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

A method for generation of ultra-wideband electromagnetic pulses with a nanosecond duration and a pico-
second rise time has been studied. The emitter is a horn antenna with a photoconductive switch irradiated by
laser pulses. It has been shown that the duration of ultra-wideband electromagnetic pulses is determined by
the length of the antenna and the semiconductor material, and the rising front is determined by the front of
the laser pulses used to initiate the photoconductive switch. The work shows typical pulse durations of ~1 ns
with a rising edge of up to ~34 ps.

Keywords: ultra-wideband radiation, horn antenna, photoconductive switch, picosecond laser pulses
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ВКЛЮЧЕНИЙ В МАТРИЧНОМ КОМПОЗИТЕ
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Получены выражения для операторов концентрации напряженности и индукции электрического
поля на поверхности включений в матричном композите в зависимости от формы и объемной доли
включений в материале. Данные операторы связывают поля на поверхности включения со стороны
матрицы со средними величинами напряженности и индукции электрического поля в образце ком-
позита.

Ключевые слова: композит, матрица, включение, операторы концентрации напряженности и индук-
ции электрического поля, приближение Максвелла–Гарнетта, обобщенное сингулярное прибли-
жение
DOI: 10.31857/S2686740023060093, EDN: HTSKME

Задачи исследования свойств поликристаллов
и композитов условно могут быть разделены на
две отдельные категории. К первой относятся за-
дачи вычисления эффективных характеристик,
т.е. характеристик неоднородного материала как
целого [1, 2]. Ко второй – задачи по определению
локального перераспределения значений прило-
женных к материалу воздействий [3–5]. Особое
место среди таких задач занимают методы анали-
за физико-механических полей на поверхности
включений в неоднородных средах [6, 7].

Межзеренные и межфазные границы играют
важнейшую роль в формировании электрофизи-
ческих и механических свойств поликристаллов и
композитов, так как они являются областями (зо-
нами) скопления дефектов и примесей. При этом
их роль резко возрастает при уменьшении разме-
ров кристаллитов и включений [8]. Распределе-
ние полей на границах раздела формирует движу-
щие силы процессов диффузии и переноса, что, в
конечном счете, приводит к сегрегации заклю-
ченной в материале примеси на определенной ча-

сти поверхности зерен неоднородности. Это мо-
жет приводить к упрочнению/ослаблению связи
между включениями и матрицей в композите
(кристаллитами и аморфной межкристаллитной
фазой в поликристалле), формированию нано-
кластеров на поверхности включений и ко мно-
гим другим явлениям, результатами которых бу-
дут являться изменения эксплуатационных физи-
ко-механических характеристик материалов.

В настоящей работе эта задача решена для мат-
ричного композита с учетом объемного содержа-
ния компонентов, формы и ориентации включе-
ний. Решение данной задачи является актуаль-
ным вследствие возможности использования ее
результатов в микро- и наноэлектронике, маши-
ностроении и других областях науки и техники.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. 
ОПЕРАТОРЫ КОНЦЕНТРАЦИИ ПОЛЕЙ

НА ПОВЕРХНОСТИ УЕДИНЕННОГО 
ВКЛЮЧЕНИЯ В БЕСКОНЕЧНОЙ МАТРИЦЕ

Определим операторы концентрации напря-
женности  и индукции  электрическо-
го поля на поверхности включения со стороны
матрицы формулами

(1)

где  и  – компоненты векторов напря-
женности и индукции электрического поля на
поверхности включения со стороны матрицы,

( )E
ijK r ( )D

ijK r

= =( ) ( ) , ( ) ( ) ,m E m D
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iE r ( )m
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 и  – компоненты соответствующих век-
торов приложенного (среднего) поля к материалу
образца, а r – радиус-вектор точки на поверхно-
сти включения.

Отметим, что в (1) и далее по тексту нижние
индексы компонент векторов и тензоров прини-
мают значения 1, 2, 3.

Ставится задача – найти выражения для дан-
ных операторов в зависимости от формы включе-
ния. Для нахождения  и  рассмотрим
операторы проектирования на поверхности
включения. Любой вектор на поверхности вклю-
чения может быть разложен на две компоненты –
нормальную и тангенциальную [9]:

определяющиеся с помощью скалярного и век-
торного произведений:

(2)

где n – вектор внешней единичной нормали в
данной точке поверхности включения. В индекс-
ных обозначениях выражения (2) могут быть за-
писаны как

где  и  – компоненты операторов проектиро-
вания на внешнюю нормаль и касательную плос-
кость в данной точке поверхности, δij – символ
Кронекера. Отметим некоторые свойства опера-
торов  и :

Условия на границе матрица–включения
можно записать в виде (здесь и далее по тексту
верхние индексы “p” (particle) и “m” (matrix) обо-
значают принадлежность к включению и матрице
соответственно):

(3)

что означает непрерывность нормальной состав-
ляющей индукции и тангенциальной составляю-
щей напряженности электрического поля на гра-
нице раздела. Далее аргумент r, где это возможно,
будем опускать. С учетом условий (3) можно за-
писать

где  – тензор диэлектрической проницаемости
матрицы, при этом

Группируя поля в матрице и во включении,
имеем

jE jD
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где . Поскольку  – скалярная
функция компонент вектора нормали и тензора
диэлектрической проницаемости матрицы, то

Сложим последнее уравнение со вторым из
уравнений (3), тогда после преобразований и ин-
дексных переобозначений будем иметь:

где

Заметим, что в векторном виде последние две
формулы можно записать как

(4)

(5)

где I – единичный тензор 2-го ранга. Связь векто-
ров индукции электрического поля на поверхно-
сти включения со стороны матрицы и напряжен-
ности электрического поля во включении будет
определяться выражением:

(6)

Формулы (4) и (6) справедливы для включения
любой формы с гладкой поверхностью. Для опре-
деления оператора концентрации электрических
полей на поверхности включения необходимо
связать приложенное (среднее по материалу) по-
ле с полем во включении. Данную задачу решить
в аналитическом виде удается только для включе-
ния эллипсоидальной формы, частными пре-
дельными случаями которой являются бесконеч-
ный эллиптический цилиндр, тонкий эллиптиче-
ский диск и шар.

Рассмотрим задачу для неоднородного тела
объема  с поверхностью S, состоящего из одно-
родной матрицы с тензором  диэлектрической
проницаемости, в которую погружен однород-
ный эллипсоид, занимающий область  с грани-
цей . Тензор диэлектрической проницаемости
эллипсоида – . К поверхности S тела приложе-
но однородное электрическое поле напряженно-
стью . Формулировка данной задачи имеет вид

(7)
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где  – электростатический потенциал,  –
тензор диэлектрической проницаемости тела, яв-
ляющийся кусочно-постоянной функцией точки
внутри тела:

Наряду с задачей (7) рассматривается краевая
задача для однородного тела сравнения такой же
формы, полностью состоящего из матрицы:

(8)

где  – электростатический потенциал в точ-
ках тела сравнения. Вычитая (8) из (7), имеем
краевую задачу

(9)

где

(10)

Введем функцию Грина  условиями

(11)

тогда решение задачи (9) можно записать в виде
интеграла [10]

(12)

Преобразуем (12) по формуле Остроградско-
го–Гаусса. Тогда с учетом граничного условия в
(11) и того, что , получим

(13)

верхний индекс 1 у дифференциального операто-
ра Гамильтона означает дифференцирование по

. В пределе при  имеем: .
Учтем также (10), тогда (13) примет вид

Поле внутри эллипсоидального включения од-
нородно [11], поэтому данное выражение может
быть записано в следующей форме:

(14)

Объемный интеграл в скобках
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(15)

сходится при любом  (Vp считается откры-
тым множеством). Действительно, учитывая,
что [11]

имеем

(16)

т.е. подынтегральная функция в (15) имеет осо-
бенность только в точке . Рассмотрим шар  ма-
лого радиуса  с центром в точке , целиком со-
держащийся в Vp. Оценим норму интеграла  от

 по шару . Пусть  и  – наи-
меньшая и наибольшая главные компоненты тен-
зора , тогда

(17)

Из (17) следует, что  при , что вле-
чет сходимость интеграла .

Данный результат позволяет преобразовать
объемный интеграл (15) к поверхностному [12]:

(18)

где n1 – внешняя единичная нормаль к  (инте-
грирование ведется по ). Таким образом, выра-
жение (14) можно записать в виде

(19)

Вектор-функция  и тензорная
функция  непрерывны при

 и , поэтому в (19) справедливо диф-
ференцирование под знаком интеграла [12], т.е.
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откуда, принимая  и учитывая, что ∇G(r1 – r) =

= (r1 – r), получим:

где  (решением задачи (8) являет-
ся ). Таким образом, для напря-
женности поля внутри включения  имеем урав-
нение

(20)

Интеграл в скобках в (20) не зависит от r при
, поскольку остальные величины, входя-

щие в (20), не зависят от r. Возьмем начало коор-
динат в центре эллипсоида, примем r = 0, тогда
выражение для этого интеграла будет определять
тензор , используемый в обобщенном сингуляр-
ном приближении (ОСП) [5, 10, 13]:

(21)

Таким образом, из (20) и (21) получаем связь
между напряженностью поля  внутри эллипсо-
ида и напряженностью приложенного поля  в
бесконечной матрице:

(22)
Компоненты тензора  можно вычислить по

формуле [5]

(23)

где компоненты нормали к поверхности эллипсои-
да выражаются через сферические углы . В век-
торном виде (23) может быть записана как

(24)

где  – элемент телесного угла. Интегрирование
в (24) проводится по всем направлениям нормали

 к поверхности  эллипсоидального включе-
ния. Выражение (24) можно также интерпретиро-
вать как среднее по всем направлениям:

или с учетом (5):

=0r r

−∇1G

 
= ∇ − ⊗ ⋅ −  
 

∈

 1
1 1 1'( ) ( ) ( ) ( ),

,

p

p m

S
p

G dS

V

E r r r n ε ε E r

r

′ = − 0( ) ( )E r E r E
ϕ = − ⋅0( ) ( )c r E r

pE

 
= + ∇ − ⊗ ⋅ −  

 
∈

 1
0 1 1 1( ) ( ) ,

.

p

p p m p

S
p

G dS

V

E E r r n ε ε E

r

∈ pVr

g

= ∇ ⊗ 1
1 1 1( ) .

pS

G dSg r n

pE
0E

−= − − 1
0[ ( )] .p p mE I g ε ε E

g

π π

= − ϑ ϑ ϕ
π ε 

2

0 0

1 sin ,
4

i j
ij m

k kl l

n n
g d d

n n

ϑ ϕ,

⊗= − Ω
π ⋅1 ,

4 ( )p
m

S

dn ng
n ε n

Ωd

n pS

Ω

⊗= −
⋅

,
( )m

n ng
n ε n

(25)

тогда связь между напряженностями приложен-
ного поля и поля внутри включения примет вид

(26)

Из (4) и (26) вытекает связь между напряжен-
ностями поля на границе включения со стороны
матрицы и приложенного поля:

(27)
Усреднив (27) по всем направлениям, полу-

чим:

т.е. средняя по всем направлениям напряжен-
ность поля на границе эллипсоидального вклю-
чения со стороны матрицы равна напряженности
приложенного поля.

Таким образом, из (27) следует, что в случае
изолированного эллипсоидального включения в
бесконечной матрице оператор концентрации
электрического поля на границе включения име-
ет вид

(28)

где  определяется выражением (5). Умно-
жив левую и правую части (27) на , аналогично
получим оператор концентрации электрической
индукции на поверхности включения:

(29)

ОПЕРАТОРЫ КОНЦЕНТРАЦИИ ПОЛЕЙ
НА ПОВЕРХНОСТИ ВКЛЮЧЕНИЙ 

В МАТРИЧНОМ КОМПОЗИТЕ
Рассмотрим теперь случай матричного компо-

зита с эллипсоидальными включениями, количе-
ство которых в образце объемом V данного ком-
позита будем считать равным N. Пусть к поверх-
ности S данного образца приложено постоянное
электрическое поле напряженностью , причем
в данных условиях средняя по образцу напряжен-
ность поля будет совпадать с , т.е.  [14].
Если включение входит в состав неоднородной
среды, то в формуле (21) вместо напряженности
приложенного поля  следует использовать на-
пряженность действующего, или эффективного,
поля . Напряженность такого поля можно
принять равной средней напряженности поля в
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матрице, что характерно для приближения Макс-
велла–Гарнетта [15] как частного случая ОСП,
если в качестве тела сравнения взять матрицу [10]

.

Среднюю напряженность поля и среднюю
электрическую индукцию в матрице в зависимо-
сти от средней напряженности поля  и средней
индукции  в образце композита можно полу-
чить с помощью операторов объемной концен-
трации полей  и :

В свою очередь, операторы  и  для то-
чек, лежащих в объеме матрицы, в ОСП имеют
вид [5]

Вычисляя средние, получим:

(30)

где усреднение производится по всем включени-
ям, погруженным в матрицу, а f – их полная объ-
емная доля в образце композита.

Таким образом, поля на поверхности включе-
ния со стороны матрицы в матричном композите
могут быть найдены по следующим формулам:

где ,  – полные операторы концентра-
ции полей на границе включения со стороны мат-
рицы в образце композита:

(31)

,  – операторы поверхностной кон-
центрации поля на границе включения со сторо-
ны матрицы, определяются выражениями (28),
(29); ,  – операторы объемной кон-
центрации поля в матрице, определяются выра-
жениями (30).

ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ МАТРИЧНОГО 
КОМПОЗИТА СО СФЕРИЧЕСКИМИ 

ВКЛЮЧЕНИЯМИ
Рассмотрим матричный композит с изотроп-

ной матрицей ( ) и изотропными сфери-
ческими включениями ( ) радиусом r. В
этом случае по формулам (5), (23) получим:
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(32)

Для операторов объемной концентрации по-
лей по формулам (30) имеем:

(33)

оба эти оператора – диагональные. Для операто-
ров поверхностной концентрации по формулам
(28), (29) с учетом (32) получим:

В итоге для полных операторов концентрации
полей на поверхности включений имеем:

(34)

Пусть  – напряженность приложенного по-
ля к образцу композита, тогда из (33) получим,
что средняя напряженность поля в матрице

В частности, для случая сильно контрастных
включений при 

(35)

В другом предельном случае при 

. (36)

Введем систему координат xyz с началом в цен-
тре выбранного включения со сферической по-
верхностью , направив ось z по направлению ;
оси x, y направим перпендикулярно оси z. Рас-
смотрим две точки на : точку A(0; 0; r), лежащую
на оси z, и точку B(r; 0; 0) – на оси x. Векторы нор-
мали в этих точках: , .

Из (34) получим, что оператор  – диаго-
нальный с компонентами
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причем в случае сильно контрастных включений
при  имеем:

т.е. напряженность поля в точке A со стороны
матрицы

и фактически в три раза больше средней напря-
женности поля в матрице (см. (35)). В то же вре-
мя, в случае  имеем

т.е. .

В точке B оператор  также диагональный с
компонентами

Напряженность поля в точке B со стороны
матрицы:

причем в приближении Максвелла–Гарнетта она
равна напряженности поля внутри включения (в
силу диагональности оператора KE в точке B нор-
мальная к поверхности сферы составляющая на-
пряженности поля отсутствует, а касательная –
непрерывна при переходе через поверхность сфе-
ры). Для случая сильно контрастных включений
при  имеем:

т.е. . В другом предельном случае

при 

что фактически в полтора раза больше, чем сред-
нее поле в матрице (см. (36)).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основным результатом настоящей работы явля-
ются выражения (28)–(31) для операторов концен-
трации напряженности и индукции электрического
поля на поверхности включения в матричном ком-
позите, которые позволяют прогнозировать значе-
ния данных величин в любой точке поверхности
включений в зависимости от внешнего приложен-
ного поля, от объемных долей и материальных ха-
рактеристик компонентов композита, от формы
и ориентации включений.
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DISTRIBUTION OF ELECTRIC FIELDS ON THE SURFACE OF INCLUSIONS 
IN MATRIX COMPOSITE
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Expressions are obtained for operators of concentration of electric field strength and displacement on the sur-
face of inclusions in matrix composite depending on shape and volume fraction of inclusions in material.
These operators relate the fields on the inclusion surface on the matrix side with the average values of the elec-
tric field strength and displacement in the composite sample.

Keywords: composite, matrix, inclusion, operators of concentration of electric field strength and displace-
ment, Maxwell Garnett approximation, generalized singular approximation



41

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ, 2023, том 513, с. 41–47

ЭФФЕКТ УСКОРЕННОГО ВСАСЫВАНИЯ ЖИДКОСТИ В ТРУБКЕ
ПРИ ЛАЗЕРНОЙ КАВИТАЦИИ НА ЛАЗЕРНОМ 

НАГРЕВАТЕЛЬНОМ ЭЛЕМЕНТЕ
© 2023 г.   В. М. Чудновский1, академик РАН М. А. Гузев1, Е. П. Дац1,*, А. В. Кулик1

Поступило 07.07.2023 г.
После доработки 07.07.2023 г.

Принято к публикации 21.08.2023 г.

Экспериментально и численно исследуются расширение и схлопывание кавитационного пузырька
при лазерном нагреве и вскипании с недогревом воды в окрестности кончика оптоволокна (лазер-
ном нагревательном элементе), установленного в заполненной водой стеклянной трубке с двумя от-
крытыми концами. Кавитация, инициированная непрерывным лазерным излучением, сопровож-
дается выталкивающим и втягивающим движением разогретой жидкости в трубке и за ее предела-
ми. Впервые показано, что в трубке с установленным лазерным нагревательным элементом в потоке
жидкости, движущемся за стенками пузырька, при его схлопывании на удаленном от торца полюсе
поверхности пузырька возникает жидкая струя, направленная через пузырек к торцу оптоволокна.
Струя ускоряет процесс всасывания жидкости в трубку.

Ключевые слова: лазер, кавитация, численное моделирование, двухфазная среда
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Лазерная (лазероиндуцированная) кавитация
[1, 2] представляет собой паровую кавитацию, об-
разующуюся при быстром лазерном нагреве и
вскипании жидкости, находящейся в относитель-
но “холодном” окружении, недогретом до темпе-
ратуры насыщения (кипение с недогревом). При
лазерной кавитации возникающий при вскипании
паровой пузырек сначала быстро увеличивается до
некоторого максимального объема, а затем, вслед-
ствие контакта с “холодным” (недогретым) окру-
жением, ускоренно схлопывается, что определяет
его как кавитационный [3, 4]. Большой интерес
представляет исследование лазерной кавитации в
трубках, заполненных жидкостью, поскольку с
этими исследованиями связаны технология струй-
ной печати, создание микронасосов, очистка по-
верхности, технологии лазерной хирургии и др.
[5–12]. В трубке лазерный нагрев можно осу-
ществлять дистанционно, фокусируя излучение в
нужном объеме, либо контактно, когда излучение
доставляется через оптоволокно, кварцевый кон-
чик которого погружен в жидкость, с которой он
непосредственно контактирует. Лазерная кавита-
ция с использованием дистанционной фокуси-
ровки излучения в жидкость активно исследуется

[5, 6, 8, 9, 14], чего нельзя сказать о методах кон-
тактной инициации с использованием непрерыв-
ного лазерного излучения, проводимого по опто-
волокну, хотя использование оптоволокна очень
удобно для доставки лазерного излучения к раз-
личным объектам [7]. Оптоволокно обладает
большой гибкостью и способно проникать в уз-
кие каналы, трубки, щели и иглы для перкутанно-
го воздействия и таким образом позволяет гене-
рировать кавитационные пузырьки в условиях,
где использование других методов – “искрового”
[13] и связанного с фокусировкой лазерного излу-
чения [14] затруднительно либо неосуществимо.
Кроме того, диаметр кварцевой жилы обычно
применяемых оптических волокон мал и нахо-
дится в пределах 0.1–1 мм, поэтому при конвер-
сии лазерного излучения в тепло кварцевый кон-
чик оптоволокна будет являться сосредоточен-
ным нагревательным элементом нагревательного
прибора – лазерного аппарата, излучающего че-
рез оптоволокно с рекордно большим тепловым
потоком [3, 4].

Особенность лазерной кавитации, иницииро-
ванной на лазерном нагревательном элементе в
трубке, заключается в том, что зарождение и эво-
люция кавитационного пузырька происходят в
окрестности двух поверхностей – цилиндриче-
ской поверхности кончика оптоволокна и внут-
ренней цилиндрической поверхности трубки.
Известно, что в свободном объеме лазерная кави-
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тация в окрестности кончика оптоволокна при-
водит к генерации двух аксиальных кумулятив-
ных струй, возникающих при схлопывании пу-
зырька. Одна устремлена к торцу оптоволокна,
другая – в противоположном направлении, от
торца в глубь жидкости [3, 4]. Эти струи возника-
ют в результате столкновения и преобразования в
аксиальные встречных радиальных потоков жид-
кости, движущейся за поверхностью схлопываю-
щегося пузырька [3, 4]. Однако в трубке, из-за
влияния на кавитационный пузырек внутренней
замкнутой поверхности, радиальные встречные
потоки вообще могут не возникать и существен-
ным становится только аксиальное движение
жидкости, движущейся за стенками кавитацион-
ного пузырька. При росте пузырек выталкивает
жидкость из трубки, а при схлопывании всасыва-
ет и, если при этом возникнут струи, они, с одной
стороны, будут иметь совершенно иную природу,
с другой – изменять скорость всасывания жидко-
сти в трубку. Важно, что при лазерном нагреве
потоки жидкости, выходящие и входящие в труб-
ку, будут со временем разогреваться, что в итоге
может привести к необратимой денатурации бел-
ков и санации поверхности. Данное обстоятель-
ство можно использовать как в технических при-
ложениях, так и в медицинских технологиях.

Цель работы – исследовать динамику и нагрев
жидкости при лазерной кавитации, инициирован-
ной непрерывным лазерным излучением на лазер-
ном нагревательном элементе, установленном в
стеклянной трубке, заполненной жидкостью.

В работе экспериментально и численно иссле-
дуются расширение и схлопывание кавитацион-
ного пузырька при лазерном нагреве и вскипании
с недогревом воды в окрестности кончика опто-
волокна (лазерном нагревательном элементе),
установленного в заполненной водой стеклянной
трубке с двумя открытыми концами. Показано,
что в трубке с установленным лазерным нагрева-
тельным элементом в потоке жидкости, движу-
щемся за стенками пузырька, при его схлопыва-
нии на удаленном от торца полюсе поверхности
пузырька возникает жидкая струя, направленная
через пузырек к торцу оптоволокна. Эта струя
ускоряет процесс всасывания жидкости в трубку.

В экспериментах использовался полупроводни-
ковый лазер с длиной волны излучения 1.47 мкм,
излучение которого проводилось по кварц-
кварц-полимерному волокну диаметром 600 мкм.
Использовалось непрерывное излучение с мощ-
ностью 6 Вт. Оптоволокно помещалось в центр
стеклянной трубки с открытыми концами длиной
80 мм, заполненной недеаэронированной ди-
стиллированной водой. Трубка устанавливалась
вертикально в стеклянной кювете с размерами

12.5 × 2.3 × 4.1 см, также заполненной недеаэри-
рованной водой. Наружный диаметр трубки 5 мм,
внутренний 3.3 мм. Расстояние от кварцевого
кончика оптоволокна до внутренних стенок труб-
ки 1.35 мм. Расстояние от торца оптоволокна до
нижней границы трубки 7.5 мм, а от нижней гра-
ницы до дна кюветы 3 мм. Излучение с длиной
волны 1.47 мкм хорошо поглощается в воде с ко-
эффициентом поглощения ~25 см–1 [15], что поз-
воляет инициировать вблизи торца оптоволокна
объемное вскипание жидкости. Все эксперимен-
ты проводились при температуре 300 K с исполь-
зованием скоростной видеокамеры PHOTRON
FASTCAM SA-Z со скоростью съема до 105 кадров
в секунду. Исследовался элементарный акт вски-
пания – динамика роста и схлопывания одиноч-
ного пузырька в трубке. Численное моделирова-
ние реализовано в коммерческом пакете Ansys
Fluent 2021 с использованием метода “Volume of
Fluid”, в котором рассматривается двухфазная
среда “вода–пар”. В качестве механизма межфаз-
ного массообмена используется модель испаре-
ния-конденсации Ли [16], в которой скорость па-
рообразования и конденсации пропорциональна
разнице между текущей температурой и темпера-
турой насыщения. Параметры моделирования
выбирались из условий эксперимента, а также та-
ким образом, чтобы динамика межфазной грани-
цы в численном расчете соответствовала динами-
ке роста/схлопывания пузырька в эксперименте.
Моделирование осуществлено в двумерной осе-
симметричной постановке, где ось симметрии со-
ответствует оси симметрии оптоволокна. Сходи-
мость численного решения проверялась на рав-
номерных сетках с квадратными элементами
различного размера (1, 2, 4 мкм) при помощи сопо-
ставления динамики поверхности пузырька с одно-
мерным решением уравнения Рэлея–Плессета [1],
описывающего закон движения радиуса кавитаци-
онного пузырька в вязкой несжимаемой жидкости.

Результаты эксперимента по лазерной кавита-
ции в окрестности торца оптоволокна, помещен-
ного в стеклянную трубку, показаны на рис. 1.
Вскипание воды происходит перед торцом волок-
на, установленного вертикально. В период роста
пузырек приобретает форму вертикально вытяну-
того сфероида, охватывает кончик оптоволокна,
и после достижения максимального размера че-
рез 0.55 мс начинает схлопываться. При схлопы-
вании на нижнем полюсе пузырька формируется
аксиальная струя жидкости, направленная к тор-
цу оптоволокна (рис. 1, 0.8–1.05 мс), в которой
средняя скорость движения переднего фронта
( ≈ 4 м/с) превосходит среднюю скорость движе-
ния межфазной границы на остальных участках
поверхности пузырька (  ≈ 3.3 м/с). Кадры 0.85–

v

1v
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Рис. 1. Рост и схлопывания парового пузырька, возникающего на торце оптоволокна, помещенного в стеклянную
трубку. Диаметр оптоволокна 0.6 мм. Временные интервалы обозначены в миллисекундах от начала момента роста.

0.1 мс 0.2 мс 0.3 мс 0.4 мс 0.5 мс 0.6 мс

0.8 мс 0.85 мс 0.9 мс 0.95 мс 1 мс 1.05 мс

1.1 мс 1.15 мс 1.2 мс 1.25 мс 1.4 мс 1.9 мс

Рис. 2. Струя, распространяющаяся через схлопывающийся пузырек и направленная к торцу оптоволокна в различ-
ные моменты времени.

0.85 мс 0.95 мс0.90 мс

0.95 мс детально показаны на рис. 2, откуда полу-
чаем, что средняя скорость движения объема
жидкости, сосредоточенной в струе, V ≈ 7.63 мл/c.

Коллапс пузырька сопровождается ускорен-
ным встречным движением жидкости сверху и
снизу. В терминальной стадии коллапса пузырька
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происходит столкновение струи с торцом оптово-
локна, а также жидкости, движущейся во встреч-
ном направлении. В этот момент пузырек сжима-
ется до минимальных размеров (рис. 1, 1.15 мс).
Однако последующая эволюция приводит к вос-
производству горизонтально вытянутого пузырь-
ка – “отскоку” и вторичному разрушению пу-
зырька (рис. 1, 1.2–1.9 мс).

На рис. 3 показано поле скоростей, получен-
ное в результате численного моделирования про-
цесса роста и схлопывания пузырька на кончике
оптоволокна в трубке. Вводимые параметры для
численного моделирования соответствуют экспе-
риментальным значениям. На стадии роста пузы-
рек выталкивает жидкость в направлении из
трубки, тогда как при схлопывании пузырька
жидкость, наоборот, втекает в трубку. Видно, что
при коллапсе на нижнем полюсе пузырька фор-
мируется направленная к торцу оптоволокна
струя (рис. 3, 0.85 мс), в которой скорость движе-
ния жидкости превосходит скорость движения
межфазной границы на остальных участках по-
верхности пузырька. Максимальная скорость

движения жидкости наблюдается в момент удара
(рис. 3, 1 мс) переднего фронта жидкой струи о
торец оптоволокна. Далее в пространстве между
торцом оптоволокна и внутренней стенкой труб-
ки возникает вихрь, вращение которого частично
обусловлено как столкновением, так и встречным
движением жидкости при схлопывании пузырь-
ка, принявшего тороидальную форму. В дальней-
шем в окрестности торца оптоволокна возникает
тороидальный вихрь, способный формировать
стационарное течение вдоль трубки. Анализ ди-
намики изменения поля скоростей жидкости в
период роста-схлопывания пузырька в трубке по-
казывает, что к моменту достижения максималь-
ного размера пузырька, согласно рис. 3, жидкость
вытекает из пространства между радиальной по-
верхностью пузырька и внутренней стенкой трубки,
поэтому давление здесь на поверхность пузырька
минимально, тогда как на полюсах давление жид-
кости на пузырек остается максимальным. Таким
образом, струя формируется вдоль оси, соединя-
ющей аксиально расположенные полюса поверх-

Рис. 3. Поле скоростей в процессе моделирования роста схлопывания пузырька в трубке. Черным цветом отмечена га-
зовая фаза.
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ности пузырька в направлении от полюса пузырь-
ка к торцу оптоволокна.

Зависимость полученной численно объемной
скорости и ускорения движения воды через ниж-
ний торец трубки от времени показана на рис. 4.
Отрицательные значения соответствуют вытал-

киванию объема воды из трубки при росте пу-
зырька, положительные – всасыванию воды в
трубку при схлопывании пузырька. Из графика
следует, что скорость всасывания воды в трубку
максимальна в период образования и движения
струи (0.8–1 мс) и достигает значений ~12.5 мл/с.
Большое ускорение получает вытекающая из

Рис. 5. Распределение температуры в процессе моделирования роста-схлопывания парового пузырька.
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Рис. 4. Изменение объемной скорости и ускорения через нижний торец трубки. Отрицательные значения обозначают
скорость выталкивания объема воды в процессе роста пузырька, положительные – скорость всасывания воды при его
схлопывании.
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трубки жидкость при первом расширении паро-
вого пузырька. При этом скорость выхода воды из
трубки превосходит скорость всасывания воды
при его схлопывании, тогда как в последующих
циклах (отскоках) скорость всасывания воды
превосходит ее выброс, и жидкость преимуще-
ственно периодически втекает в трубку. В конце
устанавливается небольшой стационарный по-
ток, направленный снизу вверх через трубку.
Этот поток обеспечивает тороидальный вихрь,
показанный на рис. 3 (1.9 мс).

Результаты расчета температуры двухфазной
среды показаны на рис. 5. Из рисунка следует, что
через 1.9 мс в момент исчезновения паровой фазы
температура жидкости вблизи внутренней по-
верхности трубки достигает 325 K (повышается на
25 градусов). При многократном повторении дан-
ного процесса жидкость нагреется до температур,
при которых произойдет необратимая денатура-
ция всех белков, находящихся на поверхности,
т.е. произойдет санация поверхности.

Эффект выталкивания и последующего всасы-
вания разогретой жидкости в трубку может иметь
большое практическое значение в технических и
медицинских приложениях. Например, этот эф-
фект может быть полезен для санации поверхно-
сти и при лечении ран.
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THE EFFECT OF ACCELERATED ABSORPTION OF LIQUID IN A TUBE 
DURING LASER CAVITATION ON A LASER HEATING ELEMENT

V. M. Chudnovskiia, Academician of the RAS M. A. Guzeva, E. P. Datsa, and A. V. Kulika

aInstitute of Applied Mathematics, Far Eastern Branch of the Russian Academy of Sciences, Vladivostok, Russia

The expansion and collapse of a cavitation bubble during laser heating and subcooled boiling of water in the
vicinity of the tip of an optical fiber (laser heating element) installed in a water-filled glass tube with two open
ends is studied experimentally and numerically. Cavitation, initiated by continuous laser radiation, is accom-
panied by the pushing and pulling movement of the heated liquid in the tube and outside it. For the first time,
it has been shown that in a tube with an installed laser heating element in a liquid f low moving behind the
walls of the bubble, when it collapses at the pole of the bubble surface remote from the end, a liquid jet ap-
pears, directed through the bubble to the end of the optical fiber. The jet speeds up the process of sucking liq-
uid into the tube.

Keywords: laser, cavitation, numerical modeling, two-phase medium
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Впервые строится точное решение контактной задачи о взаимодействии с многослойным основа-
нием двух полубесконечных штампов, торцы которых параллельны друг другу. Штампы предпола-
гаются абсолютно жесткими, а расстояние между ними может иметь любую конечную величину. За-
дача является важным этапом в алгоритме построения моделей трещины нового типа в материалах
разных реологий. Механизм разрушения среды трещинами нового типа кардинально отличается от
механизма разрушения среды трещинами Гриффитса и пока изучен слабо. Гриффитс объяснил
происхождение своих трещин с гладкой границей как результат сжатия с боков эллиптической по-
лости в пластине. Трещины нового типа имеют кусочно-гладкую границу, получаются в результате
замены эллипса прямоугольником, сжимаемым с боков. Представленную в статье задачу можно
рассматривать как результат формирования трещины нового типа с абсолютно жесткими берегами
и деформируемой нижней границей. После ее решения появляется возможность перехода к дефор-
мируемым штампам и трещине нового типа в реологической среде. Решение этой задачи оказалось
возможным вследствие построения точных решений интегральных уравнений Винера–Хопфа на
конечном отрезке. 
Показано, как решение одной из ранее не решавшихся точно задач позволяет исследовать и решать
точно другие задачи, выявлять ранее не известные свойства и резонансы. В результате построения
точного решения задачи подтвердился факт о неединственности решения динамических контакт-
ных задач для систем штампов и построено дисперсионное уравнение для нахождения резонансных
частот.

Ключевые слова: контактная задача, многослойные среды, штампы, интегральное уравнение Вине-
ра–Хопфа, бесконечные алгебраические системы, резонансы
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Обзоры исследований по теории и методам ре-
шения контактных задач для одного штампа на
многослойной среде весьма обширны. Часть из
них изложена в работах [1–20]. Обзоров по тео-
рии контактных задач для совокупностей штам-
пов значительно меньше. В работах [2–5] приво-
дятся некоторые примеры исследований по кон-
тактным задачам для нескольких штампов, где
применяются как аналитические, асимптотиче-
ские, так и численные подходы. Роль этих задач
важна во многих вопросах конструирования и

прочности. В работе [19] предложен один из спо-
собов точного решения достаточно общей кон-
тактной задачи для одного штампа, опирающий-
ся на точное решение интегрального уравнения
Винера–Хопфа на конечном отрезке. В настоя-
щей работе на его основе строится точное реше-
ние контактной задачи для двух полубесконеч-
ных штампов, чем расширены возможности ме-
тода Винера–Хопфа. Заметим, что именно этот
метод, в сочетании с методом блочного элемента,
позволил обнаружить существование трещин но-
вого типа, а с ними и новых землетрясений, на-
званных стартовыми [20]. Этот тип землетрясе-
ний, пока единственный, который можно про-
гнозировать, дал ответ на причины разнообразия
видов подвижек поверхности Земли в зонах эпи-
центров. Все связано с характером взаимного
движения литосферных плит в зоне разлома,
представляющего трещину нового типа [21]. Сле-
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дует заметить, что попытки использования тре-
щин Гриффитса в сейсмологии не дали ожидае-
мого результата, хотя успешны в инженерной
практике. Наиболее детально математически они
исследованы академиком Н.Ф. Морозовым [22],
охватившим широкий спектр теории и приложе-
ний этих трещин. Рассматриваемая в настоящем
сообщении контактная задача для двух абсолют-
но жестких штампов является важным этапом в
алгоритме исследования трещин нового типа в
реологических средах [21]. Можно трактовать эту
контактную задачу как рассмотрение трещины
нового типа, имеющей абсолютно твердые берега
и деформируемое дно, представимое зоной мно-
гослойной среды, на поверхности которой нахо-
дятся штампы. Частный случай этой задачи рас-
сматривался в [23], но только для критического
случая, когда расстояние между торцами штам-
пов стало нулевым и концентрации контактных
напряжений в зоне сближения плит оказывались
сингулярными. Открытым оставался важнейший
вопрос о поведении концентрации контактных
напряжений при изменении расстояния между
штампами и о поведении системы при вибрации.
В работе [24], при изучении высокочастотного
резонанса для двух штампов, был установлен
факт не единственности решения для некоторых
параметров задачи. Однако получить дисперси-
онное уравнение не удалось. В настоящей работе
этот вопрос решается строго математически и мо-
жет служить средством для использования в раз-
личных прикладных вопросах. В частности, в
строительстве возникают проблемы оценки пове-
дения и живучести сооружений, имеющих трес-
нувшие фундаменты. Развиваемый при этом ма-
тематический метод применим при решении ряда
технических проблем, таких как разделительная
дамба разной ширины для водоемов, термоизоля-
ция отдаленных или близких объектов на термо-
упругом основании, электрические поля в зоне
между пьезоэлектрическими объектами на неко-
тором основании, для моделирования самоорга-
низации и самосборки наночастиц при их сбли-
жении [25] и других. Контактная задача для сово-
купностей штампов возникает при создании
элементной базы электроники, фильтров на по-
верхностных акустических волнах, прочности со-
оружений при параллельных креплениях, ста-
бильности креплений шахтных штолен при па-
раллельном их расположении и во многих других
практически важных вопросах прочности.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается многослойная линейно де-

формируемая среда, находящаяся в условиях виб-
рации, описываемой функцией . Считая, что
внешние воздействия на многослойную среду
осуществляются с такой же временной функци-

− ωi te

ей, исключая ее из уравнений и граничных усло-
вий, приходим к стационарной граничной задаче.
На ее верхней границе вводится декартова система
координат таким образом, что ось  направлена
по внешней нормали, оси ,  лежат в касатель-
ной плоскости. Предполагается, что в областях Ω–A

, ΩA 
действуют абсолютно жесткие штампы, контакти-
рующие без трения с многослойным основанием.

Контактная задача, отвечающая этой поста-
новке, описывается системой интегральных урав-
нений вида [1, 2]

(1)

Здесь  – заданные смещения оснований
штампов,  – контактные напряжения.
Считаем, что функция  – четная по обе-
им переменным мероморфная функция двух
комплексных переменных , ее приме-
ры приведены в многочисленных публикациях.
Например, в [2] построены интегральные уравне-
ния для линейно упругого слоя конечной толщи-
ны, жестко соединенного с абсолютно твердым
основанием. Ядро для динамического случая
имеет подобный вид:

Применим к двумерному интегральному уравне-
нию (1) преобразование Фурье по координате .
В результате место координаты  у каждой, под-
вергнутой преобразованию Фурье функции, займет
свободный параметр преобразования Фурье .
Чтобы упростить формулы, временно скроем па-
раметр  введением обозначений
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(2)

В результате принятых замен получим систему
одномерных интегральных уравнений с двумя не-
известными вида

(3)

В случае многослойной среды функция , яв-
ляясь мероморфной, имеет счетное число нулей
zmo и полюсов ξso. Им свойственно асимптотиче-
ское поведение вида

В динамическом случае при достаточно большой
частоте  появляется конечное число веществен-
ных нулей и полюсов. В этом случае представле-
ние ядра интегрального уравнения описывается
интегралом, берущимся по контуру:

Контур  совпадает с вещественной осью всюду,
кроме зон вещественных полюсов, которые обхо-
дятся им по полуокружностям малого радиуса [2].

Составим в преобразованиях Фурье уравнение
перемещения всей поверхности многослойной
среды с учетом обоих контактных зон. Для этого
продолжим систему интегральных уравнений (3)
на всю ось, добавив справа на отрезке  но-
вую неизвестную функцию , представляю-
щую перемещение поверхности среды в проме-
жутках между штампами. Применив к этой систе-
ме уравнений преобразование Фурье по ,
приходим к функциональному уравнению вида
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Здесь  – преобразование Фурье функции
перемещения  в свободной от напряжений
зоны между штампами. В том случае, когда штам-
пы сошлись торцами, имеем  и уравне-
ние принимает вид

(5)

Это уравнение исследовано в [20, 21], где показа-
но, что оно имеет сингулярную концентрацию
контактных напряжений в зоне сближения штам-
пов. Применим для исследования функциональ-
ного уравнения (4) аппарат факторизации функ-
ций [1, 2], позволяющий свести его к отдельным
интегральным уравнениям. С этой целью для чет-
ной функции  осуществим деление всех
членов функционального уравнения (4) на .
В результате получим соотношение

(6)

Осуществим переход от функционального урав-
нения (6) к интегральному уравнению, применив
к (6) обращение Фурье, получим его в виде

(7)

Здесь функция  имеет представление
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Свойства ядра интегрального уравнения (7) обу-
словливают у функции  на бесконечности
асимптотическое поведение вида

Это свидетельствует о том, что интегральное
уравнение, представленное с помощью классиче-
ских функций, является интегро-дифференци-
альным.

Не изменяя это уравнение, приведем его к
представлению, как интегро-дифференциальное,
вынеся дифференциальный оператор. Введем
произвольный параметр  и представим урав-
нение в виде

(8)

Рассматривая в (8) интеграл слева как неизвест-
ную функцию, на которую действует дифферен-
циальный оператор, обратим его, тогда получим
представление вида

(9)

Здесь постоянные обращения дифференциально-
го оператора cm, , нуждаются в определе-
нии, что будет выполнено после построения ре-
шения интегрального уравнения (9).

ПОСТРОЕНИЕ ТОЧНОГО РЕШЕНИЯ 
ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

Метод построения точного решения инте-
грального уравнения (9) контактной задачи на
многослойной среде опирается на работу авторов
[19]. Ради краткости и возможности использова-
ния результатов этой работы введем в уравнении
(9) новые обозначения, чтобы воспользоваться
принятыми в работе [19] обозначениями:

(10)
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В результате интегральное уравнение (9) приоб-
ретает принятый в работе [19] вид:

(11)

Это позволяет применять использованные там
обозначения и полученные необходимые форму-
лы. Поскольку многослойная среда имеет конеч-
ную толщину, то преобразование Фурье ядра ин-
тегрального уравнения, функция , является
мероморфной в комплексной плоскости пере-
менного  и обладает свойствами, принятыми
в [19]:

В изотропном случае она является четной и мо-
жет представляется в виде .
Здесь целые функции  и  имеют первый
порядок и конечный тип, обладают счетными
множествами нулей, которые предполагаются од-
нократными, имеющими точки сгущения на бес-
конечности в окрестности мнимых полуосей.
Асимптотическое представление нулей и полю-
сов верхней полуплоскости, свойственное много-
слойной среде, имеет вид [19], свойственный
функции :

(12)

Используя описанные нули (12), строятся четные
целые функции ,  в форме бесконеч-
ных произведений [19]. Последние будут иметь
вид

(13)

Они, после деления на P(u), дадут мероморфные
функции, обозначенные .
Их нулями являются , а полюсами ±ξs (12).

С помощью полученных функций построим
мероморфные функции, обозначающие факто-
ризованный в виде произведения вид [19]:
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ПОСТРОЕНИЕ БЕСКОНЕЧНОЙ СИСТЕМЫ 
ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ
Следуя [19], будем искать решение интеграль-

ного уравнения (11) для правой части  в виде

(14)

Внесем его в интегральное уравнение (11), пред-
варительно вычислив представление ядра по вы-
четам и получив выражение [19]

В результате вычислений и приравнивания левой
части интегрального уравнения правой приходим
к бесконечным системам линейных алгебраиче-
ских уравнений вида

(15)

Знаки в системе уравнений берутся в соответ-
ствии с этажностью.

Построенная бесконечная система уравнений
изучалась в [19]. В ней построена обратная к A
матрица A–1, имеющая вид

Для дальнейшего исследования остановимся на
выборе случая верхнего этажа в уравнении (15),
случай нижнего изучается аналогично. Подей-
ствуем для случая верхнего этажа слева обратной
матрицей A–1 на уравнение (15), получим уравне-
ние второго рода вида

(16)
В работе [19] показано, что оно может решаться
методом последовательных приближений для
всех значений параметра a.
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Тогда в этом интервале изменения параметра a на
конечном отрезке  методом последователь-
ных приближений можно построить точное ре-
шение интегрального уравнения Винера–Хопфа,
которое имеет вид

(17)

Средствами функционального анализа, посред-
ством представления функции от бесконечной
матрицы, в виде [19]

(18)

ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ ТРЕЩИНЫ 
НОВОГО ТИПА

Построенное решение содержит произволь-
ные постоянные c1, c2, входящие в  (9), кото-
рые необходимо определить. Для их определения
возвратимся к функции  (10). В силу линей-
ности интегрального уравнения построенное ре-
шение имеет представление, в котором указан-
ные постоянные явно выделены. С учетом нали-
чия у решения  данного типа интегрального

уравнения (11) особенности вида  [19], за-
пишем его в форме с этой выделенной особенно-
стью и составляющими решения при постоянных

, , т.е.

(19)

Функции , , являются решениями
интегрального уравнения (11) для функций 
в правой части соответственно. Постоянные 
вычисляются из условия ограниченности функ-
ции  у краев штампов . Соответствующие
уравнения имеют вид

Искомые постоянные принимают значения

На основании полученного результата определя-
ются остальные параметры трещины нового ти-
па, у которой у дна находится многослойная сре-
да, а боковые берега формируются абсолютно
жесткими штампами. Для нахождения контакт-
ных напряжений под штампом подставим вычис-
ленные параметры , , в решение инте-
грального уравнения (19) и затем внесем это най-
денное решение в функциональное уравнение (6).
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В функциональном уравнении осуществим фак-
торизацию всех членов в виде суммы. В результа-
те приходим к традиционному в методе Винера–
Хопфа аналитическому продолжению комплекс-
ных функций, регулярных в верхней и нижней
полуплоскостях на всю плоскость функцией

, являющейся в нашем случае тождествен-
ным нулем [1, 2]:

Здесь скобка  обозначает результат фактори-
зации по параметру  в виде суммы функции, за-
ключенной в скобке, с обеспечением регулярно-
стью в верхней комплексной полуплоскости для
плюса и в нижней полуплоскости – для минуса.

Следуя методу решения функциональных
уравнений Винера–Хопфа [1, 2], таким путем на-
ходим преобразования Фурье контактных напря-
жений под обоими штампами. Они имеют вид, с
учетом временно скрытого параметра  в (2):

Воспользовавшись обозначениями (2) и перейдя
к старым, содержащим параметр , значения
контактных напряжений можем представить в
виде

Полученный результат, в случае динамической
задачи, показывает, что наличие двух штампов
приводит к резонансу в среде и к неединственно-
сти решения контактной задачи для двух штам-
пов при некоторых значениях параметров. Дис-
персионное уравнение, описывающее резонанс-
ные частоты , входит в знаменатели постоянных

, , и имеет вид

Наличие изолированных резонансных частот
подтверждает ранее полученное иным способом
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утверждение о неединственности решений инте-
гральных уравнений динамических контактных
задач для двух абсолютно жестких штампов [24].

ВЫВОД
Построенное точное решение контактной за-

дачи для двух абсолютно жестких штампов позво-
лило не только подтвердить ранее полученный
результат о неединственности решения динами-
ческих контактных задач для совокупности
штампов на многослойной среде, но и получить
дисперсионное уравнение для определения резо-
нансных частот. Полученные результаты могут
найти применение в разных областях инженер-
ной практики. В сейсмологии этот результат по-
казал, что сейсмическая напряженность может
нарастать даже до того, как литосферные плиты
сблизились и вызвали стартовое землетрясение
[20, 21]. Резонанс может побудить этот процесс
колебательными воздействиями с возросшей ам-
плитудой. Эти же процессы приводят в движение
наночастицы при их самоорганизации и само-
сборке [25].
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ON CONTACT PROBLEMS FOR TWO STAMPS 
AND A NEW TYPE OF CRACK MODEL

Academician of the RAS V. A. Babeshkoa,b, O. V. Evdokimovaa, O. M. Babeshkob,
M. V. Zaretskayab, and V. S. Evdokimovb

aSouthern Scientific Center of the Russian Academy of Sciences, Rostov-on-Don, Russia
bKuban State University, Krasnodar, Russia

In this work, for the first time, an exact solution of the contact problem of interaction with a multilayer base
of two semi-infinite stamps, the ends of which are parallel to each other, is constructed. Stamps are assumed
to be absolutely rigid, and the distance between them can have any finite value. The task is an important stage
in the algorithm for constructing models of a new type of crack in materials of different rheologies. The mech-
anism of destruction of the medium by cracks of a new type is radically different from the mechanism of de-
struction of the medium by Griffiths cracks, and has so far been poorly studied. Griffiths formed his cracks
with a smooth border as a result of compression from the sides of an elliptical cavity in the plate. Cracks of a
new type have a piecewise smooth border, resulting from the replacement of an ellipse with a rectangle com-
pressed from the sides. The problem considered in the article can be considered as the result of the formation
of a new type of crack with absolutely rigid banks and deformable lower boundary. Thanks to it, after the solu-
tion, it becomes possible to switch to deformable stamps and a crack of a new type in the rheological medium.
The solution of this problem turned out to be possible due to the construction of exact solutions of the Wie-
ner–Hopf integral equations on a finite segment. The paper shows how the solution of one of the previously
unsolved problems allows us to investigate and solve exactly other problems, to identify previously unknown
properties and resonances. As a result of constructing an exact solution to the problem, the fact that the solu-
tion of dynamic contact problems for stamp systems is not unique was confirmed and a dispersion equation
for finding resonant frequencies was constructed.

Keywords: contact problem, multilayer media, stamps, Wiener–Hopf integral equation, infinite algebraic
systems, resonances
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n-ТОЧЕЧНОЙ ФУНКЦИЕЙ ПЛОТНОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
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Методы геометрии полей Янга–Миллса калибровочных преобразований применяются к нахожде-
нию инвариантного лагранжиана в расслоении конфигурационного  пространства X турбулент-
ного потока, определяемого -точечной функцией плотности распределения вероятности 
(ФПРВ). Рассматривается двумерная волновая оптическая турбулентность в случае обратного кас-
када переноса энергии турбулентности при внешнем воздействии в виде белого гауссова шума и
крупномасштабного трения. n-Точечная ФПРВ поля вихря удовлетворяет -уравнению из иерар-
хии Ландгрена–Монина–Новикова (ЛМН), и найдены условия инвариантности уравнения при
внешнем воздействии. Построен лагранжиан, инвариантный относительно подгруппы  –
группы калибровочных преобразований в расслоении пространства X, и сохраняющиеся токи.

Ключевые слова: оптическая турбулентность, калибровочные преобразования, уравнения Ландгре-
на–Монина–Новикова, инвариантный лагранжиан
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Работа посвящена исследованию [1, 2] о кон-
формной инвариантности n-точечной статисти-
ки линий нулевой завихренности. В [1] методоло-
гия, представленная в [3–5] для вычисления пре-
образований симметрии 1-точечной статистики,
используется при доказательстве конформной
инвариантности -точечной ( ) статистики
изолиний  в случае двумерной гидродинами-
ческой турбулентности в отсутствие внешнего
воздействия и нулевой вязкости. В [2] результаты
работы [1] применены к двумерной волновой оп-
тической турбулентности, которая изучается в
рамках гидродинамического приближения нели-
нейного уравнения Шрёдингера (НУШ) для ве-
сового поля скорости  [6] (оптический фазовый
градиент волновой функции). Получен результат
о конформной инвариантности n-точечной ста-
тистики (вероятностной меры) линии нулевой за-

n > 1n
( )lx

u

вихренности  или контура кластера оптиче-
ских вихрей. Граница кластеров вихрей наблюда-
ется в [7], вне вихревого ядра поле скорости ,
где вариация плотности (оптическая интенсив-
ность волновой функции) от фонового значения

 незначительна. Эксперименты для двухмер-
ных квантовых жидкостей (поляритонов) демон-
стрируют турбулентные состояния, появление
обратного каскада в диссипативных квантовых
жидкостях, совместно с формированием класте-
ров вихрей. Указана возможность определить
вклад сжимаемой и несжимаемой компонент по-
ля скорости  с весовой функцией  ( ,

 – плотность и скорость квантовой жидкости) в
кинетическую энергию турбулентности, необхо-
димую для формирования кластеров вихрей бла-
годаря прямому доступу к измерению фазы кван-
товой жидкости на основе аналогии между кван-
товыми жидкостями и оптическими системами.
Результаты применены к тороидальным оптиче-
ским вихрям. В [8] представлены данные экспе-
риментов формирования тороидальных структур
лучей в оптике. Для обоснования привлекалось

-линейное уравнение Шрёдингера (параболи-
ческое приближение НУШ) при аномальной дис-
персии групповой скорости волнового пакета ,
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которое является инвариантным при конформ-
ных преобразованиях комплексной прямой ,
где расположены два фазовых элемента . Урав-
нение используется в определенных приближе-
ниях, без учета нелинейных эффектов распро-
странения оптических волн и взаимодействия с
фоном случайных волн. Последнее ведет к тому,
что обоснование подобных структур должно быть
дано в рамках статистической теории с изучением
симметрии статистических распределений поля
завихренности. Расширение симметрии до кон-
формной инвариантности – программа, предло-
женная А.М. Поляковым [9] для -cтатистиче-
ской теории гидродинамической турбулентности.
Цель сообщения – найти условия инвариантно-
сти -уравнению иерархии ЛМН при внешнем
воздействии в виде белого гауссова шума и круп-
номасштабного трения. Построить инвариант-
ный лагранжиан, тензор энергии-импульса и бес-
конечное число сохраняющихся токов в про-
странстве расслоений конфигурационного -
пространства X, что позволяет применить методы
конформной теории поля [10] для статистической
теории турбулентности.

1. ОСНОВНЫЕ КОНСТРУКЦИИ

1.1. Статистическая модель

Статистические выборки рассматриваются на
многообразии X, возможно несвязном и недиф-
ференцируемом. Статистические модели пред-
ставляют собой совокупность вероятностных мер

 (параметризованных переменной )
или функций плотности распределения вероят-
ностей, заданных на некотором пробном про-
странстве  наблюдаемых данных . Cтатисти-
ческая модель физической задачи состоит в выбо-
ре вероятностной меры. Рассмотрим -точечную
выборку , которой соответствуют
наблюдаемые данные  и X как конфи-
гурационное пространство -турбулентного по-
тока такое, что  – значения компоненты за-
вихренности . Пространство состояний
точки  турбулентного потока – одномерное
расслоение  над X. Пространство состоя-
ний n-точечной выборки  – прямое

произведение . Рассмотрим
семейство вероятностных мер  (пара-
метризованных x) на  и стандартную меру Лебе-
га , определенную в . Предполагается, что се-
мейство мер  является абсолютно непрерыв-
ным относительно меры . Тогда отображение

, где  – производная Радо-
на–Никодима, определяет вложение семейства

C
Ψ
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ν

μ → μ ν 1/2(d /d )x x μ νd /dx

 в единичную сферу  гильбертова про-

странства . Производная  яв-
ляется ФПРВ в , вид которой будет приведен
ниже для модели волновой оптической турбу-
лентности.

1.2. Калибровочные преобразования
В соответствии с теорией калибровочных пре-

образований выбирается группа преобразований
(группа Ли), действующая на многообразие X, и
рассматриваем конформные отображения -мно-
гообразия X, которые представляют собой беско-
нечномерную псевдо-группу Ли, реализованную на
комплексной прямой C, действие которой может
быть поднято на расслоение 
многообразия X с базой , где слой  – группа
преобразований . В дифференциальной гео-
метрии такие расслоения называются главными.

1.3. Волновая оптическая турбулентность
Статистическое описание совокупности опти-

ческих вихрей основано на аналогии оптических
и гидродинамических полей [12]. Имея гидроди-
намическое приближение НУШ, определяемое
уравнением Эйлера идеальной несжимаемой
жидкости, уравнения для многоточечных функ-
ций плотности распределения вероятностей ,

, поля вихря  определяются иерархи-
ей ЛМН-уравнений. Мы интересуемся свойства-
ми статистики, которые не зависят от свойств
внешней случайной силы, т.е. инвариантностью,
когда турбулентность реализуется на масштабах,
превышающих радиус корреляции внешней силы
или в обратных каскадах. Для моделирования не-
линейного распространения оптических волн, в
терминах скалярной волновой комплексной
функцией  для огибающих, привлекает-
ся НУШ, которое в обезразмеренных перемен-
ных , ,  и  имеет вид

(1)
Преобразование Маделунга [11]:

где  – оптическая интенсивность,  – фаза
волновой функции, устанавливает соответствие
между оптическими и гидродинамическими по-
лями,  и  удовлетворяют уравнениям Эйлера
для невязкого политропного газа с показателем
адиабаты γ = 2. Таким образом, оптическая ин-
тенсивность представляет собой плотность , оп-
тический фазовый градиент  является скоро-
стью , нелинейное возмущение показателя ре-
фракции соответствует давлению , расстояние,
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пройденное оптической волной, – время t. В точ-
ках , где , фаза  неопреде-
лена, завихренность является распределением
дельта-функции . Переход к скорости u =
= , как это сделано в [6], аппроксимируя 
вблизи xi вихревым решением Питаевского [13]) с
весом , позволяет перейти к локализованному
и быстро убывающему полю завихренности ,
которое все еще сингулярно при r = 0( ),
но уже не является распределением дельта-функ-
ции. Гамильтониан НУШ

(2)

в гидродинамических переменных u,  имеет вид

(3)

 совпадает с гамильтонианом идеальной не-
сжимаемой жидкости. Как показано в [6], га-
мильтониан  является доминантным в разло-
жении  на масштабах движения  радиуса ядра
вихря, где значительно изменение давления  и

 (фоновое значение плотности) для .
Дивергенция поля , т.е. , на этих мас-
штабах движения есть величина , см. [6].
Таким образом, гидродинамическое приближе-
ние НУШ на масштабах движения  определяет-
ся уравнением Эйлера идеальной несжимаемой
жидкости.

1.4. Статистическое описание 
поля оптических вихрей

-Уравнение иерархии ЛМН рассматривается
при внешнем воздействии: белый гауссовый шум
и крупномасштабное экмановское трение, что ве-
дет к статистической стационарности ФПРВ. Ис-
пользуются следующие обозначения: ,
...,  есть -точечная ФПРВ, , ,

 – значение компоненты завихренности
 в точке . Верхний индекс обозна-

чает компоненту вектора. Используя , введем

комплексные переменные , или
. Произвольное fn-уравнение иерар-

хии ЛМН в комплексных переменных принимает
вид [14]

(4)
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Первое слагаемое – фрикционное демпфиро-
вание (трение Экмана), посредством которого
энергия взаимодействия сдвигается в большие
масштабы обратного каскада. Второе слагаемое –
возбуждение системы белым гауссовым шумом с
коротким радиусом корреляции,  –
амплитуда внешнего воздействия, , где

.  – действительная часть комплекс-
ного числа. Вектор скорости равен

(6)

(7)

(8)

Класс ФПРВ определяется условиями норма-
лизации, совпадения и разделения ФПРВ [14] на
соответствующих масштабах.

2. КОНФОРМНО-КАЛИБРОВОЧНЫЕ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СТАТИСТИКИ 

ПОЛЯ ВИХРЯ

2.1. Инфинитезимальный оператор

Калибровочное преобразование – функция
, принимающая значения в группе , действу-

ющей в пространстве расслоений над X. Действие
псевдо-группы Ли конформных преобразований 
может быть поднято на расслоение  многообразия
X с базой . Слой  – группа преобразований
Ли  (алгеброй Ли ), определяемая инфинитизе-
мальным оператором ,  [1]:
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ГРЕБЕНЁВ, ГРИШКОВ

j индексирует , , . Координаты инфи-
нитиземального оператора определяются форму-
лами

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

,  удовлетворяют соотношениям
, , c11, c12 и каждая пара , , …,

,  – произвольные сопряженные гармо-
нические функции. Координаты  и  имеют
вид

(19)

(20)

(21)

(22)

Инфинитезимальный оператор  порождает
(псевдо-)группу Ли  ( , ,  изоморфны),
которая инвариантно преобразует уравнение ха-
рактеристики (4) (см. [1])

(23)

с нулевой завихренностью , ,
и уравнение (4) вдоль . Определим G =
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ствием G-преобразований fn-уравнение остается
инвариантным только вдоль , , с

. G сохраняет класс ФПРВ [2]. Далее,
левая часть (4) вдоль  преобразуется как

(24)

(25)

соответственно первое слагаемое правой части (4)

(26)

Рассмотрим второе слагаемое в  в преобразо-
ванных переменных

(27)

Для инвариантности (4) требуется условие на
преобразование , именно
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Из вида  следует, что инфинитезимальный
оператор
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Ли Hj, действующую в :
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(31)

Преобразования ,  +
+  определяют представление оператора .
Инфинитезимальные голоморфные преобразо-
вания  и  имеют вид

(32)

Используем разложение в ряд Лорана

Каждая гармоника ряда порождает преобразова-
ния , 
и соответствующие инфинитезимальные опера-

торы , , где ,  – па-

раметры преобразования, которые являются ба-
зисом бесконечномерной конформной алгебры
Ли (две копии алгебры Витта): базис оператора

 есть , ,

(33)

Таким образом, алгебра, порожденная инфини-
тезимальным оператором : , – линейная
оболочка над  базисных элементов  и
скобкой Ли: [kn, km]f = ,

, .

2.2. Лагранжиан
Инварианты групп преобразований – составная

часть физического процесса. Геометрический объ-
ект, который стоит за процедурой измерения, –
лагранжево многообразие с интегралом действия
(лагранжиан) [15]. Центральные моменты или
дифференциальные формы определяют собой
дифференциальные инварианты допускаемой
группы преобразований [15]. Рассмотрим слой

 и дифференциальную форму  =
=  [16]. Простые вы-
числения показывают с учетом (30), что инфини-
тезимальный оператор  порождает инвариант

 (псевдо-)группы Ли Hj. Интеграл
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действия траектории (лагранжиан) , парамет-
ризованной параметром  (ее длиной в метрике

), определяется формулой [16]

(34)

или

(35)

Hj инвариантно преобразует (34), следовательно,
и (35). Для доказательства инвариантности (34)
достаточно найти симметрии уравнения (уравне-
ние эйконала) (см. (34))

(36)

Наиболее широкая группа преобразований (36) –
преобразования эквивалентности, которая вы-
числена в [17]. Подалгебра алгебры преобразова-
ний эквивалентности, оставляющая инвариант-
ным , имеет вид

(37)

где ,  – произвольные сопряженные функции.
Таким образом, ,  совпадают.

Для лагранжиана (34) тензор энергии-импуль-
са [16] имеет компоненты

(38)

 – бесследовый тензор, так как T11 + T22 =

=  = 0. Следовательно,  =

=  = 0, что подразумевает  =
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– . Кроме того,  и  =
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ное число токов  и .
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ГРЕБЕНЁВ, ГРИШКОВ

преобразует E и сохраняет токи. Hj допускает ин-
терпретацию как преобразование эквивалентно-
сти уравнения эйконала (36), сохраняющее длину
луча.
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A GAUGE-INVARIANT LAGRANGIAN DETERMINED BY THE n-POINT 
PROBABILITY DENSITY FUNCTION OF VORTICITY FIELD 

OF THE WAVE OPTICAL TURBULENCE
V. N. Grebeneva and A. N. Grishkova

aFederal Research Center for Information and Computational Technologies, Novosibirsk, Russia
bInstitute of Mathematics and Statistics, The University of Sao Paulo, Sao Paulo, Brazil

Presented by Academician of the RAS M.P. Fedoruk

The geometry methods for Yang–Mills fields of the gauge transformations are applied to finding an invariant
Lagrangian in fiber bundle of the configuration  space  of the turbulent f low defined by the -point
probability density function  (PDF). The two-dimensional wave optical turbulence is considered in the
case of the inverse cascade of energy. The n-point PDF of the vorticity field satisfies the -equation from
the Landgren–Monin–Novikov (LMN) hierarchy. The basic result reads: we construct the Lagrangian
which is invariant under a subgroup  – the group of the gauge transformations in fiber bundles of the
space X and the conserved currents.

Keywords: optical turbulence, Lundgren–Monin–Novikov equations, gage transformation, Lagrangian,
conserved currents
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ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ НЕОДНОРОДНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ 
УПРУГОСТИ В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
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Предложен метод построения точных решений краевых задач теории упругости в прямоугольнике
с ребрами жесткости, расположенными внутри области (неоднородная задача). Решения представ-
ляются в виде рядов по собственным функциям Папковича–Фадля, коэффициенты которых опре-
деляются в явном виде. Метод базируется на соотношении ортогональности Папковича и развитой
авторами теории разложений по собственным функциям Папковича–Фадля в однородных краевых
задачах теории упругости в прямоугольнике (бигармоническая проблема). Последовательность ре-
шения продемонстрирована на примере четно-симметричной задачи для прямоугольника, стороны
которого свободны, а внешняя нагрузка действует вдоль ребра жесткости, расположенного на оси
симметрии прямоугольника.

Ключевые слова: неоднородная задача, прямоугольник, собственные функции Папковича–Фадля,
соотношение ортогональности Папковича, точные решения
DOI: 10.31857/S268674002306010X, EDN: HTMBLZ

ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ 
И МЕТОД РЕШЕНИЯ

Рассмотрим прямоугольник 
со свободными сторонами. Вдоль его вертикаль-
ной оси  прикреплено ребро жесткости, к кото-
рому приложена нагрузка, действующая вдоль
ребра (плоское напряженное состояние). После-
довательность решения задачи следующая. Сна-
чала рассмотрим неоднородную четно-симмет-
ричную краевую задачу для бесконечной полосы
со свободными сторонами, в которой внешняя
нагрузка действует вдоль оси . Решение этой за-
дачи записывается в виде рядов по собственным
функциям Папковича–Фадля, коэффициенты
которых определяются в замкнутом виде с помо-
щью соотношения ортогональности Папковича
[1–8]. Затем из условия равновесия элементарно-
го участка ребра с помощью разложений в ряд
Лагранжа по собственным функциям Папкови-

≤ ≤{ : , 1}R x d y

y

y

ча–Фадля [9] определим контактные напряжения
между ребром жесткости и пластиной, которые
подставим в решение неоднородной задачи для
полосы. В результате найдем решение для полосы
с ребром жесткости. Наконец, суперпозицией это-
го решения и решения однородной четно-симмет-
ричной задачи для прямоугольника со свободны-
ми горизонтальными сторонами и заданными на
его торцах нормальными и касательными напря-
жениями [10] удовлетворим требуемым гранич-
ным условиям на торцах прямоугольника и тем са-
мым получим решение рассматриваемой задачи.
Таким образом, решения на каждом из трех этапов
представляются рядами по собственным функци-
ям Папковича–Фадля, коэффициенты которых
определяются в явном виде. Благодаря этому уда-
ется построить точное решение задачи.

РЕШЕНИЕ НЕОДНОРОДНОЙ
ЗАДАЧИ В ПОЛОСЕ

Согласно [8] решение неоднородной задачи в
полосе  можно представить в виде
( )
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КОВАЛЕНКО и др.

(1)

В формулах (1) , V(x, y) =
= , где  – модуль сдвига, а  и  –
продольное и поперечное перемещения соответ-
ственно;  – неизвестные коэффициенты разло-
жений;  – комплексные нули целой функции
экспоненциального типа [11]

(2)
Функция  (кроме нулевого) имеет беско-

нечный набор четверок комплексных нулей
 ( ).

Функции

(3)

называются собственными функциями Папкови-
ча–Фадля, соответствующими краевой задаче в
бесконечной полосе со свободными сторонами,

– коэффициент Пуассона.
Коэффициенты Ak определяются с помощью

соотношения ортогональности Папковича [8]:

(4)

В этой формуле числа  и сопряженные с ни-
ми  считаются различными. Поэтому при

 интегралы в (4) будут равны нулю. Умно-
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жим левую и правую части (4) последовательно на
 и , затем сложим получившиеся выражения

и просуммируем их по индексу  Обозна-
чив через

(5)

на основании соотношения ортогональности (4)
найдем

(6)

Формулы для комплексно сопряженных чисел
 получаются из (6) при замене  на . Из усло-

вия симметрии . Поэтому получим

(7)

Пусть  – внешняя нагрузка, действую-
щая вдоль оси  в плоскости пластины, где  –
дельта-функция Дирака [12]. Так как задача чет-
но-симметрична, то  нечетна. Можно пока-
зать, что

(8)

есть взятый с обратным знаком скачок касатель-
ных напряжений при x = 0.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОНТАКТНЫХ 
НАПРЯЖЕНИЙ МЕЖДУ РЕБРОМ 

ЖЕСТКОСТИ И ПОЛОСОЙ
Рассмотрим уравнение равновесия элементар-

ного участка ребра
(9)

Здесь f – площадь поперечного сечения ребра,
 – напряжение в ребре,  – касательные на-

пряжения на стыке ребра и пластины,  – толщи-
на пластины,  – нагрузка, приложенная к реб-
ру жесткости вдоль его оси (нечетная функция).

Обозначим через  модуль упругости ребра.
Воспользовавшись законом Гука для ребра и считая
перемещения в ребре жесткости равными переме-
щениям в пластине при , а , из
(9) получим уравнение (штрихом обозначена
производная по )
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Между собственными функциями Папкови-
ча–Фадля имеется следующая связь, являющаяся
следствием закона Гука и уравнений равновесия в
напряжениях [13]:

(11)

(12)

Подставляя (11) в (12), придем к формуле

(13)

Умножим (13) на некоторые коэффициенты 
и просуммируем получившиеся ряды.

Из условия симметрии задачи

, y)) = 0, 

поэтому

(14)

Подставив (14) в (10), получим

(15)

или (в соответствии с (14))

(16)

Ряды (15), (16) называются рядами Лагранжа
[9] по собственным функциям Папковича–Фад-
ля  и  ( ) соответственно.

Ряды Лагранжа можно рассматривать как
обобщения тригонометрических рядов Фурье.
Теория разложений в ряды Лагранжа по системам
собственных функций Папковича–Фадля бази-
руется на преобразовании Бореля [11] в классе
квазицелых функций экспоненциального типа.

Следуя [9], из (16) для каждого номера k полу-
чим
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(18)

λ = χ λ + νλ ξ λ
− ν
2' ''( , ) [ ( , ) '( , )],

1y k k k ks y y y

λ = − λ
λ
1 '( , ) ( , ).xy k y k

k

t y s y

 χ λλ = − + νξ λ 
− ν λ  

''( , )2 '( , ) ( , ) .
1

k
xy k k

k

yt y y

ka

∞

=
ξ λ

1
2Re( '(k k

k

a

( )
∞

=
∞

=

λ =

 χ λ= −   − ν λ 




1

1

2 Re ( , )

''( , )2 2 Re .
1

k xy k
k

k
k

k k

a t y

ya

( )∞

=

 χ λλ + = − 
− ν λ − ν ρ  


1

''( , ) ( )2 22 Re ,
1 1 2

k
k k

k k

y q ya D

( )∞

=

 λ + λ =  − ν − ν ρ
1

( )2 22 Re ( , ) .
1 1 2k k xy k

k

q ya D t y

χ λ''( , )k y λ( , )xy kt y = 1,2,...k

( )
−

λ + λ =
− ν − ν ρ

= λ


1

1
2

( )2 2 ( ) ,
1 1 2

cos ,

k k k k k

k k

q ya D M t y dy

M

λ= −
+ ν λ
sin( )

2(1 )sin
k

k
k

yt y

суть финитные части функций, биортогональных
к собственным функциям Папковича–Фадля

 [9]. Формулу для коэффициентов 
представим в виде

(19)

Теперь в формуле (7) надо принять

(20)

РЕШЕНИЕ ОДНОРОДНОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНИКА

Согласно [10] решение однородной четно-
симметричной задачи для прямоугольника  в
том случае, когда его стороны  свободны,
на торцах  нормальные напряжения равны

, а касательные равны нулю, имеет вид
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Когда на торцах  заданы касательные
напряжения , а нормальные равны нулю,
решение будет таким:

(24)
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где коэффициенты Лагранжа

(25)

Из (24) видно, что

(26)

Примем в формулах (1)  и будем считать,
что при 

(27)

Учитывая (23), (26), отсюда получим

(28)

Из равенства рядов Лагранжа (28) следует ра-
венство их коэффициентов [9]:
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Подставляя (29) в формулы (21), (24) и склады-
вая их затем с соответствующими формулами (1),
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Рис. 1. Распределение нормальных напряжений вдоль оси y в прямоугольнике (сплошная кривая) и в полосе (штриховая).
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Рис. 2. Распределение нормальных напряжений
вдоль оси x в прямоугольнике (сплошная кривая) и в
полосе (штриховая).
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получим решение рассматриваемой задачи для
свободного прямоугольника с ребром жесткости.

Рассмотрим пример. Пусть . В этом
случае

(30)

По формулам (30), (20), (7) найдем неизвест-
ные коэффициенты , входящие в решение за-
дачи. Ниже для иллюстрации приведены два ри-
сунка, на которых показаны распределения нор-
мальных напряжений  в прямоугольнике
(сплошные кривые) и в полосе (штриховые). На
рис. 1 напряжения действуют вдоль ребра жестко-
сти , на рис. 2 – вдоль горизонталь-
ной оси . При вычислениях счи-
талось, что , d = 1, , . Когда

, решения для прямоугольника и полосы
практически совпадают.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В том случае, когда горизонтальные стороны
прямоугольника жестко защемлены, достаточно
в полученных формулах заменить собственные
числа и собственные функции Папковича–Фад-
ля на отвечающие краевой задаче для полосы с за-
щемленными сторонами. К сожалению, для дру-
гих типов однородных граничных условий (на-
пример, когда на сторонах полосы имеются ребра
жесткости, работающие на растяжение-сжатие
и/или изгиб) воспользоваться каким-либо из из-
вестных соотношений ортогональности Папко-
вича невозможно. Это связано с тем, что метод их
построения, независимо от системы координат
(прямоугольная [3, 7], полярная [2], цилиндриче-
ская [4–6]), всегда базируется на переходе к само-
сопряженной краевой задаче в пространстве век-
тор-функций [14]. Получить соотношение орто-
гональности, не зависящее от вида однородных
граничных условий на сторонах полосы, можно,
опираясь на теорию целых функций экспоненци-
ального типа [11] и теорему Пэли–Винера [15].
Отметим, что задачи подобного рода, как прави-
ло, решаются приближенно-аналитически или
численно [16–18].
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EXACT SOLUTIONS TO INHOMOGENEOUS BOUNDARY VALUE PROBLEMS 
OF THE THEORY OF ELASTICITY IN A RECTANGLE
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A method is proposed for constructing exact solutions to boundary value problems of the theory of elasticity
in a rectangle with stiffeners located inside the region (an inhomogeneous problem). The solutions are rep-
resented by series in Papkovich–Fadle eigenfunctions, the coefficients of which are determined explicitly.
The method is based on the Papkovich orthogonality relation and the theory of expansions in Papkovich–
Fadle eigenfunctions developed by the authors in homogeneous boundary value problems of the theory of
elasticity in a rectangle (the biharmonic problem). The solution sequence is demonstrated with the example
of an even-symmetric problem for a rectangle the sides of which are free, and an external load acts along the
stiffener located on the axis of symmetry of the rectangle.

Keywords: inhomogeneous problem, rectangle, Papkovich–Fadle eigenfunctions, Papkovich orthogonality
relation, exact solutions
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Задачи определения напряженно-деформиро-
ванного состояния элементов конструкций со
сложными реологическими свойствами в услови-
ях термомеханических воздействий являются ак-
туальными задачами современной авиационной,
аэрокосмической, энергетической промышлен-
ности. Анализ поведения материалов требует од-
новременного учета их упругих, пластических и
вязких свойств. Технологии холодной формовки
и обтяжки, которые по ряду параметров являются
наиболее перспективными технологиями изго-
товления крупногабаритных элементов кон-
струкций, используют свойство ползучести мате-
риалов [1, 2], а точность в геометрии и в уровне
остаточных напряжений определяющим образом
зависит от упругого отклика материала изделия в
процессе снятия оснастки (в процессах разгруз-
ки). При расчетах элементов конструкций на
ползучесть выбор определяющих законов из мно-
жества существующих является непростой зада-
чей. Множество таких соотношений для одно-
мерных, плоских и пространственных задач со-
держится в обзорах [3–5]. Большинство задач,
описывающих процессы ползучести, являются

геометрически и физически нелинейными. По-
этому проинтегрировать определяющие соотно-
шения или предложить аналитические методы их
решения удается только в исключительных част-
ных случаях [6, 7]. Здесь получим решение крае-
вой задачи о накоплении деформаций ползуче-
сти, используя закон Нортона, в рамках теории
больших деформаций при учете упругих свойств
материалов. Аналитические зависимости для пе-
ремещений в подобной задаче о пластическом те-
чении материала пробки в круглой трубе с ис-
пользованием модели больших деформаций [8–10]
были ранее получены в [11].

ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ МОДЕЛИ
Воспользуемся математической моделью

больших деформаций материалов с упругими,
пластическими и вязкими свойствами [8–10]. Об-
ратимая  и необратимая  составляющие тензора
деформаций Альманси  в прямоугольной систе-
ме декартовых координат Эйлера x определяются
дифференциальными уравнениями переноса:

(1)
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где  – время, ,  – векторы скоростей и переме-
щений;  и  – тензоры скоростей полных и необ-
ратимых деформаций;  – оператор исполь-
зуемой объективной производной по времени;

– кососимметричный тензор вихря скорости;
– тензор вращений,  – его нелинейная состав-

ляющая, выписанная в [8–10].
Тензор напряжений Эйлера–Коши  для не-

сжимаемой изотропной среды при наличии в ней
необратимых деформаций определяется анало-
гом формулы Мурнагана:

(2)

где p – добавочное гидростатическое давление;
– единичный тензор, W – упругий потенциал,
, ,  – упругие постоянные.

Накапливаемые в деформируемом материале
необратимые деформации могут быть и деформа-
циями ползучести, и пластичности [12]. Здесь
рассмотрим случай, когда накопление необрати-
мых деформаций связано только с ползучестью.
Источник необратимых деформаций  конкрети-
зируется с помощью степенного закона ползуче-
сти Нортона:

(3)

где  – тензор скоростей деформаций ползуче-
сти,  – термодинамический потенциал,  и

– параметры ползучести материала,  – глав-
ные значения тензора напряжений.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Построим точное решение задачи о деформи-

ровании вязкоупругой пробки высоты  при ее
движении в цилиндрической трубе радиуса  с
недеформируемыми стенками в условиях пере-
менного перепада давления. Решение этой крае-
вой задачи накопления больших необратимых де-
формаций ползучести в цилиндрической системе
координат , ,  будем искать в классе функций

где  и  – отличные от нуля компоненты векто-
ров перемещений и скорости,  – новая неиз-
вестная функция добавочного гидростатического
давления.

Деформирование начинается из свободного
состояния материала, деформации ползучести
накапливаются с начала процесса деформирова-
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ния. Далее пренебрегаем слагаемыми выше пер-
вого порядка по диагональным компонентам тен-
зоров деформаций, которые принимают значе-
ния более высокого порядка малости по
сравнению с недиагональными [11–13], и выше
второго – по недиагональным. Такое ограниче-
ние не является принципиальным, но позволяет
получить точное решение задачи. Из (2) следует:

(4)

Уравнения равновесия в рамках квазистатиче-
ского приближения имеют вид

(5)

Движение пробки в трубе свяжем с изменени-
ем перепада давления p(t) на ее граничных по-
верхностях  и . Зададим его в
виде

(6)

где r = 0 – координата максимального перемеще-
ния граничных точек пробки.

В соответствии с (1), (3) кинематические соот-
ношения в принятых ограничениях по компо-
нентам деформаций записываются в форме

(7)

Согласно (1) и (7), для диагональных компо-
нент обратимых и необратимых деформаций по-
лучаем систему уравнений

(8)
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где  – задаваемая постоянная сухого трения, на
стенках трубы выполняются условия жесткого
сцепления:

(10)

Для условий (6), (9) из определяющих уравне-
ний (5) и (8) получаем, учитывая, что напряжение

 должно быть конечным при r = 0:

(11)

Из дифференциального уравнения из (8) с уче-
том условия  найдем

(12)

Компонента напряжений  определяется из
второго уравнения равновесия с использованием
граничных условий (6)

(13)

Полученное решение (11)–(13) приемлемо до

момента времени , пока выполняется

строгое неравенство (9). Начиная с момента вре-
мени  на стенке  начинается скольже-
ние. Условие прилипания теперь не выполняется
и заменяется краевым условием

где  – постоянная вязкого трения. Тогда с момента
времени t* перемещение и скорость вычисляются
из зависимостей (11), если в выражение для скоро-

сти добавить слагаемое , для переме-

щений функцию , .

Полагая с момента времени  функцию p(t)
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постоянной: , решение задачи найдем
аналогично (11)–(13):
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С уменьшением давления  с некоторого мо-
мента времени , по закону p(t) = ,

, , решение (14) перепи-
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Решение (15) справедливо до конечного мо-
мента разгрузки , кроме выражений
для скорости и перемещения, поскольку скорость
в (15) становится равной нулю на поверхности r = R

в момент времени . С этого мо-

мента времени до конечного момента разгрузки 
при r = R выполняется условие прилипания

= 0. В промежутке времени  для
скорости и перемещений выполняются зависи-
мости

В конечный момент разгрузки  , ,
 находится из (8), остаточные напряжения и

остальные компоненты деформаций вычисляют-
ся по формулам

На рис. 1 изображены перемещения  в мо-

менты времени , , . На рис. 2 пред-

ставлены компоненты остаточных напряжений
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. Постоянные принимают значения  =

= 0.5, , , , .

Использование модели больших деформаций
с дифференциальными уравнениями изменения
составляющих полных деформаций позволило
получить точное решение задачи теории о дефор-
мировании в условиях ползучести вязкоупругого
материала в круглой трубе с учетом проскальзы-
вания в окрестности ее жесткой стенки.
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ANALYTICAL SOLUTION OF THE CREEP PROBLEM VISCOELASTIC 
MATERIAL IN A ROUND TUBE
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Using a mathematical model of large deformations of materials with elastic, plastic and viscous properties, an
analytical solution was obtained for deformation under creep conditions of a bung in a round tube with a vary-
ing pressure drop. The motion is considered taking into account the sliding of the material in the vicinity of
the rigid wall of the pipe and its deformation under increasing, constant and decreasing pressure. Displace-
ments, reversible and irreversible deformations, stresses at all stages of deformation, including residual defor-
mations and stresses at full unloading are calculated.
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В представленной работе рассмотрено горение микроструи водорода, истекающей из криволиней-
ного канала с круглым микросоплом. Струйные течения, которые генерируются с использованием
прямолинейных и криволинейных каналов, различаются тем, что во втором случае заметный вклад
в формирование струи и ее горение вносят вихри Дина. Взаимодействие последних с вихрями Кель-
вина–Гельмгольца, образование которых характерно для течений со сдвигом скорости, вызывает
изменения характеристик горения. Они включают пространственные искажения зоны ламинарно-
го пламени вблизи среза сопла, области турбулентного горения ниже по потоку, а также турбулент-
ного пламени в условиях его отрыва от среза сопла и прекращение ламинарного горения на началь-
ном участке течения. Результаты настоящих исследований дают возможность глубже понять осо-
бенности горения микроструй водорода в условиях их гидродинамической неустойчивости.
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Динамика струйных течений различных газов –
предмет многолетних экспериментальных и тео-
ретических исследований. Структура течения и
его эволюция определяются, помимо прочего,
начальными условиями на срезе сопла, где про-
исходит формирование струи. Как правило, рас-
сматриваются осесимметричное (за круглым со-
плом) и однородное в трансверсальном потоку
направлении (за щелевым соплом) струйные те-
чения. В эксперименте это обеспечивается ис-
пользованием прямолинейных каналов, по кото-
рым газ поступает к срезу сопла.

Известно, что в криволинейных трубах под
действием центробежной силы создается условие
формирования вторичного течения, которое про-
является в виде двух противовращающихся вих-
рей, названных вихрями Дина [1, 2]. Зарождение
вихрей внутри криволинейного канала можно ис-
пользовать для увеличения тепломассопереноса
струи с окружающим газом. В эксперименталь-
ной работе [3] показано, что теория, предложен-
ная W.R. Dean [1], справедлива для труб различ-
ной кривизны. Автор показал, что ламинарное
течение в криволинейных трубах реализуется при

больших числах Рейнольдса, чем для прямых
труб, несмотря на то, что кривизна вызывает не-
устойчивость течения. Анализируя результаты по
исследованию течений в криволинейных каналах
и вихревые структуры в затопленных струях, мож-
но сделать вывод, что, объединяя два случая –
криволинейный канал и затопленную струю,
можно предположить, что в такой струе на выходе
из сопла будут наблюдаться вихри Дина, которые
будут иметь свои особенности развития (см. [4]).

Следует ожидать, что вихревая структура
струйного течения в значительной мере опреде-
ляет режимы его диффузионного горения. В осе-
симметричных струях при истечении водорода
при низких скоростях потока вблизи среза сопла
формируется участок ламинарного горения (“об-
ласть перетяжки пламени”, следуя определению
[5]); ниже по потоку продолжается горение турбу-
лентной струи. С ростом скорости течения об-
ласть перетяжки пламени сокращается вплоть до
ее исчезновения и происходит отрыв турбулент-
ного пламени от среза сопла. При дальнейшем
возрастании скорости струи ее горение полно-
стью прекращается. В настоящей работе обозна-
ченные выше стадии горения обсуждаются в
условиях генерации вихрей Дина при истечении
микроструи водорода из криволинейного канала.
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1. ДИФФУЗИОННОЕ ГОРЕНИЕ 
МИКРОСТРУИ ВОДОРОДА НА ВЫХОДЕ 

КРИВОЛИНЕЙНОГО КАНАЛА

Схема канала с образованием вихрей Дина на
его выходе приведена на рис. 1. Диффузионное
горение водорода исследовано при диаметре соп-
ла d = 2.0 и 0.4 мм. В этих условиях струйное тече-
ние и его горение подвержены влиянию кольце-
вых вихрей Кельвина–Гельмгольца, зарождаю-
щихся в слое сдвига скорости на периферии
струи, вихрей Дина и их взаимодействия.

Теневые изображения, полученные методом
Теплера в приведенной экспериментальной схе-
ме с их регистрацией на цифровую видеокамеру,
показаны на рис. 2. Как и в предшествующих ис-
следованиях диффузионного горения круглых и
плоских микроструй водорода, истекающих из
прямолинейных каналов, в данном случае вблизи

среза сопла возникает область перетяжки пламе-
ни – зона горения в ламинарном режиме, за кото-
рой пламя переходит в турбулентное состояние.
На рис. 2 указанная область течения отчетливо
визуализирована при больших скоростях струи.

Формирование вихрей Дина в круглой микро-
струе водорода на выходе криволинейного канала
приводит к заметному искажению течения на его
начальном участке. Узкий слой градиента плот-
ности газа, разделяющий область перетяжки пла-
мени с ламинарным горением вблизи среза сопла
и турбулентное пламя ниже по потоку, становят-
ся несимметричными, рис. 2 и рис. 3а. Более того,
под влиянием вихрей Дина происходит измене-
ние области перетяжки пламени (рис. 3а), кото-
рая в отсутствие кривизны канала сохраняет сфе-
рическую форму и остается осесимметричной
(рис. 3б).

Рис. 1. Криволинейный канал с осесимметричным соплом для моделирования диффузионного горения микроструи
водорода с вихрями Дина.
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Рис. 2. Диффузионное горение струи водорода, истекающей из сопла диаметром d = 2 мм, при различной скорости те-
чения (м/с): 25.5 (а); 40 (б); 52.5 (в); 58 (г); 70 (д); 78 (е); 86 (ж); 92 (з); 100 (и); 107 (к); 115 (л); 120 (м).
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КОЗЛОВ и др.

Более высокие скорости истечения микро-
струи водорода с вихрями Дина достигнуты при
диаметре сопла d = 0.4 мм, рис. 4. В целом основ-
ные стадии горения, последовательно сменяю-

щие друг друга с возрастанием скорости потока, в
этих условиях аналогичны обнаруженным в низ-
коскоростных струйных течениях. Вместе с тем
при большой скорости микроструи происходит
искажение турбулентного пламени, тогда как ла-
минарное горение в области перетяжки пламени
сохраняется вблизи среза сопла, рис. 4ж. С даль-
нейшем ростом скорости истечения микроструи
область перетяжки пламени исчезает, зона турбу-
лентного горения отрывается от среза сопла при со-
хранении ее несимметрии, рис. 4з–4м. Наибольшая
пространственная деформация турбулентного
участка микроструи наблюдается в максимуме ее
скорости на срезе сопла, что связано с генерацией
кольцевых вихрей и вихрей Дина. Исчезновение
области перетяжки пламени (рис. 4з–4н) является
признаком перехода диффузионного горения
микроструи водорода с вихрями Дина в сверхзву-
ковой режим истечения водородной струи.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследование горения круглых микроструй во-
дорода, модулированных вихрями Дина, выявило
аналогии и особенности данного явления сравни-
тельно с горением водорода за срезом сопла пря-
молинейного осесимметричного канала. В услови-
ях генерации вихрей сохраняется ранее обнару-
женная особенность пространственной структуры
струйного течения – область перетяжки пламени
вблизи среза сопла, в которой наблюдается лами-
нарное горение. Вихри Дина приводят к деформа-
ции области перетяжки пламени и окружающего
ее слоя градиента плотности газа, за которым про-
исходит переход горения струи в турбулентное со-
стояние. С возрастанием скорости микроструи,
при сохранении области перетяжки пламени,

Рис. 3. Диффузионное горение водорода, истекающе-
го из криволинейного (а) и прямолинейного (б) круг-
лых микроканалов, d = 2.0 мм: 1 – область перетяжки
пламени; 2 – ламинарная микроструя; 3 – слой гра-
диента плотности газа; 4 – турбулентная микроструя;
5 – турбулентное пламя.
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Рис. 4. Теневые картины диффузионного горения водорода, истекающего из сопла диаметром d = 0.4 мм, при различ-
ной скорости струи (м/с): a – 484; b – 548; c – 587; d – 635; e – 873; f – 921; g – 952; h – 1032; i – 1040; j – 1111; k – 1151;
l – 1190; m – 1309.
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турбулентное пламя теряет осевую симметрию. По
мере исчезновения области перетяжки пламени с
увеличением скорости струи зона турбулентного
горения отрывается от среза сопла, оставаясь не-
симметричной. Отрыв турбулентного пламени от
среза сопла – признак перехода дозвукового диф-
фузионного горения микроструи водорода с вих-
рями Дина к горению в струе со сверхзвуковым
истечением водорода.
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The presented work examines the combustion of a hydrogen microjet f lowing from a curved channel with a
round micronozzle. Jet f lows that are generated using rectilinear and curved channels differ in that in the sec-
ond case, Dean vortices make a noticeable contribution to the formation of the jet and its combustion. The
interaction of the latter with Kelvin–Helmholtz vortices, the formation of which is typical for f lows with a
velocity shift, causes changes in combustion characteristics. They include spatial distortions of the laminar
flame zone near the nozzle exit, the area of turbulent combustion downstream, as well as the turbulent f lame
in the conditions of its separation from the nozzle exit and the cessation of laminar combustion in the initial
section of the f low. The results of these studies provide an opportunity to better understand the combustion
features of hydrogen microjets under conditions of their hydrodynamic instability.

Keywords: curvilinear channel, Dean vortices, hydrogen microjet, diffusion combustion
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В представленной работе в рамках метода молекулярной динамики были проведены численные
эксперименты по исследованию ударного взаимодействия металлических нанокластеров различно-
го размера с металлической подложкой в широком диапазоне скоростей. Анализ полученных дан-
ных показал, что объем кратера остается пропорциональным энергии ударника и обратно пропор-
циональным динамической прочности материала, причем угловой коэффициент прямой не зави-
сит от размера кластера и материала кластер-подложка.
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Поведение материала под действием удара на-
нообъектов сложным образом зависит от физиче-
ских свойств преграды и ударника. Описание яв-
лений в материале при высокоскоростном удар-
ном воздействии требует понимания физической
картины упругопластических деформаций и раз-
рушения. В силу сложности исследуемых явле-
ний, разработка аналитических моделей процесса
соударения деформируемых тел, учитывающих
все характеристики разрушения, превращается в
чрезвычайно сложную задачу.

Одним из возможных подходов является ана-
лиз явления методами теории подобия и размер-
ности с последующими уточнениями на основе
новых экспериментальных данных или результа-
тов численного моделирования. В результате та-
кого анализа можно выделить безразмерные не-
зависимые комплексы величин, связывающие
основные характеристики материалов и парамет-
ры ударного воздействия с размером образовав-
шегося кратера [1–5].

Существует значительное количество исследо-
ваний, где при помощи метода молекулярной ди-
намики [6, 7] моделируются процессы высоко-

скоростного столкновения нанообъектов с пре-
градой [8–10]. Как правило, в рамках такого
подхода основное внимание уделяется физико-
химическим явлениям, происходящим в ударни-
ке и в преграде на микроуровне, исследуются за-
рождение и распространение различных дефек-
тов в результате удара. При этом практически от-
сутствуют попытки обобщения полученных
результатов с целью создания единой функцио-
нальной зависимости, связывающей безразмер-
ные параметры ударника и преграды. Представ-
ленная работа посвящена построению такой
функциональной зависимости на основе резуль-
татов численного моделирования в рамках метода
молекулярной динамики.

ФИЗИЧЕСКАЯ СИСТЕМА И МЕТОДИКА 
ЧИСЛЕННОГО ЭКСПЕРИМЕНТА

В численном эксперименте металлические
сферические нанокластеры под углом 90 градусов
ударялись о металлическую подложку со скоро-
стями от 0.8 до 15 км/с, а материал кластера и пла-
стины совпадал. В качестве рабочего материала
была выбрана медь (кристаллическая решетка
ГЦК) и титан (кристаллическая решетка ГПУ).
Металлические нанокластеры вырезались из иде-
ального образца материала кубической формы, и
их размер менялся в широком диапазоне значе-
ний: диаметр медного нанокластера изменялся от
3.9 до 10 нм, диаметр титанового нанокластера
изменялся от 5.8 до 11.8 нм.
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Размер металлической подложки выбирался
достаточно большим, чтобы минимизировать
влияние границ на характер исследуемых явле-
ний. Также на все атомы, находящиеся в десяти
крайних атомных плоскостях по бокам и снизу
подложки, действовала искусственная вязкость,
что позволило полностью поглотить ударные вол-
ны, инициируемые ударом кластера о подложку.
Размеры медной и титановой подложки составля-
ли 54 × 54 × 22 нм и 70 × 70 × 25 нм соответствен-
но. Кристаллографическая ориентация медной
подложки (001), а титановой подложки (1–2 0).

В результате удара кластера в подложке обра-
зовывался кратер с приподнятыми краями. При
оценке объема и глубины кратера приподнятые
края кратера отсекались по уровню невозмущен-
ной верхней плоскости подложки. Для каждого
значения скорости анализ данных позволил
определить максимальный размер кратера.

Для моделирования межатомного взаимодей-
ствия в рассматриваемых металлах был использо-
ван метод внедренного атома (Embedded Atom
Method – EAM) [11–13]. Выражение для потен-
циальной энергии имеет вид

(1)

где U – полная потенциальная энергия системы,
 – парный потенциал взаимодействия, а rij –

расстояние между атомами i и j.
Функция – это энергия внедрения атома

i, а  – это электронная плотность в месте нахож-
дения атома i, вызванная присутствием осталь-
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ных атомов в системе;  является монотонно
убывающей функцией от межатомного расстоя-
ния rij и определяется как

(2)

Для атома i функции  и  рассчи-

тываются путем перебора всех ближайших сосе-
дей, а затем выполняется однократный расчет
функции . Нелинейность  обеспечи-
вает многоатомный вклад в выражение полной
энергии межатомного взаимодействия. В настоя-
щей работе были использованы таблично задан-
ные функции ,  и . Для аппроксимации этих
функций при численном решении уравнений дви-
жения были использованы локальные B-сплайны
[14–18].

Интегрирование уравнения движения прово-
дилось с использованием скоростной модифика-
ции схемы Верле второго порядка точности по
временному шагу, шаг по времени в численном
расчете составлял 0.1 фс. Для численного модели-
рования был использован разработанный парал-
лельный алгоритм, который позволяет осуществ-
лять расчеты с использованием графических про-
цессоров (ГПУ) общего назначения компании
NVIDIA, поддерживающих технологию CUDA
(Compute Unified Device Architecture) [19–21].

РЕЗУЛЬТАТЫ

Многочисленные экспериментальные данные
по высокоскоростному ударному взаимодействию
сферического ударника с преградой позволили
сформулировать следующую фундаментальную
концепцию (так называемый энергетический кри-
терий): объем кратера остается пропорциональ-
ным энергии ударника и обратно пропорциональ-
ным динамической прочности материала [22–24].

На основе проведенных численных эксперимен-
тов были построены зависимости безразмерного
объема кратера от безразмерного энергетического
параметра. Результаты моделирования для всех раз-
меров нанокластеров титана и меди расположены
на единой прямой , где кон-
станта ,  – объем кратера, , ,  –
объем, плотность и скорость сферического удар-
ника,  – динамическая твердость материала
подложки (штриховая линия, рис. 1).

На основе данных, представленных в [1], была
построена аппроксимационная зависимость
Н.А. Златина для безразмерного объема (рис. 1),
которая также является прямой, но с угловым коэф-
фициентом . Расхождения в угловых коэф-
фициентах прямых связаны с неточностью обра-

ρi
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ρ j φij iF
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H
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Рис. 1. Зависимость отношения объема кратера к объ-
ему нанокластера от безразмерного энергетического
параметра. Аппроксимация результатов численного
моделирования обозначена штриховой линией. Дан-
ные для медных нанокластеров различного диаметра
обозначены кругами различного размера, данные для
титановых нанокластеров различного диаметра обо-
значены треугольниками различного размера. Пря-
мая сплошная линия соответствует аппроксимацион-
ной зависимости Н.А. Златина.
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ботки экспериментальных данных и математиче-
ской модели в расчетах ММД.

Динамическая твердость материала H определя-
лась в соответствии с энергетическим определени-
ем, предложенным Д. Тейбором и соавт. [25–27]:

(3)

где  – кинетическая энергия ударника.
В качестве примера, на рис. 2 представлены за-

висимости безразмерной динамической твердо-
сти от скорости, приведенной к скорости звука в
титане. Динамическая твердость нормировалась
на величину твердости , полученную в процес-
се наноиндентирования титана при статических
условиях нагружения индентора [28]. В интервале
рассматриваемых скоростей удара результаты
численных экспериментов были аппроксимиро-
ваны полиномом четвертой степени (сплошная
линия на рис. 2). Из представленных зависимо-
стей видно, что динамическая твердость зависит
от скорости соударения нанокластера.

Первоначально увеличение скорости удара на-
нокластера с подложкой приводит к быстрому уве-
личению динамической твердости по сравнению со
статической. В диапазоне скоростей соударения

 происходит переход материала от
упругого взаимодействия к пластическому. Это наи-
более интересный интервал нагружения, и он требу-
ет дальнейших исследований. При увеличении

 происходит выход динамической твердо-
сти преграды на асимптотику, т.е. .

Как правило, при решении задач соударения
тел в континуальной механике динамическую
твердость определяют на основе статической
твердости или статического предела текучести
материала, вводя специальные постоянные или
зависящие от скорости соударения поправочные
коэффициенты. В настоящей работе было пред-

= ,K CH E V

KE

0H

< <v0 / 0.5c

>v/ 0.5c
≈ 03.2H H

ложено энергетическое определение динамиче-
ской твердости материала, основанное лишь на
точных измерениях объема кратера в численных
экспериментах.

Таким образом, в математических моделях,
описывающих поведение материала, необходимо
учитывать зависимость динамической твердости
Н от скорости нагружения, т.е. ,
где функция  может быть рассчитана на ос-
нове модельной задачи о соударении нанокласте-
ра с преградой на основе ММД.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В представленной работе в рамках метода мо-
лекулярной динамики были проведены числен-
ные эксперименты по исследованию ударного
взаимодействия металлических нанокластеров
различного размера с металлической подложкой
в широком диапазоне скоростей (материал нано-
кластера и подложки совпадал).

Используя энергетическое определение дина-
мической твердости Н, предложенное Тейбором,
и основываясь на точных измерениях объема кра-
тера в численных экспериментах, были найдены
зависимости Н от скорости удара для различных
размеров нанокластера.

Результаты численного моделирования для
всех размеров нанокластеров исследуемых метал-
лов находятся на единой общей прямой, обобща-
ющей экспериментальные данные: VC/VP =

= .

БЛАГОДАРНОСТИ

Часть работы выполнена с использованием обору-
дования ЦКП “Механика” (ИТПМ СО РАН). Для вы-

( )= ⋅ ϕ v0 /H H c
( )ϕ v/c

ρ ⋅ 2( )V PK Hv

Рис. 2. Зависимость безразмерной динамической твердости титана от безразмерной скорости нанокластера. Круги со-
ответствуют результатам расчетов для нанокластеров 9.8 нм, а треугольники – 11.8 нм. Сплошная линия – аппроксимаци-
онный полиномом четвертой степени с коэффициентами: A0 = 1.278, A1 = 9.454, A2 = –16.302, A3 = 12.123, A4 = –3.261.
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лительные ресурсы ЦКП “Центр данных ДВО РАН”.
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MOLECULAR DYNAMIC STUDY OF THE CRATERING PROCESS DURING 
HIGH-VELOCITY IMPACT OF METALLIC CLUSTERS WITH A SUBSTRATE
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aKhristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics, Siberian Branch of the Russian Academy of Sciences, 
Novosibirsk, Russia
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In the presented work, numerical experiments were carried out in the framework of the molecular dynamics
method to study the impact interaction of metallic nanoclusters of different sizes with a metallic substrate in
a wide range of velocities. Analysis of the obtained data showed that the crater volume remains proportional
to the impact energy and inversely proportional to the dynamic strength of the material, with the direct angle
coefficient being independent of the cluster size and the cluster-substrate material.
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В последнее время значительное внимание в
мировой литературе уделяется мобильным робо-
там, перемещающимся за счет движения внут-
ренних подвижных тел. Такие роботы часто назы-
ваются капсульными роботами или виброробота-
ми, так как внутренние тела (капсулы) совершают
колебательные движения относительно корпуса
робота. Эти роботы имеют ряд преимуществ: они
просты конструктивно, легко поддаются миниа-
тюризации, не имеют внешних подвижных эле-
ментов, их корпуса могут быть гладкими и герме-
тичными. Поэтому капсульные роботы нашли
применение в медицине для диагностики внут-
ренних органов и доставки медикаментов. Такие
роботы могут также использоваться для аппара-
тов, движущихся в различных средах, для техни-
ческой диагностики трубопроводов.

Одной из первых работ по этой тематике была
статья [1]. В работе [2] изучалось вибрационное
перемещение в поле тяжести тела с внутренней
массой при квадратичном внешнем сопротивле-
нии. Оптимальные периодические движения
виброробота в средах с сопротивлением исследо-
ваны в работе [3]. Оптимизации энергозатрат при
движениях вибророботов в различных средах по-
священы статьи [4–7]. В работах [8, 9] исследова-
на динамика мобильных систем с внутренними
массами в средах с сопротивлением. Анализу ди-
намики капсульной системы и оптимизации ее
движений в вязкой жидкости посвящены работы
[10, 11]. Материал по рассматриваемой тематике и

обзор соответствующей литературы представле-
ны в книге [12].

В данной работе рассматривается поступатель-
ное прямолинейное движение тела с внутренней
подвижной массой, которая перемещается с ку-
сочно-постоянной скоростью относительно тела.
Сопротивление внешней среды предполагается
пропорциональным квадрату скорости тела и за-
висящим от направления движения. Построены
движения тела с периодически изменяющейся
скоростью. Найдены условия, соответствующие
наибольшей средней скорости перемещения си-
стемы.

МЕХАНИЧЕСКАЯ СИСТЕМА

Рассматриваемая система состоит из двух
твердых тел: корпуса массы M и внутреннего тела
массы m, которые движутся поступательно и пря-
молинейно (рис. 1). На корпус действует сила со-
противления среды (жидкости) R, пропорцио-
нальная квадрату его скорости. Внутреннее тело
снабжено актюатором и движется в полости внут-
ри корпуса. Предполагается, что, помимо силы
сопротивления R и сил взаимодействия тел, дру-
гих сил на систему не действует.

Обозначим через x и  смещение корпуса и его
скорость относительно неподвижной системы
координат, а через  и w – смещение внутренне-
го тела, его скорость и ускорение относительно
корпуса соответственно. Имеем кинематические
соотношения:

(1)

v

ξ,u

= ξ = = , ,   .x u u wv

УДК 517.977
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Обозначим через F силу, с которой корпус дей-
ствует на внутреннюю массу, и запишем уравне-
ния движения тел в виде

(2)
Складывая уравнения (2) и вводя обозначения

(3)

получим уравнение
(4)

Нормированная сила сопротивления 
определяется соотношениями

(5)

где  и c– – коэффициенты сопротивления при
движении корпуса вперед и назад соответствен-
но. Для пояснения смысла коэффициентов  c–
рассмотрим движение корпуса по инерции впе-
ред при отсутствии внутреннего тела. Полагая

 в (4) и учитывая соотношения (5) и первое
уравнение (1), получим

Интегрируя это уравнение при начальном
условии  при x = 0, найдем

(6)

Таким образом, коэффициенты  и c– имеют
размерность, обратную длине, и могут быть пред-
ставлены в виде

(7)

где  и L–, согласно (6), есть длины, на которых
скорость тела уменьшается в е раз при движении
по инерции. При предпочтении движения “вперед”
для тела обтекаемой формы имеем  и, следо-
вательно, . Введем безразмерный параметр

(8)

= − + + = , ( ) .M F R m w Fv v

= μ =
+ +

, ,R mr
M m M m

= −μ + ( ).w rv v

( )r v

+

−

− ≥= 
<

2

2

при 0,
( )

 при 0,

c
r

c

v v
v

v v

+c

+,c

= 0w

+= − .d c
dx
v

v

= 0
v v

+= −0exp( ).c xv v

+c

− −
+ + − −= =1 1, ,c L c L

+L

+ −<c c
+ −>L L

+ − − +σ = = < 1.c c L L

ПЕРИОДИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ

Рассмотрим следующую простейшую схему
движения системы, при которой скорости изме-
няются периодически с периодом T. Для опреде-
ленности рассматриваем движение между момен-
тами времени непосредственно перед точками t =
0 и . Скорость  внутреннего тела относи-
тельно корпуса считаем кусочно-постоянной и
заданной в виде

(9)

где  и  – положительные постоянные, а  и  –
длительности интервалов движения массы m вперед
и назад, соответственно. Смещение  массы m
относительно корпуса изменяется кусочно-ли-
нейно, причем в моменты  и  эта масса
находится на левом конце полости, а при  –
на ее правом конце. Обозначая через L длину по-
лости, имеет соотношения

(10)

откуда следует равенство

(11)

Зависимости  изображены на рис. 2.

В моменты  и  скорость  изменяет-
ся скачком, что, конечно, является упрощением
возможной реальной ситуации, но позволяет по-
лучить замкнутые расчетные формулы.

=t T ( )u t

= > ∈
= − < ∈ +

1 1

2 1 1 2

( ) 0, (0,  ),
( ) 0, ( ,  ),

u t u t t
u t u t t t t

1u 2u 1t 2t

ξ( )t

= 0t =t T
= 1t t

= = + =1 1 2 2 1 2, ,u t u t L t t T

+ =1 2 1 2( ) .L u u Tu u

ξ( ) и ( )u t t

= 0t = 1t t ( )u t

Рис. 1. Механическая система.
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Рис. 2. Движение внутренней массы.
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Относительное ускорение  внутреннего те-
ла, согласно уравнениям (9), представляется в ви-
де суммы дельта-функций

Тогда из уравнений (4) следует, что скорость
корпуса  испытывает в моменты  и 
разнонаправленные скачки, равные по величине

Введем следующие обозначения:

(12)

и запишем условия на скачках в виде

(13)

Ниже будет построено решение, при котором
скорость , отвечающая заданной зависимости

 из (9), изменяется согласно схеме, изобра-
женной на рис. 3. В силу этого решения имеем
условия

(14)

и неравенства

(15)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СКОРОСТИ

На интервале , согласно соотношени-
ям (4), (5) и (14), имеем уравнение

Интегрируя это уравнение при начальном
условии  из (12), получим

(16)

Подставляя  в равенство (16), находим, в
соответствии с (12),

(17)

На интервале , согласно соотношениям
(4), (5) и (14), справедливо уравнение

Интегрируя это уравнение при начальном усло-
вии , вытекающем из (12), получим

(18)

Подставим  в равенство (18) и найдем

( )w t
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(19)

Введем обозначения

(20)

Тогда из соотношений (13), (17) и (19) получим:

(21)

Условие периодичности скорости  можно
представить в форме

(22)

Выразим последовательно все , ,
через V при помощи формул (20), (21) и подста-
вим их в условие периодичности (22). В результа-
те получим квадратное уравнение для безразмер-
ной начальной скорости V:

(23)

коэффициенты которого выражаются формулами

(24)

Число параметров можно уменьшить, вводя
безразмерные положительные величины

(25)

через которые выразим  и  при помощи формул

(26)

Разрешая квадратное уравнение (23), получим
в терминах введенных параметров (25):
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Рис. 3. Скорость корпуса.
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(27)

Согласно неравенствам (15), безразмерная
скорость должна лежать в пределах

(28)

Рассмотрим оба решения , определяемые ра-
венством (27).

Сначала рассмотрим решение . Для выполне-
ния условия  необходимо, чтобы .
Условие  приводит к неравенству

(29)
которое не выполняется при . Если же

, то из условия (29) вытекает неравенство
, которое противоречит наложенному

выше условию . Следовательно, решение
 не удовлетворяет условиям (28).
Проверим выполнение условий (28) для ре-

шения

(30)

Пусть сначала . Тогда знаменатель
выражения (30) положителен, и для выполнения
условия  числитель также должен быть по-
ложителен, т.е. должно быть

(31)
Нетрудно проверить, что неравенство (31) вы-

полняется при . Условие  приводит
к неравенству

(32)
При  неравенство (32) выполнено, а при

 оно приводится к условию

которое выполняется при . Таким обра-
зом, при  оба неравенства (28) выпол-
нены.

Рассмотрим теперь случай . Чтобы
имело место неравенство , числитель выра-

жения (30) должен быть отрицателен, как и его
знаменатель. Это условие приводит к неравен-
ству, противоположному неравенству (31), и оно
выполняется при . Проверка условия

 приводит к неравенству, противоположно-
му неравенству (32), и выполняется в рассматри-
ваемом случае .

Итак, решение (30) удовлетворяет условиям (28)
при любых , , если .

Особый случай  приводит в равенстве
(30) к неопределенности вида 0/0. Для его разре-
шения положим  в равенстве (30) и за-
тем перейдем в нем к пределу при . В резуль-
тате получим

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ

Подсчитаем полное перемещение  за пе-
риод движения T . Сначала найдем перемещение

 на интервале . Интегрируя скорость ,
определяемую соотношением (16), получим

(33)

Аналогично, используя равенство (18) для ско-
рости  на интервале , найдем перемеще-
ние на этом интервале:

(34)

Полное перемещение за период запишем,
складывая равенства (33) и (34) и используя обо-
значения (7) и (20):

(35)

В равенство (35) подставим соотношения для
 и  из (21), выраженные через параметры , ,
 и  при помощи равенств (20). Затем преобра-

зуем полученное выражение, используя соотно-
шения (26) и формулу (30) для V. После преобра-
зований получим

(36)

±
+ β ± α + β=

− α + β

22 4 .
2(1 )

V

< <0 1.V

±V

+V
+ > 0V β > α − 1

+ < 1V

α + β < β − α24 2 ,
β ≤ α2

β > α2
β < α − 1

β > α − 1
+V

−
+ β − α + β= =

− α + β

22 4 .
2(1 )

V V

β > α − 1

> 0V

+ β > α + β22 4 .

β > α − 1 < 1V

α − β < α + β22 4 .
β ≥ α2

β < α2

α − αβ < α24 4 4 ,
β > α − 1

β > α − 1

β < α − 1
> 0V

β < α − 1
< 1V

β < α − 1

α β β ≠ α − 1
β = α − 1

α = β + + ε1
ε → 0

−= β + < β = α −1( 2) 1 при 1.V

( )x T

1( )x t 1(0, )t ( )tv

−
− −

= = − −
−

1

1
1 1 1

10

1( ) ln(1 ).
1

t
dtx t c t
c t c

v
v

v

( )tv 1( , )t T

+
+ +

− = = +
+ −

1

3
1 3 2

3 1

1( ) ( ) ln(1 ).
1 ( )

T

t

dtx T x t c t
c t t c
v

v
v

− += − − + +1 1 2 3( ) ln(1 ) ln(1 ).x T L a L av v

1v 3v U V
1a 2a

−

+

α − α + β + β α + β= − +
α − α + β

α + β − α + β + αβ + β − α + β α + β+
α − α + β + β α + β

2 2

2 3 2

2 2

2 (1 ) 4( ) ln
2 (1 )

(2 )(1 ) 2 (1 ) 4ln .
2 (1 ) 4

x T L

L



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ  том 513  2023

ОПТИМИЗАЦИЯ ДВИЖЕНИЯ ТЕЛА С ВНУТРЕННЕЙ МАССОЙ 85

Выражению (36) можно придать более ком-
пактную форму, если заметить, что числитель во
втором слагаемом можно разложить на множите-
ли и ввести функции

(37)

Учитывая еще обозначение (8), получим из (36):

(38)

Преобразуем выражения (25) для  и  при по-
мощи равенств (20), (7), (8), (10) и (11):

(39)

Естественно предполагать, что параметр ,
введенный в (3), является малым, и поэтому без-
размерный параметр  из (39) также можно счи-
тать малым.

Задаваясь скоростями  и , можно опреде-
лить длительности интервалов  и  при помощи
формул (10) и параметры  согласно (39). Тем
самым все периодическое движение однозначно
определено, и перемещение  за период дается
формулами (37) и (38).

Средняя скорость движения системы опреде-
ляется равенством

(40)

ОПТИМИЗАЦИЯ СРЕДНЕЙ СКОРОСТИ
Предполагаем, что относительная скорость

внутреннего тела ограничена заданной посто-
янной:

(41)

Заметим, что из соотношений (10) и (41) выте-
кает неравенство

откуда следует ограничение на параметры сис-
темы:

(42)

Будем рассматривать два варианта задачи оп-
тимизации средней скорости (40) за счет выбора
скоростей  и  при ограничениях (41). В первом
варианте длительность интервала T предполага-
ется фиксированной, а во втором варианте она
произвольна.

Рассмотрим сначала частный случай α = 1, когда
формулы (37) значительно упрощаются. В этом
случае из соотношений (37) получим

Подставляя эти равенства в формулу (38) при
α = 1, найдем

Считая  малым, получим отсюда

(43)

Из формул (39) при α = 1 имеем

(44)
Подставляя равенство (44) в соотношение (11),

определим

(45)

Для выполнения ограничений (41) необходи-
мо потребовать

что приводит к условию

(46)

где k введено равенством (42). Равенство (43) с
учетом второй из формул (44) принимает вид

а средняя скорость (40) определяется равенством

(47)

Итак, если  и выполнено неравенство
(46), то при фиксированном T скорости  и 
определяются равенствами (44), (45), а средняя
скорость  выражается формулой (47). Если же
неравенство (46) не имеет места, то при  дви-
жение с ограничениями невозможно.

Пусть теперь  и период T не фиксирован.
Подставим в формулу (47) величину T из соотно-
шения (45) и получим

Следовательно, максимальная средняя ско-
рость  при  и нефиксированном T достига-
ется при наибольшем допустимом , т.е. при

 и, согласно (44), при , и равна
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ЧЕРНОУСЬКО

(48)

Обратимся к общему случаю произвольного
, считая  малым. Разложим функции (37) в

ряды по параметру , ограничиваясь членами
первого порядка малости. Получим

Подставим эти разложения в формулу (38) и
получим после упрощений

(49)
где введены обозначения

(50)

Подставляя соотношение (39) для  в равен-
ство (49), получим

(51)
Из первого равенства (39), с учетом обозначе-

ний (50), имеет

(52)
Пусть сначала период T фиксирован. Тогда на

скорости  и  наложена связь, выражаемая равен-
ством (11). Из этого равенства и соотношения (52)
вытекает соотношение

(53)

Подставляя равенство (53) в формулу (51),
найдем среднюю скорость (40) в виде

(54)

где  определено в соотношениях (50).
Дифференцируя функцию , получим

Очевидно, что это неравенство справедливо
при , поэтому функция  монотонно воз-
растает при . Следовательно, максимальная
средняя скорость  из (54) реализуется при мак-
симальном , совместимом с ограничениями
(41). Полагая , определим z из равенства (53)
в виде

(55)

где k введено формулой (42). Заметим, что так как
 согласно (42) и  то значение z из (55)
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лежит в области . Используя формулы (52)
и (55), получим оптимальные значения скоростей
u1 и u2 в виде

(56)

Подставляя оптимальное значение z из (55) в
равенство (54) и учитывая равенство (42), полу-
чим максимальную величину средней скорости
при фиксированном T:

(57)

Обратимся к случаю нефиксированного T. Ис-
пользуя равенство (51), выразим среднюю ско-
рость (40) в виде соотношения

(58)

Дифференцируя функцию  из (50), получим

Отсюда следует, что единственный максимум
функции  при z > 0 достигается при

(59)

Выбирая максимально возможную величину ,
получим из (52)

(60)

Подставляя значения  и  из (60) в равен-
ство (58), имеем:

(61)

Таким образом, максимальное значение сред-
ней скорости  определено равенствами (57) и
(61) при фиксированном и нефиксированном
значении периода T соответственно. Оптималь-
ные значения скоростей внутреннего тела  и 
заданы равенствами (56) и (60) для соответствую-
щих случаев.

Отметим, что оптимальное значение периода Т в
случае нефиксированного Т можно определить,
подставляя значения  и  из (60) в равенство (11).
Получим

Можно проверить, что, как и следовало ожи-
дать, найденные оптимальные значения  боль-
ше или равны соответствующих значений (47) и
(48), полученных в частном случае .
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Получены соотношения, определяющие по-

ступательное периодическое движение тела с
внутренней подвижной массой в среде с квадра-
тичным сопротивлением. Вычислены параметры
движения, определена его средняя скорость.
Найдены условия, определяющие максимальную
среднюю скорость поступательного движения
при различных ограничениях. Полученные ре-
зультаты могут представлять интерес для управ-
ления подвижными аппаратами.
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OPTIMIZATION OF THE MOTION OF A BODY
WITH AN INTERNAL MASS UNDER QUADRATIC RESISTANCE

Academician of the RAS F. L. Chernouskoa

aA.Yu. Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

Rectilinear motion of a body controlled by a movable internal mass in a medium with a quadratic resistance
is considered. Conditions are obtained that ensure translation of the body with a velocity changing periodi-
cally. The average speed of the motion is determined. Conditions that guarantee the maximum average speed
are established.
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МОНОЛИТНЫЙ ФИЛЬТР С ЦЕНТРАЛЬНОЙ ЧАСТОТОЙ ПОЛОСЫ 
ПРОПУСКАНИЯ 10 ГГц НА ПОЛОСКОВЫХ РЕЗОНАТОРАХ

С РАСЩЕПЛЕННЫМ ПРОВОДНИКОМ
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Монолитная конструкция миниатюрного полосно-пропускающего фильтра, разработанная для
сантиметрового диапазона длин волн, изготовлена по технологии многослойных печатных плат.
Четвертьволновые полосковые резонаторы фильтра имеют по два проводника, разделенных склеи-
вающим конструкцию слоем препрега, что нивелирует влияние его низких параметров на характе-
ристики устройств, обеспечивая тем самым хорошую повторяемость фильтров в серийном произ-
водстве. Для увеличения ширины высокочастотной полосы заграждения один из проводников каж-
дого резонатора разрезан пополам поперечной щелью. Измеренные характеристики опытного
образца фильтра пятого порядка, конструктивные размеры которого получены параметрическим
синтезом с использованием электродинамического анализа его 3D-модели, хорошо согласуются с
расчетом. Центральная частота полосы пропускания устройства f0 ≈ 10 ГГц, ее относительная ши-
рина Δ f/f0 = 5.7%, габариты 18.0 × 5.4 × 2.1 мм, а масса всего лишь 0.5 г. Важным достоинством раз-
работанной конструкции является возможность ее установки на СВЧ-плате методом поверхност-
ного монтажа.

Ключевые слова: полосно-пропускающий фильтр, амплитудно-частотная характеристика, потери на
отражение, прямые потери, волновое сопротивление, слоистая структура
DOI: 10.31857/S268674002306007X, EDN: GLQEEH

Хорошо известно, что важнейшими устрой-
ствами современных радиотехнических систем
передачи, приема и обработки сигналов являются
полосно-пропускающие фильтры, от которых за-
висит не только качество радиоаппаратуры, но и
ее габариты и даже цена. Поэтому разработка но-
вых миниатюрных конструкций фильтров, обла-
дающих высокими частотно-селективными свой-
ствами, технологичностью и низкой стоимостью
при массовом производстве, является важной и
актуальной задачей. Для ее решения в настоящее
время активно исследуются конструкции на по-
лосковых многопроводниковых резонансных

структурах [1, 2], которые обладают не только ре-
кордной миниатюрностью среди электродинами-
ческих резонаторов, но и сравнительно высокой
собственной добротностью. Широкое распро-
странение в настоящее время получило перспек-
тивное направление, связанное c применением
гибридной технологии создания многослойных
интегральных схем СВЧ на основе керамики с
низкой температурой отжига (Low Temperature
Cofired Ceramics – LTCC) [3–6], а также ориги-
нальная технология интегрирования в подложку
волноводов (Substrate Integrated Waveguide – SIW)
[7–9]. При этом среди всех известных подходов,
используемых для изготовления планарных СВЧ-
фильтров, особо выделяется технология много-
слойных печатных плат (Printed Circuit Board –
PCB) [10–13], обладающая возможностью орга-
низации массового производства монолитных
конструкций [14].

В технологии PCB для соединения прессовани-
ем диэлектрических пластин с рисунками полос-
ковых проводников на поверхностях используется
специальный материал – препрег, диэлектриче-
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ские потери которого выше диэлектрических по-
терь основных слоев. Это является недостатком
технологии, так как снижает собственную доб-
ротность резонаторов, ухудшая тем самым харак-
теристики фильтров. Второй недостаток связан с
тем, что в процессе прессования слоистой струк-
туры толщина препрега неконтролируемо изме-
няется по площади в соответствии с рисунком и
толщиной полосковых проводников, приводя к
изменению не только резонансных частот, но и
величины связей между резонаторами. В деци-
метровом и метровом диапазонах изменение тол-
щины препрега практически не отражается на ха-
рактеристиках фильтров [14, 15], однако на часто-
тах выше 4 ГГц проводники резонаторов сильно
укорачиваются, и влияние препрега становится
критическим, недопустимо снижая повторяе-
мость устройств в серии. В работе рассматривает-
ся новый подход конструирования монолитных
полосковых фильтров, позволяющий в значи-
тельной степени нивелировать влияние препрега,
даже в сантиметровом диапазоне длин волн.

КОНСТРУКЦИИ МОНОЛИТНЫХ 
ЧЕТВЕРТЬВОЛНОВЫХ ПОЛОСКОВЫХ 

РЕЗОНАТОРОВ
Рассмотрим регулярный полосковый чет-

вертьволновый резонатор I (рис. 1а), выполнен-
ный по технологии PCB посредством прессова-
ния двух диэлектрических пластин (1 и 2), между
которыми находится связующий слой препрега (3).
Медный проводник резонатора (4) располагается
между верхней пластиной (2) и слоем препрега
(3). Роль корпуса-экрана выполняет наружная
металлизация поверхностей диэлектрических
пластин (5). Очевидно, что в такой конструкции
параметры препрега (его толщина hP и тангенс уг-
ла диэлектрических потерь tgδP) будут оказывать
непосредственное влияние на характеристики ре-
зонатора, в частности, на его собственную доб-
ротность и резонансную частоту. Однако, как из-
вестно [16], влияние препрега существенно
ослабляется, если проводник резонатора расще-
пить, разместив препрег между металлическими
слоями 4 и 6 (конструкция II рис. 1а), соединен-
ными с экраном смежными концами только с од-
ной стороны.

В такой конструкции на частоте четвертьвол-
нового резонанса разность потенциалов между
противоположными точками на верхнем и ниж-
нем проводнике равна нулю, поэтому влияние
параметров препрега на характеристики резонатора
сильно ослабляется. Но важно отметить, что вблизи
основного резонанса конструкции II (рис. 1а), на-
блюдаемого на частоте f1, существует паразитный
резонанс на более высокой частоте f2, соответ-
ствующий колебаниям в четвертьволновом резо-
наторе, образованном слоем препрега и двумя со-

направленными проводниками 4 и 6 на его по-
верхностях. Свободные концы этих проводников
на частоте f2 имеют противоположные потенциа-
лы, а СВЧ-токи направлены навстречу друг другу
[17]. В результате высокочастотная полоса за-
граждения фильтра, построенного на таких резо-
наторах, сужается, а для ее расширения, очевид-
но, необходимо значительно увеличить частоту f2
без изменения частоты f1. Это удается осуще-
ствить, сделав поперечную щель на верхнем про-
воднике двухпроводникового резонатора на рас-
стоянии lS от свободного конца (см. конструк-
цию III на рис. 1а).

Вышесказанное подтверждают результаты ис-
следований (рис. 1б, в), проведенных с использо-
ванием электродинамического анализа 3D-моде-
лей резонаторов в пакете программ CST Studio
Suite. Для объективного сравнения, конструктив-
ные параметры моделей резонаторов были одина-
ковыми, в частности, ширина полосковых провод-
ников резонаторов w = 2 мм. При этом использова-
лись характеристики реальных металлизированных
диэлектрических пластин и препрега. Пластины
резонаторов из материала RO4350B с относитель-
ной диэлектрической проницаемостью εR = 3.66 и
тангенсом угла диэлектрических потерь tgδR =
= 0.0037 имели толщину 0.762 мм и 1.44 мм. Пре-
прег из материала RO4450F с относительной ди-
электрической проницаемостью εP = 3.52 и tgδP =
= 0.0041 имел толщину слоя hP = 0.122 мм. Дли-
ной полоскового проводника lR резонаторы на-
страивались на одинаковую частоту первой (чет-
вертьволновой) моды колебаний f1 = 10 ГГц.

Как и следовало ожидать, при фиксированной
толщине препрега hP = 0.122 мм собственная доб-
ротность всех резонаторов с увеличением tgδP в
интервале 0.004–0.050 монотонно уменьшается
(рис. 1б). Причем для первой конструкции на-
блюдается уменьшение в 2.4 раза, для второй в 1.7,
а для третьей ровно в 2 раза в случае, когда щель
величиной 0.1 мм делит верхний проводник по-
полам. На рис. 1в представлены зависимости по-
ведения резонансной частоты исследуемых трех
конструкций, построенные при изменении ис-
ходной толщины препрега hP = 0.122 мм в преде-
лах 0.01–0.24 мм, но при фиксированной величи-
не tgδP = 0.0041. При этом самые большие измене-
ния резонансной частоты наблюдаются только у
первой конструкции: с уменьшением hP вверх по
частоте на ∼1.3%, а с увеличением hP на ∼0.9% вниз
по частоте. Отметим, что собственная добротность
Q1 резонанса конструкции II (см. рис. 1а) во всем
интервале изменения hP остается практически
постоянной, а у I и III конструкций с уменьшени-
ем hP она увеличивается на ∼3%, а с увеличением
hP уменьшается на ∼0.5%.



90

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ  том 513  2023

ГОВОРУН и др.

Рис. 1. Три конструкции монолитных четвертьволновых полосковых резонаторов (а), зависимости собственной доб-
ротности их резонансов от тангенса угла диэлектрических потерь препрега (б) и зависимости резонансных частот от
толщины препрега (в).
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ХАРАКТЕРИСТИКИ ДВУХЗВЕННЫХ 
ФИЛЬТРОВ НА МОНОЛИТНЫХ 

РЕЗОНАТОРАХ

Для сравнения характеристик полос загражде-
ния фильтров, построенных на исследованных
резонаторах, были сконструированы устройства
второго порядка параметрическим синтезом 3D-
моделей простейших двухзвенных структур в па-
кете программ CST Studio Suite. Амплитудно-ча-
стотные характеристики (АЧХ) фильтров, демон-
стрирующие частотные зависимости потерь на
прохождение S21(f), представлены на рис. 2а. Син-
тезированные фильтры имеют одинаковую цен-
тральную частоту полосы пропускания f1 = 10 ГГц
и ее относительную ширину Δf/f1 = 5%, измерен-
ную по уровню –3дБ от уровня минимальных по-
терь. Вход и выход каждого устройства подключены
кондуктивно к портам с волновым сопротивлением
50 Ω. Настройка фильтров осуществлялась подбо-
ром длины полосковых проводников, зазоров
между ними и величины кондуктивной связи ре-
зонаторов с портами так, чтобы максимум отра-

женной СВЧ-мощности в полосе пропускания
находился на уровне –14 дБ.

На рис. 2а хорошо видно, что лучшими харак-
теристиками в полосах заграждения обладает
фильтр на резонаторах конструкции III (см. рис. 1а),
в которых щель делит верхние полосковые про-
водники пополам, а худшими – на резонаторах
конструкции II, из-за паразитного резонанса,
расположенного вблизи полосы пропускания на
частоте f2, природа которого была объяснена вы-
ше. На рис. 2б сплошной линией показана зави-
симость отношения частот паразитного f2 и ос-
новного f1 резонансов от относительного положе-
ния щели lS/lR на верхнем проводнике резонатора
конструкции III (см. рис. 1а). Перемещение щели
от свободного конца полоскового проводника к
замкнутому на экран концу приводит к стреми-
тельному увеличению частоты паразитного резо-
нанса f2, а частота основного резонанса f1 при
этом остается практически неизменной. В ре-
зультате происходит значительное расширение
высокочастотной полосы заграждения фильтра.



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ  том 513  2023

МОНОЛИТНЫЙ ФИЛЬТР С ЦЕНТРАЛЬНОЙ ЧАСТОТОЙ ПОЛОСЫ 91

Отметим, что с увеличением lS/lR наблюдается
сильное падение собственной добротности пара-
зитного резонанса Q2 (штриховая линия на
рис. 2б), что также улучшает характеристики по-
лосы заграждения. В исследуемом интервале из-
менения lS/lR добротность Q2 уменьшается в три
раза, однако добротность Q1 при этом почти не
изменяется.

Факт уменьшения добротности Q2 можно объ-
яснить эффектом демпфирования колебаний в
резонаторе при подключении к нему отрезка ли-
нии с потерями. Этот эффект подробно исследо-
ван в [18] на микрополосковых резонаторах, в ко-
торых демпфирующий отрезок линии создавался
оголением тонкого адгезионного подслоя хрома
путем удаления меди на небольшом участке по
длине полоскового проводника, расположенного
вблизи пучности электрического поля. Было по-
казано, что с увеличением длины этого участка
добротность резонанса уменьшается в несколько
раз, причем установленный в [18] характер изме-
нения добротности от длины демпфирующего от-
резка линии хорошо согласуется с зависимостью
Q2(lS/lR) (см. рис. 2б). В нашем исследовании от-
резок демпфирующей линии в резонаторе кон-
струкции III (см. рис. 1а), ограниченный полос-
ковым проводником длиной lS и его шириной w,
связан с четвертьволновым резонатором емко-
стью поперечной щели, величина которой в рас-
сматриваемой модели ∼1.6 пФ. Очевидно, что с
увеличением lS пропорционально увеличивается
длина демпфирующего отрезка и одновременно
повышается его емкостная связь с резонатором,
из-за быстрого роста резонансной частоты f2 (см.

рис. 2б). В результате растет демпфирование ко-
лебаний в резонаторе, поэтому снижается его
добротность.

ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЫТНОГО ОБРАЗЦА 
ФИЛЬТРА ПЯТОГО ПОРЯДКА

Для экспериментальной проверки работоспо-
собности монолитного устройства выбрана кон-
струкция фильтра пятого порядка, построенного
на исследованном резонаторе III, электродина-
мическая 3D-модель которого представлена на
рис. 3а. В качестве диэлектрических пластин и
препрега в модели фильтра использовались те же
материалы, характеристики которых и значения
толщин слоев были приведены выше. Ширина
проводников резонаторов одинакова w = 2 мм,
как и ширина щелей 0.1 мм, а также их относи-
тельное расположение lS/lR = 0.24.

Параметрическим синтезом в пакете про-
грамм CST Studio Suite были определены кон-
структивные параметры модели, подключенной к
портам с волновым сопротивлением 50 Ω, по за-
данной центральной частоте полосы пропуска-
ния f0 = 10 ГГц и ее ширине Δf = 570 МГц, изме-
ренной по уровню –3 дБ. При этом максимумы
отраженной СВЧ-мощности в полосе пропуска-
ния не должны были превышать уровень –20 дБ.
В результате синтеза длина полосковых провод-
ников наружных резонаторов составила 3.46 мм,
следующих за ними 3.31 мм, а проводника цен-
трального резонатора 3.29 мм. Величина зазоров
между проводниками наружных пар резонаторов
получилась 0.85 мм, а между проводниками
остальных внутренних резонаторов 1.25 мм. По-

Рис. 2. АЧХ фильтров второго порядка, синтезированных на резонаторах различных конструкций (а). Зависимости
добротности паразитного резонанса Q2 и отношения частот паразитного f2 и основного f1 резонансов от относитель-
ного положения щели lS/lR на верхнем проводнике резонатора конструкции III (см. рис. 1а) (б).
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лученные конструктивные параметры использо-
вались для изготовления серии опытных образ-
цов монолитных фильтров по технологии много-
слойных печатных плат, фотография одного из
них показана на рис. 3б. Размеры фильтра 18.0 ×
× 5.4 × 2.1 мм или 0.6λ0 × 0.18λ0 × 0.07λ0 (λ0 – дли-
на волны в вакууме на центральной частоте поло-
сы пропускания), а масса устройства всего 0.5 г.

На рис. 3в приведены рассчитанные частотные
зависимости прямых потерь S21(f) (сплошная ли-
ния) и потерь на отражение S11(f) (штриховая ли-
ния) исследуемого фильтра, точками показаны
результаты измерений изготовленного опытного
образца. Видно хорошее совпадение рассчитан-
ных и измеренных характеристик. Измеренная
центральная частота полосы пропускания соста-
вила f0 = 9.98 ГГц, а относительная ширина поло-
сы пропускания, измеренная по уровню –3 дБ,
Δf/f0 = 5.7%. Ширина высокочастотной полосы
заграждения по уровню –40 дБ простирается по-
чти до 14 ГГц. Минимальное затухание СВЧ-
мощности в полосе пропускания фильтра соста-
вило 4.2 дБ, а уровень отражений в полосе про-
пускания не превышает –20 дБ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, разработана монолитная кон-
струкция миниатюрного полоскового полосно-
пропускающего фильтра сантиметрового диапа-
зона длин волн, предназначенная для серийного
производства по технологии многослойных пе-
чатных плат. Особенностью конструкции явля-
ются четвертьволновые резонаторы с расщеплен-
ными препрегом двухслойными полосковыми
проводниками, в которых один из проводников
разрезан поперечной щелью. Показано, что соб-
ственная добротность четвертьволнового полос-
кового резонатора с двухслойным проводником
существенно выше традиционного резонатора с
однослойным проводником, а поперечная щель в
одном из проводников значительно расширяет
высокочастотную полосу заграждения устрой-
ства. На многослойной печатной плате площадью
460 × 610 мм разместилось 480 штук фильтров, из
которых у 390 штук отклонение центральной ча-
стоты от 10 ГГц не превышало ±25 МГц, ширина
полосы пропускания не выходила из интервала
570 ± 5 МГц, а минимальные потери в полосе
пропускания изменялись в пределах 4.2 ± 0.2 дБ.
У остальных фильтров, расположенных преиму-

Рис. 3. 3D-модель монолитного фильтра пятого порядка (а), фотография опытного образца (б) и АЧХ устройства (в),
линии – расчет, точки – эксперимент.
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щественно по краям печатной платы, отклонения
были примерно в два раза больше.

Низкая стоимость исследованных фильтров
при массовом производстве, а также высокая по-
вторяемость характеристик даже в сантиметровом
диапазоне длин волн, подтвержденная хорошим
совпадением теоретических и измеренных АЧХ,
доказывают перспективность использования раз-
работанной конструкции в радиотехнических си-
стемах.
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10 GHz MONOLITHIC FILTER BASED ON STRIPLINE RESONATORS 
WITH SPLIT CONDUCTOR

I. V. Govoruna,b, B. A. Belyaevb,c, Ya. B. Zav’yalovc, T. Y. Shumilovc, A. O. Afonina,
A. V. Ugryumova, and R. G. Galeevb

aKirenskii Institute of Physics, Siberian Branch, Russian Academy of Sciences, Krasnoyarsk, Russia
bSiberian State University of Science and Technology, Krasnoyarsk, Russia

cSiberian Federal University, Krasnoyarsk, Russia
Presented by Academician of the RAS V.F. Shabanov

The monolithic design of the compact bandpass filter X-band is made on technology of multilayered printed
circuit boards. A quarter-wave stripline resonators of the filter have two conductors divided by the layer pre-
preg having low parameters which is bonding together a design. This eliminates influence of prepreg on the
characteristics of the devices, ensuring good repeatability of filters in mass production. For increase the high-
frequency stopband of filter, one of the conductors of each resonator is cut in half by a transverse slit. The
constructive sizes of the device were obtained by parametric synthesis using the electrodynamic analysis of its
3D model. The experimental data of five-order filter are in good agreement with the electromagnetic simu-
lation of filters 3D model. An experimental device has a central frequency of the passband of 10 GHz and
fractional bandwidth of 5.7%, its dimensions and weight are 18.0 × 5.4 × 2.1 mm and 0.5 g. The important
advantage of the developed design is the possibility of its installation on the board using the surface mounting
method.

Keywords: bandpass filter, frequency response, return loss, insertion loss, impedance, layered structure
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РАСЧЕТ ДВУМЕРНЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ВОЗМУЩЕНИЙ СВОБОДНОЙ 
ПОВЕРХНОСТИ ЖИДКОСТИ В РАЗЛИЧНЫХ МОДЕЛЯХ СРЕДЫ
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Методами теории сингулярных возмущений в линейном приближении впервые получены полные
дисперсионные соотношения периодических движений плоской свободной поверхности с положи-
тельно определенной частотой и комплексным волновым числом, учитывающим пространствен-
ное затухание в вязкой стратифицированной, заряженной жидкости. Регулярные компоненты пол-
ного решения описывают плоские гравитационно-капиллярные волны, сингулярные характеризу-
ют лигаменты – тонкие течения, отсутствующие в модели идеальной среды. Полученные
дисперсионные соотношения в предельных случаях равномерно переходят в известные выражения
для невязкой стратифицированной, вязкой однородной и идеальной жидкостей. Приведены рас-
считанные зависимости длины волны и толщины лигамента, групповой и фазовой скорости компо-
нентов от частоты при различных значениях параметров сред.

Ключевые слова: периодические поверхностные возмущения, вязкость, стратификация, поверх-
ностный электрический заряд
DOI: 10.31857/S2686740023060032, EDN: HMVKHD

Изучение волн на поверхности жидкости, на-
блюдаемых с доисторических времен и вырази-
тельно описываемых с античных, действие кото-
рых остро ощущают жители прибрежных регио-
нов и мореплаватели, вначале стали проводить
экспериментально во Франции и в Англии, а с
появлением систем уравнений движения жидко-
стей – и математически [1]. При выводе уравне-
ний и Л. Эйлер и Дж. Г. Стокс отмечали необхо-
димость учета “гетерогенности жидкости” – не-
однородности распределения плотности, которая
зависит от давления, температуры и концентра-
ции растворенных веществ. Однако описание по-
верхностных волн, длина которых в земных усло-
виях меняется в широких пределах, – от километ-
ров в инфранизкочастотных гравитационных
волнах в океане до долей миллиметра в капилляр-
ных волнах в течениях импакта капли, на практи-
ке ведется в приближении однородной жидкости,
поскольку естественные вариации плотности ма-
лы по сравнению с ее базовым значением.

Начиная с середины XIX в. сформировались
два направления изучения волн на поверхности
жидкости. Аналитическая теория гравитацион-
ных и капиллярных линейных и нелинейных
волн малой амплитуды развивалась на основе
анализа системы фундаментальных уравнений
методами теории возмущений [2]. Для описания
волн конечной амплитуды привлекались консти-
тутивные уравнения, среди которых широкое
распространения получили модели Кортевега–де
Фриза, Бюргерса, Шредингера и другие [1, 3, 4].
Оценки переноса вещества и затухания поверх-
ностных волн с учетом идей теории пограничного
слоя [5] проведены в [6, 7]. Влияние поверхност-
ного электрического заряда на волновое движе-
ние в вязкой однородной жидкости оценивалось
в [8].

По мере накопления данных о закономерно-
стях реального распределения плотности в при-
родных системах – в атмосфере и океане [9], все
большее внимание стало уделяться изучению
влияния стратификации на свойства внутренних
волн в слоистых [10] и непрерывно стратифици-
рованных средах [11]. Распространение поверх-
ностных волн в невязкой экспоненциально стра-
тифицированной среде проанализировано в [12].

Основания теории течений гетерогенных жид-
костей рассмотрены в [13]. Полный учет вязкости
расширил класс течений, допускаемых уравнени-
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ями, в который, кроме волн, вошли лигаменты,
характеризующие тонкие струйки, прослойки и
волокна [14]. В данной работе в общей постановке
впервые рассмотрена полная задача распростране-
ния двумерных инфинитезимальных периодиче-
ских возмущений поверхности вязкой стратифи-
цированной заряженной жидкости, проведена
оценка влияния отдельных факторов.

Рассмотрение проводится в декартовой пря-
моугольной системе координат . Ось  сов-
падает с равновесным положением свободной
поверхности жидкости , занимающей ниж-
нее полупространство, а ось  направлена вер-
тикально вверх против направления действия сил
тяжести . Свободная поверхность ха-
рактеризуется коэффициентом поверхностного
натяжения  и его значением , нормиро-
ванным на плотность жидкости на равновесном
уровне .

На поверхности идеально проводящей жидко-
сти вертикальное электростатическое поле с на-
пряженностью  наводит электрический заряд с
поверхностной плотностью . Периоди-
ческое возмущение поверхности вызывает изме-
нение электрического потенциала , представ-
ленного в виде суммы составляющей  и
волновой добавки .

Рассматривается несжимаемая экспоненци-
ально стратифицированная жидкость с распреде-
лением плотности:

(1)

Исходная стратификация характеризуется мас-
штабом плавучести , а функция

 определяет возмущение плотности, кото-
рое считается малым по отношению к единице.
Для упрощения выражений не выписываются
уравнения состояния, определяющие зависи-
мость плотности от температуры и концентрации
растворенных веществ [9], а также дифференци-
альные уравнения их переноса. В принятых упро-
щениях двумерная система фундаментальных
уравнений [2, 13] принимает вид

(2)

(3)

Здесь  – скорость жидкости,  –
положение смещенной поверхности жидкости.
Давление жидкости P складывается из атмосфер-
ного , гидростатического, волнового  и давле-
ния, создаваемого электростатическим полем с
напряженностью :

Oxz Ox

= 0z
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(4)

Система дополняется стандартными гранич-
ными условиями: кинематическим, динамиче-
ским, на электрический потенциал на свободной
поверхности жидкости, а также естественными
условиями затухания возмущений с удалением от
свободной поверхности [2]:

(5)

(6)

Здесь n и  – векторы внешней нормали и каса-
тельной к свободной поверхности соответствен-
но. Величина поверхностного электрического за-
ряда характеризуется отношением плотностей
энергии электростатического поля и свободной
поверхностной энергии  – па-
раметром Тонкса–Френкеля [8].

Размерные физические величины, входящие в
системы уравнений, начальные и граничные
условия, определяют набор собственных времен-
ных и пространственных масштабов течений
стратифицированной (сильно или слабо) и одно-
родной (потенциально и актуально) жидкостей.
Значение величин для жидкости с параметрами
воды [9] приведены в табл. 1.

Использование приближения Буссинеска, в
котором вариациями плотности  прене-
брегается везде, за исключением члена с силой
тяжести, и предположения о несжимаемости сре-
ды, позволяет при рассмотрении двумерных за-
дач ввести функцию тока , производные кото-
рой определяют компоненты скорости жидкости:

(7)

Задача рассматривается в линейном прибли-
жении. При изучении инфинитезимальных от-
клонений свободной поверхности после проведе-
ния процедуры сноса граничных условий на рав-
новесный уровень  [15], математическая
постановка задачи принимает вид:
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(8)

(9)

(10)

Отыскивается решение системы (8)–(10) для
периодических возмущений всех величин вида

 с положительно определен-
ной частотой  и комплексным волновым
вектором :

(11)

где символ С.С. обозначает комплексно сопря-
женное выражение.

Перекрестное дифференцирование уравнений
позволяет привести систему (8) к уравнению, со-
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держащему только одну неизвестную – функцию
тока:

(12)

Подстановка решения (11) в уравнение Лапла-
са для добавки к электрическому потенциалу (8) и
в уравнение (12) приводит к дисперсионным со-
отношениям, связывающим компоненты волно-
вого вектора между собой и с частотой:

(13)

(14)

Естественные ограничения (10) – затухание
возмущений с удалением от свободной поверхно-
сти, приводят к следующим условиям физиче-
ской реализации корней:

(15)

Дисперсионное соотношение (14) удобно ана-
лизировать в безразмерных переменных, если в
качестве нормирующих множителей выбирать
собственные масштабы среды: временной мас-
штаб – обратная частота плавучести ,
пространственный – вязкий волновой масштаб

 [14]. Отношение собственных
масштабов среды – вязкого  и вязкого волново-

го  естественно определяет малый параметр за-
дачи . В безразмерном виде
дисперсионное соотношение (14) перепишется в
виде

( )∂ Δψ − ν∂ ΔΔψ + − Λ ∂ ψ =2 exp 0.tt t xxN z

Φ =2 2,z xk k

( )
ω − ν − ν + ω −

− Λ− =

2 2 2 2

2 2

( )( )

exp 0.
x z x z

x

k k i k i k

zN k

( ) ( )Φ> <Re 0, Re 0.z zk k

−τ = 1
b N

( )ν −δ = ν 11/3g
N Ng

νδg
νδg

N
ν νε = δ δ = ν1/3 2/3g
g N N g

Таблица 1. Характерные масштабы рассматриваемых сред

Параметр

Жидкость

Стратифицированная Однородная

сильно слабо потен-
циально актуально

Частота плавучести N, с–1 1 0.01 0.00001 0.0

Период плавучести 10 с 10 мин 10 дней

Капиллярно-вязкий временной масштаб 7 7 7 7

Масштаб стратификации Λ 10 м 100 км 108 км

Вязкий волновой масштаб , см 2 200 2 × 105

Микромасштаб Стокса 0.1 1 30

Капиллярная постоянная 0.3 0.3 0.3 0.3

Вязкий масштаб 
0.005 0.005 0.005 0.005

bT ∞
γ
ντ = γ ν ,сg g

∞

( )ν −δ = 1/3 1νg
N g N ∞

νδ = ν , смN N ∞

γδ = γ , смg g

νδ = ν23 ,смg g
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(16)

где  – безразмерная частота, а  – безразмер-
ные компоненты волнового вектора.

Решения уравнения (16) находятся методами
теории сингулярных возмущений [15, 16] в виде
разложений по малому параметру , который
присутствует в качестве множителя при старшей
степени . Для различия вида корней для сингу-
лярного решения введено обозначение – :

(17)

В приближенных решениях (17) при положи-
тельно определенной частоте периодического воз-
мущения для регулярного компонента выполняется
неравенство , а для сингулярного
компонента справедливо .

Решение kz описывает волновую часть перио-
дического течения, а kl – сопутствующий волне
лигамент, характеризующий тонкую структуру
течения. Выбор знаков корней в (17) определяет-
ся физическими условиями (15).

Из граничных условий (9) при подстановке ре-
шения (11) с учетом (17) следует дисперсионное
уравнение, связывающее компоненты волнового
вектора с частотой :

(18)

Проведение обезразмеривания (18) приводит к
дисперсионному уравнению:

(19)

( ) ( )
( )

ε ω + ω −− −

− Λ− =

2 22 2 2 2

2
* ** * * *

exp 0,*

x z x z

x

i k k k k

zk

ω* ,* x zk

ε

2
* zk

lk

( )− Λω ε + ω
= ± − + ≈

ε ε ω

2 3
2 4 exp* * *

* * 2 2 *

x
z x

zi i i k
k k

( )

( )

− Λω −
≈ ±

ω

− Λω ε + ω
= ± − − ≈

ε ε ω

2

2 3
2

exp* ,*
*

4 exp* * *
* * 2 2 *

x

x
l x

z
k

zi i i k
k k

−≈ ± ω
ε

1 .*2
i

( ) ( )Im Rez zk k
Im( ) ~ Re( )l lk k

ω

Φ

Φ

+ ω − − γ − γ +
+ ων − − + ω − −
− γ − γ + ων − =

2 2 2 2 2 4

2 2 2 2 2 2

2 4 2 2

( )(

(3 )) ( )(

(3 )) 0.

x z l x x z x

l x l x l z x

x z x z x z

k k k gk g k k W k

i k k k k k k gk

g k k W k i k k k

+ δ ε + ε ω − +2 2 2 4 2 2 2( )( ( 3 )* * * * * * *l x x z z xk k k i k k k

Φ+ + δ ε − ε ω − + ×

× δ ε + ε ω − +

2 2 2 2

2 4 2 2 2

(1 ) ) ( )* * * * * *
( ( 3 )* * * * *

x z z z x

x l l x

k k W k k k

k i k k k

Φ+ + δ ε − ε ω =2 2(1 ) ) 0.* * * *x z lk k W k

Здесь символом  обозначен
безразмерный параметр, характеризующий отно-
шение капиллярной постоянной и микромасшта-
ба Стокса. Подстановка в (19) приближенных
значений (17) с учетом (13) приводит к следующе-
му выражению:

 

(20)

Уравнение (20) имеет 6 корней, что, с учетом
выражений (13) и (17), согласуется с условием
полноты решения системы (8)–(9). Нетривиаль-
ные решения (20) не приведены в силу своей гро-
моздкости.

В приближении однородной жидкости описа-
ние течений упрощается. Однако при этом из ос-
новных уравнений фактически исключается та-
кое важное свойство среды, как плотность, кото-
рая, как общий множитель, сокращается и не
входит в дисперсионные соотношения. В анализе
не участвуют и другие собственные параметры
среды – частота (период) плавучести, вязкий вол-
новой масштаб и микромасштаб Стокса. При
этом дисперсионное соотношение (14) принима-
ет вид [14]:

(21)

Уравнение (21) также имеет два вида решений,
описывающих волновое движение kz и присоеди-
ненный лигамент kl:

(22)

Вид решения (22) определяет еще одну форму
микромасштаба Стокса , в допол-
нение к приведенным в табл. 1.

Дисперсионное соотношение (18) с учетом (22)
также упрощается:

γ νδ = δ δ = γ νg N N g

 ω −− − ω − ω +
  ε εω  

2 11 1*
* * * * *2 2*

x x x
i ik k k

 ω − − + − δ ω +
 ω 

 ω −−+ δ ω − δ −
 ω

− − ω ω − ε +



2
2

2
2 3 3

3/2 2

1 1*
* *2*

11 *
* * *2 *

1 1* *2
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x x

iW k

i k Wk

i

( )
  δ ω −
  + − ω + ε =
 ω   

2 2
2 41*1 0.* * *
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x xk k

− ν − ν + ω =2 2 2 2( )( ) 0.x z x zk k i k i k

= ±
ω= ± −
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ωδ = ν ω, см
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(23)

В модели однородной жидкости параметры
обезразмеривания отличаются от введенных ра-
нее в силу исключения части собственных пара-
метров задачи, характеризующих стратификацию.
Набор оставшихся физических переменных позво-
ляет определить следующие характерные масшта-

бы: времени –  и длины – .
При выбранных параметрах естественным образом

возникает малый параметр εh = ,
определяющий отношение вязкого масштаба и ка-
пиллярной постоянной. Дисперсионное уравне-
ние, связывающее безразмерные компоненты
волнового вектора  и частоту , принимает
вид

(24)

Выбор корней (22), (24) осуществляется с уче-
том условия (15).

Присутствие поверхностного электрического
заряда в постановке задачи не добавляет каче-
ственно новых решений по сравнению с [14].
Анализ показывает, что поверхностный электри-
ческий заряд не оказывает заметного влияния на
тонкую структуру поверхностных периодических
течений. Его влияние на волновой компонент
ограничено областью капиллярно-гравитацион-
ных волн: увеличение поверхностного электриче-
ского заряда приводит к уменьшению длины вол-
ны при фиксированной частоте периодических
возмущений. Зависимости длины волны λ =

=  от частоты периодиче-
ского движения для жидкости с параметрами во-
ды ( ,  г/см3,  см2/с)
при разных значениях поверхностного электри-
ческого заряда в области частот, в которой замет-
но влияние заряда, построены на рис. 1.

В модели незаряженной жидкости остаются
справедливыми выражения (17) для стратифици-
рованной жидкости. Дисперсионные соотноше-
ния, связывающие компоненты волнового векто-
ра и частоту периодического возмущения в стра-
тифицированной жидкости, нормированные на
собственные параметры задачи: временной –

, пространственный – вязкий волновой
масштаб , можно получить непо-
средственно из граничных условий или выполнив

[ Φ

Φ

ω − − γ − γ +
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π +2 22 Re( ) Im( )x zk k

σ = 272 эрг/см ρ =00 1 ν = 0.01

−τ = 1
b N

( )ν −δ = ν 11/3g
N Ng

предельный переход  в (19) и в приближен-
ном дисперсионном уравнении (20). При этом
безразмерные параметры, характеризующие от-
ношение собственных масштабов задачи ε =
=  и  оста-
ются такими же, как и в модели заряженной жид-
кости.

С точностью до главных членов разложения
дисперсионное уравнение в незаряженной вяз-
кой стратифицированной жидкости принимает
вид

(25)

В модели однородной жидкости с постоянной
плотностью, в которой сохраняется сингулярный
компонент течения, остаются справедливыми и
соотношения между компонентами волнового
вектора (22). В размерном виде дисперсионное
уравнение в вязкой однородной жидкости согла-
суется с полученным в [17]:

(26)

Используя параметры нормировки 

и длины  и малый параметр εh =

→ 0W

ν νδ δ = ν1/3 2/3g
g N N g γ νδ = δ δ = γ νg N N g

( )

  ω −− − ω − ω + ωε ε 
ω − − −+ + δ ω − ω ω − ε +
ω

  δ ω −
  + − ω + ε =
 ω   

2

2
2 2 3 3/2 2
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Рис. 1. Зависимость длины волны (регулярного ком-
понента периодического течения) от частоты для
сильно стратифицированной жидкости с параметра-
ми воды,  с–1, при разных значениях поверх-
ностного заряда: кривые 1–3 – W = 0, 1.0, 1.5 соответ-
ственно.

50

5

1

1 2

3

10

10 20 50 100 200 �, c�1

�, см

= 1N



100

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ  том 513  2023

ЧАШЕЧКИН, ОЧИРОВ

= , получим безразмерное диспер-
сионное уравнение:

(27)

В решении дисперсионных уравнений с уче-
том вязкости присутствуют регулярные компо-
ненты, мнимая часть компонентов волнового
вектора которых много меньше действительной ча-
сти. Такие решения описывают волновое измене-
ние положения свободной поверхности жидкости.

В рассматриваемых моделях полные решения
также включают сингулярные компоненты, у ко-
торых мнимая и действительная части волнового
вектора близки по своим абсолютным значениям.
Такие решения описывают лигаменты – тонкие
(в случае стратифицированной жидкости – высо-
коградиентные) компоненты течения, сопровож-

ν γδ δ = ν γ4 36
g g g

ε ω − ε − +

+ ε ω − −

− + ε ω − ε − + ε ω =

6 2 2 2 4

4 2 2

2 2 6 2 2 3 4 2
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( )( 2 ) 0.* * * * * * *

x x h l h x x

h l x l

x l h h x x h x

k k k k k

i k k k

k k k k i k

дающие поверхностные волны [14]. Анализ дис-
персионных соотношений показывает, что сте-
пень выраженности стратификации оказывает
влияние на масштаб регулярного компонента пе-
риодического течения (длину волны) и практиче-
ски не меняет масштаб сингулярного компонента

(лигамента ). На рис. 2
построены зависимости масштабов волны (рис. 2а)
и сопровождающего лигамента (рис. 2б), в жид-
кости с параметрами воды в модели однородной
жидкости и стратифицированной жидкости с
различными значениями частоты плавучести.

Рассчитанные зависимости фазовых и группо-
вых скоростей волн от частоты периодического
возмущения  и масштаба волнового компонента
течения  приведены на рис. 3.

Расчеты показали, что поверхностный элек-
трический заряд не оказывает заметного влияния
на характеристики скоростей переноса фазы и
энергии лигаментами. На рис. 4 представлены за-
висимости фазовой и групповой скорости лига-

( ) ( )δ = π +2 22 Re Iml x lk k

ω
λ

Рис. 2. Зависимость масштабов компонентов течения от частоты для стратифицированной жидкости с параметрами
воды: а – длины волны, кривые 1–3: N = 1, 0.01, 0.001 с–1; б – толщины лигамента в сильно стратифицированной жид-
кости,  с–1.

1

2
1

2
33

�, c�1
10�1

10�1

1

1 10 5 50 500

0.5

0.1
0.05

�, c�110�2 102

103

1

106

109

(a) (б)

103

102 103 �, c�1

10�3

�, см �l, см
�, см

= 1N

Рис. 3. Зависимости групповых (кривые 1–3) и фазовых скоростей (кривые 4–6) волнового компонента периодиче-
ского течения в сильно стратифицированной жидкости с параметрами воды,  с–1: а – от частоты ; б – от длины
волны , на линиях (1, 4) (2, 5) и (3, 6)  соответственно).
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мента в сильно стратифицированной жидкости
N = 1 c–1 с параметрами воды от частоты  (рис. 4а)
и масштаба лигамента  (рис. 4б).

В модели идеальной жидкости основные урав-
нения движения предельно редуцируются и дис-
персионные соотношения вырождаются – про-
падает сингулярное решение и остается только
волновой компонент. Связь между компонента-
ми волнового вектора в среде с частотой плавуче-
сти принимает вид [12]:

(28)

Дисперсионное соотношение между компо-
нентами волнового вектора тоже получается до-
статочно простым:

(29)

Зависимость компонента волнового вектора
от частоты определяется редуцированным дис-
персионным уравнением, которое с учетом (29)
запишется:

(30)

Анализ показывает, что физически реализуем
оказывается только один корень уравнения (30),
который описывает волновой компонент перио-
дического поверхностного течения в стратифи-
цированной жидкости. Он также может быть по-
лучен при помощи предельных переходов в соот-
ветствующих решениях более полной задачи.

Решения дисперсионных уравнений (17) и
(19), (22) и (24), (17) и (25), (22) и (27), (29) и (30)
определяют требования к методике лабораторно-
го эксперимента в части выбора размеров области
наблюдения, длительности регистрации, времен-
ного и пространственного разрешения инстру-
ментов при изучении периодических течений на
основе моделей распределения плотности гетеро-
генной, однородной или заряженной жидкости с
учетом эффектов диссипации.
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FREE SURFACE TWO-DIMENSIONAL PERIODIC DISTURBANCES
IN VARIOUS MODELS OF THE FLUID

Yu. D. Chashechkina and A. A. Ochirova

aIshlinsky Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
Presented by Academician of the RAS D.M. Klimov

The complete dispersion relations of a f lat free surface periodic perturbations with a positive definite frequen-
cy and a complex wavenumber taking into account spatial attenuation in a viscous stratified charged liquid
were obtained in a linear approximation for the first time by methods of the theory of singular perturbations.
Regular components of the complete solution describe plane gravitational-capillary waves. Singular compo-
nents characterize ligaments – thin f lows that are absent in the model of an ideal medium. The obtained dis-
persion relations in extreme cases uniformly transform into known expressions for inviscid stratified, viscous
homogeneous and ideal liquids. The calculated dependencies of the wavelength and thickness of the liga-
ment, the group and phase velocity of the components on the frequency at different values of the media pa-
rameters are given.

Keywords: periodic surface disturbances, viscosity, stratification, surface electric charge


