


Российская академия наук

ДОКЛАДЫ  
РОССИЙСКОЙ  

АКАДЕМИИ НАУК
Основан в 1933 г.

Журнал издается под руководством  
Президиума РАН

Редакционный совет
Г.Я. Красников (председатель), Н.С. Бортников, А.Г. Габибов,  

С.Н. Калмыков, В.В. Козлов, В.Я. Панченко, О.В. Руденко

ФИЗИКА,  
ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ

Том 517       2024       Июль–Август
Выходит 6 раз в год  

ISSN 2686-7400

Главный редактор  
С.В. Гарнов 

Редакционная коллегия
А.А. Александров, А.В. Андрияш, М.Х. Ашуров, С.Г. Гаранин,  

С.В. Демишев, В.И. Конов, В.А. Левин, А.Г. Литвак,  
М.Л. Лямшев (зам. главного редактора), Н.Ф. Морозов,  
К.А. Постнов, О.В. Руденко, Н.Н. Сысоев, В.Ю. Хомич,  

А.М. Черепащук, Ф.Л. Черноусько, И.А. Щербаков

Заведующая редакцией А.А. Иванюта

Адрес редакции: 119991 Москва, Ленинский пр., 14 
E-mail: doklady_physics@mail.ru

Москва
ФГБУ «Издательство «Наука»

  

© Российская академия наук, 2024
© Редколлегия журнала

“Доклады Российской академии наук.  
Физика, технические науки”  
(составитель), 2024

Свидетельство о регистрации средства массовой информации
ПИ № ФС 77-77142 от 6 ноября 2019 г., выдано Федеральной службой по надзору в сфере связи, 

информационных технологий и массовых коммуникаций (Роскомнадзор)

Подписано к печати 99.99.2024 г.     Дата выхода в свет 99.99.2024 г.     Формат 60 × 881/8     Усл. печ. л.     Уч.-изд. л. 
Тираж       экз.           Зак.            Цена свободная

Учредитель: Российская академия наук

Издатель: Российская академия наук, 119991 Москва, Ленинский пр., 14 
Исполнитель по контракту № 4У-ЕП-039-24 ФГБУ «Издательство «Наука»  

121099, г. Москва, Шубинский пер., д. 6, стр. 1.   
Отпечатано в ФГБУ «Издательство «Наука»  

121099, г. Москва, Шубинский пер., д. 6, стр. 1 

mailto:doklady_physics@mail.ru


СОДЕРЖАНИЕ

Том 517, 2024

Валентин Ефимович Костюков (к 75-летию со дня рождения)� 3

ФИЗИКА

Экспериментальное исследование триггеринга парового взрыва при распаде  
струи расплавленной соли

Н. В. Васильев, С. Н. Вавилов, Е.А. Лиджиев� 5

Параметры ударного сжатия графита на начальных стадиях формирования  Попигайской астроблемы
В. В. Ким, С. И. Мартыненко, А. В. Острик, К. В. Хищенко, И. В. Ломоносов� 9

МЕХАНИКА

Удаление сингулярности поля напряжений для задачи Вилльямса (1952) на основе  
неевклидовой модели сплошной среды

М. А. Гузев� 12

Эволюция вихрей при слиянии капли этанола с водой в интрузивном режиме
Б. Джудар, А. Ю. Ильиных, Ю. Д. Чашечкин� 18

Различные типы локализации собственных колебаний прокладки между параллельными фланцами
С. А. Назаров� 29

Общее решение системы уравнений моментной линейной теории упругости  
изотропного псевдоконтинуума Коссера

Н. И. Остросаблин, Р. И. Угрюмов� 36

Прогнозирование многостадийной усталостной кривой на основе релаксационной модели  
необратимого циклического деформирования

Ю. В. Петров, Н. С. Селютина, М. Н. Антонова� 41

Осмотическая фильтрация соленой воды в осадочной толще,  
содержащей полупроницаемые области, и ее возможные приложения

М. М. Рамазанов, Л. И. Лобковский, Н. С. Булгакова, С. Р. Гаджимагомедова� 48

Пространственная переориентация твердого тела посредством подвижной массы  
при наличии внешних сил, заданных как функции времени

А. М. Шматков� 59

ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ

Подъем подводного трубопровода сосредоточенной силой
М. А. Ильгамов� 65

Перспективы достижения углеродной нейтральности экономически развитыми странами
В. В. Клименко, А. В. Клименко, А. Г. Терешин� 71

 



CONTENTS

Volume 517, 2024

Valentin Efimovich Kostyukov (to His 75th Anniversary)� 3

PHYSICS

Experimental Studying of Vapor Explosion Triggering During the Breakup of a Molten Salt Jet
N. V. Vasil’ev, S. N. Vavilov, E. A. Lidzhiev� 5

Parameters of Graphite Shock Compression at the Initial Stages of Popigai Astrobleme Formation
V. V. Kim, S. I. Martynenko, A. V. Ostrik, K. V. Khishchenko, I. V. Lomonosov� 9

MECHANICS

Removal of the Stress Field Singularity for the Williams Problem (1952) Basing  
on a Non-Euclidean Continuum Model

M. A. Guzev� 12

Evolution of Vortices at the Merging of an Ethanol Droplet with Water in an Intrusive Mode
B. Djoudar, A. Yu. Ilinykh, Yu. D. Chashechkin� 18

Miscellaneous Types of Localization of Natural Oscillations of a Gasket between Parallel Flanges
S. A. Nazarov� 29

General Solution of the Equations System of the Moment Linear Elasticity Theory  
of the Isotropic Cosserat Pseudo-Continuum

N. I. Ostrosablin, R. I. Ugryumov� 36

Prediction of Multistage Fatigue Curve Based on the Relaxation Model of Irreversible Cyclic Deformation
Yu. V. Petrov, N. S. Selyutina, M. N. Antonova� 41

Osmotic Filtration of Salt Water in Sedimentary Strata Containing Semipermeable Areas  
and its Possible Applications

M. M. Ramazanov, L. I. Lobkovsky, N. S. Bulgakova, S. R. Gadzhimagomedova� 48

Spatial Reorientation of a Solid Body Using a Moving Mass in the Presence of External Forces Specified  
as the Functions of Time

A. M. Shmatkov� 59

TECHNICAL SCIENCES

Underwater Pipeline Lifting by Concentrated Force
M. A. Ilgamov� 65

Prospects for Achieving Carbon Neutrality by Economically Developed Countries
V. V. Klimenko, A. V. Klimenko, A. G. Tereshin� 71



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ, 2024, том 517, с. 3–4

 PERSONALIA 

3

12 августа 2024 г. исполняется 75 лет Валенти­
ну Ефимовичу Костюкову, Герою Российской 
Федерации, директору Российского федераль­
ного ядерного центра – Всероссийского научно- 
исследовательского института эксперименталь­
ной физики (РФЯЦ–ВНИИЭФ).

Валентин Ефимович Костюков – крупный 
организатор работ в области создания ядерно­
го оружия, атомной энергетики, электроники и 
цифровых технологий. Он играет ведущую роль 
в развитии расчетно-теоретической, исследо­
вательской, экспериментальной и производ­
ственной базы ядерно-оружейного комплекса, 
обеспечении ее конкурентоспособности по от­
ношению к ведущим ядерным державам.

Костюков В.Е. родился в Борском районе 
Горьковской области. Инженерная и научная 
деятельность Валентина Ефимовича начинает­
ся в августе 1977 г. в Научно-исследовательском 
институте измерительных систем им. Ю.Е. Се­
дакова, куда он пришел после окончания с отли­
чием Горьковского политехнического института. 
Глубокие инженерные знания, организаторский 
талант, высокое чувство ответственности стали 
основой его быстрого служебного роста от  ин­
женера-технолога до директора института.

В  феврале 2008 г. Костюков В.Е. назна­
чен на  должность директора ФГУП «РФЯЦ– 
ВНИИЭФ». На посту директора Костюков В.Е. 
обеспечивает безусловное выполнение основ­
ной миссии ядерного центра – поддержание 
боеготовности ядерного арсенала страны, вно­
сит личный вклад в реализацию проектов раз­
работки перспективных комплексов вооруже­
ний и образцов нового стратегического оружия.

Благодаря деловым и организаторским ка­
чествам Костюкова В.Е., его настойчивости и 
стратегическому мышлению в РФЯЦ–ВНИИЭФ  
обеспечен качественный скачок в создании 
уникальных установок и комплексов мирового 
уровня в интересах развития фундаментальной 

и прикладной науки, по созданию отечествен­
ных суперкомпьютеров и отечественного прог­
раммного обеспечения.

Валентин Ефимович Костюков уделяет зна­
чительное внимание вопросам подготовки 
кадров, в том числе высшей квалификации, 
профессиональному росту работников, при­
влечению в ядерный центр молодых специали­
стов. Он внес определяющий вклад в создание 
Национального центра физики и математи­
ки (НЦФМ), призванного объединить усилия 
атомной и академической науки в интересах 
получения принципиально новых результатов 
и подготовки новых кадров высшего уровня, 
он автор и соавтор свыше 100 научных трудов 
и 19 изобретений.

Костюков В.Е. является членом научно-тех­
нического совета Военно-промышленной ко­
миссии при Президенте Российской Федера­
ции; членом научно-технического совета ЯОК 
Госкорпорации «Росатом». Ему присвоено зва­
ние почетного профессора Российской акаде­
мии наук.

ВАЛЕНТИН ЕФИМОВИЧ КОСТЮКОВ
(К 75-ЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ)
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Валентин Ефимович Костюков ведет широ­
кую общественную  деятельность. Он являет­
ся членом Нижегородской ассоциации про­
мышленников и предпринимателей, членом 
Совета по науке и инновационной политике 
при Губернаторе Нижегородской области, был 
доверенным лицом кандидата в Президен­
ты России В.В. Путина на выборах 2024 года. 
Активно поддерживает реализацию социаль­
ных и благотворительных инициатив.

Научная и общественная деятельность Кос­
тюкова В.Е. отмечена Государственными 

премиями РФ в области науки и техники, Пре­
мией Правительства Российской Федерации, 
орденами «За заслуги перед Отечеством», а так­
же медалями и ведомственными наградами. 
Имеет награды Русской православной церкви. 
Почетный гражданин Нижегородской области. 
Доктор технических наук, профессор.

Уважаемый Валентин Ефимович! Сердеч­
но поздравляем с Юбилеем, желаем крепкого 
здоровья, новых достижений на благо нашей 
Родины.

Бисикало Дмитрий Валерьевич, академик РАН
Гаранин Сергей Григорьевич, академик РАН

Гарнов Сергей Владимирович, член-корреспондент РАН
Завьялов Николай Валентинович, член-корреспондент РАН

Незнамов Василий Петрович, академик РАН
Селемир Виктор Дмитриевич, член-корреспондент РАН

Сергеев Александр Михайлович, академик РАН
Соловьев Вячеслав Петрович, научный руководитель ВНИИЭФ, д.ф.-м.н., профессор

Чернышёв Александр Константинович, член-корреспондент РАН
Шагалиев Рашит Мирзагалиевич, член-корреспондент РАН

Щербаков Иван Александрович, академик РАН
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УДК 532.529

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ТРИГГЕРИНГА 
ПАРОВОГО ВЗРЫВА ПРИ РАСПАДЕ СТРУИ  

РАСПЛАВЛЕННОЙ СОЛИ
© 2024 г.  Н. В. Васильев1,2,*, С. Н. Вавилов1,**, Е.А. Лиджиев1,2,***
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Представлено экспериментальное исследование с помощью высокоскоростной видеосъемки 
процесса парового взрыва на дробящейся струе расплавленной соли NaCl в воде. Исследованы 
режимы распада струи на крупные части, сопровождающиеся отрывом мелких капель-сател-
литов. Впервые в лабораторных условиях воспроизведено и зафиксировано распространение 
парового взрыва на двух крупных фрагментах распада струи вследствие самопроизвольно-
го триггеринга процесса на капле-сателлите. Показана возможность возникновения паро-
вого взрыва на начальном этапе первой стадии грубого дробления и перемешивания струи 
расплава. 

Ключевые слова: паровой взрыв, недогретая вода, расплавленная соль, распад струи, капля-са-
теллит, триггеринг, высокоскоростная видеосъемка
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Взаимодействие высокотемпературных 
струй расплавов с водой, при котором с очень 
высокой скоростью происходит образование 
больших объемов пара, называется паровым 
взрывом [1–4]. Это потенциально крайне опас-
ное явление возможно при авариях на атом-
ных электростанциях, в металлургической и 
целлюлозно-бумажной промышленности и др. 
Обычно на первом этапе процесса парового 
взрыва (премиксинга) происходит гидродина-
мический распад струи расплавленного веще-
ства на отдельные капли (с размерами ~1 см) [5]. 
Затем после резкого парообразования на одной 
из капель (триггеринга), спровоцированного, 
по всей видимости, локальным касанием воды 

и расплава в результате колебаний толщины 
паровой пленки, процесс распространяется на 
все соседние капли. В наших предыдущих ра-
ботах [6, 7] с помощью высокоскоростной ви-
деосъемки (метода, успешно используемого в 
исследованиях в данной области [8–11]) было 
впервые зафиксировано такое распространение 
парового взрыва между отдельными каплями 
расплава.

В работе [12] с помощью видеосъемки в опре-
деленных диапазонах чисел Рейнольдса и Оне-
зорге были показаны режимы дробления жид-
кой струи в другой жидкости на крупные части 
с размерами порядка ее диаметра, сопровожда-
ющиеся отрывом небольших капель «сателли-
тов» с диаметром примерно на порядок ниже. 
На этих каплях-сателлитах потенциально более 
вероятен самопроизвольный триггеринг паро
вого взрыва, который спровоцирует дальней
шее распространение процесса на соседние 
крупные фрагменты распада струи. 

В настоящей работе представлены результаты 
экспериментального исследования с помощью 
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высокоскоростной видеосъемки механизма 
распространения самопроизвольного тригге-
ринга парового взрыва при распаде струи рас-
плава соли NaCl в воде при режимах, сопровож
дающихся формированием капель-сателлитов. 
Эксперименты проводились на установке, под-
робно описанной в [6, 7]. Исследовался процесс 
парового взрыва при распаде струи расплава 
NaCl массой 5–6 г с температурой  tNaCl  = 1000–
1100°С, падающей в емкость с дистиллирован
ной водой объемом 20 л с температурой  
tв = 20–25°С с высоты примерно 70–80 мм. Диа
метр отверстия для выхода струи из графито-
вого тигля, в котором посредством индукцион-
ного нагрева производилось расплавление соли, 
составлял 4 мм.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ  
И ОБСУЖДЕНИЕ

Иллюстрация наблюдаемого в опытах про-
цесса представлена на рис. 1 и видеосъемке 
из приложенного файла (с частотой кадров 
77 кГц). На рис. 1 можно видеть момент распада 
струи расплава NaCl в воде на две крупные ча-
сти (рис. 1а) с формированием капли-сателлита 
(отмечена белой стрелкой на рис. 1б). От момен-
та погружения струи в воду до первого кадра на 
рис. 1 прошло ~85 мс. Диаметр капли-сателли
та составил dсат ≈ 0.43 мм, что соответствует 
примерно десятой части от диаметра струи 
(диаметр струи принимался равным диаметру 
отверстия тигля – 4 мм). 

Числа подобия для струи в приведенном экс-
перименте имели значения: число Рейнольдса 
Re = 2070, число Онезорге Oh = 1.4 ∙ 10–3, что 
по [12] соответствуют типичным режимам 
распада струи на крупные фрагменты с об-
разованием капель-сателлитов. Расчет чисел 
подобия проводился по формулам: Re = ρvd/μ, 
Oh = μ/(ρσd)0.5, где ρ, v, d, μ, σ – соответствен-
но плотность, скорость, диаметр, коэффици-
ент динамической вязкости и коэффициент 
поверхностного натяжения для струи распла-
ва. Физические свойства расплава NaCl (ρ, σ) 
рассчитывались по формулам из [13]. Скорость 
движения струи оценивалась по кадрам видео-
съемки и составила v = 0.4 м/с. 

Описание типичного протекания процесса 
в проведенных экспериментах представлено 

Рис. 1. Распространение парового взрыва при рас-
паде струи расплавленной соли NaCl в воде (тем-
пература воды tв = 23°С, температура соли в тигле 
tNaCl = 1100°С, числа подобия для струи Re = 2070, 
Oh = 1.4 ∙ 10–3). Время экспозиции – 4.5 мкс. Вре-
мя от кадра момента распада струи (а): 1.11 мс (б);  
1.87 (в); 1.99 (г); 2.02 (д); 2.03 (е); 2.05 (ж); 2.08 (з);  
2.34 мс (и). Белой стрелкой обозначена капля-сател
лит, образовавшаяся при распаде струи. Верхняя гра-
ница кадров соответствует уровню воды в емкости.

ниже. Через небольшое время после распада 
струи (в эксперименте на рис. 1 это время соста
вило ~1.5 мс) на капле-сателлите начинаются 
колебания толщины паровой пленки (более де
тально это можно увидеть на видео из прило
женного файла) со скоростью порядка 10 м/с. 
Причем амплитуда и период (τ) с каждым по
следующим колебанием возрастают (табл. 1), 
что, по всей видимости, является следствием 
процесса постепенной фрагментации капли, 
ведущего к увеличению площади контакта рас-
плава с водой. В качестве параметра амплитуды 
использовался максимальный диаметр капли 
(dmax), покрытой паровой оболочкой, за период 
колебания. Заметим, что колебания толщины 
паровой пленки на одиночных расплавленных 
каплях перед паровым взрывом отмечались 
также в [8, 14].

(а) (б) (в)

(г) (д) (е)

(ж) (з) (и)

5 мм
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На кадре (рис. 1в) представлен момент дости
жения каплей-сателлитом максимального диа
метра во время третьего цикла колебаний тол
щины паровой пленки на ней. По-видимому, 
импульса давления в жидкости, сформирован
ного вследствие резкого парообразования во 
время третьего цикла, оказалось достаточно для 
сначала локального контакта воды с расплавом 
на верхнем крупном фрагменте распавшейся 
струи (рис. 1г) и последующего распространения 
парового взрыва по всей его поверхности (рис. 
1г–ж). Что затем спровоцировало аналогичные 
процессы на нижнем фрагменте (рис. 1е–з). 

ВЫВОДЫ

В работе впервые с помощью высокоско-
ростной видеосъемки зафиксировано распро
странение парового взрыва на два крупных 
фрагмента распада расплавленной струи в ре
зультате импульса давления, спровоцирован
ного самопроизвольным триггерингом на 
мелкой капле-сателлите (с размером на поря-
док ниже). Данный процесс наблюдался при 
типичных режимах распада струи на крупные 
части, сопровождающихся отрывом мелких ка-
пель, при определенных диапазонах чисел Re и 
Oh. Таким образом, показана возможность воз-
никновения парового взрыва еще на начальном 
этапе первой стадии (премиксинга) принятой 
последовательности его развития.

ИСТОЧНИК ФИНАНСИРОВАНИЯ

Исследование выполнено за счет гранта 
Российского научного фонда № 23-79-01062, 	
https://rscf.ru/project/23-79-01062/.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1.	 Fletcher D.F., Theofanous T.G. Heat Transfer and 

Fluid Dynamic Aspects of Explosive Melt–Water 
Interactions // Advances in heat transfer. 1997. V. 29. 
P. 129–213.	  
https://doi.org/10.1016/S0065-2717(08)70185-0

Таблица 1. Параметры последовательных колебаний толщины паровой пленки на капле-сателлите

Параметры Первое колебание Второе колебание Третье колебание

dmax, мм 0.60 0.85 1.70

τ, мкс 40 65 140

2.	 Berthoud G. Vapor explosions // Annu. Rev. Fluid 
Mech. 2000. V. 32. № 1. P. 573–611. 	  
https://doi.org/10.1146/annurev.fluid.32.1.573

3.	 Мелихов В.И., Мелихов О.И., Якуш С.Е. Термичес
кое взаимодействие высокотемпературных рас
плавов с жидкостями // ТВТ. 2022. Т.  60. № 2. 
С. 280–318. 	  
https://doi.org/10.31857/S0040364422020284

4.	 Мелихов В.И., Мелихов О.И., Волков Г.Ю., Якуш С.Е., 
Салех Б. Моделирование струйного истечения 
жидкости в затопленное пространство методом 
VOF // Теплоэнергетика. 2023. № 1. C. 75–86.	  
https://doi.org/10.56304/S0040363622120050

5.	 Ивочкин Ю.П. Исследование механизмов термо-
гидродинамических и МГД процессов с жидко-
металлическими рабочими телами: дис. … докт. 
техн. наук. М.: ОИВТ РАН, 2015.

6.	 Клименко А.В., Вавилов С.Н., Васильев Н.В., Зей-
гарник Ю.А., Скибин Д.А. Паровой взрыв: экспе-
риментальные наблюдения стадии спонтанного 
триггеринга процесса // Доклады РАН. Физика, 
технические науки. 2022. Т. 503. С. 13–16.	  
https://doi.org/10.31857/S2686740022010084

7.	 Васильев Н.В., Вавилов С.Н., Зейгарник Ю.А. 
Визуализация процессов, происходящих при са-
мопроизвольном триггеринге парового взрыва // 
Научная визуализация. 2023. Т. 15. № 2. С. 38–44. 
https://doi.org/10.26583/sv.15.2.04

8.	 Manickam L., Qiang G., Ma W., Bechta S. An exper-
imental study on the intense heat transfer and phase 
change during melt and water interactions // Experi-
mental Heat Transfer. 2019. V. 32. № 3. P. 251–266.	  
https://doi.org/10.1080/08916152.2018.1505786

9.	 Simons A., Bellemans I., Crivits T., Verbeken K. The 
effect of vapour formation and metal droplet tempera-
ture and mass on vapour explosion behavior // Int. J. 
Heat Mass Transf. 2022. V. 196. 123289.	  
https://doi.org/10.1016/j.ijheatmasstransfer.2022.123289

10.	Чашечкин Ю.Д., Ильиных А.Ю. Эволюция формы 
последовательных каверн импакта свободно па-
дающей капли // Доклады РАН. Физика, техни-
ческие науки. 2022. Т. 502. С. 36–44.	  
https://doi.org/10.31857/S2686740021060055

11.	Чашечкин Ю.Д., Ильиных А.Ю. Перенос вещества 
капли при формировании первичной каверны // 
Доклады РАН. Физика, технические науки. 2023. 
Т. 508. С. 42–52. 	  
https://doi.org/10.31857/S2686740022060062

12.	Saito S., Abe Y., Koyama K. Flow transition crite
ria of  a liquid jet into a liquid pool // Nuclear 



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ	 том 517	 2024

8	 ВАСИЛЬЕВ и др.	

engineering and design. 2017. V. 315. P. 128–143.	  
https://doi.org/10.1016/j.nucengdes.2017.02.011

13.	Катышев С.Ф., Десятник В.Н. Плотность и поверх
ностное натяжение расплавов системы NaF–NaCl–
ZrF4 // Атомная энергия. 1998. Т. 84. № 1. С. 61–64.

14.	Hansson R.C., Dinh T.N., Manickam L.T. A study of 
the effect of binary oxide materials in a single droplet 
vapor explosion // Nuclear Engineering and Design. 
2013. V. 264. P. 168–175.	  
https://doi.org/10.1016/j.nucengdes.2013.02.017

EXPERIMENTAL STUDYING OF VAPOR EXPLOSION TRIGGERING 
DURING THE BREAKUP OF A MOLTEN SALT JET
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aJoint Institute for High Temperatures of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia 
bBauman Moscow State Technical University (National Research University), Moscow, Russia

Presented by Academician of the RAS O. F. Petrov

The paper presents an experimental study using high-speed video recording of the process of vapor 
explosion on a breakup jet of molten NaCl salt in water. The regimes of jet breakup into large parts, 
accompanied by the separation of small satellite droplets, have been studied. For the first time, the 
propagation of a vapor explosion on two large fragments of jet breakup due to spontaneous triggering 
of the process on a droplet-satellite was reproduced and recorded under laboratory conditions. The 
possibility of a vapor explosion occurring at the initial stage of the first stage of coarse crushing and 
mixing of the melt jet is shown.

Keywords: vapor explosion, subcooled water, molten salt, jet breakup, droplet-satellite, triggering,  
high speed video recording
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Для изучения гипотезы о метеоритном происхождении месторождения импактных алмазов, 
расположенного в бассейне реки Попигай, проведено численное моделирование процесса 
высокоскоростного удара массивного астероида с поверхностью Земли. В двумерной осе-
симметричной постановке моделируется нормальное соударение хондритного астероида со 
слоистой структурой земного грунта со скоростью 25 км/с. Слой природного углерода распо-
лагается в приповерхностной зоне нагружаемой области. Расчеты проведены с использовани-
ем многомерной параллельной реализации метода конечно-размерных частиц в ячейке. Для 
описания свойств материала метеорита и грунта используются модели уравнений состояния 
хондрита, кварца и углерода. Получены термодинамические параметры ударного сжатия ма-
териалов грунта на начальных стадиях процессов нагружения и кратерообразования.

Ключевые слова: высокоскоростной удар, численное моделирование, углерод, хондрит

DOI: 10.31857/S2686740024040024, EDN:  JPOGGW

Крупнейшие в мире месторождения импакт- 
ных алмазов “Скальное”/”Ударное”, располо
женные в районе Попигайского ударного кра-
тера, вероятно, возникли в результате кон-
центрированного ударного воздействия от 
падения крупного астероида на поверхность 
Земли около 36 млн лет назад [1]. В результа-
те удара большие скопления природного угле-
рода подверглись быстрому нагреву и сжатию 
до экстремальных температур и давлений и, 
как следствие, фазовому превращению гра
фит-алмаз [2, 3]. В настоящей работе проведе
но теоретическое исследование методами 
вычислительной газовой динамики процесса 
высокоскоростного удара массивного астерои-
да по слоистой структуре земного грунта, для 
определения значений термодинамических 

параметров происходящего при этом процесса 
ударного сжатия углерода, сконцентрированно-
го в приповерхностных слоях.

В двумерной осесимметричной постановке мо-
делируется удар пористого хондритного микро-
метеорита (D = 7 км, ρ0 = 3 г/см3, V0 = 25 км/с) 
по поверхности Земли, представленной в виде 
последовательности слоев углерода и кварца. 
Мощность углеродосодержащего слоя в районе 
Попигайского кратера оценивается толщиной 
от 1 до 1.3 км. В расчете начальные толщины 
слоев составляют 1.2, 12 и 50 км, с начальными 
плотностями вещества ρ0 = 1.3, 2.6 и 2.8 г/см3 
соответственно. На рис. 1 схематично показана 
постановка эксперимента.

В настоящей работе для моделирования те-
чения многокомпонентной многофазной сжи-
маемой среды используется численный метод 
конечно-размерных частиц в ячейке [4]. Ме-
тод относится к лагранжево-эйлеровым мето-
дам. Изначально “частичная” природа метода 
оставляет возможность точного отслеживания 
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Рис. 1. Постановка задачи.

Рис. 2. Результаты расчета. Поле распределение плотности в момент времени 10 с.
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положения и ориентации контактных и свобод
ных границ в произвольных комбинациях и по-
зволяет в любой момент времени точно сопо-
ставить каждому конкретному элементу среды 
используемую компоненту / фазу / тело / модель. 
Практически отсутствуют проблемы расче-
та “смешанных” и “схлопывающихся” расчет-
ных ячеек, которые присущи чисто эйлеровым 
методам. Метод успешно использовался для 
решения задач физики экстремальных состо-
яний, моделирования высокоскоростного про-
бивания металлических преград [4], космиче-
ских импактных экспериментов DeepImpact, 
LСROSS, APOPHIS, задач по генерации экстре-
мальных состояний в металлах интенсивными 
ионными и протонными пучками. Для описа-
ния поведения материалов метеорита и грунта 
используются широкодиапазонные уравнения 
состояния [4].

На начальных стадиях процесса внедрения 
метеорита в грунт давления во фронте головной 
ударной волны достигают значения 240 ГПа. За 
первую секунду метеорит проникает на глуби-
ну 22 км, диаметр воронки при этом составляет 
16 км. Материал ударника разогревается до тем-
пературы T = 110 кК.

На рис. 2 представлено расчетное поле рас-
пределения плотности в материале метеорита 
и грунта при t = 10 с. К этому моменту фронт 

ударной волны уходит вглубь на глубину 50 км, 
контактная граница ударника углубляется 
до 42 км, диаметр воронки составляет 38 км. 
При этом максимальное давление во фронте 
волны спадает до 0.9 ГПа. 

Со снижением давления сжатия происходит 
замедление процесса углубления кратера, после 
чего моделируемая стадия сжатия заканчивается. 
Далее на стадии экскавации происходит моди
фикация воронки с обрушением стенок кратера.

Таким образом, проведено теоретическое 
исследование газодинамики начальных эта-
пов процесса удара метеорита по поверхности 
Земли методами численного моделирования 
в двумерной постановке. Получены значения 
газодинамических параметров ударного сжатия 



	 ПАРАМЕТРЫ УДАРНОГО СЖАТИЯ ГРАФИТА...	 11

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ	  том 517	   2024

и результирующие параметры образовавшегося 
кратера.
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PARAMETERS OF GRAPHITE SHOCK COMPRESSION  
AT THE INITIAL STAGES OF POPIGAI ASTROBLEME FORMATION

V. V. Kima, S. I. Martynenkoa, A. V. Ostrika, K. V. Khishchenkoa,  
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A numerical modeling of the process of a high-speed impact of a massive asteroid with the Earth’s 
surface was carried out to study the hypothesis of the meteoritic origin of the impact diamond deposit 
located in the Popigai River basin. A normal collision of a chondritic asteroid with a layered structure of 
the Earth’s soil at a speed of 25 km/s is simulated in 2D axisymmetric formulation. The natural carbon 
deposit layer is located in the near-surface zone of the loaded area. The calculations were carried out 
using a multidimensional parallel implementation of the finite-size particle-in-cell method. Models 
of the equations of state of chondrite, quartz and carbon are used to describe the properties of the 
meteorite and soil material. Thermodynamic parameters of impact compression of soil materials at the 
initial stages of loading and crater formation processes are obtained.

Keywords: hypervelocity impact, numerical modeling, graphite, chondrite
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Рассматривается сингулярное решение для поля упругих напряжений в задаче Вилльямса 
о равновесии пластин с угловыми вырезами. Построена схема минимального расширения 
классической модели упругой сплошной среды на пути отказа от условия совместности 
Сен-Венана для деформаций, что приводит к неевклидовой модели сплошной среды. В рам-
ках этой модели показано, что поле полных напряжений не содержит сингулярности для всех 
углов выреза. 
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В механике сплошной среды хорошо известен 
факт существования сингулярных решений для 
компонент поля напряжений σij  в задачах тео-
рии упругости о равновесии пластин с угловы-
ми вырезами [1]. Построенное Вилльямсом [1]  
такое решение для плоских конфигураций 
связано с введением функции напряжения 
Эйри Ψ . При выполнении уравнений равнове-
сия Коши

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=
σ σ σ σ11

1
12
2

21
1

22
2

0 0
x x x x

,		  (1)

решение для σij  записывается через Ψ  в виде

 2 2 2

11 22 12 212 2 1 1 1 2σ , σ , σ σ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ= = = = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂x x x x x x

.(2)

В классической теории упругости функция 
напряжений Ψclas  удовлетворяет бигармони
ческому уравнению [2]:

∆ Ψ2 0clas = .                   (3)

В [1] выбирается регулярное решение χ  для 
этого уравнения в полярной системе коорди
нат ( , )r ϕ :

χ λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕλ= + + + + − + −+r b b b b1
1 2 3 41 1 1 1[ cos( ) sin( ) cos( ) sin( ) ]

χ λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕλ= + + + + − + −+r b b b b1
1 2 3 41 1 1 1[ cos( ) sin( ) cos( ) sin( ) ],        (4)

где λ  – параметр, b b b b1 2 3 4, , ,  – постоянные. 
В [1] показано, что параметр λ < 1  при углах вы-
реза пластины между π  и 2π . Поскольку ком-
поненты поля упругих напряжений τij  равны

 2 2

2 2 2

2

2

1 χ 1 χ χτ ,  τ ,
φ
1 χ 1 χ       τ ,

φ φ

∂ ∂ ∂= + =
∂ ∂ ∂

∂ ∂= −
∂ ∂ ∂

rr

r

r r r r

r r r

ϕϕ

ϕ

(5)

то из (4), (5) следует, что они проявляют син
гулярное поведение ~ rλ− → ∞1  при r → 0. 
Именно на эту сингулярность поля упругих 
напряжений указал Вилльямс [1] и предложил 
асимптотический метод их исследования в 
окрестности угла выреза. В дальнейшем подход 
Вилльямса вошел в фольклор механики упруго-
сти [2], а в современных работах [3] предложены 
идеи использовать этот подход в вычислитель-
ных методах для повышения их эффективности 
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в узлах сетки вблизи вершины угла. С другой 
стороны, в физических теориях прочности и 
пластичности [4] сингулярности полей напря-
жений также рассматриваются и предлагаются 
способы их удаления. Тем не менее, для сингу-
лярности Вилльямса такого способа не пред-
ставлено в научной литературе, поэтому целью 
данной работы является восполнение данного 
пробела.

Следует заметить, что поля, определяемые 
соотношением (2), принадлежат к более широ
кому классу напряжений: они являются само
уравновешенными. Это означает [5], что сила, 
действующая на выбранную область среды, 
равна нулю и суммарный момент сил внутрен-
них напряжений обращается в нуль. Матема-
тически сформулированные условия записы-
ваются соответственно в виде:

σ σ σij j

S

ik ij k kj i j

S

n dl M x x n dl= = − =
∂ ∂
∫ ∫0 0, ( ) , (6)

где S  – площадь, занимаемая телом; ∂S  – гра-
ница этой области, nj  – направляющие ко-
синусы внешней нормали к границе области. 
Самоуравновешенные поля напряжений в ин-
женерной литературе также называются оста-
точными напряжениями – это напряжения, 
которые существуют внутри материала или 
тела, когда на него не действуют внешние силы. 
При экспериментальном исследовании [4] этих 
полей не наблюдается их сингулярного поведе-
ния, хотя они могут иметь значения, сравнимые 
с напряжениями, возникающими при внешних 
воздействиях. Описание этих полей на основе 
классической теории упругости, т.е. используя 
соотношения (2), (3) для функции напряжения, 
приводит к сингулярностям. Однако возник-
шее противоречие может быть преодолено на 
основе обобщения классической теории.

Возможный подход в этом направлении был 
предложен С.К. Годуновым [6] и связан с рас-
ширением геометрических оснований класси-
ческой теории упругости. Хорошо известно, что 
шесть компонент классического тензора дефор-
маций εij  выражаются только через три компо-
ненты вектора перемещений, поэтому функции 
εij  не могут быть произвольными и должны 
удовлетворять дополнительным ограничени-
ям, которые в механике сплошной среды назы-
ваются условиями совместности для деформа-
ций. Эти условия сводятся к тому, что тензор 

Римана–Кристоффеля, вычисленный для ме-
трического тензора деформации gij ij ij= −δ ε2  
[6], обращается в нуль. С геометрической точ-
ки зрения это означает, что пространство, со-
ответствующее данной метрике, являются ев-
клидовым. Однако Годуновым было замечено, 
что классические компоненты деформаций εij  
не совпадают в общем случае с деформациями 
Eij, определяемыми через реологическое соот-
ношение между компонентами поля напряже-
ний и деформаций даже для линейной связи 
(8) (в [6] поля Eij  называются эффективными). 
Поэтому тензор Римана–Кристоффеля, вычис-
ленный для эффективного метрического тензо-
ра деформации 2 ,= −ij ij ijG Eδ  в общем случае не 
равен нуля, т.е. пространство для описания эф-
фективных деформаций становится неевклидо-
вым. Таким образом, общая идея при обобще-
нии классической теории состоит в отказе от 
классических условий совместности, что при-
водит к необходимости построения неевклидо-
вой модели сплошной среды. 

Используем сформулированную идею при 
анализе проблемы Вилльямса. Известно, что 
в двумерном случае тензор Римана–Крис
тоффеля определяется единственной ком
понентой [7], и для рассматриваемых нами ма-
лых деформаций | |Eij  << 1 отличие ее от нуля 
задается через функцию несовместности: 

 
R E

x x

E

x x

E

x x2
2

2 2
22

1 1 1 2
=

∂
∂ ∂

+
∂
∂ ∂

−
∂
∂ ∂

2
11

2 2
12

					          
.	 (7)

В классической теории упругости R = 0, 
что соответствует выполнению условий сов
местности для деформаций (условия Сен-Ве
нана) и существованию таких функций u u1 2, ,  
ч т о В мех а н и ке 
сплошной среды функции u u1 2,  определяют 
поле смещений точек среды и Eij  совпадают 
с классическими компонентами деформаций: 
Eij ij= ε .

Переход к неевклидовой модели сплошной 
среды связан с предположением, что R ≠ 0. 
Реологическое соотношение между компонен
тами поля напряжений и эффективными де-
формациями Eij  оставим линейным как в 
классической теории (закон Гука):

 σ λδ µij ij kk ijE E= + 2 ,                  (8)
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где λ  µ,  – феноменологические параметры Ла
ме, δij  – символ Кронекера. Выразим Eij  из (8) 
и подставим в (7), что  приводит к уравнению 
для σ σ= jj : 

                                   ∆σ µ
ν

ν λ
λ µ

=
−

=
+1 2

R,
( ) .

Используя (2), получаем уравнение для функ
ции напряжений Ψ :

∆ Ψ2

1
=

−
µ

ν
R .                      (9)

Таким образом, при расширении клас
сической теории мы получили неоднород
ное бигармоническое уравнение для функ
ции напряжения (9). Поскольку оно является 
линейным, то его решение Ψ  можно пред
ставить в виде суммы классической функции 
напряжений Ψclas  и дополнительного вклада 
Ψnon clas− : 

Ψ Ψ Ψ= + −clas non clas ,                (10)

где Ψnon clas−  – частное решение (9). Подстав
ляя (10) в (2), получаем следующие представ
ления для компоненты поля напряжений:

                                

2

11

2

2 2

11 11 11 112

2

2 2 2

2 2

22 2 1 1 1 1

2 2

12 12 1 2 1

2 22 22

1 12 12 2

σ ,  ,

σ ,  ,

σ ,  .

τ ,  τ

τ ,  τ

τ ,  τ

−

−

−

∂ Ψ ∂ Ψ= + = =
∂ ∂ ∂ ∂
∂ Ψ ∂ Ψ= + = =
∂ ∂ ∂ ∂
∂ Ψ ∂ Ψ= + = − = −
∂ ∂ ∂ ∂

clas non clas

clas non clas

clas non clas

T T
x x x x

T T
x x x x

T T
x x x x	           	      

(11)

Из (11) видно, что структура поля внутрен
них напряжений складывается из классичес
кого поля упругих напряжений τij  и неклас
сического поля напряжений Tij , определяемого 
через функцию несовместности R .

Функция R  использовалась при формули
ровке моделей сплошных сред с внутренней 
структурой [8], и в предположении квадратич
ной зависимости внутренней энергии среды от 
термодинамических переменных было полу
чено уравнение для R  в следующем виде:

2 0R R= ≠γ γ, ,                   (12)

где параметр γ  характеризует размер внут
ренней пространственной структуры. Перей
дем к безразмерным переменным  
и выполним перенормировку для  σ , ,Ψij R, 

полагая σ µσij ij→ ,  R R→ −γ ν( )1 , 
получаем 

R R∆ Ψ2 2= = R,			   (13)

Тогда из (10), (13) следует, что Ψnon clas−  удов
летворяет следующему уравнению: 

 2 .− −∆ Ψ = Ψnon clas non clas            (14)
При построении решений уравнений (3), 

(14) выберем из них такие, чтобы полное поле 
σij  (11) не имело сингулярного поведения при 
r → 0. Это обеспечивается при условии, что 
возможные сингулярности компонент τij ijT,  
взаимно компенсируются и разложение функ-
ции напряжений (10) по степеням r  при r → 0  
начинается со слагаемых не ниже r2 . Далее бу-
дет показано, что такое разложение в рамках 
предложенных модельных представлений реа-
лизуется (см. (21)).

Сначала заметим, что класс решений урав
нения (3) является более широким, чем тот, 
который указан в [1]. Действительно, полагая 
Ψclas

sr F= +1 ( )ϕ  в (3), получаем уравнение для 
F( )ϕ :

r s s Fs− − + ∂
∂













+ + ∂
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
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
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=1 2
2

2
2

1 1 0( ) ( ) ( )
2 2

ϕ ϕ
ϕ

                                                              
.

Если выбрать s = λ , 0 1< <λ , то 
 λ+1

1 2 3 4[ cos(1 λ)φ sin(1 λ)φ cos(1 λ)φ sin(1 λ)φ]Ψ = + + + + − + −clas r b b b b
 λ+1

1 2 3 4[ cos(1 λ)φ sin(1 λ)φ cos(1 λ)φ sin(1 λ)φ]Ψ = + + + + − + −clas r b b b b	
и построенное решение для Ψclas  совпадает с χ  (4).  
Если параметр 1 0+ <s , то функция Ψclas  име-
ет степенную особенность. Поскольку (3) яв-
ляется линейным уравнением, то общее реше-
ние для классической функции напряжений 
Ψclas   представим в виде суммы функции χ  и 
сингулярного вклада, для которого полагаем 
s = −λ 2 :

   
Ψclas

r
B B= + − + −−χ λ ϕ λ ϕλ

1
1 1

1 1 2[ cos( ) sin( ) ]
		  (15)

с некоторыми постоянными B B1 2, . На первый 
взгляд кажется, что такой выбор Ψclas  приводит 
к увеличению порядка сингулярности клас
сического поля упругих напряжений, создавая 
новую трудность при решении задачи Вил-
льямса. Однако предварительный анализ пока-
зал, что без введения B B1 2,  не удается замкнуть 
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задачу выбора всех коэффициентов в неевкли-
довой модели.

В полярной системе координат решение урав-
нения (14) представим через цилиндрические 
функции вещественного и мнимого аргументов. 
Эвристический рецепт их выбора можно сфор-
мулировать следующим образом: при r → 0  
компоненты Tij  должны иметь сингулярности 
того же порядка по r , что и функции τij . Тогда 
решение уравнения (14) запишем в следующем 
виде: 

Ψnon clas J r a a− += + + + +1 1 21 1λ λ ϕ λ ϕ( )( cos( ) sin( ) )

Ψnon clas J r a a− += + + + +1 1 21 1λ λ ϕ λ ϕ( )( cos( ) sin( ) )

+ − + −− +I r a a1 3 41 1λ λ ϕ λ ϕ( )( cos( ) sin( ) )

(16)

где J r1+λ( )  – функция Бесселя, I r− +1 λ( )  – 
мод ифи ц и ров а н на я фу н к ц и я Бессел я, 
a a a a1 2 3 4, , ,   — постоянные. Справедливы сле
дующие асимптотические представления для 
J r I r1 1+ − +λ λ( ), ( )  при r → 0  [9]: 
 1 λ 2 4

1 λ 1

2
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1 λ 4 6
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2 (2 λ) 2 2
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(λ) 2
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− +
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r r rJ r S r

r
rI r

r r S r

 (17)

где Γ( )x  – гамма-функция, S r S r1 2( ), ( )  – ана
литические функции, ограниченные при r → 0. 
Из (16), (17) видно, что при r → 0  ведущий 
вклад Ψnon clas−  имеет порядок r − +1 λ  и он яв-
ляется сингулярным, такая же сингулярность 
присутствует в последнем слагаемом (15) для 
Ψclas . Полная функция напряжений Ψ  (10) не 
должна содержать такого сингулярного вклада 
при r → 0. Данное условие справедливо, если 
коэффициент при нем равен нулю, что при-
водит к следующим ограничениям на выбор 
постоянных: 

 1 λ 1 λ
1 3 2 42 0,  2 0.− −+ = + =B a B a					           (18)

Следующий член в разложении Ψ  по r  содер-
жит слагаемые ~ r1+λ . Выше было указано, что 
это разложение должно включать слагаемые 
порядка не ниже r2,  тогда, приравнивая нулю 

коэффициенты при r1+λ  для различных три-
гонометрических функций, получим систему 
соотношений

 
1 2

1 21 λ 1 λ

3 4
3 41 λ 1 λ

        0,  0,
2 2

0,  0.
2 (λ) 2 (λ)

+ +

+ +

− = − =

+ = + =
Γ Γ

a ab b

a ab b
(19)

При выполнении условий (18), (19) разложе-
ние функции Ψ  по степеням

 
r  начинается со 

слагаемых ~ r3+λ  и дается формулой

 3 λ

1

3 λ

2 3

5 λ

4 λ

1 ( cos(1 λ)φ
2 (2 λ)

1     sin(1 λ)φ) ( cos(1 λ)φ
2 2 (1 λ)

                sin(1 λ)φ) ( ,φ),
2

+

−

+

+

 Ψ = Ψ + Ψ = − + +   Γ +

 + + + − +   Γ +

 + − + Ω  

clas non clas
r a

ra a

ra r (20)

Ωλ ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ( , ) ( )( cos( ) sin( ) ) ( )( cos( )r S r a a S r a a= + + + + − +1 1 2 2 31 1 1 44 1sin( ) ).− λ ϕ
Ωλ ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ( , ) ( )( cos( ) sin( ) ) ( )( cos( )r S r a a S r a a= + + + + − +1 1 2 2 31 1 1 44 1sin( ) ).− λ ϕ

Если переопределить коэффициенты в (20), 
полагая

 3+λ 3+λ

1 1 2 2

3+λ 3+λ

3 3 4 4

1 1 1 1,  ,
2 (2 λ) 2 (2 λ)

1 1 1,  ,
2 2 (1 λ) 2 2 (1 λ)

   − = − =      Γ + Γ +

   = =      Γ + Γ +

a A a A

ra A a A

то функция напряжений Ψ  равна

 

5 λ
λ 3

λ λ

λ 1 2

3 4

     (φ) ( ,φ),
2

(φ) cos(1 λ)φ sin(1 λ)φ
     cos(1 λ)φ sin(1 λ)φ.

+
+  Ψ = Φ + Ω  

Φ = + + + +
+ − + −

rr r

A A
A A  

(21)

Отсюда видно, что ведущее слагаемое в 
функции напряжений имеет порядок rλ+3  
при r → 0. Следовательно, в полярной систе
ме координат компоненты полного поля нап
ряжений σij  имеют порядок rλ+1  и не содержат 
сингулярностей при r → 0  для λ < −1 . 

Выполненные вычисления показали, что 
проблема Вилльямса допускает решение и реа
лизуется на пути расширения классической 
теории с переходом к неевклидовой модели 

,
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сплошной среды. В рамках этой модели уда-
лось перейти к несингулярному полю полных 
напряжений, в котором сингулярность поля 
упругих напряжений была скомпенсирована 
дополнительным полем, источником которого 
является несовместность поля деформаций.

Сделаем некоторые замечания относительно 
выбора параметра λ . В построенном решении 
(21) значение λ  не было фиксировано. Однако 
при решении краевых задач может возникать 
дополнительное ограничение на λ. В качестве 
примера рассмотрим свободные условия на гра-
нице углового выреза [1]: 

 
φφ φ φφ φφ 0 φ 0 φ α φ α

σ σ ,  σ 0.
= = = =

= = =r rσ 

Тогда из (2), (21) в ведущем порядке по r → 0  
пол у чаем Φ Φ Φ Φ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0= ′ = = ′ =α α , где 
штрих обозначает дифференцирование по ϕ . 
Линейное уравнение для нахождения постоя
нных Ak, k = 1, 2, 3, 4, является однородным 
и имеет нетривиальное решение при обраще
нии детерминанта системы в нуль, что дает 
следующее условие:

sin sinλα λ α= ± .              (22)

Сравнение соотношения (22) со спектраль
ным уравнением (15) [1] показывает, что они 
совпадают. Значит, определяемая из (22) функ
циональная зависимость λ λ α= ( )  такая же, как 
и у Вилльямса. Следовательно, предложенная 
в данной работе процедура удаления указанной 
Вилльямсом сингулярности сохраняет клас
сические спектральные соотношения в случае 
свободных краевых условий. 

В общем случае значение параметра λ  не 
фиксируется. Поскольку (3), (14) являются ли
нейными уравнениями, то общее решение для 
функции напряжений можно представить в 
виде линейной комбинации решений (21) для 
различных λ . Такое решение для поля полных 
напряжений не содержит сингулярностей при 

r → 0  для λ < −1  и может быть полезным для 
моделирования физических процессов в отсут
ствии осевой симметрии.
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A singular solution for the elastic stress field in the Williams problem on the equilibrium of plates with 
corner cutouts is considered. A scheme has been constructed for the minimal expansion of the classical 
elastic continuum model without taking into account the Saint-Venant compatibility conditions for 
deformations, which leads to a non-Euclidean continuum model. Within this model framework, the 
total stress field is shown to contain no singularity for all cutout angles. 
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Методом высокоскоростной видеорегистрации прослежена эволюция вихрей, образующихся 
при слиянии с водой свободно падающей капли 95%-ного водного раствора этанола, подкра-
шенного бриллиантовым зеленым. В интрузивном режиме, когда потенциальная поверхност-
ная энергия больше или одного порядка с ее кинетической энергией, капля более плотной 
жидкости плавно втекает и формирует в толще принимающей жидкости погружающуюся 
чечевицеобразную интрузию, которая постепенно трансформируется в кольцевой вихрь. Ин-
трузия более легкой жидкости начинает всплывать и постепенно стягивается вокруг кавер-
ны, которая принимает коническую форму. От центра заостренного дна каверны, достигшей 
максимальной глубины, в толщу жидкости выталкивается компактный объем, содержащий 
легкую жидкость капли. После схлопывания каверны первичная интрузия расплывается 
вдоль свободной поверхности. При этом погружающийся объем трансформируется в неболь-
шой сферический вихрь, который, достигнув максимальной глубины, останавливается и 
образует компактную вторичную интрузию, вытянутую по вертикали. Далее центральная 
часть вторичной интрузии начинает всплывать и трансформируется в новый кольцевой вихрь. 
Диаметр вихря увеличивается по мере приближения к свободной поверхности. Медленно 
всплывающая оболочка интрузии образует бутылкообразное основание цилиндрического 
следа кольцевого вихря, окрашенного пигментом капли. Прослежены изменения размеров 
основных структурных компонентов в ходе эволюции картины течения.

Ключевые слова: эксперимент, разноплотные жидкости, интрузия, каверна, погружающийся 
и всплывающий вихри, след

DOI: 10.31857/S2686740024040046, EDN: JPIUAA

1Университет науки и технологий Орана  
имени Моххамеда Будиафа, Оран, Алжир
2Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского 
Российской академии наук, Москва, Россия

*E-mail: bochra.djoudar@univ-usto.dz 
** E-mail: ilynykh@ipmnet.ru 
*** E-mail: chakin@ipmnet.ru 

Научный интерес к изучению кольцевых 
вихрей, сформировавшийся к середине XIX в. [1],  
стимулировал поиск удобных методов их соз
дания и наблюдения в лабораторных усло
виях. В их число вошел и процесс слияния 
свободно падающей капли с покоящейся жид
костью, в котором самопроизвольно фор
мируются небольшие вихри. Четкая фото
графия погружающегося кольцевого вихря, 

образующегося при слиянии единичной капли 
с водой [2], привлекла внимание современни-
ков и была воспроизведена на суперобложке 
популярного трактата [3]. Первые результаты 
изучения влияния физических свойств жид-
костей и высоты свободного падения капли на 
параметры вихревого кольца приведены в [4]. 
Выборки из кинофильмов, иллюстрирующие 
эволюцию формы каверны и интрузии, содер-
жащей пигментированную жидкость капли, 
которая постепенно трансформируется в то-
роидальный вихрь, представлены в [5]. Влия-
ние вязкости на формирование завихренности 
при слиянии падающей капли с жидкостью 
обсуждается в [6]. Подсветка картины течения 
рентгеновскими лучами позволила предельно 
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сократить длительность выдержки и получить 
четкие изображения формирующихся кольце-
вых вихрей и тонких струй, вылетающих в воз-
дух на границе области слияния жидкостей [7]. 
При изучении влияния контактной скорости 
и формы капли на структуру течения установ-
лено, что наиболее устойчивые вихри образу-
ются на границе диапазона перехода формы 
осциллирующей в полете капли от сферической 
к вытянутой по вертикали [8]. 

Фотографии последовательности регулярных 
распадов кольцевых вихрей импакта капли на 
множественные петли, на вершинах которых 
формируются собственные вихри, образующие 
вихревые ярусы, приведены в [9]. Эволю-
ция тонкой структуры картины течений в 
интрузивном и импактном режимах слияния 
свободно падающей капли прослежена в [10]. 
Выразительные фотографии каскадов вихре-
вых систем, наблюдаемых в воде при погру-
жении капель раствора глицерина различной 
концентрации, имеющего большую плотность 
и вязкость, чем принимающая жидкость, при-
ведены в [11]. Эволюция картины столкновения 
летящих капель этанола и воды визуализирова-
на в [12].

В большинстве опытов с изучением вих
ревого движения в бассейн с водой падали 
капли, плотность жидкости которых незна-
чительно [9, 10] или существенно [11] превос-
ходит плотность принимающей среды. В таких 
условиях импульс капли, градиент плавучести, 
обусловленный разностью плотностей сливаю
щихся жидкостей, и градиент давления, соз
даваемый растущей каверной, действуют в од-
ном направлении. Сформировавшийся вихрь 
плавно погружается и постепенно замедляется 
вследствие вязкой диссипации и вовлечения 
окружающей среды в расширяющееся вихре-
вое течение. Картина вихревых течений при 
слиянии капли жидкости меньшей плотности, 
чем у принимающей среды, ранее не изучалась. 
В данной работе впервые проведена визуали-
зация эволюции структуры течения при слия-
нии капли этанола с частично дегазированной 
водопроводной водой в интрузивном режиме, 
когда кинетическая энергия капли меньше или 
сравнима с ее потенциальной поверхностной 
энергией (ППЭ). В таком режиме капля вначале 
плавно втекает в толщу жидкости и формирует 

чечевицеобразную интрузию с внутренним то-
роидальным вихрем, а каверна образуется с за-
паздыванием [10].

Идеи универсального описания природ-
ных процессов на основе уравнений переноса 
энергии [13] получили существенное развитие 
в [14] при построении системы фундаменталь
ных уравнений механики жидкостей  – диф
ференциальных форм закономерностей пере-
носа плотности, импульса и энергии с учетом 
уравнений состояния [15, 16], разработанных 
для описания динамики и структуры эволю-
ционирующих сред. Полные решения лине-
аризованной системы уравнений движения 
[14], построенные методами теории сингуляр-
ных возмущений [17] с учетом условия сов
местности, составили основу классификации 
структурных компонентов течений [18]. Она 
включает и крупномасштабные волны, вих-
ри, струи, которые характеризуют регулярные 
решения [14], и высокоградиентные волокна и 
прослойки, которым соответствуют сингуляр-
ные решения [18]. 

Выбор определяющих размерных параметров, 
характеризующих изучаемые течения, про
веден с учетом [14, 18]. Жидкость или газ оп
ределяется как сплошная текучая среда, 
изменения внутренней энергии которой за-
даются дифференциалом потенциала Гибб-
са dG s dT VdP S d dSe b i i= − + + +σ µ  [15]. Произ
водные потенциала Гиббса G  определяют 
термодинамические величины – плотность ρ  и 
удельный объем V = 1/ρ, энтропию se , давление 
P, температуру T, концентрацию растворенных 
веществ и взвешенных частиц Si , химический 
потенциал i-го компонента µi , коэффициент 
поверхностного натяжения σ . Некоторые из 
величин, в частности давление и плотность, 
имеют прямой механический и расширенный 
физический смысл. Производные потенциа
ла Гиббса  ( ),  ,  ,  ,  = ρ σiG G P T S  образуют урав
нения состояния, связывающие плотность 

( ),  ,  ρ = ρ iP T S  с другими термодинамическими 
величинами, обеспечивающие замыкание 
системы фундаментальных уравнений [14, 18]. 

Молекулярный перенос импульса, темпе
ратуры и вещества характеризуют коэффи
циенты динамической µi  и кинематической 
ν µ ρ= /  вязкости, температуропроводности 
κT  и диффузии κS . Большая теплоемкость 
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жидкостей позволяет в ряде задач пренебречь 
температурными эффектами и получать экспе-
риментально проверяемые решения редуциро-
ванной системы фундаментальных уравнений, 
учитывающие гетерогенность жидкости, обе-
спеченную распределением солености. 

В число основных размерных параметров, 
характеризующих изучаемые течения, входят 
потенциалы Гиббса капли Gd , воздушной среды 
Ga  и принимающей жидкости Gt  (индексы отме
чают принадлежность), плотности ρd a t, , , кинема
тическая , ,νd a t и динамическая , ,μd a t вязкости; 
полные σad , σat  и нормированные на плотность 
жидкости коэффициенты поверхностного на
тяжения контактирующих сред ρd

a
d
a

d= , 
 см3/с2; коэффициент диффузии окра

шивающей каплю примеси в принимающей 
жидкости κd; эквивалентный диаметр D , пло-
щадь поверхности Sd , объем V, масса M, высо
та свободного падения H  и скорость капли U  
в момент первичного контакта; ППЭ E Sdσ σ= , 
кинетическая энергия E MUk = 2 2/ , потенциаль
ная энергия в гравитационном поле с ускорением 
свободного падения g. 

Полная энергия падающей сферической 
капли E E E Ed p k= + + σ  ск ладывается из 
потенциальной энергии E p , экстенсивной 
кинетической энергии c дифференциалом 
dE U dV,k = 0 5 2. ρ  а также ППЭ, заключенной 
в приповерхностном шаровом слое толщи-
ной порядка размера молекулярного класте-
ра δσ ~ 10 6− см объемом V Sdσ σδ=  и массой 
M Vσ σρ= . 

Время передачи кинетической энергии Ek  и 
импульса P vd M=  капли ∆t D U= /  в опытах 
составляет несколько миллисекунд и на не-
сколько порядков превышает время конверсии 
ППЭ  ( ) 8/ ~ 10U −

σ∆τ = δ с при уничтожении 
приповерхностного слоя сливающихся жидко-
стей толщиной δσ ~ 10 6−  cм. Быстрые процессы 
преобразования ППЭ в другие формы на коль-
цевой границе области слияния жидкостей 
играют определяющую роль в установлении 
режима течения [10]. 

Отношения физических величин образу
ют наборы собственных временных и прост
ранственных масштабов, определяющих 
требования к методике измерений в части вы-
бора размера области наблюдения течений, 

пространственного и временного разрешения 
инструментов, а также безразмерных отноше-
ний, характеризующих капельные течения. На-
бор традиционных безразмерных параметров 
включает числа Рейнольдса , Фру-
да 2Frd U gD= , Вебера , Бонда 
 2Bo a

dgD= γ , Онезорге Oh ,= ν γ ad d dD  Шмид-
та . В силу двойственности природы 
параметров описания свободной поверхности, 
число Вебера также является также мерой отно-
шения кинетической и поверхностной энергии 
капли. 

Различия физических свойств контактиру-
ющих сред характеризуются безразмерными 
отношениями, составленными по аналогии 
с числом Атвуда – относительной разностью 
плотностей Rρ

ρ ρ
ρ ρ

=
−
+

t d

t d
, коэффициентов по-

верхностного натяжения Rσ
σ σ
σ σ

=
−
+

t d

t d
 и дина-

мических вязкостей Rµ
µ µ
µ µ

=
−
+

t d

t d

. 

Степень выраженности быстрых атомно-мо-
лекулярных процессов преобразования ППЭ и 
передачи кинетической энергии капли харак
теризуют отношения компонентов энергии 
RE

kE
E

=
σ

 и их плотностей RW
kE M

E M
= σ

σ
. Отноше-

ния компонентов энергии RE  в условиях опы-
тов меняются в широких пределах, плотность 
поверхностной энергии W E Vσ σ σ=  – всегда 
большая величина в силу малости толщины 
области ее локализации δσ .

Большое число безразмерных параметров за
дачи отражает сложность пространственной 
картины течений, эволюционирующей под 
действием нескольких одновременно проте
кающих процессов с различными временными 
и пространственными масштабами. 

Опыты выполнены на модифицированном 
Стенде для изучения тонкой структуры быстро
протекающих процессов (ТСТ), входящем в со-
став Уникальной исследовательской установки 
УИУ “ГФК ИПМех РАН” [19]. Одиночные кап-
ли 95%-ного раствора этанола отрывались от 
нормального среза сменного капилляра доза-
тора под действием собственного веса и падали 
в прозрачный бассейн размером 10 × 10 × 7 см 
или 30 × 30 × 5 см, заполненный частично де-
газированной водопроводной водой. Значе-
ния физических параметров рабочих жид-
костей приведены в табл. 1. Область течения 
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освещали два многоточечных светодиодных 
осветителя Optronis MultiLED со световым по-
током 7700 лм, световолоконный осветитель 
Schott KL2500LCD и прожектор ReyLab Xenos  
RH-1000 мощностью 1 кВт. 

Картина течения регистрировалась видео
камерой Optronis CR 300x2 или фотоаппара-
том Canon EOS 350D. Горизонтальная линия 
визирования располагалась на уровне невоз
мущенной поверхности жидкости. Расстояние 
от линзы до центра области течения выбира-
лось в диапазоне от 12 до 40 см, при этом раз-
меры пикселя лежали в диапазоне от 10 до 50 
мкм. Выдержка устанавливалась минималь-
ной при задании уровня пространственного 
разрешения, размера регистрируемой обла-
сти и освещенности. Во всех опытах скорость 
съемки составляла 4000 кадров/с. При подго-
товке эксперимента внимание уделялось орга-
низации светового потока, обеспечивающего 
визуализацию тонкой структуры основных эле-
ментов течения – интрузии, каверны, вихрей, 
волн на всех этапах эволюции течения. Перед 
каждым опытом проводилась регистрация мас-
штабного маркера. 

После настройки аппаратуры натекающая 
жидкость формировала на срезе капилляра 
единичную каплю, которая отрывалась под 
действием собственного веса и свободно падала 
в принимающую жидкость. В полете капля пе-
рекрывала световой луч в фотодетекторе и за-
пускала видеокамеру с регулируемой задержкой 
(временнóй шаг 1 мкс). Контактная скорость 
оценивалась по длительности задержки сигна-
ла с фотоприемника и измерениям положения 
капли на трех последних кадрах видеофильма, 
предшествующих контакту и началу ее втека-
ния в принимающую жидкость. Более подроб-
но описание установки приводится в [20].

Опыты выполнены на верхней границе диа
пазона параметров интрузивного режима 
слияния свободно падающей капли [10] при 

Таблица 1. Физические параметры рабочих жидкостей

T , °С ρ, г/см3 σ,  г/с2  γ, см /с3 2 µ, г/см с⋅  ν, см /с2

Этанол, 95% 20 0.81 22.7 28.0 0.014 0.017

Вода 20 0.998 72.0 72.0 0.01 0.01

RE = Ek/Eσ = 1.064. Эволюцию картины тече
ния на начальном этапе слияния капли 95%-
ного раствора этанола, падающей в частично 
дегазированную водопроводную воду, иллюст
рирует выборка из видеофильма, представ
ленная на рис. 1. При первичном контакте 
капля начинает интенсивно растекаться, обра
зуя круговое пятно на поверхности жидкос
ти и одновременно вливаться в толщу при
нимающей жидкости по всему сечению области 
контакта (рис. 1, t = 1 мс). 

В силу задержки начала поступления и 
уменьшения длительности процесса втекания 
жидкости с удалением от центра течения, ин
трузия принимает чечевицеобразную форму 
(схема течения приведена в [10]). Знак кривиз-
ны выпуклой нижней кромки формирующейся 
интрузии сохраняется в течение всего процесса 
слияния. Светлые пятна на поверхности капли – 
блики засветки. По мере втекания капли растут 
и ширина, и глубина интрузии, внешний диа-
метр которой при t = 2.25 мс на рис. 1 примерно 
равен диаметру капли в области контакта. По
скольку рост интрузии продолжается в течение 
всего процесса слияния капли, размеры облас
ти контакта и максимального диаметра начи
нают существенно отличаться при t > 5 мс. 

Появление каверны глубиной h tca( ) = 0.47 мм 
проявляется в просветлении верхнего участка 
интрузии, обусловленном уменьшением тол-
щины окрашенной части жидкости. Луч час
тично пересекает прозрачную каверну и опти
ческая длина луча в воде уменьшается при 
t = 8 мс. Распределение освещенности в про-
светленной полоске позволяет считать дно ка-
верны плоским. 

На периферии интрузии появляются про
светленные кольцевые области диаметром
 l
cvd =  r

cvd =  0.65 мм, t = 10.5 мс – сечения ядра 
тороидального кольцевого вихря, который 
наблюдался в толще окрашенной интрузии во 
многих опытах [2, 4, 5, 10]. Растущая каверна 
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сдвигает интрузию в толщу жидкости. Под-
текающая принимающая жидкость отделяет 
верхнюю кромку интрузии от свободной 
поверхности и заметно изменяет ее форму. 
Нижний край интрузии остается выпуклым, 
а верхний, облегающий дно каверны сфе
рической формы, – вогнутым при t = 10.5 мс. 
Пятнистые структуры в изображении каверны 
указывают на неравномерность распределе-
ния концентрации пигмента в азимутальном 
направлении. 

В тороидальном вихре, сохраняющемся 
в верхней части интрузии при t = 14 мс, 
выделяются просветленные круги диаметрами 
dcv

l = 1.2 мм слева и dcv
r = 0.98 мм справа. При 

этом толщина окрашенного слоя – остат-
ка интрузии в центре течения под каверной, 
не превышает hin = 0.24 мм. В распределении 

1 мс

 8 мс

2.25 мс

 10.5 мс                                                           14 мс

5.75 мс

Рис. 1. Формирование интрузии на начальном этапе процесса слиянии с водопроводной водой окрашенной кап-
ли 95%-ного этанола (D = 3.5 мм, U = 0.3 м/с, Eσ = 0.87 мкДж, Ek = 0.82 мкДж, Re= 600, Fr  = 2.6, We = 11, Bo = 4.3, 
Oh = 0.0055, RE = Ek /Eσ = 1.064, Rρ = 0.1, Rσ = 0.007, длина метки – 1 мм, стрелкой отмечена граница депрессии).

пигмента заметны кольцевые структуры в верх-
ней и вертикальные в нижней части каверны. 

Взаимодействие растущей каверны с окру
жающей интрузией, образованной из легкой 
жидкости капли, приводит к существенному 
изменению картины течения при t = 14 мс на 
рис. 1. Погружающаяся каверна принимает ко-
ническую форму с углом при вершине ϕca =  83°. 
Нижняя кромка интрузии также приобретает 
коническую форму с углом при вершине 
ϕin = 128°. В этой стадии течения формы 
легкой интрузии (рис. 1, t = 14 мс) и картины 
втекания капли жидкости большей плотности, 
когда Rρ < 0  [5, 10], существенно отличаются. 
В распределении пигмента на стенках каверны 
выделены кольцевые структуры в верхней и 
вертикальные в нижней части изображения.
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14.5 мс                                          15.25 мс                                          16 мс                                          18.25 мс

24.5 мс                                          29.5 мс                                          59.5 мс                                         84.5 мс

При дальнейшей эволюции в картине тече
ния появляются новые структурные компонен
ты, форму которых иллюстрируют выборки из 
видеофильма, представленные на рис. 2. В те
чение ∆t = 0.5 мс на окончании конуса каверны 
формируется компактный объем жидкости диа
метром dvs = 0.9 мм при t = 14.5 мс. Конус кавер-
ны глубиной hca = 2.82 мм при этом несколько 
расширяется, угол при вершине составляет 
ϕca = 85°, угол раскрытия нижней конической 
поверхности интрузии равен ϕin = 128°. Диамет
ры сечений тороидального вихря в верхней ча-
сти интрузии практически не меняются и равны 
dco

l = 1.0 мм, dco
r = 0.95 мм. Сформировавшийся 

объем жидкости отделяется от кромки каверны 
при t = 15.25 мс. Высота интрузии продолжает 
увеличиваться, угол нижней кромки интрузии 
равен ϕin = 130°. 

После достижения максимальной глубины 
h tca( ) = 3  мм при t = 16 мс дно каверны и ниж-
няя кромка интрузии начинают скругляться. 
Между погружающимся сферическим объемом 
(распределение окраски в котором принимает 
вид, типичный для сферического вихря) и дном 

каверны формируется окрашенная цилиндри
ческая “шейка” высотой hne = 0.17 мм и диа-
метром dne = 0.27 мм. В этой фазе течения ин-
трузия оконтурена слоем слабо окрашенной 
жидкости. Диффузность границы интрузии 
этанола подчеркивает различие процессов сли-
яния раствора вещества, химически реагирую-
щего с принимающей жидкостью, и химически 
нейтрального раствора электролита [10]. 

С началом фазы коллапса дно каверны уп
лощается, а диаметр увеличивается. При этом 
всплывающая вместе с каверной более легкая 
интрузия, на периферии которой все еще просле
живаются два круга диаметром dcv

l = dcv
r = 1.0 мм 

при t = 18.25 мс, подтекает под дно каверны. 
Погружающийся объем принимает вид де

формированного сферического вихря диамет
ром dvs = 0.9 мм с выпуклой головной частью и 
вогнутой донной, к которой примыкает цилин
дрический след диаметром dvw = 0.12 мм. В по-
перечном распределении красителя в погру-
жающемся объеме четко выражены две более 
плотные области, которые можно интерпре-
тировать как сечения внутреннего вихревого 

Рис. 2. Вторая стадия эволюции картины течения: схлопывание каверны, стягивание интрузии, вылет, 
погружение и остановка легкого вихря, образующего вторичную интрузию (параметры опыта приведены на 
рис. 1).
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 75 мс                                 100 мс                                 125 мс                              150 мс                           162.5 мс

  187.5 мс                               237.5 мс                           274.5 мс                           324.5 мс                             374.5 мс

кольца. Погружающийся вихорек практически 
не теряет пигмент и оставляет быстро исчезаю-
щий след при t = 24.5 мс.

По мере схлопывания каверны охватывающая 
ее интрузия сильно деформируется и теряет 
аксиальную симметрию. При t = 29.5 мс диа
метр левого круга имеет dcv

l = 1.9 мм, а правого 
dcv

r = 1.5 мм. Движение погружающегося вихря 
начинает замедляться. При этом его размеры, 
значения которых приведены ниже, меняются 
незначительно. 

В процессе коллапса каверны интрузия стя
гивается и преобразуется в компактный кони
ческий объем в центре картины течения при 
t = 59.5 мс. Погружающийся вихорек останав
ливается и образует вторичную интрузию диа
метром d i2 = 0.9 мм и высотой h i2 = 0.82  мм, 
внешняя часть которой имеет близкую к ци
линдрической форму. Остаток легкой жидкости 
в ее центре постепенно отделяется от оболочки 
и, с приобретением сферической формы, начи
нает всплывать при t = 84.5 мс на рис. 2.

Рис. 3. Эволюция картины течения на заключительной стадии процесса слияния капли 95%-ного раствора 
этанола, включающей растекание первичной интрузии, трансформацию вторичной интрузии, формирование 
и движение всплывающего вихря и его следа. 
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Колеблющаяся интрузия, форма которой не
прерывно изменяется, растекается вдоль сво
бодной поверхности жидкости. 

Дальнейшую эволюцию картины течения 
иллюстрирует выборка из видеофильма, пред
ставленная на рис. 3. Достаточно четкое раз
личие скоростей медленно всплывающей 
конической интрузии с окрашенной пери
ферией и быстро всплывающего ядра про
является на рис. 3, t = 75 мс. Оболочка вто
ричной интрузии постепенно приобретает 
выраженную коническую форму. Окрашенный 
цилиндрический след связывает растущий 
сферический объем с трансформирующейся 
оболочкой. При этом нижняя кромка ос
новной интрузии начинает сглаживаться, 
а высота – уменьшаться.

Головная сферическая часть вторичной 
интрузии, которая всплывает со скоростью 
ur = 1 см/с, отходит от конического основания, 
движущегося более медленно, u f = 0.37 см/с 
при t = 100 мс. Увеличение высоты области 
всплывающей жидкости на следующих трех 
кадрах t = 125, 150, 162.5 мс подчеркивает раз-
личие скоростей движения головной и донной 
части. Оголовок, приобретающий грибовидную 
форму с выпуклой передней и вогнутой задней 
кромкой, движется быстрее нижней кромки 
вторичной интрузии, которая постепенно при-
нимает бутылкообразную форму. 

В этой фазе первичная интрузия растекается 
вдоль свободной поверхности. Толщина слоя 
окрашенной жидкости в верхней части кадра 
постепенно убывает. Нижняя кромка интру
зии остается неровной. Просветленный про
межуточный слой, образующий диффузную 
границу более плотно окрашенной интрузии, 
утолщается неравномерно. 

Далее высота растекающейся первичной ин
трузии уменьшается (рис. 3, t = 100 мс). Одно
временно становится более выраженной раз
ность скоростей всплытия отделяющегося 
объема и остатка оболочки вторичной интрузии. 

Картина течения несколько преобразуется от 
кадра к кадру при t = 125, 150 и 182.5 мс – го-
ловная часть вторичной интрузии приобретает 
грибообразную форму с выпуклой передней 
и вогнутой задней кромкой, медленно всплы-
вающая оболочка  – бутылкообразную. Оба 

элемента течения связывает цилиндрический 
след. 

Изменения высоты, формы нижней границы 
первичной интрузии, интенсивности окраски 
на заключительных кадрах, приведенных на 
рис. 3, иллюстрируют сложность многомас
штабных гидродинамических и физико-хими-
ческих процессов, одновременно протекающих 
в области контакта этанола первичной интру-
зии с водой. 

Головная часть всплывающей вторичной 
интрузии последовательно трансформируется, 
область максимальной концентрации пигмен-
та меняет свою форму. Пигмент стекает по по-
верхности всплывающего объема и накапли-
вается в тонком кольце на границе с вогнутой 
донной поверхностью. Диаметр кольца моно-
тонно увеличивается. Выпуклая фронтальная 
оболочка постепенно просветляется. Диаметр 
цилиндрического следа в области контакта с 
головным вихрем прогрессивно уменьшается, а 
диаметр основания следа, форма которого ста-
новится все более симметричной, увеличива-
ется. Общий контраст окрашенной и фоновой 
частей течения падает вследствие диффузии 
веществ и химической реакции этанола с водой. 

Эволюция размеров выделенных структур
ных компонентов течений представлена на 
рис. 4. На начальном этапе процесса слияния 
капля растекается по поверхности жидкости 
и одновременно поступает в толщу жидкости 
по всей площади поверхности контакта, фор-
мируя чечевицеобразную интрузию, нижняя 
кромка которой продвигается в толщу жид
кости с практически постоянной скоростью 
uin = 20 см/с. Вертикальный размер интрузии, 
который представлен на рис. 4 линией 1, ап
проксимируется кусочно-линейной функци-
ей, h t tin( ) .= 0 2  мм на интервале 0 15 5< <t .  мс 
и более медленно после появления каверны 
h t tin( ) . .= +0 01 3 1 мм на интервале 16 40< <t  мс.

Горизонтальный размер интрузии на началь-
ном этапе формирования аппроксимируется 
функцией l t t( ) . /= 2 1 1 2мм на интервале 0 5< <t мс 
и дробно-линейной функцией мм 
на более широком интервале 0 17< <t  мс. На 
заключительной стадии роста аппроксимирую-
щая функция имеет вид l t t( ) .= +−100 1 21  мм на 
интервале 24 5 40. < <t мс.
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Растущая каверна появляется в поле зрения 
с запаздыванием ∆t = 6 86.  мс. Глубина каверны 
вначале линейно увеличивается со временем 
h t tca( ) .= 0 36 мм на интервале 8 15 5< <t .  мс, до-
стигает максимума при t = 16 мс, а далее моно
тонно убывает h t tca( ) /= 30  мм на интервале 
17 40< <t  мс (кривая 6, рис. 4). Каверну окружает 
область депрессии (отмечена на рис. 1, t = 14 мс),  
диаметр которой также растет пропорцио
нально времени dd(t) = 0.43t мм при 8 16< <t  
мс. Диаметр каверны dca(t) =0.7 + 100 / t мм, по-
являющейся в поле зрения, несколько меньше 
ширины интрузии. Со временем размеры объе-
диненных компонентов начинают сближаться.

При t = 15 мс от основания каверны отры
вается компактный объем более легкой жид-
кости, положение нижней кромки которого 
h t td2

2 30 5 3 37( ) . ./= +  мм на интервале 14 5 32. < <t  
мс иллюстрирует кривая 4 на рис. 4. 

Положения нижней и верхней кромок всплы
вающей окрашенной области при t > 75 мс, 
включающей головной формирующийся вихрь, 
след и бутылкообразный остаток интрузии, 
приведены на рис. 5.

Скорость всплытия вихря, которая на началь
ном этапе равна uud = 1 см/с, начинает медленно 
убывать при приближении к свободной поверх-
ности, где плотность жидкости уменьшается 
вследствие растворения этанола (рис. 5а). 

Для иллюстрации влияния разности плот
ностей на динамику продвижения кромки ин
трузии в толщу жидкости на рис. 5б приводятся 
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Рис. 4. Эволюция размеров структурных компонен-
тов картины слияния капли этанола с водой (усло-
вия опытов приведены на рис. 1): линии 1, 2 – глу-
бина h tin( )  и диаметр d tin( )  интрузии; 3 – диаметр 
депрессии d td ( ); 4 – глубина нижней кромки по-г
ружающегося объема h td2 ( ); 5, 6 – диаметр d tca( )  
и глубина h tca( )  каверны.

Рис. 5. Геометрия течения: а – глубина верхней (линия 1) и нижней (2) кромок всплывающей жидкости; б – 
эволюция размеров первичной интрузии при погружении капли разбавленного водного раствора перманганата 
калия (0.01%, малиновые индексы) и 95%-ного раствора этанола (синие): линии 1, 2 – диаметры, 3, 4 – высоты.
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значения глубины и диаметра первичной ин-
трузии при погружении раствора перманганата 
калия плотностью ρ = 1 00. г/см3  и раствора эта-
нола ρ = 0 81. г/см3 . Значения глубин интрузии 
неразличимы в пределах точности эксперимен-
та, диаметр интрузии раствора перманганата 
калия несколько превышает размер интрузии 
этанола в области максимальных размеров и 
значительно отличается при t > 28 мс, когда 
интрузия этанола начинает стягиваться к кол-
лапсирующей каверне. 

Изменение положения нижней кромки по
гружающегося объема – вторичной интрузии, 

(а) (б)
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приведенное на рис. 6, аппроксимируется 
кривой h t td2

2 30 5 3 37( ) . ./= +  мм на интервале 
14 5 32. < <t  мс. Диаметр погружающегося объе- 
ма вначале резко убывает d t td2 0 06 1( ) .= − + мм, 
увеличивается, снова спадает и очень медленно 
растет d t td2 0 0025 0 8( ) . .= +  при t > 22 мс. Поло-
жение центра всплывающего кольца окрашен-
ной жидкости иллюстрирует кривая 3 (рис. 6б), 
аппроксимация h t tud ( ) . .= − +0 02 8 6 мм, а его 
диаметр – кривая 4 d t tud ( ) . .= +0 003 0 3 мм.

Механизм существенного уменьшения тем-
па роста поперечного размера погружающегося 
объема легкой жидкости по сравнению со ско-
ростью роста всплывающего вихревого кольца, 
образованного той же самой жидкостью, ну-
ждается в дальнейшем изучении. 

ИСТОЧНИК ФИНАНСИРОВАНИЯ

Работа  выполнена в Лаборатории механи-
ки жидкостей ИПМех РАН при поддержке  
Минобрнауки РФ в рамках Госзадания, номер 
госрегистрации: 124012500442-3.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1.	 Darrigol O. Worlds of flow. A history of hydrodynamics 

from the Bernoullis to Prandtl. Oxford: University 
Press. 2005. 356 p. 

2.	 Оkabe J., Inoue S. The Generation of Vortex Ring 
// Kyushu Univ., Rep. Res. Inst. Appl. Mech. 1960. 
V. 8(32). P. 91–101.

3.	 Бэтчелор Дж. Введение в динамику жидкости. 
М.: Мир, 1973. 760 с. 

0.8

4

8

1
3

2

1

4

0

2

1.5

0.5

6

0 0 200100 300

20 40 t, мс

t, мс

l, мм l, мм

d вихря h вихря

l, мм l, мм

Рис. 6. Эволюция геометрии течения: а – размеры погружающегося объема: кривая 1 – глубина нижней кромки, 
2 – диаметр; б – всплывающего вихря: кривая 3 – глубина, 4 – диаметр. 

(а) (б)

4.	 Chapman D.S., Critchlow P. R. Formation of vortex 
rings from falling drops // J. Fluid Mech. 1967. 
V. 29(1). P. 177–185. 	  
https://doi.org/10.1017/S0022112067000709

5.	 Rodriguez F., Mesler R. The penetration of drop-
formed vortex rings into pools of liquid // J. Colloid 
Interface Sci. 1988. V. 121(1). P. 121–129	  
https://doi.org/doi:10.1016/0021-9797(88)90414-6 

6.	 Cresswell R.W., Morton B.F. Drop-formed vortex 
rings-The generation of vorticity // Physics of Fluids. 
1995. V. 7. P. 1363–1370. 	  
https://doi.org/10.1063/1.868524

7.	 Lee J. S., Park S. J., Lee J. H., Weon B. M., Fezzaa K., 
Je J. H. Origin and dynamics of vortex rings in drop 
splashing // Nature Commun. 2015. V. 6(1). 	  
https://doi.org/10.1038/ncomms9187

8.	 Dooley B., Warncke A., Gharib M. et al. Vortex ring 
generation due to the coalescence of a water drop at a 
free surface // Exp. in Fluids. 1997. V. 22. P. 369–374. 
https://doi.org/10.1007/s003480050062

9.	 Степанова Е.В., Чашечкин Ю.Д. Перенос маркера 
в составном вихре // Известия РАН. МЖГ. 2010. 
№ 6. Р. 12–29. 

10.	Chashechkin Yu.D., Ilinykh A. Y. Intrusive and impact 
modes of a falling drop coalescence with a target fluid 
at rest // Axioms. 2023. V. 12(4). P. 374.	  
https://doi.org/10.3390/axioms12040374

11.	Zhang Y., Mu Z., Wei Y., Jamil H., Yang Y. Evolution 
of the heavy impacting droplet: Via a vortex ring to 
a bifurcation flower // Phys. of Fluids. 2021. V. 33. 
P. 113603. 	  
https://doi.org/10.1063/5.0064072

12.	Gao T.-C., Chen R.-H., Pu J.-Y., Lin T.-H. Collision 
between an ethanol drop and a water drop. 
Experiments in Fluids. 2005. V. 38(6). P. 731–738.
https://doi.org/10.1007/s00348-005-0952-1



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ	 том 517	 2024

28	 ДЖУДАР и др.	

13.	Thomson W., Tait P.G. A Treatise on Natural Philosophy. 
Oxford (UK): Clarendon Press, 1867. 727 p.

14.	Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Гидродинамика. М.: 
Наука, 1986. 736 с.

15.	Feistel R. Thermodynamic properties of seawater, ice 
and humid air: TEOS-10, before and beyond // Ocean 
Sciences. 2018. V. 14. P. 471–502.	  
https://doi.org/10.5194/os-14-471-2018

16.	Harvey A. H., Hrubý J., Meier K. Improved and always 
improving: reference formulations for thermophysical 
properties of water // J. of Phys. and Chem. Ref. 
Data. 2023. V. 52. P. 011501.	  
https://doi.org/10.1063/5.0125524.

17.	Найфэ А. Введение в методы возмущений. М.: 
Мир, 1984. 532 с. 

EVOLUTION OF VORTICES AT THE MERGING OF AN ETHANOL 
DROPLET WITH WATER IN AN INTRUSIVE MODE 

B. Djoudara, A. Yu. Ilinykhb, Yu. D. Chashechkinb

aUniversité des Sciences et de la Technologie d’Oran Mohamed Boudiaf, Oran, Algeria 
bIshlinsky Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

Presented by Academician of the RAS D.M. Klimov

The evolution of vortices formed when a freely falling drop of a 95% aqueous solution of ethanol, tinted 
with brilliant green, merges with water in the intrusive mode has been traced by method of high-speed 
video recording. The drop smoothly flows into the liquid and forms a subducting lenticular intrusion, 
in which a weakly expressed ring vortex is formed if the potential surface energy is greater than or of 
the same order as its kinetic energy. Gradually, the intrusion of lighter liquid begins to float up and 
contracts around the cavern, which takes on a conical shape. From the center of the pointed bottom of 
the cavity, which has reached its maximum depth, a compact volume containing a light liquid of droplet 
is pushed into the thickness of the liquid. After the cavern collapses, the primary intrusion spreads 
along the free surface of the target fluid. In this case, the submerging volume is transformed into a small 
spherical vortex, which reaches its maximum depth, and then stops and forms a compact secondary 
intrusion elongated vertically. Next, the central part of the secondary intrusion begins to flow up and 
gradually transforms into a new ring vortex. As it approaches the free surface, the diameter of the vortex 
increases. The slowly rising shell of the intrusion forms the bottle-shaped base of the cylindrical trace of 
the ring vortex, colored with droplet pigment. Changes in the sizes of the main structural components 
during the evolution of the flow pattern were traced.
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trace

18.	Chashechkin Y.D. Foundations of engineering 
mathematics applied for fluid flows // Axioms. 2021. 
V. 10(4). P. 286.	  
https://doi.org/10.3390/axioms10040286

19.	УИУ “ГФК ИПМех РАН”: Гидрофизический ком
плекс для моделирования гидродинамических 
процессов в окружающей среде и их воздейст
вия на подводные технические объекты, а также 
распространения примесей в океане и атмосфере. 	 
Сайт: http://www.ipmnet.ru/uniqequip/gfk/#equip.

20.	Чашечкин Ю.Д., Ильиных А.Ю. Задержка формиро
вания каверны в интрузивном режиме слияния 
свободно падающей капли с принимающей жид
костью // Доклады РАН. Физика, технические 
науки. 2021. Т. 496. C. 34–39.	  
https://doi.org/10.31857/S268674002101003X



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ, 2024, том 517, с. 29–35

29

 МЕХАНИКА 

1Институт проблем машиноведения  
Российской академии наук,  
Санкт-Петербург, Россия

*E-mail: srgnazarov@yahoo.co.uk 

УДК 517.958:539.3(5)

РАЗЛИЧНЫЕ ТИПЫ ЛОКАЛИЗАЦИИ  
СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ ПРОКЛАДКИ  
МЕЖДУ ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ ФЛАНЦАМИ

© 2024 г.  С. А. Назаров1,* 

Представлено академиком РАН  Н.Ф. Морозовым  20.04.2023 г.
Поступило 07.01.2024 г.

После доработки 07.01.2024 г.
Принято к публикации 09.04.2024 г.

У тонкой цилиндрической прокладки зафиксированы оба основания, а боковая поверхность 
свободна от внешних воздействий. Для сечений с гладкой границей и прямоугольного 
представлена асимптотика частот собственных колебаний. На основе исследования спектра 
смешанной краевой задачи теории упругости в четверти единичного слоя обнаружен новый 
эффект локализации мод собственных колебаний около вершин прямоугольного сечения 
и экспоненциального затухания при удалении от них. При гладкой границе сечения 
концентрация мод происходит либо около всей кромки (круговая пластина), либо вблизи 
точек максимума кривизны контура.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Тонкая однородная изотропная цилиндри­
ческая пластина ( )Ω = ω × 0,h h  находится в 
идеальном контакте с двумя прямыми абсо­
лютно жесткими фланцами (рис. 1) и име­
ет продольное сечение ω ∈R2 , ограниченное 
простым замкнутым контуром ∂ω . Далее раз­
личаем три случая: ω  — круг или прямоуголь­
ник (рис. 2a, б), а также произвольная область 
с гладкой границей, у которой кривизна κ  (от­
рицательная на вогнутых участках) принимает 
максимальное значение в одной точке (рис. 2в). 
Собственные колебания прокладки описыва­
ются системой уравнений Ламе 

	 ( )Δ Λ         Ω−µ − λ + µ ∇ ∇ ⋅ = вh h h h h
x x xu u u	 (1)

с условиями свободного края (Неймана) 
на боковой поверхности ( )Γ = ∂ω × 0,h h  и 

жесткого защемления (Дирихле) на основаниях 
{ }Σ = ω ×h

p p , p = 0 1, , а именно, 

	σ = = = ∪( ) ( ) Γ  Σ Σ Σ0 10  на  ,   0  на  : .n h h h h h hu u	
(2)

 При этом ∇ =x grad, ∇ ⋅ =x div, Δx x x= ∇ ⋅ ∇  — 
оператор Лапласа, Λh  — спектральный пара­
метр, пропорциональный квадрату частоты 
колебаний, u u u uh h h h= ( )1 2 3, ,  — вектор смещений, 
а σ n hu( ) ( )  — вектор нормальных напряжений с 
декартовыми компонентами 

	σ σ σk
n h

k
h

k
hu n u n u k( ) ( ) = ( ) + ( ) =1 1 2 2 1 2 3, , , .  

Здесь n n n= ( )1 2,  — единичный вектор внеш­
ней нормали к границе сечения ω ∈R2 , σ jk

hu( )  — 
компоненты тензора напряжений второго 
ранга, 

	
σ µ λδjk

h j
h

k

k
h

j
j k x

hu
u

x
u
x

u( ) =
∂
∂

+
∂
∂











+ ∇ ⋅, ,

                           j k, , , ,= 1 2 3
	 (3)

а λ ≥ 0  и µ > 0  — постоянные Ламе и δ j k,  — 
символ Кронекера.
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Вариационная формулировка задачи (1), (2) 
апеллирует к интегральному тождеству [1, 2] 

	
 ( ) ( ) ( )Ω

Ω Λ       Ω Σ1
3 0, ; , ; ,h

h h h h h h h h hE u u Hψ = ψ ∀ ψ ∈

причем  
Ω

( , ) h⋅ ⋅  — натуральное скалярное произ­
ведение в пространстве Лебега  ( )Ω2 ,hL скаляр­
ном или векторном,  ( )Ω Σ1

0 ;h hH  — пространство 
Соболева функций, обращающихся в нуль на 
основаниях пластины, а удвоенная упругая 
энергия, запасенная пластиной выглядит так: 

	

E u u
u
x

h h h

k

k
h

k

j k
j k

h

3
1

3 2

1

3

2

2
1

, ;

,
,

©

( ) =
∂
∂

+






−( ) ∂
+

∫ ∑

∑

=

=

µ

µ δ
uu

x
u
x

u dxj
h

k

k
h

j
x

h

∂
+

∂
∂

+ ∇ ⋅







2
2

λ .

	

(4)

Нижний индекс 3  приписан к обозначению 
квадратичной формы (4) для того, чтобы отли­
чать ее от удвоенной упругой энергии E2  в 
плоской задаче, которая (энергия) получается 
удалением из подынтегрального выражения 
компоненты uh

3  и всех производных по пере­
менной x3 .

Основная цель сообщения — указать асимп­
тотическое поведение при h → +0  собственных 
чисел задачи (1), (2) 

	  < ≤ ≤ … ≤ ≤ … → +∞Λ Λ Λ     1 20 h h h
m	 (5)

и соответствующих собственных вектор-функ­
ций ( ) ( ) ( ) ( )Ω Σ1

01 2, , , , ;h h h h h
mu u u H… … ∈ ,  которые 

подчинены условиям ортогональности и 
нормировки 

	  ( ) ( ) { }Ω
    ,( , ) , , : 1,2,3, .h

h h
p qp qu u p q= δ ∈ = …N	 (6)

(a) (б)

Рис. 1. Круглая (а) и прямоугольная (б) прокладки. Жестко защемленные основания глубоко тонированы.

2. ЭФФЕКТЫ ЛОКАЛИЗАЦИИ

В классической теории пластин Кирхофа 
(см.  [3–6] и др.), которая подразумевает по­
становку условий Неймана (отсутствия внеш­
него нагружения) на обоих основаниях  Σ0

h  и 
 Σ1
h  пластины, моды собственных колебаний 

описываются решениями краевых задач на 
сечении ω  и поэтому оказываются распреде­
ленными по всему телу Ωh . В статье [7], по-
видимому, впервые установлено, что собст­
венные вектор-функции задачи (3) (или (1), 
(2) в дифференциальной форме) сконцентри­
рованы около кромки Γh  и затухают с экспо­
ненциальной скоростью при удалении от нее. 
На первый взгляд кажется, что причиной их 
такого “странного” поведения служит жесткое 
защемление оснований Σhp , не “пропускающее” 
колебания вовнутрь тела Ωh . Это впечатление 
ошибочно: в той же статье проверено, что асим­
птотика собственных пар  ( ){ }Λ ;h h

m mu  системы (1) 
с условиями Дирихле, распространенными на 
всю поверхность пластины, 

	         Ω Γ Σ Σ0 10 наh h h h hu = ∂ = ∪ ∪	 (7)
описывается именно решениями задачи Дирих­
ле для системы двух уравнений Гельмгольца 

	  −µ = ω = = ∂ω( )Δ           1 2на , , 0 на ,x v Mv v v v′	 (8)

где ′ = ( )x x x1 2,  — система продольных коор­
динат. Таким образом, в задаче (1), (7) эффект 
локализации отсутствует. Как пояснено в [8, 7],  
предельная задача в значительной мере опре­
деляется феноменом пограничных слоев, 
которые существенно различаются для краевых 
условий (2) и (7), а для рассматриваемой далее 
прямоугольной прокладки (рис. 1б) появляется 
ранее неизвестный пространственный погра­
ничный слой (см. рис. 3 и разд. 3).
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(a) (б) (в)

Рис. 2. Круговое, прямоугольное и яйцевидное продольные сечения прокладки. Постоянная и нулевая кривиз­
ны (a, б). Угловые точки (б) и единственная точка максимальной кривизны (в) снабжены меткой • .

В разд. 4 сообщения воспроизведены асим­
птотические конструкции, отвечающие обна­
руженному ранее эффекту локализации в зада­
че (1), (2), которые различаются для кругового 
и, например, яйцевидного сечений на рис. 2a–в, 
и в значительной степени повторяют материал 
сообщения [8], где, в частности, обследована 
упругая накладка (верхнее основание Σ1

h, как 
и боковая поверхность Гh, освобождено от 
внешних воздействий), для которой также 
характерна концентрация собственных мод 
вблизи кромки. Основной и абсолютно но­
вый результат — локализация мод около углов 
прямоугольного сечения (рис. 2б) при λ > 0  —  
представлен в разд. 5. В разд. 6 отдельно рас­
смотрен случай λ = 0, в котором локализация 
происходит в окрестностях сторон прямоуголь­
ника. Эти выводы обеспечены технически наи­
более сложным в сообщении анализом спектра 
смешанной краевой задачи теории упругости в 
четверти слоя (рис. 3) 

	 ( ) ( )Ξ  1 2 3 1 2 3{ , , : 0, ,0, 0,1 }= ξ = ξ ξ ξ ξ > ξ > ξ ∈	 (9)

возникающей вследствие растяжения исходных 
координат в h−1  раз. Так, в разд. 3 удалось про­
верить, что при λ > 0  дискретный спектр зада­
чи содержит по крайней мере одно собствен­
ное число, причем именно соответствующая 
собственная вектор-функция, затухающая на 
бесконечности с экспоненциальной скоростью, 
порождает эффект “околоугловой” локализа­
ции. В случае λ = 0  у задачи в неограниченной 
области (9) возникает пороговый резонанс (ср. 
публикации [9–11] и см. разд. 3), который как 
раз и дает возможность завершить асимптоти­
ческий анализ “околореберной” локализации в 
разд. 6.

Обнаруженное необычное поведение мод 
собственных колебаний порождает концент­
рацию напряжений в малых или узких зонах 
хрупкого тела, которая в свою очередь прово­
цирует процесс разрушения. Приведенные ре­
зультаты подтверждают известный из повсед­
невной практики факт: отслоение прокладок 
и накладок обычно начинается с угловых или 
иных сингулярных точек на границе. Именно 
поэтому при наклеивании тонких поверхност­
ных заплаток у них обычно закругляются углы, 
а тщательная проклейка края заплатки особен­
но важна. Прокладки между фланцами в водо­
проводных и газовых трубах обязательно имеют 
округлую, обычно кольцевую, форму.

3. СПЕКТРАЛЬНАЯ ЗАДАЧА  
В ЧЕТВЕРТИ СЛОЯ

Рассмотрим спектральную смешанную крае­
вую задачу теории упругости для однородного 
изотропного упругого тела (9) на рис.  3, вариа­
ционная формулировка которой выглядит так: 

	
 ( ) ( )ΞΞ      Ξ Υ Υψ = ψ ∀ ψ ∈ = ∪1

3 0 1 2, ; ( , ) : ;E w M w HH .
	 (10)

Рис. 3. Четверть единичного слоя. Жестко защем­
ленные основания глубоко тонированы.

ξ3

ξ1

ξ2

ξ3

ξ1

ξ2

{ }



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ	 том 517	 2024

32	 НАЗАРОВ	

Здесь M  — спек тра льный параметр, 
 { }Υ Ξ  = ξ ∈ ∂ ξ =3: p p , p = 0, 1, — основания 
четверти слоя, которые жестко защемлены, 
но боковая поверхность оставлена свободной 
(ср. исходные краевые условия (2)). Посколь­
ку левая часть интегрального тождества (10) —  
положительно определенная, замкнутая в 
 ( )Ξ1H  и симметричная билинейная форма, 
задаче о собственных колебаниях четверти слоя 
 Ξ  ставится [13, гл. 10, 1] в соответствие поло­
жительно определенный самосопряженный 
неограниченный оператор A  в гильбертовом 
пространстве  ( )Ξ2L .

По обычной схеме (построение сингуляр­
ной последовательности Вейля при M M≥ †  и 
регуляризатора оператора при ( )0,  ;M M∈ † ср. 
работу [14]) проверяется, что существенный 
спектр ℘ess  оператора A  — луч  ) +∞ ,M† , точка 
отсечки которого — первое (наименьшее) соб­
ственное число 

	
 ( )= β ∈  µπ 2

1: 0,M†	 (11)

плоской задачи теории упругости в полубеско­
нечной единичной полосе (далее — полуполосе) 

	  ( ) ( )Π  2 3 2 3{ ,  : 0,  0,1 }.= ξ = ξ ξ ξ ξ ∈′ >	 (12)

 Существование изолированного собствен­
ного числа (11) в дискретном спектре последней 
задачи установлено, например, в статье [12]. Со­
ответствующую собственную вектор-функцию, 
обращающуюся в нуль на боковых сторонах 
полуполосы П, нормированную в простран­
стве L2(П)  и затухающую при ξ ∞2 → +  с экс­
поненциальной скоростью, обозначим через 
W W W= ( )2 3, .

Нижняя грань всего спектра ℘  оператора A  
вычисляется согласно минимальному принци­
пу [13, теорема 10.2.1] 

	

 

{ }
( )

( )
Ξ

Ξ

3
2\ 0 2

, ;
inf .

;

E

Lψ∈

ψ ψ
℘ =

ψH
	

(13)

 Таким образом, дискретный спектр ℘d  опе­
ратора A  непустой, если только нашлась проб­
ная вектор-функция ψε ∈H , для которой 

	
 ( ) ( )†Ξ Ξ

22
3 ,  ;  ; .E M Lε ε εψ ψ < ψ	 (14)

 В этом случае величина (13) располагается 
ниже точки отсечки (11) и является первым 
собственным числом оператора A . Положим 

	
ψ ξ ε ξ ψ ξ ξε ε εξ

1
1 2 3( ) = ( ) ( ) = ( ) =′−� � � � � � �Y e W qq q, , , ,

	 (15)
 где Y  — какая-то гладкая функция с малым 
носителем. В силу формулы (15) имеем 

( )ψ ξ

ε
ε

ε

ε
∞

εξ; ;

;

L e d W L

Y L O

2 2

0

2
1

2 2

2 2

1

1
2

= ( ) +

+ ( ) = + ( )

+
−∫ Π

Π      ,,

	

	
При этом W  = (0,W2,W3)  и Y = (Y,0,0),  

а ( ) ( )Π Π
22

2 1,  ;  ;  E W W W L M= β =  — упругая 
энергия полуполосы, порожденная захвачен­
ной двумерной волной. В итоге при помощи 
формулы интегрирования по частям придаем 
неравенству (14) следующий вид: 

	 	

(16)

Поскольку собственная мода W  не может 
быть соленоидальной всюду в упругой полу­
полосе П, находим точку Р ∈ П, в которой 
∇ ⋅ ( ) =′ξ W P 0 , и подбираем функцию Y  так, 
чтобы интеграл из левой части (16) стал отри­
цательным. В итоге, при λ > 0  неравенство (14) 
выполнено для пробной вектор-функции ψε  с 
компонентами (20) и достаточно малом ε > 0 , 
т.е. дискретный спектр ℘d  оператора A  в са­
мом деле непустой. Первое собственное число 
задачи (10) обозначим M1  а соответствующую 
собственную вектор-функцию — w 1( ) ∈H . При 
помощи приемов из [7] можно убедиться в экс­
поненциальном затухании w 1( ) ( )ξ  при ξ ∞→ .

При λ = 0  вектор-функция W  — огра­
ниченное решение задачи в четверти слоя 
 Ξ , а значит, в ней реализуется пороговый 
резонанс [9–11].

К сожалению, вопрос о кратности дискрет­
ного спектра при любых значениях параметра 
λ  остался открытым.
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4. СЕЧЕНИЯ С ГЛАДКОЙ ГРАНИЦЕЙ

Сообщим известные сведения о собствен­
ных парах задачи (1), (2) (см. публикации [7, 8]). 
Асимптотическое представление собственных 
чисел выглядит так: 

	  = + + + ( )Λ 2 1 1/ 1 /2 .h J J
m J mh B h b h K O h− − − −	 (17)

Здесь J = 1  при  ( )  1 2{ ,  : 1},x x x x= ′ <′ω = но 
J = 2  для области на рис. 2в, у которой строгий 
глобальный максимум κ0 0>  кривизны гра­
ницы достигается в одной точке s0 ∈ ∂ω . По­
ложительные множители B  и b1  сложным об­
разом зависят от интегральных характеристик 
собственной моды W  в полуполосе Π  и, раз­
умеется, от постоянных Ламе λ  и µ . В случае 
круга Km  — собственное число обыкновенного 
дифференциального уравнения наединичной 
окружности 

(а) (б)(а) (б)

Рис. 4. Круговое (а) и эллиптическое (б) кольца. Точки максимумов кривизны (б) снабжены метками • .

	 − ∂ ( ) = ( ) ∈ ∂A V s KV s ss
2 , ,� � � � ω	 (18)

причем n s,( )  — локальная система координат, 
т.е. расстояние до контура ∂ω , измеренная 
вдоль внешней нормали, и длина дуги на нем. 
Во втором случае Km  — собственное число 
уравнения гармонического осциллятора (см., 
например, книгу [15]): 

	 − ∂ ( ) + ( ) = ( ) ∈A V a V KVη η η η η η2 2 , ,� � � � R	 (19)

где η = −( )−h s s1 2
0

/  — растянутая коорди­
ната (ср. сообщение [8]), а коэффициенты 
A > 0  и a > 0  зависят от W  и λ , µ , а также от 
∂ ( ) <s s2

0 0κ . Кроме того, множитель b2  в форму­
ле (17) пропорционален величине κ0 0> .

Отметим, что асимптотические представле­
ния собственных вектор-функций, нормиро­
ванных согласно формуле (6), приобретают вид 

u x
h V s W h n h z O h J

h V h
m

h
m

m

( )

− − −

− −
( ) =

( ) −( ) + ( )( ) =1 1 1

5 4 1

1, ,

/

при

// /, ,2
0

1 1 1 2 2s s W h n h z O h J−( )( ) −( ) + ( )( ) =







 − − при

где Vm  — собственная функция уравнения (18) 
или (19), а различие в показателях степеней ма­
лого параметра h  обусловлено разным растя­
жением координат. 

Для кругового и эллиптического колец (рис. 4) 
асимптотические серии (17) собственных чисел 
задачи (1), (2) тиражируются: асимптотические 
конструкции годятся соответственно для внут­
ренней окружности на рис. 4a, или нескольких 
точек глобальных и локальных максимумов кри­
визны, помеченных значком •  на рис. 4б.

5. ПРЯМОУГОЛЬНОЕ СЕЧЕНИЕ И λ ˃ 0 

В противоположность технически сложно­
му исследованию спектра задачи (10) асимпто­
тика первых четырех (по количеству вершин 
прямоугольника) собственных чисел из после­
довательности (5) легко выводится при помо­
щи максиминимального принципа [13, тео­
рема 10.2.2] и принимает вид 

	

 = + δ > = …( )( )Λ        2 /
1 , 0, 1, ,4.h h

k h M O e k− −δ

	 (20)
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Соответствующие собственные вектор-функ­
ции задачи (1), (2) допускают представления 

	
u x h w O ek

h k h
( )

−
( )

( ) −( ) = ( ) + ( )( )3 2
1

/ / ,ξ δ

причем k = …1 4, ,  и ξ k( )  — растянутые в h−1  раз 
декартовы координаты с центрами в вершинах 
прямоугольного сечения.

Асимптотическое строение собственных 
чисел  Λhm  с номерами m ≥ 5  — полностью от­
крытый вопрос из-за отсутствия информации 
о кратности дискретного спектра задачи (10) и 
появления у нее пороговых резонансов.

6. ПРЯМОУГОЛЬНОЕ СЕЧЕНИЕ И λ = 0  

Поскольку кратность дискретного спектра 
осталась неизвестной, обсуждаем две ситуации.

Если и при λ = 0  дискретный спектр опера­
тора A  остается непустым, то начальные чле­
ны последовательности (5) по-прежнему имеют 
вид (20).

В случае ℘ ∅d =  благодаря тому, что в зада­
че (10) при λ = 0  возникает двойной пороговый 
резонанс, асимптотика собственных чисел ста­
новится такой: 

	  = β + + ( )Λ 2 1/2
1 .h

m mh K O h−

Здесь { }Km m∈N  — объединенная и упорядо­
ченная последовательность собственных чи­
сел задач Неймана для обыкновенных диф­
ференциальных уравнений 

 

±∂ ±

− ∂ = ∈ −( ) ( ) ( )
( )

     

 

2 , , ,

                 = 0,

s p p p p

s p p

A V s KV s s

V

� �

�		
(21)

на сторонах прямоугольника
ω = −( ) × −( )� � � �1 1 2 2, , .  

При этом задачи (21) с индексами p = 1, 2  учи­
тываются дважды — для каждой из противопо­
ложных сторон. Асимптотика собственных век­
тор-функций u m

h
( )  устроена достаточно сложно 

из-за возникновения угловых пограничных 
слоев.

7. НЕСКОЛЬКО ЗАМЕЧАНИЙ 

Для сечений, изображенных на рис. 2, в разд. 4–6 
представлены лишь основные (первые) асимп­
тотические серии собственных чисел задачи (1), 

(2) (или (3) в вариационной форме). В разд. 4 уже 
упоминалось, что для обоих колец на рис. 4 возни­
кают и другие серии собственных числах с устой­
чивыми асимптотиками. В случае прямоугольно­
го сечения также можно построить собственные 
числа, порожденные двумерной (8) или одно­
мерной (21) моделями упругой прокладки Ωh. 
Это не сделано в сообщении по причине от­
сутствия информации о пороговых резонансах 
задач теории упругости в полуполосе (12) и чет­
верти слоя (9), и потому обоснованно поставить 
краевые условия на сторонах или в вершинах 
прямоугольника не удается. Подчеркнем, что 
при отсутствии порогового резонанса в зада­
че (10) при λ > 0  условия Неймана в задачах 
(21) заменяются условиями Дирихле в точках 
s p= ±� .

По-видимому, кратности дискретного спект­
ра и пороговые резонансы можно определить 
разве лишь при помощи численных методов: в 
силу общих результатов [11] доступны приемы 
изучения названных объектов на основе вы­
числения устойчивых интегральных характе­
ристик задач для упругих тел Π  и  Ξ .

Предложенный в разд. 3 подход к изучению 
спектра трехмерной задачи теории упругости 
весьма чувствителен к геометрической и мате­
риальной симметриям. Какие-либо резуль­
таты о спектре анизотропного сектора слоя 
с произвольным углом продольного сечения 
неизвестны.

Вывод двумерной модели (8) для ортотропной 
прокладки  ( )Ω 0,h h= ω ×  не встречает заметных 
препятствий согласно общим асимптотической 
процедурам [6]. Кроме того, приемы из рабо­
ты [12] и книги [6] позволяют распространить 
модель и на прокладки с искривленной боковой 
поверхностью подходящих форм. Вопрос о по­
ведении собственных частот тонких прокладок 
переменной толщины не рассматривался.
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MISCELLANEOUS TYPES OF LOCALIZATION OF NATURAL 
OSCILLATIONS OF A GASKET BETWEEN PARALLEL FLANGES

S. A. Nazarova 
aInstitute for Problems in Mechanical Engineering of the Russian Academy of Sciences,  

Saint-Peterburg, Russia

Presented by Academician of the RAS N.F. Morozov

 Both bases of a thin cylindrical gasket are fixed but the lateral side stays traction-free. For middle cross-
sections with a smooth boundary as well as for a square one, we describe the asymptotics of frequencies 
of natural oscillations. Based on an investigation of the spectrum of the mixed boundary-value problem 
in the theory of elasticity in a quarter of the unit layer, we discover a new effect of localization of modes 
of natural oscillations near vertices of the square section and of the exponential decay at a distance from 
them. In the case of the smooth boundary of the cross-section eigenmodes concentrate either near the 
whole edge (a circular plate), or at the vicinity of points of maximum of the contour curvature.

Keywords: thin gasket between flanges, models of reduced dimension, localization of modes of natural 
oscillations, waves trapped by elastic semi-infinite strip and quarter of layer
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Для системы уравнений в смещениях для изотропного псевдоконтинуума Коссера найдено 
два варианта представления общего решения через три функции, удовлетворяющих трем 
независимым уравнениям, т.е. система диагонализируется. Приведены формулы производства 
новых решений (операторы симметрии), позволяющие путем дифференцирования из какого-
либо заданного решения находить новые решения исходных уравнений. Для случаев плоской 
и антиплоской деформации получены некоторые частные решения.
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1. Моментная упругая среда представляет-
ся совокупностью частиц, характеризуемых в 
декартовой прямоугольной системе координат 
xi, i = 1, 2 3, вектором смещений ui  и независи-
мым вектором поворотов ωi  [1–3]. Такая тео
рия впервые была предложена в начале XX в. 
в работах братьев Коссера [1]. В моментной сре-
де при нагружении возникают несимметрич-
ные силовые напряжения σ σij ji≠  и момент
ные напряжения µ µij ji≠ . Деформированное 
состояние моментной среды характеризуют 
несимметричные тензоры деформации eij  и 
кручения-изгиба κij [1–3]:

	 e uij j i ij ij j i= ∂ − = ∂ω ω, ,	 (1)
где ω ε ωij ikj k= , ( )ω 1/ 2 ω=i ijk kjε ; ∂ j  – производ
ная по координате x j ; εijk  – кососимметрич-
ный по любой паре индексов тензор Леви-Чи-
виты; по повторяющимся индексам проводится 
суммирование. Определяющие уравнения для 

упругой изотропной моментной среды имеют 
вид [1, 2]

σ λ δ µ α µ α µ β δ γ ε γ εij kk ij ij ji ij kk ij ije e e= + +( ) + −( ) = + +( ) + −, (( ) ji,

σ λ δ µ α µ α µ β δ γ ε γ εij kk ij ij ji ij kk ij ije e e= + +( ) + −( ) = + +( ) + −, (( ) ji,	
(2)

где λ , µ  – постоянные Ламе; α , β , γ , ε  – до-
полнительные постоянные упругости; δij  – 
символ Кронекера,единичная матрица.

Удельную энергию деформации можно запи-
сать в виде  ( )

( ) ( )

[ ] [ ] ( )

( ) ( )

[ ] [ ]

12Φ σ μ 3λ 2μ
3

1 12μ δ
3 3
12α 3β 2γ
3
1 12γ δ δ
3 3

2ε .

= + = + +

   + − − +      

+ + + +

   + − −      
+

ij ij ij ij kk ii

kk ij ss ijij ij

kk iiij ij

kk ij ss ijij ij

ij ij

e e e

e e e e

e e

δ

	

(3)

Круглые и квадратные скобки в индексах оз-
начают симметричную и антисимметричную 
части тензоров по соответствующим индексам. 
Из последних выражений (3) очевидно, что 
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2 0Ф >  всегда, когда постоянные удовлетворя-
ют неравенствам
3 2 0 0 0 3 2 0 0 0λ µ µ α β γ γ ε+ > > > + > > >, , ; , , ,� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

при этом соотношения (2) обратимы.
В упрощенной теории Коссера считают, что 

вектор поворота ωi  равен среднему повороту 
поля перемещений [1]

	 ω εi ikl k lu= ∂1
2

.	 (4)
Тогда тензоры (1) принимают вид

	 e u u uij ij ji j i i j ij ikl jk l ii= = = ∂ + ∂( ) = ∂ =ε ε ε1
2

1
2

0, , .	
(5)

e u u uij ij ji j i i j ij ikl jk l ii= = = ∂ + ∂( ) = ∂ =ε ε ε1
2

1
2

0, , .

С использованием (2), (4), (5) и уравнений рав-
новесия получаются три уравнения для трех 
смещений [1]:

	
µ λ µ γ ε ε ε∂ + +( )∂ + +( )∂ ∂ ∂ =kk i ik k kk imn m njl j lu u u

1
4

0.
	 (6)

Слагаемые со вторыми производными в (6) 
соответствуют классическим уравнениям Ла
ме, а слагаемые с четвертыми производными 
отвечают за моментное состояние псевдоконти
нуума Коссера. К уравнениям (6) добавляют 
граничные условия в напряжениях или задают 

на границе рассматриваемой области смещения. 
Вопрос о граничных условиях для системы (6) и 
способы ее интегрирования кратко обсуждают-
ся в [1]. Определив из (6) смещения ui , с учетом 
(2), (4), (5) можно найти ωi , σij , µij .

С учетом соотношения ε ε δ δ δ δimn njl ij ml il mj= −  
матрицу операторов системы (6) запишем в 
виде:

	
Aij kk ij ij kk ij ij mm= ∂ + +( )∂ + +( )∂ ∂ − ∂( )µ δ λ µ γ ε δ1

4
.

	 (7)
Для матрицы (7) операторов системы (6) имеют 
место соотношения

	 AT TD T A DT= =′ ′, ,� � � �	 (8)

где штрих означает транспонирование матри-
цы. Тогда общее решение системы (6) имеет вид 
[4, 5] 

	
u Tv Dv f Tf= = =, , ,� � � � � � � � 0

	
(9)

где 

	 T c c c

c c c c

i ips p s i kk m mi

kk m m

= ∂ ∂ ∂ − ∂  =
∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂
∂, ,� � � �ε

1 2 3 3 2 1 1

2 cc c c c

c c c c
kk m m

kk m m

3 1 1 3 2 2

3 1 2 2 1 3 3

∂ − ∂ ∂ − ∂
∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂
















;	

(10)
 

T c c c

c c c c

i ips p s i kk m mi

kk m m

= ∂ ∂ ∂ − ∂  =
∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂
∂, ,� � � �ε

1 2 3 3 2 1 1

2 cc c c c

c c c c
kk m m

kk m m

3 1 1 3 2 2

3 1 2 2 1 3 3

∂ − ∂ ∂ − ∂
∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂
















;

	

D

kk

kk mm

kk mm

=

+( )∂

∂ − +( )∂





∂ − +( )∂





λ µ

µ γ ε

µ γ ε

2 0 0

0
1
4

0

0 0
1
4 

























;

	

(11)

cp  — произвольный ненулевой числовой вектор.
Запишем решение (9) с учетом (10), (11): 

	
u v c c v c c vkk m m1 1 1 2 3 3 2 2 1 1 3= ∂ + ∂ − ∂( ) + ∂ − ∂( ) ,

 
u v c c v c c vkk m m2 2 1 3 1 1 3 2 2 2 3= ∂ + ∂ − ∂( ) + ∂ − ∂( ) , (12)

	

u v c c v c c vkk m m3 3 1 1 2 2 1 2 3 3 3= ∂ + ∂ − ∂( ) + ∂ − ∂( ) ;

λ µ µ γ ε µ γ+( )∂ = ∂ − +( )∂





= ∂ −2
1
4

1
41 1 2 2kk kk mm kkv f v f, ,� � � � � � � � ++( )∂





=ε mm v f3 3;

 
λ µ µ γ ε µ γ+( )∂ = ∂ − +( )∂





= ∂ −2
1
4

1
41 1 2 2kk kk mm kkv f v f, ,� � � � � � � � ++( )∂





=ε mm v f3 3;
(13)

	

∂ + ∂ − ∂( ) + ∂ − ∂( ) =1 1 2 3 3 2 2 1 1 3 0f c c f c c fkk m m ,

	
∂ + ∂ − ∂( ) + ∂ − ∂( ) =2 1 3 1 1 3 2 2 2 3 0f c c f c c fkk m m ,

				    (14)
∂ + ∂ − ∂( ) + ∂ − ∂( ) =3 1 1 2 2 1 2 3 3 3 0f c c f c c fkk m m .

Таким образом, решение системы (6) по форму
лам (12) выражается через три функции vi , ко-
торые удовлетворяют трем отдельным неза
висимым уравнениям (13), однородным или 
неоднородным.

Из [4] и соотношений (8) следует, что 
если u Tv= , где Dv = 0 , то система (6), (7) 
удовлетворяется: Au ATv TDv= = = 0 . Если 
v T u= ′�, где Au� = 0 , то выполняется уравнение 
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Dv DT u T Au= = =′ ′� � 0 . Таким образом, согласно 
формулам 

	 u Tv v T u= = ′, ,� � � � �	 (15)
решения уравнений Au = 0, Dv = 0  переходят 
друг в друга, и системы эквивалентны [6]. Но 
чтобы не было потери части решений, в общем 
случае необходимо в правой части (13) учиты-
вать функции fi , ядро оператора T  (10), (14).

Кроме того, из формул (15) получаем, что если 
Au� = 0, то u TT u= ′�  – новое решение:

Au ATT u TDT u TT Au= = = =′ ′ ′� � � 0.

Если Dv� = 0 , то и v T Tv= ′ �  – решение: 
Dv DT Tv T ATv T TDv= = = =′ ′ ′� � � 0.  

Выражение u TT u= ′� есть формула производства 
решений, так как из любого решения �u  получа-
ется новое решение u; оператор Q TT= ′  являет-
ся оператором симметрии в смысле группового 
анализа [4].

В матрице (10) все три столбца ортогональны 
друг к другу и третий столбец содержит вторые 
производные. Но можно взять третий столбец в 
виде, аналогичном второму столбцу, содержа-
щем первые производные. Тогда вместо матри-
цы (10) будет матрица вида 

	

T c

c c

ci ips p s imn m n= ∂ ∂ ∂  =
∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂
∂ ∂ −, ,� � � �ε ε γ

γ γ1 2 3 3 2 2 3 3 2

2 3 1 cc

c c
1 3 3 1 1 3

3 1 2 2 1 1 2 2 1

∂ ∂ − ∂
∂ ∂ − ∂ ∂ − ∂

















γ γ
γ γ

,

	 (16)
где cp , γ m  – произвольные ненулевые непро
порциональные векторы, при этом определитель 

	T c c c c c c kk= −( )∂ + −( )∂ + −( )∂  ∂2 3 3 2 1 3 1 1 3 2 1 2 2 1 3γ γ γ γ γ γ

не равен нулю [7]. Для случая матрицы (16) так-
же имеют место соотношения (8) и общее реше-
ние системы (6) вида (9) с той же диагональной 
матрицей D  (11), а функции vi  удовлетворяют 
трем независимым уравнениям (13). Формулы 
(15) и все другие приведенные выше соотноше-
ния между функциями имеют место и в случае 
матрицы (16). Оператор симметрии Q TT= ′  дан 
в явном виде в [7]. Придавая компонентам c j, γ j  
различные значения, можно получить различ-
ные варианты общих решений в случаях (10) 
или (16).

Во втором и третьем уравнениях (13) диф-
ференциальный оператор D D D2 3= =  пред
ставляет собой произведение оператора 

Лапласа D kk1( ) = ∂  и оператора Гельмгольца 

D mm2
1
4( ) = − +( )∂µ γ ε . Тогда решение однород

ного уравнения Dv D D v= =( ) ( )1 2 0  по теореме 
Боджио [1] можно представить в виде суммы 
v g h= + , где g  – гармоническая функция 
D g gkk1 0( ) = ∂ = , а функция h  удовлетворяет урав-
нению Гельмгольца D h hmm2

1
4

0( ) = − +( )∂





=µ γ ε .  
Различные частные решения уравнений Лапла-
са и Гельмгольца приведены в [8]. Таким об-
разом, общее решение уравнений в смещени-
ях (6) псевдоконтинуума Коссера по формулам 
(9)–(14), (16) выражается через гармонические 
функции и функции Гельмгольца. По формуле 
u TT u= ′�, Au� = 0  получаются новые решения из 
любого известного решения �u . Если постоян
ная γ ε+ = 0, то полученные решения перехо
дят в известные представления для случая 
классического изотропного материала [4, 5, 7].

2. Рассмотрим некоторые частные решения 
системы уравнений (6), (7). Для антиплоской 
деформации [9] принимают, что u1 0= , u2 0= , 
u u x x3 3 1 2= ( ), . В этом случае система (6), (7) сво-
дится к одному уравнению 

	

A u u33 3 11 22 11 22 3
1
4

0= ∂ + ∂( ) − +( ) ∂ + ∂( )





=µ γ ε .

	 (17)

Как сказано выше, решение уравнения (17) 
имеет вид u g h3 = + . Если h = 0, то получим 
решение u g3 = , соответствующее классиче-
ской безмоментной теории упругости. В [9] в 
качестве решения классической антиплоской 
задачи теории упругости исследуется гармони-
ческая функция 

	
 

( )1/2
3

2ρ sin φ / 2 ,
μ π

= = Ku g	 (18)

соответствующая трещине продольного сдвига, 
где K  – постоянная, а ρ, ϕ  – полярные коор-
динаты. Разрыв вдоль отрицательного направ-
ления оси x1  обеспечивается функцией sin (φ/2). 
Решение уравнения Гельмгольца для трещины 
продольного сдвига имеет вид: 

	

 
( ) ( )1/2

3 1 1
1

2 4μρ sh λ ρ sin φ / 2 ,    λ .
πλ γ ε

−= = =
+

u h
	 (19)

На рис. 1 приведены графики различных реше
ний уравнения (17). Только первые две функ-
ции являются решениями классической задачи.
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Для плоской деформации [9] считают, что 
u u x x1 1 1 2= ( ), , u u x x2 2 1 2= ( ), , u3 0= , при этом 
система (6), (7) сводится к двум уравнениям, 
общее решение которых принимает вид 

	 u v v u v v1 1 1 2 2 2 2 1 1 2= ∂ − ∂ = ∂ + ∂, ;� � � �

	 λ µ µ γ ε+( ) ∂ + ∂( ) = ∂ + ∂( ) − +( ) ∂ + ∂( )





2
1
411 22 1 1 11 22 11 22v f , � � � � vv f2 2= ;	

(20)
	

λ µ µ γ ε+( ) ∂ + ∂( ) = ∂ + ∂( ) − +( ) ∂ + ∂( )





2
1
411 22 1 1 11 22 11 22v f , � � � � vv f2 2= ;

∂ − ∂ = ∂ + ∂ =1 1 2 2 2 1 1 20 0f f f f, .� � � �

Последние два уравнения являются условиями 
Коши–Римана для аналитической функции 
f z f if( ) = +1 2 , i = −1  комплексного перемен-

ного z x ix= +1 2 . Уравнения (20) можно перепи-
сать в виде 

	 , ;u v v h u v v h1 1 1 2 2 2 2 2 1 1 2 1= ∂ − ∂ − ∂ = ∂ + ∂ + ∂

	
λ µ µ+( ) ∂ + ∂( ) = ∂ + ∂( ) =2 11 22 1 1 11 22 2 2v f v f, ;� � � �

	

	
∂ − ∂ = ∂ + ∂ = − +( ) ∂ + ∂( )





=1 1 2 2 2 1 1 2 11 220 0
1
4

f f f f h, ;� � � � � � � � µ γ ε 00.

∂ − ∂ = ∂ + ∂ = − +( ) ∂ + ∂( )





=1 1 2 2 2 1 1 2 11 220 0
1
4

f f f f h, ;� � � � � � � � µ γ ε 00.

(21)

Из уравнений (21) следует известная формула 
Колосова–Мусхелишвили, представляющая 
смещения u iu1 2+  через комплексные потенци-
алы [7]:

	
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2φ φ ψ ,     

λ 3μ                             ,
λ μ

+ = − − + ∂ + ∂
+=
+

′u iu z z z z i i h

где черта над функциями означает комплекс-
ное сопряжение, а штрих – производную по  z.  
Если известна функция h , удовлетворяющая 
уравнению Гельмгольца (21), то из (21) несложно 
найти дополнительные моментные смещения 
uk

m( ). Например, для функции h  вида (19) полу-
чим смещения
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Рис. 1. Решение задачи о трещине продольного сдвига: а – сетка до деформирования, б – классическое реше-
ние (18) ( K = µ ), в – моментное решение (19) ( λ1 1= ), г – линейная комбинация этих решений.
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Некоторые двумерные задачи для изотроп-
ной моментной среды решены, например, в ра-
ботах [10, 11].

Таким образом, в работе получено два вари-
анта общего решения для системы уравнений 
в смещениях изотропного псевдоконтинуума 
Коссера. Система уравнений диагонализует-
ся и решение выражается через гармоничес
кие функции и функции Гельмгольца. Даны 
формулы производства новых решений, исхо-
дя из любого заданного решения. Получены 
частное решения задачи о трещине продоль-
ного сдвига и представление общего решения 
уравнений плоской деформации.
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general solution through three functions satisfying three independent equations was found, i. e. the 
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В работе проводится исследование многостадийной усталостной зависимости (диаграммы 
Вёлера) материала и предлагается новая модель для ее прогнозирования на основе учета 
механизмов пластического деформирования и разрушения при циклических нагрузках 
и комбинации релаксационных процессов с эволюционным развитием поврежденности, 
для которого начальное условие формируется при помощи вычисляемой в процессе 
циклирования энергии необратимой деформации. Работоспособность модели проверяется 
на примере результатов испытаний циклического деформирования стали DP500. Показано, 
что в рамках единого подхода можно оценить одновременно кратковременную, усталостную 
и длительную прочность материала.

Ключевые слова: разрушение, циклическая прочность, единая усталостная диаграмма, 
пластичность, поврежденность, релаксация, эффект стабилизации, характерное время 
релаксации
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1. Кривая Вёлера, также известная как кри­
вая усталости или S–N кривая, представляет 
собой графическое изображение, иллюстри­
рующее зависимость между амплитудой цик­
лического напряжения (S) и количеством цик­
лов до разрушения (N) для материала, который 
разрушается в результате механического цик­
лирования. Эта кривая имеет решающее зна­
чение для понимания усталостного поведения 
материалов, особенно металлов. Она помогает 
инженерам и материаловедам разрабатывать 
компоненты и конструкции, способные выдер­
живать циклические нагрузки в течение дли­
тельного времени. Гипотетическую кривую 

обычно демонстрируют, как состоящую из 
трех областей, представляющих различные 
режимы усталости: малоцикловую усталость 
(МЦУ, LCF – low-cycle fatigue), многоцикловую 
усталость (МнЦУ, ΗCF – high cycle fatigue) и 
сверхмногоцикловую усталость (СвМУ, GCF – 
gigacycle fatigue). Для каждой области харак­
терны свои механизмы и поведение. Исследо­
вания показывают, что в случае малоцикловой 
усталости доминирует механизм, связанный с 
пластической деформацией и зарождением раз­
личных, в том числе трещиноподобных, дефек­
тов. Напряжения характеризуются достаточно 
высоким уровнем и макроскопический разрыв 
материала происходит после относительно не­
большого количества циклов. При этом раз­
рушение часто сопровождается как накопле­
нием пластической деформации, так и ростом 
трещин. В случае многоцикловой усталости 
зарождение и кумулятивный рост поврежден­
ности, в том числе трещиноподобных дефек­
тов, становится более значительным. Процесс 
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протекает при средних амплитудах напряже­
ний с умеренным числом циклов до макрораз­
рыва материала. Как пластическая деформация, 
так и рост дефектов способствуют разрушению. 
При сверхмногоцикловой усталости видимые 
повреждения и трещины обычно возникают 
из-за внутренних дефектов материала и осо­
бенностей поверхности. Уровень напряжения 
характеризуется низкими амплитудами, а раз­
рыв среды происходит в основном из-за внезап­
ного роста небольших трещин после большого 
количества циклов. 

Несмотря на то, что эти различия полезны 
для понимания усталостного поведения в раз­
личных режимах напряжения, наличие единой 
концепции для объяснения всей кривой Вёле­
ра может быть ценно по нескольким причинам. 
Единая концепция упрощает понимание уста­
лостного поведения, облегчая работу инже­
неров и исследователей в различных режимах 
напряжения. Также подобная концепция поз­
волила бы более просто ввести идеи обобще­
ния явления усталости (МЦУ, МнЦУ, СвМУ) 
в процесс проектирования, что дает большую 
возможность разрабатывать материалы и кон­
струкции, которые могут хорошо работать в 
различных условиях нагружения. Единая кон­
цепция облегчает разработку прогностических 
инженерных моделей, позволяющих оценить 
усталостную долговечность при различных ус­
ловиях нагружения, что помогает в оптимиза­
ции компонентов при проектировании. Также 
целостное понимание механизмов усталости на 
разных стадиях поможет разрабатывать мате­
риалы с улучшенной усталостной прочностью 
по всей зависимости Вёлера. Таким образом, 
единая концепция, объясняющая все участки 
усталостной кривой, может обеспечить целост­
ную основу для понимания и решения пробле­
мы усталостного поведения материалов, что яв­
ляется важным инструментом для повышения 
эффективности процессов проектирования и 
разработки материалов.

Как правило, различные участки общей 
усталостной кривой описываются комплексом 
разных моделей, базирующихся на различ­
ных подходах и трактовках эксперименталь­
ных данных. Обзоры работ по малоцикловой 
[1, 2], многоцикловой [3, 4] и сверхмногоцик­
ловой усталости [5] показывают разнообразие 

существующих в теории усталостного разруше­
ния подходов и отсутствие единого подхода для 
расчета S–N кривой. Однако в работе [6] авто­
ры обращают внимание на то, что даже простой 
учет накапливающейся интенсивности напря­
жений у вершины трещины при импульсном 
динамическом циклировании позволяет в рам­
ках линейной механики разрушения получить 
единую аналитическую формулу, дающую за­
висимость с тремя характерными участками.

Единый подход возможен при условии соз­
дания модели, которая может единовремен­
но явно учитывать релаксационные процессы 
при пластическом деформировании в соче­
тании с процессом накопления повреждений 
в материале. Примером необходимости учета 
происходящей релаксации напряжений при 
циклических нагрузках является наличие воз­
никающего эффекта стабилизации накоплен­
ной пластической деформации. Обычно в тео­
рии приспособляемости каждая из методик 
связана с задаваемым режимом деформирова­
ния на каждом отдельном цикле, и методика 
привязана к каждому типу нагружения. В дан­
ной работе, на основе учета накапливающей­
ся необратимой деформации и расчета объема 
диссипировавшейся энергии сформулирована 
комбинированная модель, которая может быть 
применена для прогнозирования эффектов 
циклического разрушения в широком диапа­
зоне числа циклов: от малоцикловой до много­
цикловой усталости. В рамках предложенного 
далее подхода релаксационная модель пласти­
ческого деформирования [7], применяемая для 
прогнозирования эволюции, изменяющейся в 
процессе циклирования деформационной кри­
вой, дополняется уравнением поврежденности 
Качанова–Работнова [8, 9], что позволяет про­
гнозировать зависимость числа циклов до раз­
рушения на стадии, последующей установле­
нию стабилизации пластической деформации.

2. Для прогнозирования усталостной кривой 
материала в широком диапазоне числа циклов 
до разрушения рассмотрим комбинированную 
модель, состоящую из релаксационной модели 
необратимого деформирования материалов [10, 
11], модифицированной для случая цикличес­
кого нагружения [7, 12], и кинетического 
уравнения поврежденности типа Качанова–
Работнова [8, 13]. За точку перехода между 
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двумя моделями берется момент достижения 
стабилизации пластической деформации tstab 
[7, 14], которому соответствует ненулевое на­
чальное условие ω0, применяемое при реше­
нии эволюционного уравнения для параметра 
поврежденности. В случае отсутствия эффекта 
стабилизации пластической деформации, когда 
нет новых пластических деформаций за новый 
цикл, расчет проводится только по релаксаци­
онной модели циклического деформирования. 
Рассмотрим подробнее расчетную схему до 
(t <  tstab) и после (t >  tstab) начала стабилизиру­
ющего цикла пластической деформации, ког­
да на определенном цикле отсутствуют новые 
пластические деформации.

2.1. Для прогнозирования накапливаемой в 
материале пластической деформации предла­
гается использовать релаксационную модель 
пластического деформирования, модифициро­
ванную для циклического процесса [7, 12]. Рас­
четную схему истинных напряжений материала 
по модели [7, 12, 15] на j цикле до t < tstab можно 
представить в следующем виде:
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где σj(εj(t)) – временная зависимость напряже­
ний, εj(t) – текущая деформация, tj

unl – время 
разгрузки, и εj

unl – деформация при времени 
разгрузки tj

unl, tstab – время начала стабилизиру­
ющего цикла в материале, t* – время разруше­
ния. Зависимость напряжение–деформация в 
истинных координатах σ(εj(t)) на каждом j ци­
кле определяется по релаксационной модель 
пластичности:
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с функцией релаксации напряжений на j цикле:
 

( )

( )

( )

( )

α

τ

α

1 τ
α α

τ

11,                                                 1,
τ σ

1 1γ ,  1.
τ σ

1
τ σ

−

−

−

  Σ ≤   

  Σ=  >      Σ

       

∫

∫

∫

t

jt
y

t
j

jt
y

t

jt
y

s
ds

st ds

s
ds

(3)

Как отмечалось в работах [16, 17], цикличес­
кий предел текучести меньше статического 
предела текучести, поэтому в расчетной схеме 
рассматриваем σ j

y  статический предел текуче­
сти для образцов, подвергающихся цикличес­
ким нагрузкам.

Условие текучести на каждом j цикле опреде­
ляется по критерию текучести [18]:
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На каждом ( j+1) цикле статический предел 
текучести определяется по условию
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где σy
0 = σy. В случае отсутствия эффекта стаби­

лизации накопленной пластической деформации 
время разрушения t* определяем по структурно-
временному подходу [19]: 
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σ* – предел прочности при статическом нагру­
жении, αf и τf – структурно-временные пара­
метры критерия разрушения [16].

Модель (1)–(6) с явным учетом протекающих 
релаксационных процессов позволяет прогно­
зировать на текущем цикле накопленную пла­
стическую деформацию и объемную плотность 
энергии деформации. При возникающем эф­
фекте стабилизации пластической деформа­
ции модель позволяет оценивать циклическую 
прочность материала, как максимальное на­
пряжение материала на петле гистерезиса, и 
соответствующий номер цикла Nstab.

2.2. Для того чтобы определить число цик­
лов до разрушения материала N после устано­
вившего режима стабилизации пластической 
деформации (t > tstab) необходимо использовать 
обобщенное уравнение поврежденности [8, 13] 
с параметром поврежденности 0 ≤ ω ≤1, опреде­
ляемым из эволюционного уравнения накопле­
ния повреждений:

d
d
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σ0 – заданная временная функция напряжений; 
a, b, A – постоянные величины. На момент 
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начала режима стабилизации tstab в материале 
уже присутствует поврежденность ω0, которая 
формирует начальное условие для уравнения (7). 
Время и номер цикла связаны соотношением 
t = N/ν [20], где ν – частота нагружения. Пара­
метр поврежденности ω0 определяется как со­
отношение плотности объемной энергии де­
формации Wstab, накопленной к стабильному 
циклу Nstab, к плотности объемной энергии де­
формации при квазистатических нагрузках Wc: 
ω0 =  Wstab / Wc. Объемную плотность энергии 
деформации за цикл определяем как площадь 
подграфика деформационной диаграммы, рас­
считанной по релаксационной модели для цик­
лического деформирования. Предполагаем, 
что σ0 постоянная величина, определяемая по 
релаксационной модели пластичности на ста­
билизирующем цикле.

Для решения уравнения (6) предполагается 
ненулевое начальное условие ω0, как осущест­
влялось в статье [21]:

ω ω
t tstab= = 0	

.                          (8)

И ω = 1 (в момент разрушения t = t* 
параметр 

поврежденности равен 1). Разделяя переменные, 
проинтегрируем уравнение (7) по времени от 
tstab до t

*
 и выразим число циклов до разрушения 

материала:
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где Γ(x) – гамма-функция, определяемая при 
x > 0 как
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Тогда, используя уравнения (1)–(10), можно 
построить зависимость критического напря­
жения до разрушения σ0 от числа цикла N

*
= t

*
ν 

(или усталостную S–N-зависимость).
2.3. На рис. 1 построена единая усталостная 

диаграмма для гипотетического материала в лога­
рифмических координатах со следующими выб­
ранными параметрами  

0σ  y= 400 МПа, σ* = 620 МПа, 
α = 1, τ = 1 s, β = 0.067, Α = 0.003 МПа–1с–1, a = 1.5,  
b = 1. Режим нагружения проводился с фиксиро­
ванной величиной общей деформации, по ана­
логии с работой [14]. Проводя две касательные 
линии к наклонному участку усталостной 

кривой, показанные на рис. 1, можно выявить 
этапы малоцикловой усталости (до 2 · 104 цик­
ла), многоцикловой усталости (от 2 · 104 до 
3 · 107 цикла) и сверхмногоцикловой усталости 
(после 3 · 107 цикла). В отличие от существую­
щих моделей [1–5], эти три этапа строятся на 
основе единой комбинированной модели с 
фиксированным набором параметров.

Рассмотрим подробнее особенность при­
менения единой комбинированной модели. 
На рис. 2 построена зависимость номера цикла 
Nstab, при котором новые пластические дефор­
мации не накапливаются, от числа циклов до 
разрушения N для гипотетического материала, 
для которого построена кривая Вёлера на рис. 1. 
Каждой циклической прочности σ0 соответ­
ствует номер цикла Nstab. Как показано на рис. 2, 
с уменьшением циклической прочности номе­
ра цикла Nstab уменьшается, но увеличивается 
число циклов до разрушения N. При N~4 · 107 
цикла материал деформируется упруго, так как 
Nstab = 1. При N < 4 · 107 материал деформируется 
упруго-пластически. Применение эволюцион­
ного уравнения поврежденности (7) позволяет 

“сдвинуть” вправо результаты по циклической 
прочности и Nstab, полученные по релаксацион­
ной модели пластичности (1)–(6), и получить 
итоговую единую усталостную кривую. Други­
ми словами, используя сочетание идей о явном 
учете релаксационных процессов и процесса 
накопления поврежденности, позволяет по- 
строить единую усталостную кривую, в том 

σR

σ 0 
/ 

σ *

N
102 103 104 105 106 107

1

Рис. 1. Зависимость предельного напряжения до 
разрушения, нормированного к статической проч­
ности гипотетического материала, от числа циклов 
для гипотетического материала.
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Рис. 2. Зависимость номера цикла Nstab, при котором 
новые пластические деформации не накапливаются, 
от числа циклов до разрушения N для гипотетичес­
кого материала.

числе важный для инженерной практики не­
прерывный наклонный участок единой уста­
лостной кривой. 

3. Проведем проверку работоспособности 
предлагаемой комбинированной модели с 
экспериментальными данными на мягкое на­
гружение для двухфазной стали DP500 [22] 
σy = 350 МПа, σ

*
 = 570 MPa. В работе [22] про­

водилось циклические усталостные испыта­
ния с частотой нагружения 20 Гц в следующем 
режиме: минимальное напряжение равнялось 
нулю и среднее напряжение равнялось поло­
вине минимального напряжения. Ранее на ос­
нове этих же экспериментальных данных был 
спрогнозирован эффект стабилизации пласти­
ческой деформации [12]. Расчетные параметры 
модели получены: α = 1, τ = 0.67 мс, β = 0.67, 
a = 1, b = 0.02. На рис. 3 показана теоретиче­
ская усталостная зависимость для двухфазной 
стали DP600, имеющая хорошее соответствие с 
экспериментальными данными. Из рис. 3 вид­
но, что комбинированная модель способна про­
гнозировать единую усталостную зависимость 
как в случае малоциклового, так и в случае 
многоциклового деформирования. В  рамках 
комбинированной модели не требуется необ­
ходимости четкого разделения на случаи мало­
цикловой и многоцикловой усталости, так как 
прогнозируется единая усталостная зависи­
мость для материала.

4. Предложена новая модель построения еди­
ной усталостной кривой на основе одновремен­
ного учета механизмов пластического дефор­
мирования и разрушения при циклических 
нагрузках. Показано, что комбинация релакса­
ционной модели пластического деформирова­
ния, позволяющей прогнозировать деформаци­
онную диаграмму материала, и эволюционного 
уравнения поврежденности, в котором началь­
ное условие формируется по вычисляемой в 
процессе циклирования энергии необратимой 
деформации, позволила построить усталост­
ную зависимость, учитывающую эволюцию де­
формационного отклика материала. Показана 
необходимость одновременного учета процесса 
накопления поврежденности при циклических 
нагрузках и релаксационных процессов плас­
тического деформирования, что может быть 
сделано при помощи введения в рассмотре­
ние характерных времен релаксации данного 
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Рис. 3. Прогнозирование усталостной кривой (диа­
граммы Вёлера) стали DP500 на основе единой ре­
лаксационной модели необратимого циклического 
деформирования и экспериментальных данных [22].

материала. Проведена качественная верифика­
ция модели на экспериментальных данных на 
примере стали DP600. 
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PREDICTION OF MULTISTAGE FATIGUE CURVE  
BASED ON THE RELAXATION MODEL  

OF IRREVERSIBLE CYCLIC DEFORMATION
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aSt. Petersburg State University, St. Petersburg, Peterhof, Russia 
bInstitute for Problems in Mechanical Engineering, Russian Academy of Sciences, St. Petersburg, Russia

The paper studies the multi-stage fatigue dependence (Wöhler diagram) of the material and proposes a 
new model for its prediction based on considering the mechanisms of plastic deformation and fracture 
under cyclic loads and a combination of relaxation processes with the evolutionary development of 
damage, for which the initial condition is formed using the calculation calculated during the cycling 
process energy of irreversible deformation. The performance of the model is verified using the results 
of cyclic deformation tests on DP500 steel as an example. It is shown that within the framework of a 
unified approach it is possible to simultaneously evaluate the short-term, fatigue and long-term strength 
of the material.

Keywords: fracture, cyclic strength, unified fatigue diagram, plasticity, damage, relaxation, stabilization 
effect, characteristic relaxation time
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Выполнено математическое моделирование и исследование процесса фильтрации соленой 
воды в осадочной толще с учетом явления осмоса. Показано, что осмотическое взаимодей-
ствие соленой и пресной воды в осадочной толще, содержащей прослои и включения слабо-
проницаемых пород (глины, илы и т.д.), может привести к появлению зон больших анома-
лий давления и разрушению геосреды. Предложенный осмотический механизм разрушения 
геосреды объясняет образование покмарков и кратеров на поверхности пассивных участков 
коры, не испытывающих каких-либо движений и деформаций длительный период времени. 
Данный механизм является альтернативным по отношению к распространенной точке зре-
ния о полигональной системе разломов тектонической природы, на основе которых объясня-
ются покмарки на морском дне или кратеры в областях вечной мерзлоты на суше. Исследуе-
мая математическая модель показала, что в рассматриваемых условиях возникает конвекция 
раствора с замкнутыми линиями тока наподобие гравитационной конвекции.

Ключевые слова: соленый раствор, осмос, обобщенная математическая модель, осмотическая 
конвекция, осадочная толща, полупроницаемые области, газогидраты, покмарки, кратеры, 
осмотическое разрушение геосреды
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Явление осмоса было открыто в 1748 г. фран-
цузским естествоиспытателем Ж.А. Нолле. Ос-
мос представляет собой одностороннюю диф-
фузию растворителя через полупроницаемую 

мембрану из разбавленного раствора в более 
концентрированный. Движущей силой осмоса 
является стремление уравнять концентрацию 
солей по обе стороны мембраны. Давление, 
которое оказывает растворитель на мембрану, 
называется осмотическим. На основе осмоти-
ческих явлений создаются новые материалы и 
технологии. Например, известная норвежская 
компания Statcraft нашла способ превратить 
осмотическое давление в электричество. Новая 
технология позволяет извлекать электроэнер-
гию из естественной разницы содержания ми-
неральных солей в пресной и морской воде, а не 
из кинетической энергии их движения. 

Осмотический эффект может проявляться 
также в малопроницаемых пористых средах 
(глины, ил) [1–5]. В растворах движущей силой 
являются градиенты химических потенциалов 
растворителя и растворенных компонентов [6, 7].  
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В [8] установлено, что осмос может вызвать 
высокие давления в поровой воде. В работе [2] 
отмечается, что условия, необходимые для зна-
чительного осмотического давления, являются 
обычными в недрах и что большинство оса-
дочных бассейнов имеют большие контрасты 
в концентрации растворенных веществ (часто 
>200 г/л [9, 10]). Аномальные давления в водо-
носных горизонтах, вызванные химическим 
осмосом, могут служить механизмом образо-
вания разломов [11]. Явление осмоса играет 
существенную роль при бурении и строитель-
стве скважин. При бурении скважин, даже при 
очень маленькой проницаемости глинистой 
корки, в пласт может поступать значительное 
количество фильтрата бурового раствора вслед-
ствие осмотического втягивания, так как осмо-
тическое давление может достигать неожидан-
но больших значений [12].

Как показано в [13], коэффициент осмоса 
некоторых природных пород и тампонажных 
материалов может в десятки, а то и в сотни раз 
превышать коэффициент фильтрации. Теоре-
тическое объяснение явления химического и 
термического осмоса на основе неравновесной 
термодинамики приводится в [6, 7, 12, 14–17].

Для высокой эффективности мембранных 
свойств пород с высоким содержанием глины, 
например, сланцев, необходимы низкие пори-
стости (0.05 или ниже) [2]. Эти низкие пористо-
сти сланцев, как правило, имеют место на глу-
бинах 1–5 км. Обычно аномальные давления, 
возникающие в осадочных бассейнах на таких 
глубинах, объясняются природными и техно-
генными процессами, к которым, в частности, 
относятся диагенез, тектонические деформа-
ции, добыча нефти. Однако выясняется, что 
во многих случаях аномальное давление также 
может возникнуть вследствие осмотического 
эффекта из-за ранее существовавших химичес
ких разностей потенциалов в поровой воде.

В последнее время большой интерес вызы-
вают процессы выбросов парниковых газов, 
в основном метана, через воронкообразные 
геоморфологические структуры на морском 
дне (покмарки), а также крупные кратеры на 
суше в районах вечной мерзлоты. Что касается 
крупных кратеров, обнаруженных в последние 
годы в Сибири на полуостровах Ямал и Тай-
мыр, то их происхождение обычно связывают 

со взрывными выбросами метана в атмосферу в 
результате возникновения аномально высокого 
давления, связанного с интенсивным притоком 
флюидов в определенные зоны осадочной тол-
щи. Аналогичные представления о выбросах 
метана на морском дне в виде холодных сипов 
часто используются при объяснении природы 
покмарков. Однако выясняется, что покмарки 
не обязательно связаны с каналами разгрузки 
флюидов или газовых сипов, а могут представ-
лять собой просто места нарушений осадочной 
толщи без каких-либо следов флюидных или 
газовых потоков. Такая ситуация, например, 
имеет место в области широкого распростране-
ния покмарков на Чукотском плато в Восточ-
ной Арктике [18, 19]. Рассматриваемая в работе 
модель осмотической фильтрации неоднородно 
соленой воды в осадочной толще, содержащей 
полупроницаемые области с одной стороны, 
показывает возможность появления предельно 
больших аномалий давления, которые могут 
приводить к разрушению слоистой геосреды, а 
с другой – демонстрирует картину течения со-
левого раствора с замкнутыми линиям тока как 
при гравитационной конвекции.

Для понимания процессов, связанных с ос-
мотической фильтрацией неоднородно соленой 
воды в осадочной толще с полупроницаемыми 
включениями, можно выделить две базовые 
задачи. В первом случае полупроницаемые об-
ласти осадочных пород содержат сильно кон-
центрированный раствор соли по сравнению с 
окружающей средой. Вторая задача соответству-
ет противоположному случаю, когда полупро-
ницаемые области насыщены раствором с ано-
мально низкой концентрацией соли. Первый 
случай с точки зрения приложения к криопэгам 
в упрощенном виде ранее был рассмотрен в ра-
боте [20]. В настоящей работе численно-анали-
тическим методом решены обе нелинейные за-
дачи. Ранее задача об осмотической конвекции 
впервые была поставлена и решена авторами в 
аналитическом виде для случая малых градиен-
тов концентрации соли в растворе [21].

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ФИЛЬТРАЦИИ РАСТВОРОВ

Вывод математической модели фильтрации 
растворов с учетом осмоса и соответствующих 
граничных условий можно найти в [6]. Здесь 
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ограничимся ее формулировкой в простейшем 
случае.
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Здесь первое уравнение – закон Дарси, второе – 
уравнение неразрывности, третье – уравнение 
баланса массы соли и четвертое – уравнение 
баланса энергии; c  – концентрация соли; 
v  – поле скоростей; Cp  – удельная теплоем
кость раствора; Cm  – эффективная тепло-
емкость единицы объема насыщенной по-
ристой среды; D  – коэффициент диффузии 
соли; k   – проницаемость; m  – пористость; 

p – давление; T  – температура; �1 – химичес
кий потенциал растворителя; η – вязкость 
раствора; λ – эффективная теплопроводность 
насыщенной пористой среды; ρ – плотность 
раствора; a   – концентрация соли в твердой 
фазе. Коэффициент γ принимает значения от 
нуля до единицы. Этот коэффициент харак-
теризует степень влияния пористой среды на 
фильтрацию соли, т.е. степень проявления 
мембранного свойства. В случае если пористая 
среда обладает свойствами идеальной полупро-
ницаемости, т.е. не пропускает молекулы соли, 
этот коэффициент равен нулю. Если молекулы 
соли наравне с молекулами растворителя сво-
бодно проходят поры, то γ = 1. В общем случае 
γ, как и проницаемость, может быть перемен-
ной величиной и даже тензором.

Следующие условия являются естественными 
на границе полупроницаемого включения [6]:
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где β  – коэффициент пропорциональности, 
который зависит от свойств среды, в частности, 
от ее проницаемости, и должен определяться 
эмпирическим путем; Ω  – область, занимае-
мая полупроницаемым включением. Первые 
два равенства описывают условия сохранения 
потока массы раствора и соли, третье условие 
вытекает из первого уравнения системы (1), из 
которого следует, что скачок химического по-
тенциала на границе сред приводит к конеч-
ной скорости течения раствора (осмотический 
эффект). Четвертое условие означает отсут-
ствие источников массы и позволяет устранить 
произвол, возникающий при решении зада-
чи в двухсвязной области. В случае наличия n 
включений в растворе такие условия должны 
выполняться для каждого из них. Наконец, по-
следние два условия означают непрерывность 
температуры и потока энергии.

Таким образом, система уравнений (1) с усло-
виями (2) на границах полупроницаемых вклю-
чений, условиями на остальных границах, не 
обладающих свойствами полупроницаемости, 
и начальными условиями представляет собой 
замкнутую математическую модель для описа-
ния фильтрации растворов в рассматриваемой 
пористой среде с полупроницаемыми включе
ниями. Рассмотрим осмотическую конвекцию 
на основе сформулированной математической 
модели.

2. ОСМОТИЧЕСКАЯ КОНВЕКЦИЯ

2.1. Постановка задачи
Пусть в бесконечной вертикальной плоско-

сти расположено полупроницаемое включение 
в виде круга произвольного радиуса (рис. 1). 
Вдали от включения невозмущенная концен-
трация убывает линейно с глубиной по закону
с с zs c= −0 γ  (ось z направлена вниз и отсчиты-
вается от центра круга). Считаем, что темпера-
тура среды также линейно убывает с глубиной 
таким образом, что плотность раствора с глуби
ной увеличивается незначительно, т.е. имеет 
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место устойчивая стратификация и не возни-
кает естественная гравитационная конвекция. 
Далее, для простоты считаем процесс изотер-
мическим, а плотность постоянной. Механи
ческое равновесие в таких условиях невозмож-
но и поэтому возникнет течение, вызванное 
осмосом. Необходимо найти стационарное ре-
шение задачи, описывающее данное течение.

Предполагаем, что концентрация соли внут
ри включения равна С c ,onst0 =  а проницаемость 
вне включения не слишком мала. Тогда можно 
не учитывать градиент концентрации в уравне-
ниях движения флюида в обеих средах и счи-
тать, что осмос проявляется за счет скачка кон-
центрации соли на границе включения. Кроме 
того, пренебрегаем выпадением соли в осадок, 
т.е. адсорбцией. Будем отсчитывать давление 
от гидростатического, а концентрацию – от 
начального невозмущенного распределения. 
Тогда, согласно (1), с учетом сделанных пред-
положений имеем следующие уравнения для 
области вне включения:
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и для области внутри круга (включения):
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Рис. 1. Модель задачи: 1 – проницаемая пористая 
среда; 2 – полупроницаемое включение; γ с  – гра-
диент концентрации соли; c0  – невозмущенная 
концентрация на глубине центра включения. 
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Граничные условия (2) в полярных коорди-
натах имеют вид
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2.2. Безразмерное представление задачи
Запишем задачу в безразмерном виде, вводя 

масштабы
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Здесь Ra  – осмотическое число Рэлея.

В безразмерном виде имеем следующие 
уравнения:
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Внутри включения
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Граничные условия
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2.3. Решение задачи
Опуская для краткости громоздкий вывод ре-

шения, приведем сразу его окончательный вид:
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Здесь Ψ  – функция тока; индексами e i,  обоз
начены величины, относящиеся к областям 
вне и внутри полупроницаемого включения 
соответственно.

Постоянные коэффициенты α , β , 1,2...,=k k k
определяются нелинейными алгебраическими 
уравнениями
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2.4. Одночленное приближение
Приведем отдельно одночленное приближе-

ние в явном виде. Если в рядах (10)–(11) огра-
ничиться только одним членом, получим сле-
дующее решение:
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3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Выражения (10)–(11), а в одночленном при-
ближении (12)–(13), представляют собой иско-
мое стационарное решение задачи в безразмер-
ном виде. Масштабы величин даны в (6). В этих 
решениях концентрация соли и давление отс
читываются от невозмущенных начальных 
распределений. Соответственно для определе-
ния безотносительных (полных) значений этих 
величин необходимо к ним добавить их началь-
ные невозмущенные значения. 

Отметим, что одночленное решение (12)–(13) 
в точности совпадает с решением, полученным 
в [21] в первом приближении по градиенту кон-
центрации γ с . Это решение позволяет наглядно 
увидеть характер зависимости различных вели-
чин от параметров задачи, включая осмотичес
кую силу.
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Обратим внимание на важное свойство полу
ченного решения. Из решения (10)–(11) или 
(12)–(13) не трудно заметить, что установившее
ся поле скоростей не зависит от концентрации 
соли внутри включения. Стационарное течение 
полностью определяется концентрацией рас-
твора вне включения и его свойством полупро-
ницаемости. Если градиент концентрации вне 
включения равен нулю или полупроницаемое 
включение отсутствует, то раствор будет на-
ходиться в механическом равновесии. Однако 
концентрация соли внутри полупроницаемой 
области имеет важнейшее значение, поскольку 
она вместе с концентрацией раствора вне вклю-
чения определяют величину и характер анома-
лии давления.

Из (10)–(11) следует, что решение в безразмер
ном исчислении зависит всего от нескольких 
параметров, в частности от осмотического 
числа Рэлея. Исходных же параметров задачи 
значительно больше. Поэтому данные значе-
ний безразмерных величин можно получить 
для разных значений исходных параметров. 
Безразмерные величины, использованные на 
рис. 2, можно получить, например, при следую
щих значениях исходных параметров:

Отсюда с помощью (6) для числа Рэлея полу-
чим значение Rao = 10.

Рассмотрим полученные результаты. Из 
рис. 2 следует, что во включении линии тока 
представляют собой почти прямые наклонные 
отрезки, вдоль которых растворитель движет-
ся верх. Вне включения раствор движется вниз, 
образуя в итоге замкнутые линии тока и ячей-
ки. Отметим, что в одночленном приближении 
линии тока внутри полупроницаемого вклю-
чения строго вертикальны, а вне включения 
симметричны относительно не только верти-
кальной, но и горизонтальной оси симметрии 
включения. В общем случае, как это видно из 
рис. 2, имеется асимметрия, и линии тока вне 
включения несколько вытянуты вниз. Вид-
но также, что по мере удаления от включения 

интенсивность конвекции падает. Таким обра
зом, исследованная модель показала, что в дан-
ных условиях возникает осмотическая конвек-
ция с замкнутыми линиями тока наподобие 
гравитационной конвекции. 

Из рис. 3a видно, что с ростом числа Рэлея 
расход растет, т.е. растет интенсивность кон-
векции. Одночленное решение дает неплохое 
приближение при небольших числах Рэлея, 
однако с ростом числа Рэлея оно все больше 
отклоняется от точного решения. Тем не менее, 
это простое решение может быть использовано 
для предварительной оценки скоростей филь-
трации и изучения свойств осмотической кон-
векции, как это сделано в [21]. Согласно рис. 3б, 
расход растворителя растет также и с ростом за-
данного градиента концентрации γ c  при фик-
сированном числе Рэлея и прочих параметров. 
При этом важно подчеркнуть, что число Рэлея 
также пропорционально γ c, т.е. конвекция за
висит от γ c  не только через число Рэлея, но и 
через граничное условие. С ростом градиента 

Рис. 2. Линии тока раствора в пористой среде c по-
лупроницаемым включением при: 

Цифрами показаны значения функции тока ψ . 
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концентрации γ c  отклонение одночленного 
приближения от точного решения также растет.

Рисунок 4a построен для предельного слу-
чая Rao = 0 , когда раствор покоится, однако 
он справедлив для произвольных достаточно 
малых чисел Рэлея, когда конвективным пере-
носом соли вне включения можно пренебречь, 
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Рис. 3. Зависимость средней скорости фильтрации растворителя через полупроницаемое включение: а – от чис-
ла Рэлея при ki/ke = 0.1  и γcr0 /c0 = 1/3; б – от приведенного градиента концентрации при Rao = 30. Пунктиром 
показано одночленное приближение решения. v0 = 0.03 м/год; c0 = 30 г/л; γcr0/c0 = 1/3 .
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по сравнению с молекулярной диффузией. Из 
рис. 4 видно, что в этом случае концентрация 
соли над включением увеличивается, а под 
включением уменьшается. При этом интен-
сивность конвекции, согласно рис. 3a, очень 
мала и равна нулю в предельном случае, ког-
да Rao = 0. Рисунок 4б, напротив, соответствует 
развитой конвекции, когда в основной области 

Рис. 4. Линии уровня безразмерной концентрации раствора с/с*  в пористой среде, содержащей полупроницаемое 
включение при с* = 25 г/л, γсr0 = 10 г/л, с0/γсr0 = 3, ki/ke = 0.1: Ra = 0 (a). Ra = 30 (б).
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конвективный перенос доминирует над диф-
фузией. Диффузия будет играть существенную 
роль лишь в пограничном слое вблизи границы 
включения. Как видно из рис. 4б, в этом слу-
чае, напротив, концентрация над включением 
уменьшается, а под включением растет. Это 
связано с тем, что развитая конвекция стремит-
ся выровнять распределение концентрации вне 
включения. Масштаб солености на рис. 4 равен 
25 г/л. Отметим, что линии уровня давления ка-
чественно аналогичны, поэтому не приводятся. 

На рис. 5 пунктиром показано невозмущен-
ное распределение концентрации соли, циф-
рой 1 обозначены кривые, справедливые для 
малых чисел Рэлея, т.е. когда конвекция очень 
слаба или отсутствует, кривые 2 соответствуют 
развитой конвекции. Из рисунков следует, что 
при малых числах Рэлея осмос приводит к ро-
сту концентрации соли над включением и ее 
уменьшению под включением, конвекция же 
стремится выровнять концентрации соли над 
и под включением. Концентрация соли внутри 
включения остается первоначальной, посколь-
ку включение не пропускает молекулы соли. 
Из рисунка видно так же, что образуются скач-
ки концентрации на границе включения, ха-
рактерные для осмоса. Масштаб солености на 
рис. 5 также равен 25 г/л.
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Как видно из рис. 6, если внутри полупрони-
цаемой области раствор более концентрирован-
ный (рис. 6а), то имеется положительная ано-
малия давления, в противном случае (рис. 6б) 
имеет место депрессия давления. Отметим, что 
во втором случае при некоторых значениях вход-
ных параметров давление внутри включения мо-
жет формально получиться отрицательным, что 
лишено физического смысла. Это будет означать, 
что в данном случае вся влага из полупроницае-
мого включения будет вытянута. Из рис. 6 с уче-
том рис. 5 следует, что перепад солености в 10 г/л 
вызывает аномалию давления порядка 1 МПа. 
Согласно [2], аномалии, вызванные осмосом, в 
глинистых породах осадочного бассейна могут 
достигать 20 МПа. Таким образом, в рассматри-
ваемом случае мы имеем аномалию давления, 
которая может быть значительной. 

Рассмотрим одно из возможных приложений 
полученных результатов. Случай, когда внутри 
включения имеется положительная аномалия 
солености раствора и соответственно положи-
тельная аномалия давления, в упрощенном 
виде рассматривался в работе [20] в связи с при-
ложением к криопэгам. Из-за сделанных упро-
щений наличие полученной выше конвекции в 
цитированной работе осталось незамеченным, 
однако аномалия давления в связи с аномалией 
солености была количественно оценена. В этой 

Рис. 5. Распределение концентрации соли в растворе с глубиной при  ki/ke = 0.1  и Rao = 0 (1); Rao = 30 (2)  
a – включение содержит сильно концентрированный раствор; б – включение содержит аномально слабо 
концентрированный раствор; γсr0 = 10 г/л, с0/γсr0 = 3, ki/ke = 0.1, c* = 25 г/л. 
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Рис. 6. Распределение безразмерного давления в растворе при ki/ke = 0.3 и Ra = 0 (1); Ra = 30 (2); p0 = 1.2 МПа: 
a – включение содержит сильно концентрированный раствор, избыточная концентрация равна С0–с0 = 36 г/л; 
б – включение содержит аномально слабо концентрированный раствор.

работе показано, что значительный объем по-
верхностной талой воды может мигрировать 
вниз под действием осмотического давления, 
связанного с криопэгом (линзой рассола). По-
казано, что достигаемое на глубине избыточное 
давление, вызванное скоплением воды в пла-
сте, может превышать предел прочности и вы-
зывать растрескивание мерзлого грунта. Если 
такие трещины распространяются на поверх-
ность, быстрое снижение давления на глубине 
может привести к разложению гидрата метана, 
выделению газа метана и механическому взры-
ву. Данный механизм рассматривается как воз-
можная причина образования кратеров в Сиби-
ри. Предполагается, что это описанное явление 
также может быть причиной образования пок-
марков на морском дне в мелкозернистых отло-
жениях, таких как ил и глина. Отмечается, что 
рассмотренный механизм способен значительно 
ускорить разложение гидратов метана, и перенос 
выделенного метана с глубины на поверхность 
в качестве парникового газа может влиять на 
потепление климата. Полученное выше более 
строгое решение задачи (см. рис.  5a–6a) под-
тверждает реалистичность данной гипотезы.

Рассмотрим теперь второй случай, когда вну-
три включения имеется отрицательная анома-
лия солености раствора и соответственно от-
рицательная аномалия давления (рис. 5б–6б). 
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Если внутри рассматриваемого включения 
имеются газогидраты, то депрессия давления 
может привести к их быстрому разложению, со-
провождаемому последующим ростом давления 
в пласте, вызванном скоплением освободивше-
гося газа. Это может привести к растрескива-
нию мерзлого грунта и даже к механическому 
взрыву [20]. Разница между обоими случаями 
заключается в том, что в первом случае депрес-
сия давления как триггер разложения газоги-
дратов появляется после первичного образо-
вания трещин и разломов из-за повышенного 
давления на первом этапе, а во втором случае 
депрессия давления вызвана изначально осмо-
сом из-за аномально низкой солености внутри 
полупроницаемой области. Таким образом, оба 
сценария выбросов метана имеют схожий ха-
рактер на поздней стадии. 

С другой стороны, возможно объяснение воз-
никновения “сухих” покмарков и без наличия 
газогидратов – просто в результате схлопыва-
ния геосреды из-за значительного уменьшения 
давления в опресненных зонах слабой солено-
сти. В этом случае на поверхности над опрес-
ненными зонами должны возникнуть ворон-
ки — “сухие” покмарки, которые наблюдаются 
в большом количестве на Чукотском плато Вос-
точно-Арктического шельфа [18, 19].
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе сформулированной математичес
кой модели рассмотрена осмотическая фильтра
ция соленой воды в осадочном слое, содержащем 
полупроницаемую область, насыщенную силь-
но или слабо концентрированным, по сравне-
нию с окружающей средой, раствором. Пока-
зано, что в обоих случаях может возникнуть 
осмотическая конвекция с замкнутыми лини-
ями тока наподобие гравитационной конвек-
ции. Эта конвекция, если она развитая, приво-
дит к выравниванию концентрации соли, т.е. к 
уменьшению разности концентрации соли над 
и под полупроницаемым включением. Пока-
зано, что в рассматриваемых условиях может 
возникнуть значительная депрессия давления в 
полупроницаемой области. Это может вызвать 
разложение газогидратов, при их наличии, с 
последующим повышением давления в пласте 
с возможным растрескиванием пласта и меха-
ническим взрывом с образованием кратеров. 

Рассмотренный осмотический механизм раз-
рушения осадочной толщи имеет два важных 
следствия:

1. Он не связан с обязательной разгрузкой 
флюидов или газов, что, как правило, подраз-
умевается при анализе покмарков или крате-
ров. Этот важный вывод позволяет правильно 
интерпретировать “сухие” покмарки, которые 
наблюдаются в разных местах, например, в юж-
ной части Чукотского плато [18, 19]. 

2. Достаточно часто встречаются поля пок-
марков в тектонически пассивных областях 
коры (например, Чукотское плато), где отсут-
ствовали деформации коры на протяжении до-
статочно продолжительных периодов времени 
(миллионы лет и больше). Поэтому осмотичес
кий механизм разрушения представляет собой 
альтернативный подход к интерпретации ге-
незиса покмарков по отношению к традици-
онному тектоническому подходу, который ос-
новывается на существовании так называемой 
полигональной системы разломов [18].
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OSMOTIC FILTRATION OF SALT WATER IN SEDIMENTARY STRATA 
CONTAINING SEMIPERMEABLE AREAS  

AND ITS POSSIBLE APPLICATIONS
M. M. Ramazanova,b, Academician of  the RAS L. I. Lobkovskyc,d,

N. S. Bulgakovaa,e, S. R. Gadzhimagomedovaa,e

aInstitute for Geothermal Research and Renewable Energy – Branch of Joint Institute  
for High Temperatures of the Russian Academy of Sciences, Makhachkala, Russia 

bSadovsky Institute of Geosphere Dynamics, Moscow, Russia  
сShirshov Institute of Oceanology of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia 
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Mathematical modeling and investigation of the filtration process of salt water in the sedimentary 
column, taking into account the phenomenon of osmosis, has been performed. It is shown that 
the osmotic interaction of salt and fresh water in a sedimentary column containing interlayers and 
inclusions of poorly permeable rocks (clays, silts, etc.) can lead to the appearance of zones of large 
pressure anomalies and the destruction of the geomedium. The proposed osmotic mechanism of 
destruction of the geomedium explains the formation of pockmarks and craters on the surface of passive 
areas of the crust that do not experience any movements and deformations for a long period of time. 
This mechanism is an alternative to the common point of view about a polygonal fault system of tectonic 
nature, on the basis of which marks on the seabed or craters in permafrost areas on land are explained. 
The mathematical model under study showed that under the conditions under consideration, convection 
of a solution with closed current lines occurs, similar to gravitational convection.

Keywords: saline solution, osmosis, generalized mathematical model, osmotic convection, sedimentary 
column, semipermeable areas, gas hydrates, pockmarks, craters, osmotic destruction of the geomedium
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Исследовано пространственное движение механической системы, состоящей из твердого тела 
и подвижной точечной массы, взаимодействующих друг с другом посредством незаданных 
внутренних сил. Задача состоит в построении такой траектории для точечной массы, при 
движении по которой твердое тело под действием силы взаимодействия с этой массой меняет 
свою ориентацию в пространстве по известной программе. Предполагается наличие действу­
ющих на оба объекта внешних сил, заданных как функции времени. Получена разрешенная 
относительно производных система из трех обыкновенных дифференциальных уравнений 
первого порядка, позволяющая решить задачу. Эти соотношения можно использовать для 
управления космическими аппаратами и робототехническими системами.

Ключевые слова: переориентация твердого тела, подвижная точечная масса, пространственное 
движение
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1. Способ перемещения технического  
устройства зависит от способа, которым оно 
взаимодействует с окружающей средой. Как 
правило, применяют внешние по отношению к 
корпусу движители: колеса, пропеллеры, ноги 
и т.п. Это создает проблемы, если окружающая 
среда агрессивна, поскольку трудно обеспечить 
герметичность корпуса. Если же среда ранима, 
что имеет место, например, при движении вну­
три человеческого организма, то традиционные 
движители могут ее повредить. Для управления 
пространственной ориентацией космических 
аппаратов широко используют реактивные 
двигатели, однако они расходуют рабочее тело, 
которое необходимо доставлять с Земли.

Менее распространенный способ переме­
щения заключается в применении подвижных 
масс, внутренних по отношению к корпусу [1, 2].  

Этот метод используют в микророботах [3–5] 
и в капсульных роботах, перемещающихся 
внутри трубопроводов [6]. Одномерные посту­
пательные движения в системах с внутренними 
подвижными массами широко описаны в науч­
ной литературе, например, [7, 8]. Рассмотрены 
различные виды сопротивлений со стороны 
внешних сред, в том числе вязкое и сухое тре­
ние, а также трение с зависящими от скорости 
движения линейным, квадратичным и более 
общими законами сопротивления. Найдена 
средняя скорость перемещения таких систем, 
получены оптимальные законы управления, 
обеспечивающие наибольшую среднюю ско­
рость, и оптимальные значения механических 
и геометрических параметров. Была проведе­
на экспериментальная проверка указанных 
результатов [9], подтвердившая их.

По сравнению с одномерным случаем дву­
мерные и трехмерные движения систем с внут­
ренними управляемыми подвижными массами 



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ	 том 517	 2024

60	 ШМАТКОВ	

гораздо сложнее [10]. Плоское движение таких 
систем при наличии сухого трения описано в 
[11], где рассмотрен в основном случай отсут­
ствия внешних сил. В случае, когда внутренняя 
масса мала по сравнению с массой твердого 
тела, найдено двумерное движение, обеспечи­
вающее максимально быстрое вращение твер­
дого тела вокруг неподвижной оси [12]. Случай 
произвольного соотношения масс рассмотрен 
в [13]. Движение по плоскости было также из­
учено в [14, 15]. Частные случаи трехмерного 
движения были исследованы в [16]. Трехмерная 
задача о пространственном развороте твердого 
тела при помощи подвижной массы в отсут­
ствии внешних сил была рассмотрена в [17], где 
маневр осуществляется с помощью серии по­
следовательных поворотов. Возможности при­
менения нескольких масс для решения той же 
задачи исследованы в [18]. В случае замкнутой 
механической системы для изменения ориен­
тации твердого тела по произвольной заданной 
программе при помощи одной подвижной мас­
сы было найдено точное аналитическое реше­
ние и условия, при которых оно существует [19].

Важный частный случай управления про­
странственной ориентацией твердого тела с 
помощью подвижной точечной массы воз­
никает при исследовании систем, в которых 
зависимость внешних сил от времени известна 
заранее, до начала маневра. В качестве при­
мера рассмотрим движение искусственного 
спутника Земли на низкой (от 400 до 1000 км) 
околоземной круговой орбите. В общем случае 
основными действующими на него моментами 
внешних сил являются гравитационный, аэро­
динамический и магнитный [20]. Эти моменты 
существенно зависят от ориентации спутника в 
пространстве, но меняются незначительно при 
изменении радиуса орбиты спутника, скажем, 
в пределах 100 м. Теперь возьмем дополнитель­
ное устройство, действием моментов внешних 
сил на которое можно пренебречь. Следова­
тельно, его можно рассматривать как матери­
альную точку. Предположим, что это устрой­
ство взаимодействует при помощи неких сил с 
указанным выше космическим аппаратом, не 
удаляясь от него более чем на десятки метров, 
и пусть программа изменения пространствен­
ной ориентации космического аппарата зада­
на. Тогда при сделанных допущениях можно 
полагать, что внешние силы, действующие на 

систему, состоящую из спутника и дополни­
тельного устройства, известны заранее как 
функции времени и не зависят от маневров 
этих двух объектов, вызванных силами взаимо­
действия между ними.

Основываясь на подходе, изложенном в [21], 
получим векторное обыкновенное диффе­
ренциальное уравнение первого порядка, раз­
решенное относительно производной неиз­
вестной функции и описывающее движение 
рассматриваемой механической системы.

2. Следуя [21], рассмотрим механическую 
систему, состоящую из твердого тела и взаимо­
действующей с ним подвижной материальной 
точки. Пусть тело имеет массу mb  и тензор 
инерции J  относительно своего центра масс, 
заданного в неподвижной системе координат 
вектором rb . Масса материальной точки равна 
mp, а ее положение определено вектором rp  в 
той же системе координат. Предположим, что на 
систему действуют внешние силы, описанные 
как известные функции времени. Необходимо 
найти такое движение материальной точки, 
чтобы ориентация твердого тела в пространстве 
изменялась по заранее заданной программе.

Поскольку центр масс тела в общем случае 
не остается в покое, то переориентацию будем 
рассматривать в кёниговых осях [22], т.е. в пос­
тупательно перемещающейся системе коор­
динат с началом в центре масс тела.

Заданную последовательность положений 
твердого тела в пространстве относительно 
кёниговой системы координат будем опи­
сывать с помощью ортогональной матрицы 
A = A(t). Тогда [22] компонентами вектора уг­
ловой скорости ω  в связанной с телом сис­
теме координат являются элементы косо­
симметрической матрицы  T=Ω A A� , причем 
точка над символом обозначает производную 
по времени. Это позволяет найти вектор 
относительного кинетического момента тела 
вокруг его центра масс в связанной с телом 
системе координат, равный произведению Jω, 
и построить его проекции в кёниговой системе 
координат, получив вектор b =K AJω .

3. По известным внешним силам можно по­
лучить главный вектор этих сил F, определяю­
щий изменение вектора rc  центра масс всей 
системы [22] согласно уравнению
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Заметим, что вектор rc  не зависит от выбора 
движения материальной точки, а потому может 
быть найден заранее по начальным условиям 
для тела и подвижной точки в момент времени 
t0 , которые будем полагать известными:

	 (2)
где rb0, vb0, rp0  и v p0  – заданные постоянные 
векторы. Кроме того, можно вычислить дейст­
вующий на тело относительный момент внеш­
них сил Mb  относительно центра масс тела, 
так как соответствующее движение тела тоже 
задано.

Для подвижной материальной точки вектор 
K p  относительного кинетического момента 
вокруг центра масс тела и вектор M p  относи­
тельного момента внешних сил в неподвижной 
системе координат определяются уравнениями
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Тогда с учетом соотношений (3) для всей сис­

темы в целом справедлива теорема об изменении 
относительного момента количеств движения [23]
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Воспользуемся первым соотношением из 

формул (3) и непосредственным дифференци­
рованием получим
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Из второго соотношения в формулах (1) сле­
дует, что
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Подставим выражения (5) и (6) в уравнение (4). 
Получим 

	 r r r F M Kp b p p p b bm−( ) × −( ) = −�� � . 	 (7)
Выразим из второго соотношения в форму­

лах  (1) вектор
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С помощью равенства (8) преобразуем урав­
нение (7) к виду
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Заметим, что согласно принципу относи­
тельности Галилея к вектору a p  можно доба­
вить вектор t t−( ) +0 1 0c c , где c1  и c0  – произ­
вольные постоянные векторы. Теперь введем 
величины

	 r r a r r ad p p s c p= − = −, .	 (10)
Векторы (10) позволяют записать уравне­

ние (9) в виде

	

m m m

m
p b p

b
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+( )
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(11)

Для сокращения формул введем [21] вектор

	
f M K=

+( ) −( )m

m m m
b

p b p
b b
� .

	
(12)

Заметим, что в общем случае этот вектор 
может зависеть не только от времени, но и от 
координат твердого тела и подвижной мате­
риальной точки, если от них зависят дейст­
вующие на рассматриваемые объекты внешние 
силы. Однако далее этот случай рассмотрен не 
будет.

С помощью обозначения (12) можно пред­
ставить уравнение (11) в форме [21]

	 r r r fd s d−( ) × =�� ,	 (13)
где вектор rs  известен, а вектор rd  необходимо 
найти с использованием начальных условий (2).

Введем вектор

	  ( ) ( )d s d s= − × −η r r r r� �	 (14)
и запишем уравнение (13) в виде

	 r r r r r r r fd s d s d s s−( ) × −( ) + −( ) × =�� �� �� .	 (15)
Тогда с помощью вектора (14) можно предста­

вить соотношение (15) в форме

	  ( ) .d s s+ − × =η r r r f� ��	 (16)
Будем обозначать скалярное произведение 

произвольных векторов ζ и χ как  ( ), .ζ χ
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Поскольку из равенства (13) следует, что 
r r fd s−( ) =, 0, а из равенства (14) вытекает, что 

 ( ), 0d s− =r r η , то можно искать вектор r rd s−  в 
форме

	 ,d s k− = ×r r η f	 (17)
где k  – неизвестная скалярная функция. 
Подставим выражение (17) в формулу (14) и 
раскроем двойное векторное произведение. 
Получаем

	  ( ) ( ),   , .− − + − =d s d sk kr r f η r r η f η� � � �	 (18)
Продифференцируем по времени тождество 

r r fd s−( ) =, 0 , вытекающее из равенства (13). 
Имеем

	 � � �r r f r r fd s d s−( ) + −( ) =, , .0	 (19)
Так как из соотношения (14) следует равенст­

во  ( ), 0d s− =r r η� � , то из уравнения (18) получаем

	 � �r r fd s k
−( ) = −, .

1
	 (20)

Подставим выражение (20) в формулу (19), учтя 
соотношения (17). Тогда  ( )1/ , 0,− + × =k k η f f�
откуда
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,
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×η f f�	
(21)

Заметим, что если подставить выражение  
(14) для вектора  η  в равенство (21) и 
раскрыть двойное векторное произведение 
с учетом формулы r r fd s−( ) =, 0 , то получим 
 ( ) ( )( ), , ,d s d s× =− − −η f f r r f r r f� �� � , откуда с помо­
щью тождества (19) имеем( ) ( )2, , ,× = −d sη f f r r f� �     
т.е. ( ), 0× ≥η f f� . Из формулы (20) следует, что 
знак величины k  противоположен знаку 
скалярного произведения � �r r fd s−( ),  и что 
значение k  может быть найдено всегда, когда 
это скалярное произведение не равно нулю. 
На основании соотношений (2), (14), (17) и  (21)
запишем уравнение (16) и начальные условия 
для его решения на том интервале времени, на 
котором � �r r fd s−( ) ≠, 0, в форме

	

( )( )
( )

( )

( ) ( )

0 0 0

0 0 0 0 0

sign , ( )
,

,

( ) ,

p c
s

p c p c

t

t

v v f
η η f r f

η f f

η r r v v

� ��
�

−
− × × =

×

= − × −	

(22)

где согласно формуле для вектора rc  из соотно­
шений (1) имеем
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4. В точках, где � �r r fd s−( ) =, 0 , уравнение (22)  
применять нельзя. Поскольку из равенства (14)  
следует, что  ( ), 0d s− =r r η� � , то из формулы (18)  вы­
текает, что в исследуемых точках  0=η . В работе 
[21] показано, что

r r f f f f f
f f

f f f f fd s k k
f

f− = + × = −
( )

= ( ) ( ) =⊥ ⊥ ⊥2 3 2
2 0� �

�
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(23)
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2 0� �
�

,
,

, , , , ,
	

где k2  и k3  – неизвестные функции времени. 
Из соотношения (19) при условии � �r r fd s−( ) =, 0  
получаем, что r r fd s−( ) =, � 0 . Тогда из фор­
мул (23) при неколлинеарности векторов f  и 
�f  следует, что k2 0= .  В общем случае условие 

 0=η  имеет вид

	
 ( ) ( )2 3 2 2 3 3 0.k k k k k kf f f f f f f f f� �� � � ��

⊥ ⊥ ⊥+ × × + + × + × =
	 (24)

Упростим выражение (24), взяв нулевое зна­
чение k2  и полагая величину k3  ненулевой. 
Получим

	 − + ×( ) =⊥
� � ��k f k2

2
3 0f f f f f, .	 (25)

Полагая векторы f  и f⊥  ненулевыми, имеем
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Для общего случая в работе [21] выведено 
соотношение
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(27)

Взяв k2 0=  в формулах (27) и подставив в 
них выражение (26) для величины �k2 , получим 
линейное уравнение относительно функции 
k3. Найдя последнюю и применив определе­
ние  (23), имеем для тех моментов времени t ,*  
когда � �r r fd s−( ) =, 0, формулу
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где правая часть должна быть вычислена при 
t t= * . Тогда в момент t*  вместо соотношения  
(22) следует использовать уравнение

	
 ( )( )* *, ( ) 0.p c st t− − × = =η r r r f η� ��	 (29)

Заметим, что формулы (28) и (29), в свою 
очередь, можно применять не всегда. Кроме 
того, из равенства нулю вектора η  не следует 
существование производной по времени от 
вектора rp  в тот же момент. Соответствующие 
особые случаи требуют отдельного анализа с при­
менением результатов, полученных в статье [21].

5. Рассмотрим пример использования полу­
ченных выше формул. Далее все размерные 
величины представлены в системе единиц СИ, 
а потому не будем указывать размерность. 

Предположим, что масса подвижной мате­
риальной точки mp = 0.1, и пусть твердое тело 
общей массой mb = 9/2 представляет собой 
восемь одинаковых материальных точек, свя­
занных между собой абсолютно жесткими 
невесомыми стержнями и расположенных в 
вершинах прямоугольного параллелепипеда, 
имеющего размеры 2 0 25,bx = .  2 0 12by = .  и 
2 0 065bz = . . Тогда главные центральные момен­
ты инерции можно вычислить по формулам

J m b b J m b b J m b bx b y z y b z x z b x y= +( ) = +( ) = +( )2 2 2 2 2 2, , .

(30)
	J m b b J m b b J m b bx b y z y b z x z b x y= +( ) = +( ) = +( )2 2 2 2 2 2, , .	
Согласно соотношениям (30) можно получить 

вектор Kb .
Пусть в момент времени t0  твердое тело по­

коится. Выберем неподвижную систему ко­
ординат так, чтобы в этот момент ее начало 
находилось на пересечении осей симметрии 
указанного прямоугольного параллелепипеда, 
а оси координат были параллельны осям сим­
метрии. Пусть внешние силы, действующие на 
все материальные точки системы, направлены 
вдоль положительного направления оси абс­
цисс, не зависят от времени и имеют проек­
ции Fpx = 2  для подвижной точки и  8 /bixF i= , 
i = 1 8, ,… , для точек, входящих в состав тела. Из 
формул (1) и (2) можно найти параметры движе­
ния центра масс всей системы:
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(31)

Пусть в начальный момент времени положе­
ние и скорость подвижной материальной точки 
заданы следующими векторами:

	

 ( )
( )

0

0

1.742, 0.3529, 0.8313 ,

0.3427; 0.4481; 0.6470 .

= − − −

= − −
p

p

r

v	
(32)

Вычисления с учетом формул (31) и началь­
ных условий (32) были проведены для слу­
чая, когда ну жно обеспечить вращение 
вокруг постоянного единичного вектора 
 ( )0.6000; 0.1000; 0.7937=ρ  с постоянной угловой 
скоростью ω = 2  в течение 1/4 с. На рис. 1 
показана траектория подвижной материальной 
точки в системе отсчета, жестко связанной 
с твердым телом. Положения материальной 
точки показаны с шагом 0 002.  по времени. Она 
движется справа налево.

Таким образом, полученные выше соот­
ношения можно применять для вычисления 
параметров такого движения материальной 
точки, которое обеспечивает заданное изме­
нение ориентации твердого тела в пространстве 
при наличии внешних сил, определенных как 
известные функции времени.

ИСТОЧНИК ФИНАНСИРОВАНИЯ

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского научного фонда (грант 23-11-00128).

Рис. 1.
‒3.2

‒2.4

‒0.35

‒0.25

‒0.15
‒1.5

‒1.0

‒1.5

‒1.0
z

z

x

y



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ	 том 517	 2024

64	 ШМАТКОВ	

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1.	 Xu J., Fang H. Improving performance: recent prog­

ress on vibration-driven locomotion systems // Non­
linear Dyn., 2019. V. 98. N 4. P. 2651–2669.

2.	 Liu Y., Chernousko F.L., Terry B.S., Chávez J.P. Spe­
cial issue on self-propelled robots: from theory to ap­
plications // Meccanica. 2023. V. 58. P. 317–319.

3.	 Schmoeckel F., Worn H. Remotely controllable mobile 
microrobots acting as nano positioners and intelligent 
tweezers in scanning electron microscopes (SEMs) / 
Proc. Intern. Conference Robotics and Automation. 
2001. IEEE, N.Y. P. 3903–3913.

4.	 Lampert P., Vakebtutu A., Lagrange B., De Lit P., Del-
chambre A. Design and performances of a one-degree-
of-freedom guided nano-actuator // Robot. Comput. 
Integr. Manuf. 2003. V. 19. N 1/2. P. 89–98.

5.	 Vartholomeos P., Papadopoulos E. Dynamics, design 
and simulation of a novel micro-robotic platform 
employing vibration microactuators // J. Dyn. Syst. 
Meas. Control. 2006. V. 128. N 1. P. 122–133.

6.	 Gradetsky V., Solovtsov V., Kniazkov M., Rizzotto G.G., 
Amato P. Modular design of electromagnetic mecha­
tronic microrobots / Proc. of 6th Intern. Conference 
Climbing and Walking Robots (CLAWAR). 2003. 
Catania, Italy. P. 651–658.

7.	 Черноусько Ф.Л. О движении тела, содержащего 
подвижную внутреннюю массу // ДАН. 2005. 
Т. 405. № 1. С. 56–60.

8.	 Bolotnik N.N., Figurina T.Yu., Chernousko F.L. Opti­
mal control of the rectilinear motion of a two-body 
system in a resistive medium // J. Appl. Math. Mech. 
2012. V. 76. N 1. P. 1–14.

9.	 Li H., Furuta K., Chernousko F.L. Motion generation 
of the Capsubot using internal force and static fric­
tion / Proc. 45th IEEE Conference on Decision and 
Control. 2006. San Diego, USA. P. 6575–6580.

10.	Zimmerman K., Zeidis I., Bolotnik N., Pivovarov M. 
Dynamics of a two-module vibration-driven system 
moving along a rough horizontal plane // Multibody 
Syst. Dyn. 2009. V. 22. N 2. P. 199–219.

SPATIAL REORIENTATION OF A SOLID BODY USING  
A MOVING MASS IN THE PRESENCE OF EXTERNAL FORCES 

SPECIFIED AS THE FUNCTIONS OF TIME
A. M. Shmatkova

aIshlinsky Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia 
Presented by Academician of the RAS F.L. Chernousko

The spatial motion of a mechanical system consisting of a rigid body and a moving point mass, 
interacting with each other by means of unspecified internal forces, has been studied. The task is to 
construct such a trajectory for a point mass, when moving along which a rigid body, under the influence 
of the force of interaction with this mass, changes its orientation in space according to a known 
program. It is assumed that there are external forces acting on both objects, specified as functions of 
time. A system of three first-order ordinary differential equations, resolved with respect to derivatives, 
is obtained, which allows solving the problem. These relationships can be used to control spacecraft 
and robotic systems.
Keywords: reorientation of a rigid body, moving point mass, spatial motion

11.	Chernousko F.L. Two-dimensional motions of a body 
containing internal moving masses // Meccanica. 
2016. V. 51, N 12. P. 3203–3209.

12.	Черноусько Ф.Л. Оптимальное управление 
движением двухмассовой системы // ДАН. 2018. 
Т. 480. № 5. С. 528–532.

13.	Шматков А.М. Поворот тела за кратчайшее 
время перемещением точечной массы  // ДАН. 
2018. Т. 481. № 5. С. 498–502.

14.	Bolotnik N., Figurina T. Controllabilty of a two-body 
crawling system on an inclined plane // Meccanica. 
2023. V. 58. P. 321–336.

15.	Figurina T., Knyazkov D. Periodic regimes of motion 
of capsule system on rough plane // Meccanica. 2023. 
V. 58. P. 493–507.

16.	Chernousko F.L. Controlling the orientation of a solid 
using the internal mass // J. Appl. Mech. Tech. Phys. 
2019. V. 60. N 2. P. 278–283.

17.	Naumov N.Yu., Chernousko F.L. Reorientation of a 
rigid body controlled by a movable internal mass // 
J. Comput. Syst. Sci. Int. 2019. V. 58. N 2. P. 252–259.

18.	Chernousko F. Reorientation of a rigid body by 
means of auxiliary masses // Meccanica. 2023. V. 58. 
P. 387–395.

19.	Shmatkov A.M. Objects changing the spatial orienta­
tion of a solid body by using mobile mass // J. Comput. 
Syst. Sci. Int. 2020. V. 59. N 4. P. 622–629.

20.	Белецкий В.В., Яншин А.М. Влияние аэродина­
мических сил на вращательное движение искус­
ственных спутников. Киев: Наук. думка, 1984. 
187 с.

21.	Shmatkov A.M. Changing the spatial orientation of 
a rigid body using one moving mass in the presence of 
external forces // Meccanica. 2023. V. 58. P. 441–450.

22.	Маркеев А.П. Теоретическая механика. М.: ЧеРо, 
1999. 572 с.

23.	Журавлев В.Ф. Основы теоретической механики. 
М.: Физматлит, 2008. 304 с. 



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. ФИЗИКА, ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ, 2024, том 517, с. 65–70

65

 ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ 

1Институт машиноведения им А.А. Благонравова 
Российской академии наук, Москва, Россия
2Институт механики и машиностроения  
Казанского научного центра  
Российской академии наук, Казань, Россия
3Институт механики  
Уфимского федерального исследовательского центра 
Российской академии наук, Уфа, Россия

*E-mail: ilgamov@anrb.ru

УДК 534.01:539.6

ПОДЪЕМ ПОДВОДНОГО ТРУБОПРОВОДА  
СОСРЕДОТОЧЕННОЙ СИЛОЙ

© 2024 г.   Член-корреспондент РАН М. А. Ильгамов1,2,3,*

Поступило 28.03.2024 г.
После доработки 20.06.2024 г.

Принято к публикации 21.06.2024 г.
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ной силой. Учитываются собственные веса трубы и транспортируемой среды, подъемная сила 
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1. Мероприятия по укладке трубопроводов 
на морское дно, а также по профилактике, ре­
монту и восстановлению их работоспособности 
связаны с приложением внешних поперечных 
сосредоточенных сил для подъема их опреде­
ленного участка. Под действием весов трубы 
и транспортируемой среды, выталкивающей 
силы воды, внутреннего и внешнего давлений, 
внешней сосредоточенной силы труба подвер­
гается изгибу. Анализу возникающих вопросов 
в указанных направлениях посвящено большое 
количество работ.

Вопросы изгиба и устойчивости трубопро­
водов изучены, например, в работах [1–6]. Об­
зор исследований статики и динамики трубо­
проводов дается в [7]. В [8] рассматривается 
сильный изгиб трубопровода сосредоточенной 
силой. Изгиб в процессе укладки на морское 
дно с борта судна рассматривается в работе [9]. 
При этом учитываются влияние осевых сил, 
немалость угла поворота осевой линии трубы, 

влияние собственного веса и выталкивающей 
силы воды.

Изгибом некоторой части подводного трубо­
провода сопровождается его всплытие. Может 
происходить всплытие даже при превышении 
веса трубопровода над выталкивающей силой 
воды, что объясняется одновременным прояв­
лением таких факторов, как температурное рас­
ширение трубы, неблагоприятный начальный 
изгиб, сложный механизм влияния среднего 
давления воды и транспортируемого газа и т.д. 
Эти вопросы рассмотрены в статьях [5, 10, 11]. 
Указана роль нелинейных факторов, которые 
сильно осложняют анализ. В частности, труд­
но получить обозримое решение в случае дей­
ствия не одной, а нескольких подъемных сил, 
что имеет место практически.

Приведенный в данном сообщении линей­
ный подход позволяет получить обозримые ре­
зультаты по влиянию на подъем большего чис­
ла входных параметров, например, нескольких 
сосредоточенных подъемных сил. Кроме того, 
устанавливаются явные зависимости между из­
гибной жесткостью, внешними силами, эффек­
тивным весом трубопровода и его длиной, под­
вергнутой подъему. Прямая задача состоит в 
определении изгиба трубопровода, в частности, 
подъема участка под сосредоточенной силой до 
поверхности водоема, при заданных весовых 
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и жесткостных характеристиках, условиях за­
крепления, заданных значениях сосредоточен­
ных сил и длины поднятого участка. Под об­
ратной задачей подразумевается определение 
длины поднятого участка и сосредоточенных 
сил при заданных других входных параметрах.

2. На рис. 1 приводится схема трубопровода 
с длиной поднятой части 2L, находящегося в 
водоеме с горизонтальным дном и глубиной H. 
Предполагается, что подъем трубы сосредото­
ченной силой  P не превышает глубины H, фор­
ма ее является пологой кривой, угол поворота 
осевой линии мал по сравнению с единицей, 
поперечное сечение остается круговым и пер­
пендикулярным к осевой линии. Будем считать 
L/H > 10. Гидродинамические силы на трубу, 
возникающие в результате ее обтекания водой, 
а также скорость течения транспортируемой 
среды не учитываются.

Труба может состоять из одного слоя, двух 
и трех концентрических слоев. В последнем 
случае средним слоем является бетонный ци­
линдр, третьим – внешняя тонкостенная обо­
лочка. В случае двухслойной трубы распреде­
ленная поперечная сила на единицу длины q и 
изгибная жесткость D равны:
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(1)

где q0, qg, qf – веса трубы и транспортируемой 
среды единицы длины, а также подъемная сила 
воды. Rg, Rf – внутренний радиус внутренней 
трубы и внешний радиус внешней трубы, h1, ρ1, 
E1 и h2, ρ2, E2 – толщины стенок, удельные веса 
и модули упругости материалов внутренней и 
внешней труб, ρg, ρf – удельные веса сред внут­
ри и вне трубы.

Ввиду симметрии системы (рис. 1) граничные 
условия относительно прогиба w(x) имеют вид

	

3

30,       ( 0),
2

0,    0   ( ).

dw d w PD x
dx dx

dww x L
dx

= = =

= = =	

(2)

В линейном уравнении статического изгиба 
трубопровода [11]

	
D

d w

dx
p R p R

d w

dx
qg g f f

4

4
2 2

2

2
+ −( ) = −π

			 
,        (3)

pg, pf  – давления сред внутри и вне трубы на уров­
не осевой линии. Давление p p H wf f= + −0 ρ ( )  
меняется от значения p Hf0 + ρ  на дне водоема 
до атмосферного давления p0 на поверхности 
воды. Ввиду принятого отношения L H > 10  и 
глубины H ≤ 10 м изменение давления по всей 
длине поднятой части происходит плавно, а 
максимальное значение p f ≈ 0 2.  МПа. При 
этом внутреннее давление pg может быть боль­
шим, например в газопроводах pg ≈ 12 МПа. Од­
нако при подъемных работах оно сбрасывается. 
Если в оценках функцию прогиба w(x) принять 
в виде cos( )πx L + 1 , то отношение второго чле­
на в уравнении (3) к первому имеет порядок 

p R p R L Dg g f f
2 2 2 1−( ) −( )π  и мало по сравнению с 

единицей. Поэтому в дальнейшем анализе вто­
рой член в (3) опускаем. Исключим из рассмо­
трения случаи направления силы вниз (P < 0) и 
превышение подъемной силы воды над весом 
трубы и транспортируемой среды (q < 0). Значе­
ние q < 0 соответствует всплытию трубопровода 
без приложения подъемной силы.

Принятые выше допущения относительно 
глубины водоема и давлений позволяет более 
наглядно рассмотреть обратную задачу. Удов­
летворяя решение уравнения (3) без второго 
члена в левой части

w
qx

D
ax bx

cx d= − + + + +
4 3 2

24 6 2

условиям (2), получаем выражение для прогиба

	
23 2 3 4 2

2 3 2

3 21 1 .
24 24
PL x x qL xw
D L L D L

   
= − + − −      

. 	  (4)

H

P

W

L L

z x

Рис. 1. Схема подъема участка длинного трубопро­
вода, находящегося на дне водоема, сосредоточен­
ной силой.
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Однако из этого решения при заданных 
значениях веса q, жесткости D, силы P нельзя 
определить прогиб, так как неизвестна длина 
2L поднятой части трубопровода.

3. Для определения L можно исходить из вы­
ражения полной потенциальной энергии систе­
мы [12]

П
D d w

dx
dx

P
W q wdx

L L

=






− +∫ ∫2 2

2

2
0

2

0

,

где W  =  w(0) – прогиб трубопровода в месте 
приложения силы P. Ввиду симметрии задачи 
относительно x = 0 и в соответствии со вторым 
условием (2) здесь учитывается работа силы P/2. 
С учетом (4) получаем

	
П

L
D

P PqL q L= − + −





3
2 2 2

96
2

16
15				           

.
	

Из условия экстремума ∂ ∂ =П L 0  находим 
уравнение и его корень

	
L

P
q

L
P

q
L

P
q

2
2

2

3
2

9

16
0

3
4

− + = =, .   
	

(5)

Более простым является условие равновесия 
трубопровода, когда участок его под силой P 
(x = 0) поднят до уровня W, в частности, до по­
верхности водоема H–Rf  ≈ H. Из (4) получаем 
выражение

	
P

DW

L
qL= +24

3
,

 	
(6)

откуда следует, что часть силы P идет на пре­
одоление реакции изгибной жесткости при 
поднятии до уровня W, а другая часть – на пре­
одоление половины веса трубопровода длиной 
2L (не всего веса 2qL). Минимальное потребное 
значение силы P достигается при длине подъе­
ма 2L, определяемой из условия ∂ ∂ =P L 0. Под­
становка сюда выражения (6) дает

	
L

DW
q

= 





72
1
4

.
	

(7)

Чем больше изгибная жесткость и высота 
подъема, меньше вес трубопровода (с учетом 
влияния жидкости), тем больше длина его под­
нятой части. Значение силы через исходные па­
раметры и стрелу подъема получаем, исключив 
в (6) длину L по (7):

	
P Dq W= ( )4

3
72 3

1
4

	                                 
.	 (8)

Потребная сила для подъема участка трубо­
провода, в частности, до поверхности воды 
(W = H), приближенно равна P Dq H≈ 4 3 1 4( ) . Та­
ким образом, чем больше изгибная жесткость, 
вес трубопровода и высота подъема, тем больше 
потребная сила. Но имеется слабая зависимость 
P от DW. Например, при увеличении высоты 
подъема в два раза потребная подъемная сила 
увеличивается менее чем на 19%. Более сильная 
зависимость есть от веса. При увеличении его 
в два раза потребная подъемная сила возрастет 
на 68%. 

Исключив DW в (7) и (8), получаем значение 
полудлины подъема через силовые факторы 
L P q= 3 4 , что совпадает с (5). Длина поднятия 
трубопровода прямо пропорциональна подъем­
ной силе и обратно пропорциональна весу тру­
бопровода единичной длины.

Из (8) следует также зависимость W от P:

	  			 

 4

3

0.0044= PW
Dq

,                         (9)

которая свидетельствует о сильной зависимо­
сти стрелы подъема от подъемной силы.

Возможен случай, когда заранее неизвестна 
не только длина L, но и глубина H. Для опре­
деления последней может быть использован 
способ догружения системы. Дополнительная 
малая подъемная сила ∆P  определяется дина­
мометром, как и сила P. Соответствующий ма­
лый подъем ∆H  также определяется экспери­
ментально (или деформации верхней линии на 
внешней поверхности). Подставляя вместо P и 
H в (9) суммы P P+ ∆ , H H+ ∆ ,  получаем

H
P P

Dq
H=

+( ) −
∆

∆
4

3230                                                       
.

4. По (4) изгибающий момент равен

	                                                              M P L x q L x= − ( ) −( ) + ( ) −( )4 2 6 32 2 .	 (10)

В случае снижения веса трубы и внутренней 
среды до значения подъемной силы воды (в (1) 
q q qg f0 + → , q → 0 ) прогиб и изгибающий мо­
мент являются кососимметричными относи­
тельно середин полудлин, т.е. точек перегиба 
x L= ± 2 . Максимальный момент M PL= ∓ 4  
возникает в точках x L= 0,  ∓ . В этом анали­
зе условия (2) сохраняются. В соответствии 
с (5) устойчивое равновесное положение может 
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быть только при сильном увеличении L. Тогда 
приходим к задаче всплытия трубопровода [11]. 
При q ≠ 0  в соответствии с (10) и (5) точки пе­
региба перемещаются в сторону приложения 
сосредоточенной силы P и имеют координаты 
x L= ± 3  (вместо ± L 2  в случае q = 0). Макси­
мальное значение момента находится в точках 
x L= ± 2 3 , а при x = L оно обращается в нуль. 

Таким образом, при x = L нулевыми являются 
не только прогиб и угол поворота (условия (2)), 
но и кривизна осевой линии. Перерезывающая 
сила равна Q dM dx P qx.= = −2  В соответст­
вии с (5) Q x L qL( )= = − 3. Опорная реакция 
равна qL 3 . Как видно из второго условия (2), 
Q x P qL( )= = =0 2 2 3.

Представляет интерес отношение половины 
длины подъема L к глубине водоема W = H – Rf ≈ H. 
Определение его нужно и для обоснования 
принятого выше допущения L H > 10 . Рассмот­
рим однослойную стальную трубу с модулем 
у пру гости  5 11 22 10  МПа 2 10  кг/(м с ),E = ⋅ = ⋅ ⋅
удельным весом ρ = 76 520 кг/(м·с)2 , внутрен­
ним радиусом Rg  =  0.6  м, толщиной стенки 
h = 0.03 м. Примем значения удельных весов 
среды внутри трубы ρg=  8830 кг/(м·c)2, мор­
ской воды ρf  = 10 000 кг/(м·c)2, глубины водоема  
H = 10 м. В соответствии с (1) и (7) q = 6400 кг/с2, 
D = 44 · 108 кг·м3/с2 и L ≈ 150 м. Таким образом, 
отношение L H = 15  и допущение L H > 10  со­
блюдается. Соответствующая потребная подъе­
мная сила по (8) P = 1.27·106 кг·м/с2 = 1.27 МН. 
Наиболее неблагоприятная оценка имеет место 
в случае подъема трубы, находящейся на зем­
ной поверхности (ρf = 0). Тогда q = 18 880 кг/с2, 
L = 114 м. 

5. Подъем трубопровода может осущест­
вляться не одной, а несколькими сосредоточен­
ными силами (рис. 2). Рассмотрим равновесие 
трубопровода под действием двух сосредото­
ченных сил P и P1 и силы веса q. Предполагаем, 
что расстояние l1 > 0 между P и P1 задано (опре­
деляется в соответствии с техническими нор­
мами). Ввиду линейности задачи относительно 
w(x) общий подъем определяется суммой подъе­
мов под действием сил P и P1 при полудлинах 
поднятой части L и L1. Прогиб w1(x) под дей­
ствием силы P1 и соответствующая полудлина 
L1 даются выражением (4), где вместо P, L, w 
нужно подставить P1, L1, w1. При этом оставим 
начало координаты (x = 0) в точке под силой P, 

поэтому l1 > 0 и в (4) вместо x нужно подставить 
x – l1. Итак,
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q L x P

x l

P L L x l x l

L P q	

(11)

где индекс α при квадратных скобках означает 
изменение x в пределах − ≤ ≤L x 0 , а индекс β – 
в пределах 0 ≤ ≤x L . Аналогично индексы α1 и 
β1 – в пределах − + ≤ ≤L l x l1 1 1  и 1 1 1.l x L l≤ ≤ +  
Индекс γ означает изменение x в области 
− ≤ ≤L x L.

Простое решение (11) является сугубо при­
ближенным, так как в нем L и L1 определены 
неточно. Точное решение можно получить, ис­
ходя из условий непрерывности функций про­
гиба, углов поворота, изгибающих моментов и 
перерезывающих сил с учетом сосредоточен­
ных сил при x = 0 и x l= 1. Обозначая функции 
прогиба на трех участках через w0, w1, w2, запи­
шем указанные условия в виде

P

L l1 L1

P1

z x

Рис. 2. Схема подъема участка длинного трубопро­
вода двумя сосредоточенными силами.
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При этом условия (4) на концах всего подня­
того участка трубопровода сохраняются.

6. Анализ подъема участка трубопровода 
сосредоточенной силой на основе линейной 
теории изгиба позволяет выразить простыми 
зависимостями удельные веса материала тру­
бы, транспортируемой среды и окружающей 
жидкости, характеристики упругости и попе­
речного сечения трубы, необходимую подъем­
ную силу, длину подъема трубопровода. Воз­
можно обобщение на случай произвольного 
числа сосредоточенных подъемных сил. Такой 
анализ является необходимым первым шагом 
в решении задачи с учетом нелинейностей, 
большой глубины водоема и других факторов, 
что возможно с помощью численных методов. 
Показано совпадение значений длины подъе­
ма трубопровода, определенных из минимиза­
ции полной потенциальной энергии системы 
и функции сосредоточенной подъемной силы 
от входных параметров. Длина поднятой части 
равна отношению подъемной силы к весу тру­
бопровода, умноженному на 4/3. Установлено, 
что две трети веса поднятого участка трубопро­
вода воспринимается подъемной сосредоточен­
ной силой, одна третья часть веса – на концах 
участка (на опорах). Приведенные здесь резуль­
таты справедливы в случае малого отношения 
глубины водоема к длине поднятого участка 
трубопровода.

В приведенной постановке задачи предпола­
гается, что максимальный подъем не превыша­
ет уровня поверхности водоема. Если участок 
длиной l около места приложения подъемной 
силы P становится выше этого уровня, то в 
соответствующем уравнении (3) распределен­
ную силу q по (1) нужно принимать без учета 
выталкивающей силы воды (ρ f = 0). В таком 
случае при x  =  l ставятся условия равенства 
прогибов, углов поворота, изгибающих момен­
тов и перерезывающих сил слева и справа от 
сечения x = l.

Как известно, в линейной теории упруго­
сти, в сопротивлении материалов, теории из­
гиба тонкостенных пластин и оболочек пере­
мещения и деформации линейно зависят от 
поперечных сил. Особенность рассмотренной 
здесь задачи состоит в том, что под действи­
ем поперечной сосредоточенной силы дли­
на поднятого участка балки, стержня, трубы 

(находящихся на горизонтальной плоскости и 
подвергнутых изгибу) прямо пропорциональна 
этой силе и обратно пропорциональна их весу, а 
высота (стрела) подъема прямо пропорциональ­
на четвертой степени сосредоточенной силы и 
обратно пропорциональна кубу веса единич­
ной длины. Увеличение подъемной силы в два 
раза приводит к увеличению стрелы подъема 
в 16 раз. Такая сильная зависимость прогиба 
от сил выглядит необычной. Это объясняется 
зависимостью длины, подвергнутой подъему, 
от приложенных сил.
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UNDERWATER PIPELINE LIFTING BY CONCENTRATED FORCE 
Corresponding Member of the RAS M. A. Ilgamov1,2,3,*
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2Institute of Mechanics and Engineering, Kazan Scientific Center, Russian Academy of Sciences, Kazan, Russia 
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We consider a static linear bending of a pipeline when it is lifted by a concentrated force. The weights 
of the pipe, the transported medium and the lifting force of the water are taken into account. It is 
assumed that the length of the raised section of the pipeline is greater than the depth of the reservoir. 
A parametric analysis of the influence of the weight and rigidity characteristics of the pipeline on the 
required lifting force is given.

Keywords: pipeline, lift, concentrated force, length of the raised section
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Исследованы перспективы достижения углеродной нейтральности экономически развитыми 
странами (США, ЕС, Норвегия, Канада, Япония, Австралия). Выполнен анализ структуры 
энергетики и землепользования в этих странах. Разработаны сценарные оценки динамики 
углеродных показателей экономик ведущих стран мира. Показано, что существующие тем-
пы декарбонизации и развития индустрии улавливания и хранения углерода не позволяют 
гарантировать достижение климатической нейтральности к 2050 г. даже в ведущих экономи-
ках мира. Центральной проблемой в достижении климатической нейтральности становится 
быстрое и масштабное внедрение технологий улавливания и хранения углерода во всех ее 
возможных проявлениях. Все исследованные страны, кроме Японии, располагают собствен-
ными возможностями для захоронения углерода на период более ста лет. Для достижения 
климатической нейтральности ведущим странам ОЭСР к 2050 г. необходимо будет обеспечить 
ежегодное захоронение не менее 6 млрд т CO2, что почти в 25 раз превосходит их современные 
мощности (действующие, строящиеся и находящиеся в стадии проектирования). Несмотря на 
то, что проблема изменения климата занимает едва ли не лидирующее место в мировой по-
вестке, действительные результаты усилий в этой области далеки от декларируемых. Удержать 
потепление в пределах 1.5°С сейчас уже нереально и при нынешних темпах декарбонизации, 
достигнутых даже мировыми лидерами, скоро и оборона второго критического рубежа в 2°С 
окажется под угрозой.

Ключевые слова: экономически развитые страны, энергетика, эмиссия и поглощение парни-
ковых газов, климатическая нейтральность, сценарии
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2023-й год оказался самым теплым в исто-
рии инструментальных наблюдений и завер-
шился установлением поразительного рекорда 
среднеглобальной температуры, превысившей 
(по данным CRU ) доиндустриальный (1850–
1900 гг.) уровень на 1.46°С. При этом прежний 
рекорд 2016  г. был превышен сразу на 0.17°С, 
что является беспрецедентным событием за 
всю эпоху инструментальных наблюдений. 

Климатически значимая средняя за десятиле-
тие (2014–2023 гг.) аномалия среднеглобальной 
температуры составила 1.21°С, и, таким обра-
зом, мир оказался в шаге от достижения рубе-
жа в 1.5°С, что однозначно рассматривается ми-
ровым сообществом как крайне нежелательное 
событие. При сохранении достигнутых в по-
следние 30 лет скоростей потепления примерно 
в 0.2°С за декаду следует ожидать, что крити-
ческий рубеж будет преодолен уже в середине 
2030-х гг.

Мировое сообщество в последние 30 лет 
предпринимает значительные усилия для 
борьбы с опасным потеплением, и централь-
ное место в них занимают мероприятия по 
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сокращению эмиссии парниковых газов (ПГ), 
вплоть до достижения т.н. климатической ней-
тральности, когда эмиссия ПГ уравновешива-
ется их стоком в естественные или антропоген-
ные резервуары [1–9].

В своих недавних работах  [10–12] авторы 
исследовали возможности решения Россией 
поставленной задачи в области охраны клима-
та – достижения к 2060 г. углеродной нейтраль-
ности национальной экономики. Нами было 
показано, что, несмотря на существенный по-
тенциал снижения выбросов парниковых газов 
в различных отраслях экономики [13–15], наша 
страна пока значительно отстает от развитых 
экономик мира по темпам снижения «угле-
родного следа», что серьезно затрудняет сво-
евременное достижение поставленных задач. 
К таким же выводам приходят авторы других 
исследований [16–20].

В настоящей работе мы постараемся найти 
ответ на вопрос, способны ли страны, которые 
в настоящее время являются лидерами декар-
бонизации мировой экономики, достичь своих 
амбициозных целей в установленные ими сро-
ки (табл. 1).

Для детального анализа нами были выбраны 
шесть представителей из числа наиболее разви-
тых промышленных стран: США и ЕС (вклю-
чая Великобританию) как крупнейшие эконо-
мики мира, Канада и Норвегия как ведущие 
экспортеры нефтегазовых энергетических ре-
сурсов, Австралия, для которой уголь является 
основой национальной энергетики и важной 

статьей экспорта, и, наконец, Япония – как 
технологически высокоразвитая страна, почти 
лишенная собственных природных энергоре-
сурсов. Основные энергетические показатели 
избранных для исследования стран приведены 
в табл. 2. Данные табл. 2 показывают, что, не-
смотря на постепенное и неуклонное снижение 
их доли потребления всех видов энергии, из-
бранные страны продолжают занимать видное 
место в мировом энергобалансе, в сумме пред-
ставляя около 90% энергетики Организации 
экономического сотрудничества и развития 
(ОЭСР).

Избранные для исследования страны явля-
ются ключевым элементом современного пост
индустриального общества, характеризуемого 
насыщением энергопотребления (рис. 1), когда 
приходящееся на душу населения потребление 
первичной энергии (нефть, газ, уголь, электро-
энергия ГЭС, АЭС и ВИЭ) стабилизировалось 
на уровнях, в основном определяемых при-
родно-географическими условиями [22]. Более 
того, в последние 15–20 лет во всех исследуе-
мых странах наблюдается даже некоторое сни-
жение этого показателя, вызванное не только 
структурными изменениями в экономике, по-
вышением энергоэффективности, но также 
климатическими изменениями, в результа-
те которых в странах умеренного и холодного 
климата происходит уменьшение затрат энер-
гии на отопление.

За период 1990–2022  г. в топливно-энерге-
тическом балансе развитых стран произошли 

Таблица 1. Добровольные обязательства по снижению эмиссии парниковых газов сторон Рамочной 
конвенции ООН по изменениям климата (РКИК) по данным UNFCCC (2024)

Сторона РКИК Базовый год
Эмиссия, в % к базовому году* Год достижения

в 2030 г. в 2050 г. пика 
эмиссии

климатической 
нейтральности

США 2005 72–74 (48–50) 20 (0) 2007 2050

ЕС 1990 60 (45) 5 (0) 1990 2050

Канада 2005 70 (55–60) 20 (0) 2007 2050

Япония 2005 76 (54) 0 2013 2050

Норвегия 2005 45–50 0 2004 2050

Австралия 2005 72–74 0 2018 2050

*Примечание. Указаны первоначальные (2016  г.) и актуальные (в скобках, по состоянию на 01.03.2024)  
обязательства стран-участниц РКИК.
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Таблица 2. Объемы потребления и добычи различных энергоресурсов по данным [21]

Энерго-
носи-
тель

Год Ед. 
изм.  Канада США Норве-

гия
Авст
ралия

Япо-
ния ЕС28 6 

стран
ОЭСР

Мир 
в целом

П
от

ре
бл

ен
ие

Н
еф

ть

1990
ЭДж

3.47 33.50 0.38 1.35 10.67 29.03 78.40 85.2 135.64
2022 4.27 36.15 0.36 2.07 6.61 24.80 74.26 88.0 190.69
1990 %: от 

мира
2.6% 24.7% 0.3% 1.0% 7.9% 21.4% 57.8% 62.8%

2022 2.2% 19.0% 0.2% 1.1% 3.5% 13.0% 38.9% 46.1%

Га
з

1990
ЭДж

2.30 18.61 0.08 0.60 1.81 12.46 35.87 36.0 70.13
2022 4.38 31.72 0.14 1.50 3.62 14.95 56.31 64.7 141.89
1990 %: от 

мира
3.3% 26.5% 0.1% 0.9% 2.6% 17.8% 51.1% 51.3%

2022 3.1% 22.4% 0.1% 1.1% 2.5% 10.5% 39.7% 45.6%

У
го

ль

1990
ЭДж

1.14 19.22 0.03 1.60 3.27 19.09 44.34 45.6 93.26
2022 0.39 9.87 0.03 1.55 4.92 7.19 23.94 28.9 161.47
1990 %: от 

мира
1.2% 20.6% 0.0% 1.7% 3.5% 20.5% 47.5% 48.9%

2022 0.2% 6.1% 0.0% 1.0% 3.0% 4.5% 14.8% 17.9%

А
Э

С

1990
ЭДж

0.74 6.20 – – 1.99 8.12 17.05 17.7 20.44
2022 0.78 7.31 – – 0.47 5.91 14.47 16.1 24.13
1990 %: от 

мира
3.6% 30.4% – – 9.7% 39.7% 83.4% 86.7%

2022 3.2% 30.3% – – 1.9% 24.5% 60.0% 66.8%

ГЭ
С

1990
ЭДж

3.15 3.11 1.29 0.16 0.93 3.09 11.72 13.1 22.98
2022 3.7 2.4 1.2 0.16 0.70 2.65 10.88 13.2 40.68
1990 %: от 

мира
13.7% 13.5% 5.6% 0.7% 4.0% 13.4% 51.0% 57.1%

2022 9.2% 6.0% 2.9% 0.4% 1.7% 6.5% 26.7% 32.5%

ВИ
Э

1990
ЭДж

0.05 0.73 ^ 0.01 0.13 0.21 1.13 1.2 1.73
2022 0.59 8.43 0.16 0.70 1.53 9.99 21.40 23.5 45.18
1990 %: от 

мира
2.6% 42.5% 0.1% 0.5% 7.4% 12.2% 65.4% 71.6%

2022 1.3% 18.7% 0.4% 1.6% 3.4% 22.1% 47.4% 52.1%

Д
об

ы
ча

 

Н
еф

ть

1990
млн т

92.76 416.62 82.14 30.28   129.70 751.49 917.1 3157.93
2022 273.98 759.46 88.95 17.49   52.99 1192.88 1331.8 4407.19
1990 %: от 

мира
2.9% 13.2% 2.6% 1.0% 0.0% 4.1% 23.8% 29.0%

2022 6.2% 17.2% 2.0% 0.4% 0.0% 1.2% 27.1% 30.2%

Га
з

1990 млрд 
м3

103.45 483.38 25.29 20.61   190.21 822.93 833.5 1969.72
2022 185.02 978.55 122.85 152.82   79.29 1518.52 1589.1 4043.82
1990 %: от 

мира
5.3% 24.5% 1.3% 1.0% 0.0% 9.7% 41.8% 42.3%

2022 4.6% 24.2% 3.0% 3.8% 0.0% 2.0% 37.6% 39.3%

У
го

ль

1990
млн т

68.33 933.56   213.14 8.26 1080.05 2303.34 2331.3 4764.25
2022 45.09 539.40   443.43 0.70 369.21 1397.82 1507.2 8803.37
1990 %: от 

мира
1.4% 19.6% 0.0% 4.5% 0.2% 22.7% 48.3% 48.9%

2022 0.5% 6.1% 0.0% 5.0% 0.0% 4.2% 15.9% 17.1%
Примечание. Пересчет электроэнергии, выработанной на ГЭС, АЭС и за счет ВИЭ, в первичную энергию про-
изводился методом оценки затрат органического топлива на ее эквивалентную выработку на ТЭС с учетом 
среднемирового КПД тепловой генерации – 36% в 1990 г. и 40.7% в 2022 г.
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значительные изменения (рис.  2а). Во всех 
странах заметно (в 1.5–3 раза) снизились объе-
мы потребления угля и его доля в энергобалан-
се (за исключением Японии, где после аварии 
на АЭС Фукусима в 2011 г. выработка закры-
тых атомных станций была временно замещена 
угольными ТЭС) и в 1.5–2 раза выросла доля 
природного газа в национальном энергопотре-
блении. Также для всех этих стран характерен 
многократный рост использования ВИЭ. Доля 
безуглеродных источников энергии (ГЭС, АЭС 
и ВИЭ) в суммарном потреблении первичных 
энергоресурсов составила в 2022 г. более 70% в 
Норвегии, около 45% в Канаде, более 30% в ЕС 
и 15–20% в США, Японии и Австралии.

В электроэнергетике эти изменения еще 
более заметны (рис.  2б). Во всех рассматри-
ваемых странах, кроме Японии, значительно 
(в 1.7–3.3 раза) сократилась доля угля в произ-
водстве электроэнергии и примерно в такой же 
мере увеличилась доля природного газа (в Ка-
наде – в 6 раз), а также повысился вклад безу-
глеродной выработки (включая ГЭС и АЭС) за 
счет развития ВИЭ-генерации, достигнув более 
80% в Канаде, более 60% – в Евросоюзе, около 
40% в США и более 30% в Австралии. Даже в 
Норвегии, где практически вся электроэнергия 
и ранее вырабатывалась на ГЭС, получила раз-
витие ветрогенерация, обеспечив увеличение 
средней выработки на 10%. Единственным аут-
сайдером в этом процессе является Япония, где 
возобновляемым источникам не удалось пока 
заместить выработку закрытых АЭС.

Согласно сценарию STEPS (Stated Policies 
Scenario) Международного энергетического 

агентства  [23], предполагающему последова-
тельную реализацию уже заявленных нацио-
нальных программ декарбонизации, к 2050 г. 
доля безуглеродных энергоресурсов в ЕС до-
стигнет 65%, а в США и Японии – 45% обще-
го энергопотребления (рис. 2). Национальные 
программы низкоуглеродного развития энерге-
тики Канады [24] и Норвегии [25] также пред-
усматривают рост этих показателей до 45% и 
85% соответственно (рис. 2). Австралия, хотя и 
заявила о своей цели достичь углеродной ней-
тральности к 2050 г. [27], пока так и не обна-
родовала свои планы по декарбонизации на-
циональной энергетики, а правительственный 
прогноз развития национальной энергетики 
2015 г. предполагал существенный рост потре-
бления органического топлива без развития 
ВИЭ [26] (рис. 2а).

Структурные изменения в топливно-энер-
гетическом балансе развитых стран опреде-
лили динамику углеродного коэффициента 

Рис. 1. Удельное потребление первичной энергии на 
душу населения в развитых странах мира (BP, 2023).

Рис. 2. Структура ТЭБ (а) и электрогенерации (б) в 1990 и 2022 гг. [21]; 2050 г. – сценарий STEPS МЭА [22] для 
ЕС, США и Японии, национальные программы Канады [24], Норвегии [25] и Австралии [26].
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энергопотребления, под которым здесь пони-
мается величина выбросов диоксида углерода 
(рис. 3а) из энергетических источников (вклю-
чая сжигание органического топлива, а также 
утечки метана при его добыче и транспорти-
ровке), приходящаяся на единицу потребляе-
мой первичной энергии. Безусловным лидером 
здесь являются 27 стран Евросоюза и Велико-
британия (объединенные в настоящей работе в 
группу ЕС28), углеродоемкость энергетики ко-
торых за период 1990–2022 гг. снизилась более 
чем на 20%. Удельные показатели выбросов в 
энергетике США уменьшились за этот период 
почти на 15%, а Австралии – менее чем на 10%. 
Углеродные характеристики энергопотребле-
ния Норвегии и Японии за последние два де-
сятилетия практически не изменились, но вы-
звано это совершенно различными причинами. 
В Норвегии исторически сложившееся преоб-
ладание возобновляемых источников в энерго-
балансе уже сейчас обеспечивает минимальные 
в мире показатели выбросов парниковых газов 
в энергетике страны, в основном приходящие-
ся на транспорт, переход которого на безугле-
родные источники энергии сейчас находится 
в активной продвинутой стадии. В Японии 
авария на АЭС Фукусима в 2011  г. прервала 
убывающий тренд карбоноемкости энергопо-
требления, когда она за 1990–2010 гг. снизилась 
более чем на 5%, до вполне достойного уровня в 
1.75 т СО2/т у.т. Однако закрытие японских АЭС 
и вызванный этим рост потребления органиче-
ского топлива, преимущественно угля на ТЭС 
резко увеличили удельные выбросы диоксида 

Рис. 3. Изменение удельной (а) и валовой (б) энергетической эмиссии CO2 по данным [21] с экстраполяци-
ей, выполненной с темпами изменения последних 25 лет («инерционный» сценарий), а также сценарий STEPS 
МЭА [23] для ЕС, США и Японии, национальные программы Канады [24], Норвегии [25] и Австралии [26] 
(штриховые линии).

углерода до 2 т СО2/т у.т., и, несмотря на пред-
принимаемые усилия, в первую очередь за счет 
развития возобновляемой энергетики, вернуть-
ся к уровню 2010 г. пока не удалось.

На рис. 3а также представлены «инерционные» 
сценарии динамики углеродной интенсивности 
энергопотребления до 2060 г., полученные экс-
траполяцией исторических рядов [21] с темпами 
изменения за последние 25 лет (для Японии – за 
последние 10 лет, после Фукусимской аварии). 
По этим сценариям к середине столетия угле-
родоемкость энергетики Норвегии будет нахо-
диться на минимальном уровне 0.5 т СО2/т у.т., 
а остальных стран – в пределах 1.0–1.5 СО2/т у.т.

Реализация существующих национальных 
программ трансформации энергетики [23–27] 
в исследуемых странах заметно ускоряет про-
цессы декарбонизации энергетики, снижая 
углеродный коэффициент энергопотребле-
ния до 0.3 СО2/т у.т. в Норвегии и до 0.7–1.2 в 
остальных странах (необходимо отметить, что 
энергетический сценарий 2015 г. для Австра-
лии  [26] вообще не предполагает какого-ли-
бо снижения углеродоемкости национальной 
энергетики).

Как видно из рис. 3б, даже по инерционно-
му сценарию происходит заметное снижение 
выбросов диоксида углерода при сжигании то-
плива: к 2050 г. в ЕС их объемы будут состав-
лять менее 40% от уровня 1990 г. (националь-
ный максимум выбросов), в США, Канаде и 
Норвегии – 50, 70 и 80% соответственно от пи-
кового значения 2005 г., в Австралии – 87% от 
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максимума 2008 г. и в Японии – 74% от пика 
2013 г. Однако сохранение исторических тем-
пов декарбонизации энергетики даже близ-
ко не позволяет подойти к решению главной 
проблемы – снижению до нуля (или близкой 
к нему величины) углеродного коэффициента 
энергопотребления.

Действующие программы энергоперехо-
да  [23–27] существенно повышают темпы 
снижения выбросов диоксида углерода в ЕС, 
Норвегии и Японии (штриховые линии), дово-
дя соответствующие значения эмиссии CO2 в 
2050 г. в 25, 40 и 45% от пиковых величин, но 
тем не менее сохраняя значительные и пока 
нескомпенсированные объемы выбросов этого 
парникового газа.

Таким образом, реализация национальных 
целей «климатической нейтральности (рис. 4) 
требует еще более радикальных мер снижения 
выбросов в энергетике и других отраслях эко-
номики, а также увеличения стоков углекис-
лого газа – в биологические резервуары (леса, 
болота, пахотные земли) или закачки его в гео-
логические формации. 

Однако ни данные дистанционного зондиро
вания Земли (рис.  5а), ни результаты нацио-
нальных инвентаризаций земельных ресурсов 
(рис. 5б) не свидетельствуют о каком-либо зна-
чимом увеличении площади лесных земель. Во 
всех странах, кроме Австралии, за период 1990–
2021 гг. произошло некоторое (на 5–15%) сокра-
щение площади пахотных земель, в Австралии 

Рис. 4. Динамика суммарных выбросов (сплошные линии) и поглощения (штриховые линии) ПГ (относи-
тельно уровня антропогенных выбросов 1990 г.) (а) и удельных выбросов ПГ на душу населения (б) по данным  
UNFCCC (2024). Экстраполяция выполнена с темпами изменения последних 25 лет («инерционный» сценарий) и 
согласно актуальным национальным планам достижения климатической нейтральности и согласно актуальным 
национальным планам достижения климатической нейтральности (длинные штриховые линии).
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Рис. 5. Изменение площади земель, покрытых древесной растительностью (по сравнению со значением 1992 г.), 
по спутниковым данным FAO, (а) и структуры землепользования, по данным национальных инвентаризаций 
FAO (б).
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Рис. 6. Проекты по захоронению углекислого газа в мире в 2020 г. [30] и динамика их мощностей (млн т СО2/
год) [31].

Таблица  3. Оценки геологических ресурсов для захоронения CO2 [32], мощность хранилищ  
для захоронения CO2 S и их доля s в предполагаемой нетто-эмиссии ПГ в 2030 г. [31]

Страна

Геологические ресурсы  
для захоронения CO2, млрд т CO2 S2030, млн т 

CO2 / год σ2030, %
суша шельф всего

США 551–3872 261–1836 812–5708 200–250 4–5

ЕС27+1 161–1129 141–991 302–2120 70–80 2.5–3

Канада 206–1445 112–790 318–2235 15 3

Япония 4–26 5–34 9–60 0 0

Норвегия – 85 85 30–40 75–85

Австралия 334–2349 261–1835 595–4184 9–19 1.5–3

за это время они почти удвоились. Площадь 
лесов на исследуемых территориях оставалась 
практически неизменной, лишь в ЕС по дан-
ным инвентаризации отмечен их рост более чем 
на 20%, причем треть современных европейских 
лесов – результат посадок при лесовосстановле-
нии (в Японии – более 40%). При относительно 
стабильной площади лесов и постоянной замене 
ненарушенных массивов менее продуктивны-
ми посадками не приходится рассчитывать, что 
они примут на себя дополнительную нагрузку 
по поглощению углерода из атмосферы. Ситу-
ация дополнительно осложняется необрати-
мыми потерями углерода из пахотных земель, 
ежегодно теряемых в результате продолжаю-
щейся урбанизации в масштабах 16–33 тыс. км 

в год [28]. Детальные расчеты [29] показывают, 
что биосфера уже сегодня близка к пределу сво-
их возможностей по депонированию углерода. 

Что касается улавливания и захоронения ди-
оксида углерода в различных геологических 
резервуарах, то теоретический потенциал этих 
технологий огромен и составляет сотни милли-
ардов тонн CO2 (табл. 3), что даже по нижним 
оценкам способно обеспечить хранение избы-
точного CO2 при современном уровне эмиссии 
в течение полутора столетий. Однако реали-
зация подобных проектов сопряжена с много-
численными трудностями (экономическими, 
технологическими, экологическими), хотя и 
развивается бурными темпами в последнее де-
сятилетие (рис. 6). Поэтому в настоящее время 
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общая мощность нескольких сотен хранилищ 
различной степени завершенности в мире до-
стигла лишь 310  млн  т  CO2/год, из которых 
в эксплуатации находится только около 16%, 
обеспечивающих хранение лишь 49 млн т CO2/
год [31], что составляет менее 0.15% современной 
эмиссии. В табл. 3 представлены данные о пер-
спективах развития технологий улавливания и 
хранения углерода (УХУ, CCS – от англ. Carbon 
Capture and Storage) до конца текущего десяти-
летия. Эти данные показывают, что наиболее 
активно эти технологии развиваются в Европе и 
США, а Норвегия является единственной стра-
ной мира, способной уже в 2030 г. улавливать не 
менее 75% своих выбросов CO2. Сейчас наибо-
лее затруднительным выглядит положение Ав-
стралии, располагающей всего 9 млн т CO2/год 
мощностей УХУ, и Японии, не имеющей таких 
мощностей вовсе, но планирующей ввод к 2030 
г. семи первых проектов неуказанного размера. 
В целом, можно констатировать, что для реали-
зации планов по достижению климатической 
нейтральности ведущим странам ОЭСР необхо-
димо в ближайшие 25 лет поддерживать ежегод-
ные темпы ввода хранилищ CO2 на уровне 20%, 
что не выглядит простой задачей, поскольку 
исторические темпы в последнее десятилетие 
(2013–2023 гг.) находились на уровне 11%.

ВЫВОДЫ

1. Существующие темпы декарбонизации и 
развития индустрии улавливания и хранения 
углерода не позволяют гарантировать дости-
жения климатической нейтральности к 2050 г. 
даже в ведущих экономиках мира. Наилучши-
ми в этом отношении выглядят шансы Евросо-
юза и Норвегии, наихудшими – Австралии и 
Канады.

2. Центральной проблемой в достижении 
климатической нейтральности становится бы-
строе и масштабное внедрение технологий УХУ 
во всех ее возможных проявлениях. Все иссле-
дованные страны, кроме Японии, располагают 
собственными возможностями для захороне-
ния углерода на период более ста лет.

3. Для достижении климатической нейтраль-
ности ведущим странам ОЭСР к 2050 г. необ-
ходимо будет обеспечить ежегодное захороне-
ние не менее 6 млрд т CO2, что почти в 25 раз 

превосходит их современные мощности (дей-
ствующие, строящиеся и находящиеся в стадии 
проектирования).

4. Несмотря на то, что проблема изменения 
климата вербально занимает едва ли не лиди-
рующее место в мировой повестке, действи-
тельные результаты усилий в этой области да-
леки от декларируемых. Удержать потепление 
в пределах 1.5°С сейчас уже нереально и при 
нынешних темпах декарбонизации, достигну-
тых даже мировыми лидерами, скоро и оборо-
на второго критического рубежа в 2°С окажется 
под угрозой.
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PROSPECTS FOR ACHIEVING CARBON NEUTRALITY  
BY ECONOMICALLY DEVELOPED COUNTRIES
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aNational Research University «MPEI», Moscow, Russia 
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The prospects for achieving carbon neutrality by economically developed countries (USA, EU, Norway, 
Canada, Japan and Australia) are studied. An analysis of the structure of energy and land use in these 
countries is carried out. Scenario estimates of the dynamics of carbon indicators of the economies of 
the world’s leading countries have been developed.
It is shown that the current rates of decarbonisation  and development of the carbon capture and storage 
industry do not guarantee the achievement of climate neutrality by 2050, even in the world’s leading 
economies. A central challenge in achieving climate neutrality is the rapid and large-scale deployment 
of CCS in all its possible manifestations. All of the countries studied, except Japan, have their own 
capacity to store carbon for more than a hundred years.
To achieve climate neutrality, the leading OECD countries will need to ensure the annual capture of 
at least 6 billion tons of CO2 by 2050, which is almost 25 times higher than their current capacities 
(operating, under construction and under design) Despite the fact that climate change occupies almost 
a leading place on the global agenda, the actual results of efforts in this area are far from declared. It is 
no longer realistic to keep warming within 1.5°C, and at the current rate of decarbonization, even by 
world leaders, the defense of the second critical frontier in 2°C will soon be threatened.

Keywords: economically developed countries, energy, greenhouse gas emissions and absorption, climate 
neutrality, scenarios
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