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1. ВВЕДЕНИЕ

Сходимость и асимптотическое поведение 
решений краевых задач с быстро осциллирую-
щими границами – предмет изучения большо-
го количества работ, мы отметим только книги 
[1,  гл. V, §  7; 2, гл. III, §  4] и отдельные статьи 
[3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11], а также списки лите-
ратуры в цитированных работах. Классические 
результаты  – это классификация усредненных 
задач в зависимости от геометрии осцилляций 
и краевых условий на таких границах. Сходи-
мость решений возмущенных задач к решени-
ям усредненных, как правило, доказывалась для 
заданных правых частей в уравнениях и краевых 
условиях и устанавливалась в слабом или силь-
ном смыслах в пространствах L2  или W2

1 . Для 
линейных уравнений это означает наличие сла-
бой или сильной резольвентных сходимостей. 

Равномерная  резольвентная  сходимость 
и  соответствующие операторные оценки были 
установлены для некоторых модельных при-

меров в  случае  периодически или локаль-
но-периодически  осциллирующих  границ 
[2, гл.  III, § 4; 12,  13, 14]. В статье [15] оператор-
ные оценки были доказаны для плоских обла-
стей с быстро осциллирующей границей, кото-
рую можно было подходящим образом описать 
как график одной функции, не обязательно пе-
риодической. 

В настоящей работе рассматриваются кра-
евые  задачи  для  эллиптической  полулиней-
ной системы уравнений общего вида в области 
с  произвольным искривлением границы малой 
амплитуды. На искривленной границе ставит-
ся краевое условие Дирихле или Неймана и при 
весьма слабых условиях на геометрию искривле-
ния выписываются усредненные задачи и дока-
зываются операторные оценки. 

2. ЗАДАЧА С УСЛОВИЕМ ДИРИХЛЕ

Пусть x x xn= ( , , )1   – декартовы координа-
ты в n , n2 , где   – множество действитель-
ных чисел, а Ω ⊂ n  – область с непустой гра-
ницей класса C2 , одну или несколько связных 
компонент которой обозначим через Г0. Пред-
полагаем, что многообразие Γ0  не имеет края 
и самопересечений, ориентируемо, а область 
Ω  расположена по одну из сторон Г0. Через ν  
обозначим единичную нормаль на Г0 , направ-
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ленную внутрь Ω, а через τ  – расстояние, из-
меренное вдоль нормали ν. Считаем, что в слое 
Π Ω Γτ τ

0 0 0:= { : ( , ) < }x x∈ dist  некоторой фикси-
рованной ширины  корректно определены ло-
кальные переменные ( , )s τ , где s  – некоторые 
переменные на поверхности �� , а производные 
переменных x  по ( , )s τ  и производные ( , )s τ  по 
x  равномерно ограничены в ��0

. 

Пусть ε  – малый положительный параметр, а 
��  – подобласть Ω , полученная произвольным 
малым искривлением компоненты границы Γ0  
и удовлетворяющая условию  

	 � � � � �� � �� �, .\ 	 (2.1) 

Через m  обозначим пространство квадрат-
ных матриц размера m m× , m1  с комплексны-
ми элементами, а через L m�( ; )�   – простран-
ство существенно ограниченных на Ω  функций 
со значениями в m  с нормой  

M M x
L m x m∞ ∈

( ; )
:= ( ) ,Ω

Ω
 ess sup  

M
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u m

m
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C

C

C
:= ,

∈
sup  

где   – множество комплексных чисел. Анало-
гично вводится пространство W m�

1( ; )�   с нор-
мой 

M M
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j L m
∞ ∞
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+ ∂
∂∑1 ( ; ) ( ; )

=1 ( ; )

:= .Ω Ω
Ω

 


 

Мы также будем использовать простран-
ство Лебега L m

2( ; )Ω   и пространство Соболева 
W m

2
1( ; )Ω   вектор-функций со значениями в m; 

скалярные произведения в этих пространствах 
вводятся формулами

( , ) := ( ( ), ( )) ,
2( ; )

u v u x v x dx
L m m�
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 �  
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Ω Ω

Ω

 
+

+ ∂
∂
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∂
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Пусть A A xij ij= ( ), A A xj j= ( ), i j n, = 1, ,  – 
функции на Ω  со значениями в m, удовлетво-
ряющие следующим условиям:  

A W A Lij m j m� �� �
1( ; ), ( ; ),� �   

Re
i j

n

ij j i Cm
i

n

i mA x U U c U
, =1

0
=1

2
( ( ) , ) ,∑ ∑� C  

где неравенство выполнено для всех Ui
m∈  

и почти всех x ��  с положительной константой 
c0 , не зависящей от x  и Ui . Через A A x u0 0= ( , )  
обозначим матричнозначную функцию на 
Ω × m, удовлетворяющую условиям  

A L A xm
m0 0( ; ), ( ,0) = 0,� �� � C M  

A x u A x u c u um m0 1 0 2 1 1 2( , ) ( , )− −C C�  

для почти всех x ��  с константой c1, не завися-
щей от x  и u. 

В данном параграфе рассматривается краевая 
задача для системы полулинейных эллиптиче-
ских уравнений  

	
\

H�u u f

u
ε ε ε

ε

λ−
∂

= ,

= 0 := ,0

в

на

Ω
Γ Ω Γ

	 (2.2) 

с краевым условием Дирихле  

	 u� � �= 0 := ,на � � �� \ 	 (2.3) 

где дифференциальное выражение H�  задается 
формулой  

	

H�u
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u
x

A
u
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A u

i j

n

i
ij

j
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=
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Решение такой задачи понимается в обобщен-
ном смысле как элемент пространства Соболева 
W m

2
1( ; )��   с нулевым следом на ��� . 

При условии (2.1) усредненной для задачи 
(2.2), (2.3) оказывается следующая задача Ди-
рихле:  

	 H�u u f u0 0 0= , = 0 .− ∂λ в наΩ Ω 	 (2.5) 

Наш основной результат для задачи (2.2), 
(2.3) – это соответствующие операторные оцен-
ки, приведенные в следующей теореме. 
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Теорема 1. Существует λ0 , не зависящее от ε, 
такое, что при Reλ λ 0  задачи (2.2), (2.3) и (2.5) 
однозначно разрешимы для всех f L m� 2( ; )�   
и верна оценка  

	 u u C f
W m L m�

�
� �� 0

2
1( ; )

1
2

2( ; )
( )� �C C� 	 (2.6) 

с константой C( )λ , не зависящей от ε  и f. Если 
дополнительно  

	 A Wj m� �
1( ; ),�  	 (2.7) 

то верна оценка  

	 u u C f
L m L m�

�
� �� 0

2( ; ) 2( ; )
( )� �C C� 	 (2.8) 

с константой C( )λ , не зависящей от ε  и f.  

3. ЗАДАЧА С УСЛОВИЕМ НЕЙМАНА

В данном разделе мы вновь рассматриваем 
краевую задачу (2.2), но уже с условием Неймана  

	

i j

n
i

ij
j

A
u
x

, =1

= 0 := ,� �
�

���
�

� �на � � �\  

где � � �� � �= ( , , )1


n  – единичная нормаль к �� , 
направленная внутрь области �� . 

В случае задачи Неймана для существования 
усредненной задачи на структуру возмущения 
границы необходимо налагать дополнительные 
условия. Это связано с возможным существо-
ванием малых компонент у возмущенной об-
ласти, которые либо изолированы, либо соеди-
нены с остальной областью тонкими каналами. 
Наличие таких компонент обеспечивает суще-
ствование решений возмущенной задачи, лока-
лизованных на данных малых компонентах, что 
исключает саму возможность проведения усред-
нения. 

Нам удалось сформулировать условие на 
структуру множества ��, которое исключает по-
добные ситуации и обеспечивает возможность 
проведения усреднения и доказательства опе-
раторных оценок. Суть этого условия, которое 
далее называем условием (C), – существование 
определенного покрытия множества � �\ �. Это 
покрытие строится в несколько этапов следую-
щим образом. 

Обозначим

� � �
�

0 0= ( ) :=
3

, := (0, ) .
n

K aa
n  

Пусть Mε
0  – объединение всех кубов со сто-

роной η0  и вершинами в точках периодической 
решетки η0

n, которые полностью попадают в 
слой � �2� �\ , т.е.  

M z K

z L

�

�

� �
0

0
0

0 0 ( ):= ( ),

�

�


 

L z z Kn
� � � � �� �0

0 0 0 ( ) 2:= { ( ) : }.� � � � �\  

Вид функции � �0( )  гарантирует, что длина 
максимальной диагонали каждого из кубов 

z K0 0 ( )� � �  равна ε
3

 и, следовательно, внутрен

ность множества Mε
0  односвязна и полностью 

содержится в � �2� �\ . Множество ( )2
0� �� � �\ \ M  

оказывается несвязным, и его часть, примыкаю-
щая к � �� �� �\ , является подмножеством �4

3
�

. 

Пусть � � �k k= ( ) , k = 1,2,  – набор поло-
жительных функций, удовлетворяющих оцен-
кам � � � �k k�1( ) ( ) , k = 0,1,2, Взяв начальным 

множество Mε
0 , индуктивным образом стро-

им семейство вспомогательных множеств M k
ε, 

k = 1,2, ,  

M z S Kk

z Lk
z k�

�

� �:= ( ),( )

�

�
  

где Lk
ε  – некоторое не более чем счетное мно-

жество точек из � ��
�

� 4
3

, а Sz  – некоторое 

линейное ортогональное преобразование про-
странства n . Пусть построены множества M k

ε  
и Lk

ε , тогда множество Lk
�
�1  выбирается из следу-

ющих условий.    

(А1). Каждый из кубов z S Kz k
�

�� �1( ) , z Lk� �
�

1  
полностью содержится в � ��

�
� 5

3

 и пересека-

ет по крайней мере один из кубов 


z S Kz k
� � �( ) , 

z Lk� � , причем пересечение содержит куб со 

стороной � �k�1( )
2

, одна из вершин которого со-

впадает с одной из вершин куба z S Kz k
�

�� �1( ) . 

(А2). Каждая точка x M j� � , j k= 1, , 1 + , 
принадлежит конечному числу кубов, образу-
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ющих множества M j
ε

, j k= 1, , 1 + , и данное 
число кубов ограничено равномерно по j, k, ε и 
x  некоторой абсолютной константой p.  

Мы предполагаем, что указанная процедура 
построения множеств M k

ε  может быть проведе-
на до k N= ( )ε , где N( )ε  – некоторое конечное 
число. Считаем, что  

	
�� � �

� � �

( ) 0, 0,

( ) := , := (2 1) > 1.2
( )

2

� � � �

�c c pN n
	 (3.1) 

Обозначим:  

	
M M L L

k

N
k

k

N
k

ε

ε

ε ε

ε

ε:= , := .
=0

( )

=0

( )

 

 

Далее предполагаем, что множество 
� �4

3
�

� �� \ M  можно покрыть множествами  

	 T xz n
k z

z
� �� � � � � � �:= { :0 < ( ) ( , ), }.� �R � � ,	 (3.2) 

где z L Lk� � �
� � . Здесь �� � �� �z

k k
z K� � ( ) ( )  – не-

которое ориентированное многообразие ко-
размерности 1 , возможно с краем, на котором 
задано непрерывное поле нормалей � � �� �

z z= ( ) , 
� �� �z , а ρ  – расстояние вдоль данного поля 
нормалей. Предполагаем, что существуют поло-
жительные функции � �k ( ) , такие, что на множе-
стве {( , ) :0 < < ( ) ( ), }� � � � � � � � �k k

k� �  корректно 
и взаимнооднозначно задан диффеоморфизм 
x z= ( )� �� ��� , осуществляющий переход к пе-
ременным x, причем производные переменных 
x  по ( , )� �  и ( , )� �  по x  ограничены равномерно 
по ε, z  и пространственным переменным на T z

ε  
и верны оценки:  

0 ( , ) ( ), , 0 < ( ) ,3 4   � � � � � � � ��z k
z

kc c� �

где c3 , c4  – фиксированные константы, не за-
висящие от k  и ε . Считаем, что каждая точка x  
множества � �4

3
�

� �� \ M  принадлежит конеч-

ному числу областей T z
ε , причем данное число 

ограничено равномерно по x  и ε  и верны вло-
жения:  

{ : 0 < < , } ( ) .3 ( )x c z Kz
k k

� � � �� � �� � ��

Упомянутое выше покрытие множества 
� �4

3
�

� �� \ M  мы понимаем в смысле следую-

щего равенства:  

( ) = .4
3

4
3

M T

z L

z
�

�

�
�

�
�

� � �
� �


� � �  

Гладкость границы ��  предполагается такой, 
что пространство Соболева W m

2
1( ; )Ω   являет-

ся сепарабельным гильбертовым, а оператор 
взятия следа на ��  ограничен как оператор из 

W C m
2
1( ; )Ω  в L m

2( ; )Γε  ; норма этого оператора 
может произвольно зависеть от ε . Например, 
можно считать, что �� � C1  или что ��  состоит 
из нескольких непрерывно дифференцируемых 
поверхностей с подходящими условиями на их 
края. 

При сформулированном условии усредненной 
для задачи Неймана (2.2) будет краевая задача  

	

\

H

…

u u f

u

A
u
x

i j

n
i

ij
j

0 0

0 0

, =1

0
0

1

= ,

= 0 ,

= 0 ,

= ( ,

−
∂

∂
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λ

ν

ν ν

в

на

на

Ω
Ω Γ

Γ

,, ).νn

	 (3.3) 

Основной результат настоящего параграфа 
сформулирован в следующей теореме. 

Теорема 2. Существует λ0 , не зависящее от ε , 
такое, что при Reλ λ 0  задачи (2.2) и (3.3) одно-
значно разрешимы для всех f L m∈ 2( ; )Ω   и верна 
оценка  

	

u u

C f

W m

L m

�
�

� � �� �

�

� � �
�

�
�
�

�

�
�
�

0
2
1( ; )

1
2

2( ; )
( ) ,

�

�

C

C

�

�
	 (3.4) 

с константой C( )λ , не зависящей от ε  и f. Если 
дополнительно выполнено условие (2.7), то верна 
оценка  

	

u u

C f

C f

L m

L m

L

ε
ε

ε

λ ε ε µ ε

λ ε

−

+ +

+

0
2( ; )

2 2

2( ; )

1
2

2( ;

( )( ( ))

( )

Ω

Ω

Ω Ω

C

C

�

�

\ CCm)

	 (3.5) 

с константами C( )λ , не зависящими от ε  и f .  
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4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Кратко обсудим задачи и результаты. Воз-

мущенные задачи ставятся для системы слабо 
нелинейных эллиптических уравнений общего 
вида с нелинейностью в потенциальных членах. 
Основная особенность – нерегулярное возму-
щение компоненты границы Γ0  области Ω ; воз-
мущение должно быть малым в смысле условия 
(2.1). Это условие означает, что возмущенная 
компонента границы ��  должна содержаться в 
узком слое ширины ε  вдоль исходной компо-
ненты границы Г0. Для задачи Дирихле (2.2), 
(2.3) иных условий на возмущение не требует-
ся. Условие (2.1) очень слабое, и оно выполнено 
для широкого класса возмущений границы. Оно 
справедливо для малых регулярных искривлений 
границы, для классических быстро осциллирую-
щих границ, при этом никаких требований пе-
риодичности или локальной периодичности на 
осцилляции налагать не требуется. Возможны 
возмущения, меняющие связность области, на-
пример мелкая перфорация вдоль границы. Еще 
один пример – разнообразные тонкие отростки 

конечной длины, которые расположены вдоль 
невозмущенной границы. Упомянутые примеры 
возмущений продемонстрированы на рис.  1, 2, 
3, 4. Наконец, возможны и более сложные воз-
мущения, как, например, на рис. 5. Для всех та-
ких возмущений усредненной является задача 
Дирихле (2.5), и для разности решений возму-
щенной и усредненной задач верны оценки (2.6), 
(2.8). В этой оценке явно выделена зависимость 
от правой части f, и потому уместно ее называть 
операторной по аналогии со случаем линейных 
уравнений. Во второй оценке разность оценива-
ется в более слабой норме и при этом скорость 
сходимости повышается в два раза. 

В случае задачи Неймана (2.2) для содержа-
тельного результата о сходимости дополнитель-
но приходится налагать условие (C) о наличии 
определенного покрытия, которое накрывает 
часть возмущенной области, лежащую в тонком 
слое �4

3
�

. Первый набор покрытия – это кубы 

K� �0 ( ) , связанные c решеткой η0
n . Следующие 

наборы строятся индуктивно на основе условий 

�
�

�
�

�
0

�
�

�
�

�
0

�
�

�
�

�
0

�
�

�
�

�
0

Рис. 1. Регулярное возмущение границы.

Рис. 3. Мелкая перфорация вдоль границы.

Рис. 2. Быстро осциллирующая граница.

Рис. 4. Возмущение тонкими отростками.
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(А1), (А2). А именно, каждый новый набор ку-
бов имеет сторону не большую, чем у кубов пре-
дыдущего набора, и пересекает один из таких 
предыдущих кубов; пересечение не должно быть 
слишком малым. Кратность покрытия такими 
кубами должна быть равномерно ограничена. 
За конечное число построений такими кубами 
покрывается большая часть области � �4

3
�

�� . 

Оставшаяся часть этой области покрывается уже 
областями T z

ε , части границы которых, описы-
ваемые уравнениями � � � � � �= ( ) ( , )k z , � �� �z , 
лежат на границе ��  (см. рис. 6). Из приведен-
ных примеров подобные условия выполнены 
для возмущений границы на рис. 1, 2, 3, 5. 

При таком условии усредненной оказыва-
ется задача (3.3) и верны операторные оценки 
(3.4), (3.5). В этих оценках член �� �( )  описы-
вает вклад геометрии возмущенной границы, 
и он мал в силу предположения (3.1). В оценке 
(3.5) скорость сходимости в первом слагаемом в 
правой части вновь в два раза выше сравнению 
с оценкой (3.4). Второе слагаемое имеет тот же 
порядок, но одновременно оно содержит норму 

функции f  в пространстве L C m
2( ; )� �\ �  и эта 

норма определяется значениями функции f  на 
� �\ � , которые не участвуют в возмущенной 
задаче и не влияют на вид ее решения. Можно 
считать, что f = 0  в � �\ � , и тогда это слагае-
мое пропадает. С другой стороны, если функция 
f  исходно задана во всей области, то удобно ра-

ботать именно с ней, и в этом случае второе сла-
гаемое в оценке (3.5) описывает вклад решения 
усредненной задачи, порождаемый сужением 
правой части на � �\ � . 

В заключение приведем еще пример области, 
для которой не выполнено условие (C). Для этого 
достаточно рассмотреть возмущенную область, 
у которой имеется тонкий отросток типа гриба, 
ножка которого – это тонкий цилиндр длиной 
ε / 3  и радиусом ε2 , а шляпка – область с ли-
нейным размером ε / 3 , как показано на рис. 7а. 
Ножку такого гриба можно покрыть кубами со 
стороной ε2 , причем число таких кубов будет 
порядка O( )1�� . Далее следует покрыть шляпку, 
причем кубами со стороной не более ε2 ; число 
таких кубов очевидно будет порядка O n( )�� . Хотя 
геометрически покрытие здесь удается постро-
ить, для него нарушается условие (3.1). Еще од-
ним примером является возмущение, порождаю-
щее малую изолированную компоненту, см. рис. 
7б. Здесь возмущенная область оказывается не-
связной и покрытие построить уже невозможно. 

ИСТОЧНИК ФИНАНСИРОВАНИЯ
Исследование выполнено за счет Российского на-
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Рис. 5. Возмущение границы общего вида.

Рис. 7. Примеры областей, для которых нарушается усло-
вие (C).  

Рис. 6. Пример покрытия из условия (C). 
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OPERATOR ESTIMATES FOR PROBLEMS IN DOMAINS 
WITH SINGULAR CURVING OF BOUNDARY

D. I. Borisova, R. R. Suleimanovb

aInstitute of Mathematics, Ufa Federal Research Center, RAS, Ufa, 450008, Chernyshevsky str. 112
bUfa University of Science and Technologies, Ufa, 450076, Zaki Validi str., 32

Presented by Academician of the RAS I.A. Taymanov

We consider a system of second order semi-linear elliptic equations in a multidimensional domain, the bound-
ary of which is arbitrarily curved and is contained in a narrow layer along the unperturbed boundary. On the 
curve boundary we impose the Dirichlet or Neumann condition. In the case of the Neumann condition, on 
the structure of curving we additionally impose rather natural and weak conditions. Under such conditions we 
show that the homogenized problem is for the same system of equations in the unperturbed problem with the 
boundary condition of the same kind. The main result are W2

1 - and L2 -operator estimates.

Keywords: oscillating boundary, Dirichlet condition, Neumann conditions, operator estimate.
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