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1. ВВЕДЕНИЕ
Пусть заданы отображение F n m: R R→  и 

точки x n∈�  и y F x:= ( ).  Рассмотрим конеч-
номерное уравнение F x y( ) =  относительно не-
известного x  и параметра y.  В настоящей ста-
тье исследуется следующий вопрос. При каких 
условиях при всех y  близких к y  существует 
решение этого уравнения x y( )  с априорными 
оценками на ( ( ) )x y x−  через ( ),y y−  которые 
гарантируют, что x y x( ) →  при y y→ .

Если отображение F  достаточно гладко, а ис-
ходная точка x  нормальна, т. е. ′F x m( ) = ,R  то 
существование указанного решения гарантиру-
ет классическая теорема об обратной функции 
(см. например, [1, 2]). Аналогичное утверждение 
справедливо и в случае, когда F  действует из од-
ного бесконечномерного пространства в другое 
(см., например, [3]).

Если отображение F  достаточно гладкое, но 
точка x  анормальна, т.е. ′F x m( ) = ,R  то и в этом 
случае известны теоремы существования реше-
ния. Соответствующие результаты сформулиро-
ваны в терминах первой и второй производных в 
точке x.  Точнее, если ′F x( )  и ′′F x( )  удовлетво-
ряют некоторым условиям невырожденности, то 
для всех y  из некоторой окрестности точки y  
искомое решение x y( )  существует, причем при 

весьма общих естественных предположениях 
оно непрерывно (см. например, [4] – [7] и т.д.).

В этой работе приведены условия существо-
вания решений в терминах λ -укорочений ото-
бражения F  в окрестности точки x.  Эти усло-
вия применимы к рассматриваемому уравнению 
и в случае, когда упомянутые выше условия не-
вырожденности в терминах первой или первой и 
второй производных нарушаются. Приводимые 
результаты являются естественным развитием 
[8], [9] и содержательны также и в предположе-
нии гладкости отображения F .

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
Координаты вектора x n∈�  будем обозначать 

нижними индексами, т.е. положим x x xn= ( ,..., )1 , а  
скалярное произведение в Rn  и Rm  – через �� ��, .

Для r ≥ 0  и x n∈�  через B x r( , )  будем обозна-
чать замкнутый шар радиуса r  с центром в точке 
x. Эти же обозначения будем использовать и в 
пространстве �m.  Под окрестностью заданной 
точки x  будем понимать любое открытое не-
пустое множество, которое ее содержит. Далее  
const – это положительные константы, конкрет-
ный вид которых нас не интересует.

Через D  обозначим множество ненулевых n - 
мерных векторов d , у которых все координаты 
dk  неотрицательны, а через D D� ⊂  – множе-
ство всех ненулевых целочисленных векторов 
z z z Dn= ( ,..., )1 ∈ .
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Для x n∈� , z D∈ �  и d D∈  положим 

x x x xz

k

n

k
zk d

k

n

k
dk= , = .

=1 =1
∏ ∏

При этом будем полагать, что если l = 0 , то 
x xk

l
k

l=| | = 1,  включая также и xk = 0.  Вектор 
z z zn= ( ,..., )1  – это мультииндекc монома x z , а 
z zn1 ...+ +  – его степень.

Пусть заданы натуральные числа ji,  i m= 1,...,  
и вектор � � �= ( ,..., ) 01 n � , где неотрицатель-
ность вектора означает неотрицательность 
всех его координат. Пусть для каждого номера 
i m= 1,...,  задано непустое конечное множество 
n -мерных векторов s Di j, ,∈ �  j ji= 1,..., ,  кото-
рые попарно различны по j,  т.е. если l l1 2,≠  то 
s si l i l, 1 , 2

.≠  Будем также предполагать, что суще-
ствуют такие числа αi > 0 , что имеют место ра-
венства 
	 � � �� �, = = 1,..., , = 1,..., .,s j j i mi j i i 	 (1)

Положим S s si i i ji
= { ,..., },1 , , а через S S Sm= { ,..., }1  

обозначим семейство множеств Si,  i m= 1,..., .

Отметим, что из равенств (1) и неравенств 
αi > 0  вытекает, что � � 0.

Пусть заданы вещественные числа pi j, ,  кото-
рые все предполагаются неравными нулю. Мно-
жество этих чисел обозначим через P . Для S  
и P  определим полиномиальное отображение 
P P P Pm

S P n m= ( ,..., ) = :1
, � �→  так, что его i -ая 

координата P xi( )  имеет следующий вид многоч-
лена 

P x p x xi
j

ji

i j

si j n( ) = , .
=1

,
,� � R

Определение 1. Отображение P P S P= ,  
называется λ -укорочением отображения 
F F Fm

n m= ( ,..., ) :1 R R→  в окрестности точки x ,  
если для каждого i m= 1,...,  существует такое ко-
нечное множество D Di ⊂ , что 

	 � �, > ,d d Di i� � 	 (2)

и для x n∈ R  для отображения F  справедливо 
представление 

	 F x F x P x x x x( ) = ( ) ( ) ( ).� � � �� 	 (3)
При этом для каждой i -ой координаты ∆i  ото-
бражения ∆ ∆ ∆= ( ,..., )1 m  существует окрест-
ность точки x , в которой выполняется оценка 

�i
d Di

d
x x x x( ) .� � �

�
�const

Из предположений о том, что Si  непусто, век-
торы si j,  попарно различны по j , а все числа 
pi j,  не равны нулю вытекает, что любое λ -уко-

рочение P  является ненулевым полиномиаль-
ным отображением. Кроме того, очевидно, что 
P(0) = 0.

Пусть задан вектор h Rn∈ .

Определение 2. Будем говорить, что λ- 
укорочение P P S P= ,  регулярно по направлению 
h Rn∈ , если имеет место 

	 P h P h Rm( ) = 0, ( ) = ,im ′ 	 (4)

и, кроме того, для любого номера k n= 1,..., , если 
λk = 0 , то hk = 0 . 

Если оказалось, что λ > 0,  то введенное опре-
деление несколько проще, и для регулярности 
по направлению h  следует проверять лишь со-
отношения (4).

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Сформулируем достаточные условия су-

ществования решения уравнения F x y( ) =  в 
окрестности точки x.

Для � � �= ( ,..., ) 01 n �  положим 

J J k n k= ( ) := { {1,..., } : = 0}.� ��

Очевидно, что J = > 0.���

Теорема 1. Пусть задан вектор � � 0 . Пусть 
задано непрерывное отображение F ,  а полиноми-
альное отображение P P S= ,P  является его λ- 
укорочением в окрестности точки x , которое ре-
гулярно по некоторому направлению h n∈� .

Тогда существуют такие число γ > 0 , окрест-
ность O  точки y F x= ( )  и число c > 0 , которые 
удовлетворяют следующим условиям. Для любых 
y O∈  и p � [0, ]�  существует решение x x y p= ( , )  

уравнения
F x y( ) = ,

для которого имеют место априорные оценки 

	 x y p x c y y k Jk k
i

m

i i

k

i p( , ) , ;
=1

� � � �� �

�

� при  (5)

	
x y p x c y y

k J p

k k
i

m

i i

p

i p( , ) ,

> 0;
=1

− ≤ −

∈

∑ +α

при и

	 (6)

	 x y x c k J pk k( ,0) = 0.� � �при и 	 (7)
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Здесь числа αi > 0  взяты из равенств (1). 
Пусть дополнительно предполагается, что 

λ > 0.  Тогда оценки (6) и (7) в приведенной тео-
реме не нужны, а оценка (5) эквивалентна тому, 

что | ( , ) | | |
=1

x y p x c y yk k
i

m

i i

k

i� � ��
�

�  для всех k.  

Без дополнительного предположения λ > 0  уси-
лить теорему 1, взяв p = 0  в правой части нера-
венства (5), уже нельзя.

В теореме 1 предполагается регулярность по 
некоторому направлению h,  но в утверждении 
теоремы оно не присутствует.

В силу оценок (5) и (6), фиксируя число p > 0  
получаем, что все степени, стоящие в правых 
частях этих неравенств, положительны. Кроме 
того, при p > 0  функция x p( , )⋅  непрерывна в 
точке y.  Следующее утверждение гарантирует 
существование непрерывного решения x p( , )⋅  и, 
более того, дает асимптотическое представление 
решения x y p( , )  при y y→ .

Обозначим через Fn m x, ( )  множество отобра-
жений F n m: ,R R→  удовлетворяющих следу-
ющему условию: для любого N ∈ N  существу-
ет окрестность O xN

n( ) ⊂ R  точки x  такая, что 
отображение F  является N  раз непрерывно 
дифференцируемым на O xN ( ) . Класс Fn m x, ( )  
шире класса бесконечно дифференцируемых в 
окрестности точки x  отображений, т.к. окрест-
ности O xN ( )  могут стремиться к точке x  при 
N � �.

Теорема 2. Пусть задан целочисленный вектор 
� � 0.  Пусть задано отображение F xn m∈ F , ( ),  а 
полиномиальное отображение P P S= ,P  является 
его λ -укорочением в окрестности заданной точки 
x , которое регулярно по некоторому направлению 
h n∈� .

Тогда существуют числа � � (0,1],  � � (0,1]  
и отображение ω ω ω= ( ,..., )1 n , которое опре-
делено и непрерывно дифференцируемо в неко-
торой окрестности компактного множества 
[ , ] (0, )− × ⊂ ×ε ε εB R m�  и принимает значения в 
Rn  такие, что ω(0,0) = 0,  �� �F1 , (0)m n  и имеет 
место следующее утверждение.

Пусть � �i i� ,  i m= 1,..., ,  где как и выше, числа 
αi > 0  взяты из равенств (1). Тогда существует 
такая окрестность O  точки y F x= ( ) , что для 
любых y O∈  и p � [0, ]�  существует такое реше-
ние x y p x y p x y pn( , ) = ( ( , ),..., ( , ))1  удовлетворяю-
щее уравнению 

F x y( ) = ,

что при k n= 1,...,  справедливо представление 

	

x y p x d y y

h d y y g

k k
i

m

i i i p k

k k
i

m

i i i p

( , ) = ( )

( , (

=1

1

=1

1

� � �

� � �

�

�

�

�

�
�

�� yy y p�
�

�
��

�

�
��, )) .

	 (8)

Здесь d > 0  это фиксированное достаточно боль-
шое число, для которого выполняются неравен-
ства md ≥ 1  и d mi� �� / ,  i m= 1,..., .  При этом 
g g gm= ( ,..., ),1  где 

g y y p y y d y y

y y

i i i
l

m

l l l p
i

−( ) −( ) −










≠

∑ +

−

, :=
=1

1
ν

α

при

и g p(0, ) 0.≡  
Доказательство теоремы 1 проводится сведе-

нием исходного уравнения при каждом y  доста-
точно близком к y  к задаче о неподвижной точке 
и последующем применении теоремы Брауэра. 
Доказательство теоремы 2 проводится с помо-
щью классической теоремы о неявной функции, 
примененной к некоторому вспомогательному 
отображению в точке h .

Пусть выполнены предположения теоремы 2. 
Тогда для множества O  и числа � � (0,1]  для лю-
бых y O∈  и p � [0, ]�  справедливы неравенства 

d y y g y y p

y y i m
i

m

i i
i p

i i

=1

1

| | , | ( , ) | ,

| |< 1, = 1,..., .

∑ − ≤ − ≤

−

+ν ε ε

Поэтому в представлении (8) все композиции 
�k t y p g y y p( ( , ), ( , ))�  определены корректно и 
непрерывны при y y= .

В связи с теоремой 1 и 2 представляется важ-
ным получение достаточных условий, при кото-
рых заданное полиномиальное отображение P  
автоматически является λ -укорочением себя, 
которое регулярно по некоторому направлению 
h.  Но это тема последующих исследований.

4. ОБСУЖДЕНИЯ И ПРИМЕРЫ
Теорема 1 имеет следующие преимущества в 

сравнении с известными результатами. В ней, 
во-первых, некоторые координаты неотрица-
тельного вектора λ  могут быть нулевыми. Это 
приводит к качественному изменению, в част-
ности, к появлению в формулировке неотрица-
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тельного параметра p � [0, ].�  Это, в свою оче-
редь, приводит не к одной, а уже к трём оценкам 
(5) – (7), полученным в зависимости от значе-
ния параметра p.

Если отображение F  непрерывно дифферен-
цируемо в некоторой окрестности точки x  и эта 
точка нормальна, то предположения теоремы 1 
выполняются. Чтобы это показать (см. [9, §3]), 
надо взять P x F x x( ) ( ) ,� �  в качестве вектора λ- 
вектор, все n  компонент которого равны еди-
нице, а в качестве h  – нулевой вектор. Таким 
образом, из теоремы 1 вытекает классическая 
теорема об обратной функции, но без ее непре-
рывности в окрестности, которая легко прове-
ряется другим методом.

Теорема 1 остается содержательной и в слу-
чае, когда точка x  анормальна, но, самое глав-
ное, квадратичное отображение ′′F x( )  не имеет 
ни одного регулярного нуля. Это демонстриру-
ют, в частности, примеры из [8].

Сравним теорему 1 с теоремой 1 из [8]. На-
помним её.
Теорема 3. Пусть λ > 0,  а отображение F  непре-
рывно в окрестности точки x,  и P S P,  является 
его λ -укорочением в окрестности точки x , кото-
рое регулярно по некоторому направлению h n∈� .  
Тогда существуют такая окрестность O  точ-
ки y , что для любого y O∈  существует решение 
x x y= ( )  уравнения F x y( ) = , для которого спра-
ведливы оценки 

x y x y y k nk k
k( ) , = 1,..., .

/� � �const
� �

Здесь α α α:= { ,..., } > 0,1max m  а числа αi > 0  взя-
ты из равенств (1). 

Пусть выполнены все предположения теоре-
мы 1 и дополнительно λ > 0.  Тогда J = ∅  и, зна-
чит, неравенства (6), (7) следует опустить. При 
этом из оценки (5) следует, что 

x y x y y

k n y O

k k
i

m

i i

k

i( ,0) ,

{1,..., }, .
=1

− ≤ −

∈ ∀ ∈

∑const
λ
α

Поэтому теорема 3 вытекает из теоремы 1.
Даже если λ > 0  и p = 0 , то оценки в теоре-

мах 1 и 2 вообще говоря лучше, чем в теореме 3,  
если только m ≥ 2  и существует номер i , для 
которого max{ ,..., } > .1α α αm i  Приведем соответ-
ствующий пример. Пусть 

n m x y= 3, = 2, = 0, = 0,

F x x x x x x h( ) = ( , ), = (1,1,1), = (1,1,1).1 2 1
3

2
2

3� � �

Тогда при α α1 2= 1, = 3  выполнены все предпо-
ложения теоремы 1. Поэтому из оценки (5) этой 
теоремы при p = 0  вытекает следующее. Для 
всех y y y= ( , )1 2  достаточно близких к нулю и 
таких, что выполнено дополнительное условие 
| | | | ,2 1

3y y≤ const  система уравнений F x y1 1( ) = ,  
F x y2 2( ) =  имеет решения x y( ) , для которых 
справедлива линейная оценка | ( ) | | |1x y y≤ const . 
В то же время из теоремы 3 вытекает всего лишь 
корневая оценка | ( ) | | |.3x y y≤ const

Приведем пример отображения F , к которо-
му применимы теоремы 1 и 2, но уже неприме-
нима теорема 3. Пусть n = 3 , m = 1,  x = 0 ,3∈ R  
y = 0 ,1∈ R  F : ,3 1R R→  

F x x x x x x x x x x x x x( ) = , = ( , , ).1
4

1
3

2 1 2
3

2
4

1
4

3 1 2 3� � � �

Положим P F:=  и λ := (1,1,0).  Тогда α1 = 4.  
Непосредственно проверяется, что P  являет-
ся λ -укорочением отображения F  в окрестно-
сти нуля, которое регулярно по направлению 
h = (1,1,0).  Поэтому отображение F  в нуле удов-
летворяет всем предположениям теорем 1 и 2.  
Можно также показать, что для любого λ > 0  со-
ответствующее λ -укорочение не регулярно ни 
по какому направлению h.  Следовательно, тере-
ма 3 неприменима к этому отображению F  нуле.

Кратко сравним теоремы 1 и 2. Пусть выпол-
нены предположения теоремы 2, а числа � � (0,1],  
� � (0,1]  и отображение ω  отвечают утвержде-
нию этой теоремы. Можно показать, что из част-
ного случая теоремы 2, т. е. при � �i i i= � , в ее 
предположениях вытекает утверждение теоремы 
1 и ее оценки (5)–(7). Предположения гладкости 
теоремы 2 сильнее, чем в теореме 1, но в ней и 
утверждается большее.

Зафиксируем в теореме 2 числа � �i i� ,  
p � [0, ]�  и предположим, что выполнено хотя 

бы одно из трех дополнительных условий: либо 
λ > 0,  либо � �i i>  для всех номеров i m= 1,..., ,  
либо p > 0.  Тогда в представлении (8) значения 
функций ωk  стремятся к нулю при y y→ .  Это 
дает асимптотическое представление решения 
x yk ( )  при y y→ .  Отсюда следует, что отображе-
ние x p( , )⋅  непрерывно по переменной y O∈ .  

Теорема 1 и результаты §  3 получены пер-
вым автором при поддержке гранта Российского 
научного фонда (проект № 20-11-20131, https://
rscf.ru/project/20-11-20131/ ). Теорема 2 получена 
вторым автором при поддержке гранта Россий-
ского научного фонда (проект № 22-11-00042, 
https://rscf.ru/project/22-11-00042/).
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