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Для выполнения условий теоремы Якоби о последнем множителе требуется существование инва-
риантной меры и наличие достаточного количества независимых первых интегралов. В этом случае 
система локально интегрируется в квадратурах. Известны примеры систем, в которых для возможно-
сти интегрирования в квадратурах оказалось достаточно существования частных первых интегралов. 
При этом интегрирование в квадратурах происходит на уровнях частных первых интегралов.
В настоящей работе теорема Якоби о последнем множителе распространяется на общую ситуацию, 
когда среди первых интегралов присутствуют частные интегралы.
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1. ВВЕДЕНИЕ
 В классической теореме Якоби о последнем 

множителе требуется существование инвариант-
ной меры и наличие достаточного количества 
независимых первых интегралов. В этом случае 
система локально интегрируется в квадратурах. 
Обобщения и модификации теоремы Якоби о 
последнем множителе рассматривались в раз-
личных работах. Среди последних работ можно 
указать [8, 11] в которых обсуждается круг вопро-
сов, связанных с условиями точной интегрируе-
мости систем обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, выраженными через свойства 
тензорных инвариантов и полей симметрий.  
В [3] приводятся примеры систем, в которых 
для возможности интегрирования в квадратурах 
оказалось достаточно существования частных 
первых интегралов. При этом интегрирование 
в квадратурах происходит на уровнях частных 
первых интегралов.

В настоящей работе рассматривается общая 
ситуация, когда инвариантное множество, на 
котором система интегрируется в квадратурах, 
определяется как частный уровень некоторой 

функции на фазовом пространстве системы, т. е. 
на уровне частного интеграла системы.

2. ИНВАРИАНТНАЯ МЕРА НА УРОВНЕ 
ЧАСТНОГО ПЕРВОГО ИНТЕГРАЛА

Рассмотрим систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

	 �x v x x Rn= ( ), ,∈ 	 (1)

v x v vn( ) = ( , , )1 …  – векторное поле в Rn .
Точку x Rn

0 ∈  будем называть неособой, если 
v x( ) 00 ≠ .

Пусть F x x Rn( ), ∈  – гладкая функция в Rn . 
Для константы a R∈  обозначим через Ma  уро-
вень функции F : 

M x R F x aa
n= { : ( ) = }.∈

Точку x Rn
0 ∈  будем называть некритической, 

если dF x( ) 00 ≠ , т. е. градиент функции F  отли-
чен от нуля.

Определение. Множество W Rn⊆  называется 
инвариантным для уравнения (1), если любое ре-
шение x t( )  этого уравнения, начавшееся на W  
(т.е. x W(0)∈ ), остается на нем во все время су-
ществования решения: x t W t( ) ,� � .

Определение. Будем говорить, что функция 
F x( )  – это частный интеграл системы (1) на 
уровне a R∈ , если уровень Ma  является инва-
риантным множеством.
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Утверждение 1.
Пусть F x( )  – частный интеграл системы (1) на 

уровне a R∈ . Тогда в окрестности любой некри-
тической и неособой точки x Ma0 ∈  существует 
гладкая функция G x( ) , которая является первым 
интегралом системы (1), причем F x G x( ) = ( )  и 
dF dG=  на Ma  (т.е. в точках x Ma∈ ).

Доказательство. Не нарушая общности, будем 
считать, что a = 0 , и x0 = 0 . Поскольку x0 = 0 
неособая точка, то в ее окрестности векторное 
поле v x( )  можно выпрямить. Введем вектор 
e Rn= (1,0, ,0)… ∈ . Для выпрямленного вектор-
ного поля и частного интеграла оставим те же 
обозначения. Поэтому, не нарушая общности, 
считаем, что в окрестности нуля имеем 

v x e( ) = = (1,0, ,0).…

Пусть x x x Mn
*

1
* *

0= ( , , )… ∈  – точка из окрест-
ности нуля, лежащая на уровне M0 . Решение 
уравнения �x v x= ( )  с начальными условиями 
x x(0) = *  имеет вид x t x te( ) = * + : 

x t x t x t x x t xn n1 1
*

2 2
* *( ) = , ( ) = , , ( ) = .+ …

Поскольку M0  инвариантное множество, то для 
небольших по модулю значений t , точки x t( )  
также лежат на M0 . В частности, при t x= 1

*−  
имеем x t1( ) = 0 , т.е. точка (0, , , )2

* *x xn…  лежит на 
M0 .

Введем в окрестности нуля функцию 
G x F x F x x

x n( ) = ( ) = (0, , , )
1=0 2 … . Это первый ин-

теграл уравнения (1).
Обозначим через N0  нулевой уровень функ-

ции G x( )  в окрестности нуля: 
N x R G xn

0 = { : ( ) = 0}.∈

Тогда N M0 0= . Действительно, пусть 
x x x Nn= ( , , )1 0… ∈ , то есть пусть G x( ) = 0 . Посколь-
ку G x( ) не зависит от x1, то G x x G xn(0, , , ) = ( ) = 02 … .  
Тогда F x x G xn(0, , , ) = ( ) = 02 … , значит, 
(0, , , )2 0x x Mn… ∈ . В силу инвариантности M0  
точка x x x x en= (0, , , )2 1… +  также лежит на M0.

Обратно, пусть x x x Mn= ( , , )1 0… ∈ , то есть 
пусть F x( ) = 0 . В силу инвариантности M0  точ-
ка (0, , , ) =2 1x x x x en… −  также лежит на M0. Зна-
чит, F x xn(0, , , ) = 02 … . Тогда G x xn(0, , , ) = 02 … .  
Поскольку G x( )  не зависит от x1 , то G x( ) = 0, 
значит, x N∈ 0.

G x( )  не зависит от x1 , следовательно, ∂
∂

G
x1

= 0. 

F  – частный первый интеграл, поэтому ∂
∂

F
x1

= 0,  

при F x( ) = 0, то есть при x M∈ 0 . Поэтому 
∂
∂

∂
∂

F
x

G
x

=  на M0 . Следовательно, dF dG=  на 

M0 .
Утверждение 1 доказано.
Замечание 1.
Пусть система (1) допускает инвариант-

ную меру с гладкой плотностью, и F x( )  – 
частный интеграл этой системы на уровне 
M x F x aa = { : ( ) = }. Пусть x0  – некритическая 
и неособая точка системы (1), лежащая на этом 
уровне. Из утверждения 1 следует, что в окрест-
ности точки x0  существует первый интеграл 
G x( )  системы (1) такой что G x F x a( ) = ( ) =0 0 ,  
и его уровень N x G x aa = { : ( ) = }  локально, в 
окрестности точки x0, совпадает с уровнем 
M x F x aa = { : ( ) = }  частного интеграла. На уров-
не Na  общего интеграла G x( )  существует инва-
риантная мера [12]. Следовательно, инвариант-
ная мера с гладкой плотностью существует и на 
уровне Ma  частного интеграла.

Из утверждения 1 следует, что общий инте-
грал G x( )  существует локально, поэтому и ин-
вариантная мера на уровне частного интеграла 
существует локально. Однако при некоторых 
предположениях о невырожденности можно 
доказать и глобальное существование инвари-
антной меры на всем уровне Ma . В следующем 
утверждение следуем схеме соответствующих 
рассуждений [12].

Утверждение 2.
Пусть µ  – инвариантная мера с гладкой 

плотностью для системы (1), пусть F x( )  – 
частный интеграл системы (1) на некритическом 
уровне a R∈ . Тогда Ma  – это гладкое 
многообразие. Пусть многообразие Ma  не 
содержит особых точек векторного поля v x( ).  
Тогда ограничение системы (1) на уровень 
Ma  имеет инвариантную меру ν . Если мера µ  
задается дифференциальной формой �µ , то ν  
задается дифференциальной формой �ν  такой, 
что для точек, лежащих на Ma  
	 dF � � �� �= . 	 (2)

Доказательство. Уровень Ma  некритический, 
gradF

Ma
≠ 0 . Локально, в окрестности любой 

точки x Ma∈ , существует первый интеграл G x( )  
(см. утверждение 1). Используя теорему о не-
явной функции, введем локальные координаты 
y y yn= ( , , )1 …  такие, что y G x a1 = ( ) − . Тогда ло-

кально Ma  задается уравнением y1 = 0 .
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Покажем, что найдется форма �ν  ранга n − 1  
такая, что для точек, лежащих на Ma

	 � �� �= .dG � 	 (3)

Пусть α( )y  – плотность меры µ  в координа-
тах y . Запишем уравнения (1) в координатах y : 

	 � � … �y f y y f y y f yn n1 1 2 2= ( ) = 0, = ( ), , = ( ).  (4)

 Согласно теореме Лиувилля, 

	
j

n
j

j j

n
j

j

f

y

f

y
=1 =2

( )
=

( )
= 0.� �

�
�

�
�

� �
	 (5)

Локально в координатах y  имеем 
� …� �= ( ) 1y dy dyn� � , где α( )y  некая функция 
(плотность меры). Поскольку dG dy= 1 , то урав-
нение (3) в координатах y  принимает вид 

	
� …

…

µ ν α
α

= = ( ) =

= ( ( ) ).
1 1

1 2

dy y dy dy

dy y dy dy
n

n

∧ ∧ ∧
∧ ∧ ∧

?

	 (6)

Общее решение уравнения (6) есть сумма 
двух слагаемых: 

?� � �= ( ) ,2 1y dy dy dyn� � � �…

где λ  – произвольная ( 2)n − -форма. Второе 
слагаемое оказывается равным нулю при огра-
ничении на Ma . Поэтому 

?� �| = ( ) | .
1=0 2Ma y ny dy dy� �…

Ограничение системы (4) на Ma  имеет вид 

� … �y f y fy n n y2 2 1=0 1=0= | , , = | .

Проверка того, что ?ν |Ma
 – форма инвариант-

ной меры, или, другими словами, что α |
1=0y  –  

плотность инвариантной меры в координатах y,  
теперь сводится к применению теоремы Лиу-
вилля и использованию равенства (5).

Посмотрим, что происходит на пересе-
чении координатных окрестностей. Пусть 
z z zn= ( , , )1 …  – другие координаты (вместо x).  
Уровень Ma  некритический (gradF

Ma
≠ 0). Ло-

кально в окрестности любой точки z Ma∈  су-
ществует первый интеграл G z*( )  (см. утвержде-
ние 1). Используя теорему о неявной функции, 
введем локальные координаты y y yn

*
1
* *= ( , , )…  

такие, что y G z a1
* *= ( ) − . Тогда локально Ma  за-

дается уравнением y1
* = 0 .

Аналогично вышеизложенному, локально в 
координатах y*  имеем � …� �= ( )*

1
* *y dy dyn� � , 

где β( )�y  некая функция (плотность меры). По-
скольку dG dy*

1
*= , то уравнение (3) в координа-

тах y*  принимает вид 

	
� � …

…

µ ν β

β

= = ( ) =

= ( ( ) ).

1
* * *

1
* *

1
* *

2
* *

dy y dy dy

dy y dy dy

n

n

∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧
	 (7)

С учетом (6) получаем 

dy y dy dy

dy y dy dy

n

n

1 2

1
* *

2
* *

( ( ) ) =

= ( ( ) ).

∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧

α

β

…

…

По утверждению 1 в точках Ma  выполнено 
dG dF=  и dG dF* = . Следовательно, в точках 
Ma  имеем 

� � …

…

µ ν α

β

= = ( ( ) ) =

= ( ( ) ).

1 1 2

1
*

2
* *

dy dy y dy dy

dy y dy dy

n

n

∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧

Общее решение этого уравнения имеет вид 

ν α λ

β λ

� …

…

= ( ) =

= ( ) ,

2 1

*
2
* *

1
*

y dy dy dy

y dy dy dy

n

n

∧ ∧ + ∧

∧ ∧ + ∧

где λ  и λ*  – произвольные ( 2)n − -формы. При 
этом вторые слагаемые оказываются равными 
нулю при ограничении на Ma . Поэтому 

ν α

β

� …

…

| = ( ) | =

= ( ) | .

1=0 2

*

1
* =0 2

* *

Ma y n

y n

y dy dy

y dy dy

∧ ∧

∧ ∧

Таким образом, форма ?ν  определена на уровне 
Ma  глобально.

Утверждение 2 доказано.
Замечание 2.
Дифференциальные уравнения, допускаю-

щие частные первые интегралы, можно найти в 
задачах динамики тяжелого твердого тела с не-
подвижной точкой [2, 3, 6].

Имеется еще один класс уравнений, допуска-
ющих частные первые интегралы. Пусть на дви-
жение лагранжевой системы наложена линейная 
по скоростям связь. Уравнения движения такой 
системы – это уравнения Лагранжа второго рода 
с множителями. Если множители найти как 
функции обобщенных координат и скоростей, 
то получатся уравнения в исходном фазовом 
пространстве, для которых наложенные связи 
будут частными первыми интегралами, линей-
ными по скоростям. Можно показать наличие 
инвариантной меры на уровнях этих интегралов 
в случае интегрируемых связей. Если же связи 
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неинтегрируемы, то, как показано в [5], нали-
чие инвариантной меры на этих уровнях нети-
пично.

3. ТЕОРЕМА ЯКОБИ  
О ПОСЛЕДНЕМ МНОЖИТЕЛЕ

Первое обобщение теоремы Якоби о послед-
нем множителе на случай существования част-
ных интегралов дано в работе С.А.Чаплыгина 
[10]. Приведем его в формулировке работы [7].

Утверждение 3.
Предположим, что в окрестности неособой 

точки x0 система �x v x= ( ) имеет инвариант-
ную меру с гладкой плотностью ρ( ) > 0x . Пусть 
F Fk1, ,…  – общие, а F Fk n� �1 2, ,…  – частные пер-
вые интегралы, такие, что 

	 �F g Fi
j k

n

ij j

nij=
= 1

2 ,

�

�

� 	 (8)

где �F Fi i= ( , )grad v  – производная в силу систе-
мы, gij  – функции класса C1, величины nij ≥ 0  
и nii > 1 . Если функции F Fn1, ,…  независимы, то 
система интегрируема в квадратурах на уровне 
частных первых интегралов.

Динамические уравнения Эйлера—Пуассона 
движения твердого тела с неподвижной точкой 
допускают инвариантную меру с постоянной 
плотностью. Поэтому для нахождения квадра-
тур, дающих общее решение уравнений Эйле-
ра—Пуассона, достаточно найти еще один об-
щий первый, либо частный первый интеграл, 
независимый от трех классических интегралов 
(энергии, площадей и геометрического). При-
меры нахождения и анализа квадратур в таких 
системах см. в [2, 3, 6]. Однако, в этих случаях 
условия теоремы Чаплыгина о последнем мно-
жителе не выполняются.

В работе [7] задача об интегрируемости си-
стем с инвариантной мерой при наличии общих 
и частных интегралов рассмотрена в гамильто-
новом формализме, когда число первых интегра-
лов равно числу степеней свободы гамильтоно-
вой системы. Условия (8) заменены на условия 
коммутируемости интегралов и обращения в 
ноль их попарных скобок Пуассона. Доказанное 
общее утверждение позволяет сформулировать 
обобщение теоремы Чаплыгина о последнем 
множителе в применении к уравнениям Эйле-
ра–Пуассона в задаче о движении твердого тела с 
неподвижной точкой. Условия (8) заменяются на 
условия коллинеарности градиентов интеграла 

энергии и производной в силу системы частного 
интеграла на их совместном уровне. Обобщение 
теоремы Якоби применяется к случаю Горячева- 
Чаплыгина и другим задачам.

Замечание 3. В рамках теоремы Якоби о по-
следнем множителе размерность совместного 
уровня равна двум, и для анализа динамики си-
стемы на этом уровне можно воспользоваться 
общей теоремой Колмогорова о динамических 
системах с инвариантной мерой на двухмерном 
торе [9].

4. ДИНАМИКА НА ДВУМЕРНЫХ  
ЧАСТНЫХ УРОВНЯХ

Пусть система �x v x= ( )  порядка n  обладает 
инвариантной мерой с гладкой положительной 
плотностью и имеет n − 2  общих или частных 
первых интеграла F Fn1 2, ,… − , для которых вы-
полнены условия Утверждения 2. Рассмотрим 
совместный уровень первых интегралов 

M F a i ma i i= { : ( ) = , = 1, , 2}x x … −

(для краткости рассуждений считаем, что он 
связен, иначе возьмем его связную компоненту).

Поскольку в точках x ∈ Ma  первые интегралы 
независимы, то Ma  является гладким двумерным 
многообразием с векторным полем v x( )  на нем.

Можно показать, что если фазовое простран-
ство системы ориентируемо, то неособые уров-
ни гладких функций также являются ориенти-
руемыми многообразиями. В этом случае Ma  
также ориентируемо.

Пусть ориентируемое двумерное многообра-
зие Ma  компактно и векторное поле v  на нем не 
имеет особых точек. Тогда, в соответствии с из-
вестным утверждением из топологии, Ma  явля-
ется двумерным тором T 2  (см., например, [4]).

Динамику системы на нем проясняет следую-
щее утверждение [9]:

Теорема Колмогорова. Пусть на двумерном 
торе T 2  задано гладкое неособое векторное 
поле, и соответствующая система дифференци-
альных уравнений допускает инвариантную меру 
с гладкой плотностью. Тогда на торе можно вве-
сти угловые координаты � � �1 2, 2mod , в которых 
система будет выглядеть следующим образом: 

� ��
�

� � �
�

�
� � �1

1

1 2
2

2

1 2
=

( , )
, =

( , )
,

где ωi  – некоторые константы, и ν  – плотность 
инвариантной меры. После замены времени 
d dt� �= 1�  система приобретет вид 
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d
d

d
d

�
�

�
�
�

�1
1

2
2= , = .

Если в некоторых угловых координатах 
u v, 2mod π  на торе система имела вид 

� �u f u v v f u v= ( , ), = ( , ),1 2

и плотность инвариантной меры задавалась 
функцией ρ( , )u v , то 

�
�

� � �i

T

i

T

f dudv dudv i=
1

, = , = 1,2.
2 2
� �

Если ωi  соизмеримы, то любая траектория на 
торе будет периодической. В несоизмеримом 
случае движение условно-периодическое, любая 
траектория будет заполнять тор всюду плотно.

В качестве модельного примера рассмотрим 
гамильтонову систему с двумя степенями сво-
боды. Пусть ( , ) 4q p R∈  – канонические коорди-
наты W q p( , )  – произвольная гладкая функция. 
Пусть F q p( , )  и G q p( , )  – гладкие функции, такие 
что { , } = 0F G , где { }⋅  – скобка Пуассона. Пусть 
функции F  и G  функционально независимы 
на уровне F = 0. Cставим функцию Гамильто-
на H q p WF G( , ) = + . Производная функции F  в 
силу системы равна 

�F H F WF F G F F W F= { , } = { , } { , } = { , }.+

Функция F  является частным интегралом 
системы на своем нулевом уровне. Проверим 
функциональную независимость функций H  и 
F  на этом уровне 

g g g

g g g

rad rad rad

rad rad rad

H F W W F

G W F G

=

=

+ +
+ +

Поскольку по предположению векторы gradF  
и gradG не коллинеарны на уровне F = 0, то не 
коллинеарны и векторы gradH  и gradF . Значит, 
функции H  и F  независимы на уровне F = 0.  
Уравнения Гамильтона допускают инвариант-
ную меру с постоянной плотностью. При F = 0  
имеем H G= . Пусть для константы h  совмест-
ный уровень { = , = 0}H h F  имеет компактную 
связную компоненту, на которой вектор фазо-
вой скорости не обращается в ноль. Тогда эта 
компонента представляет собой инвариантный 
двухмерный тор, и в данном случае применима 
теорема Колмогорова.

Рассмотрим конкретный пример – возму-
щенный плоский гармонический осциллятор. 
Пусть W q p( , )  – произвольная гладкая функция. 
Положим 

F p q p q

G p p q q

= 1,

=
1
2

( )
1
2

( ),

1 2 2 1

1
2

2
2

1
2

2
2

− −

+ + +

Это интеграл кинетического момента и функция 
Гамильтона плоского гармонического осцилля-
тора, поэтому { , } = 0F G , в чем можно убедиться 
и прямым вычислением. Проверим независи-
мость F  и G . Имеем 

g grad radF p p q q G q q p p= ( , , , ), = ( , , , )2 1 2 1 1 2 1 2− −

Возьмем скалярное произведение этих векто-
ров. На уровне F = 0  имеем 

	 ( , ) = 2( ) = 2.2 1 1 2g grad radF G q p q p− 	 (9)

На уровне G h= > 1  имеем имеем 
� �gradG h2 = 2 > 2 Поскольку � � � �g grad radF G= ,  
то на уровне G h= > 1  имеем 
� � � �g grad radF G2 2= > 2 . Тогда из (9) следует, что 
при h > 1  на совместном уровне { = > 1, = 0}G h F  
векторы gradF  и gradG  не коллинеарны. Зна-
чит, на этом совместном уровне функции F  и G  
независимы.

Уровень G h= > 1  компактен и представляет 
собой трехмерную сферу S3  радиуса 2h . На 
уровне F = 0  имеем H G= . Поэтому совмест-
ный уровень { = > 1, = 0}H h F  совпадает с со-
вместным уровнем { = > 1, = 0}G h F  и все его 
связные компоненты – это двухмерные торы.

Для гамильтониана H FW G= +  выпишем 
уравнения Гамильтона на уровне F = 0  
� �q H WF G p H WF Gp p p q q q= = , = = .� � � �

На совместном уровне { = > 1, = 0}G h F  век-
тор фазовой скорости отличен от нуля, посколь-
ку векторы gradF  и gradG  не коллинеарны.

На совместном уровне { = > 1, = 0}H h F  вы-
полнены все условия теоремы Колмогорова. Та-
ким образом, множество { > 1, = 0}H F  расслаи-
вается на инвариантные двухмерные торы, и 
при некотором выборе координат (возможно, с 
заменой времени) движение на этих торах будет 
условно периодическим.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Доказанные в работе утверждения обобщают 

известные классические теоремы о существова-
нии инвариантной меры на системы с частными 
интегралами. Эти результаты дают больше воз-
можностей для анализа поведения таких дина-
мических систем.
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To satisfy the conditions of Jacobi's theorem on the last multiplier, it is needed the existence of invariant 
measure and the presence of a sufficient number of independent first integrals. In this case, the system is locally 
integrated in quadratures. There are known the examples of systems in which it turned out that for the possibility 
of integration in quadratures it is sufficient the existence of partial first integrals. In this case, integration in 
quadratures occurs at the levels of partial first integrals.
In this paper, Jacobi's theorem on the last multiplier is extended to the general situation, when among the first 
integrals there are partial integrals.

Keywords: invariant measure, invariant sets, partiсular first integrals, integrability in quadratures
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