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1. РЕШЕТОЧНОЕ УРАВНЕНИЕ БОЛЬЦМАНА
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОЙ АНИЗОТРОПНОЙ

ДИФФУЗИИ
В задачах, связанных с удалением шумов на

изображениях, часто применяется нелинейное
анизотропное уравнение диффузии (для двух
пространственных переменных) [1]

𝜕𝐼
𝜕𝑡
= ∇(𝔇∇𝐼), (1)

где 𝐼 = 𝐼(𝑡, x) ≥ 0, x = (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 –– интенсивность
серого цвета, 𝔇 есть симметричная положитель-
но определенная 2 × 2 матрица, элементы кото-
рой являются функциями от градиента 𝐼, то есть
𝔇 =𝔇(∇𝐼).

Рассмотрим решеточное уравнение Больцмана
для пяти дискретных скоростей с множественными
временами релаксации [2]

f(𝑡 +Δ𝑡, x + cΔ𝑡) − f(𝑡, x) = Δ𝑡M−1SM(feq − f), (2)

где f = (𝑓1, … , 𝑓5)𝑇 есть вектор, состоящий из функ-
ций распределения 𝑓𝑖 ≥ 0, соответствующих дис-
кретным скоростям c ≡ (c1, … c5), векторы ci сле-
дующие: c1 = (0, 0), c2,3 = (±1, 0)𝑐, c4,5 = (0, ±1)𝑐, где
𝑐 = Δ𝑥/Δ𝑡 > 0 –– постоянная величина, Δ𝑥 –– рассто-
яние между узлами решетки, Δ𝑡 –– шаг по време-
ни. Также feq есть состояние локального равнове-
сия, в случае диффузии (без адвекции) все элемен-

1Федеральный исследовательский центр “Информатика
и управление” Российской Академии Наук, Москва, Россия

*E-mail: oilyin@gmail.com

ты вектора feq равны 1
5 𝐼 = 1

5 ∑𝑖 𝑓𝑖. Матрица M разме-
ра 5×5 преобразует функции распределения 𝑓𝑖 в мо-
менты, матрица S отвечает за релаксацию момен-
тов, M−1 преобразует моменты в функции распре-
деления. Матрицы M, S−1 имеют следующий вид

M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1 1
0 1 −1 0 0
0 0 0 1 −1
4 −1 −1 −1 −1
0 1 1 −1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

S−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

τ1 0 0 0 0
0 τ𝑥𝑥 τ𝑥𝑦 0 0
0 τ𝑥𝑦 τ𝑦𝑦 0 0
0 0 0 τ4 0
0 0 0 0 τ5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

где элементы S−1 есть времена релаксации, кото-
рые зависят от ∇𝐼, их явный вид обсуждается ниже.
Важно отметить, что строки матрицы M есть взаим-
но ортогональные вектора, то есть получающиеся
моменты ортогональны (но не ортонормированы)
относительно стандартного скалярного произведе-
ния

⟨a, b⟩ = aT ⋅ b =
5

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖,

где a, b –– векторы из пяти элементов. Момент, соот-
ветствующий первой строке, то есть ∑𝑖 𝑓𝑖 отвечает
концентрации, моменты, соответствующие второй
и третьей строке есть ∑𝑖 𝑓𝑖𝑐𝑖,𝑥 и ∑𝑖 𝑓𝑖𝑐𝑖,𝑦, они явля-
ются плотностями потока.
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Теорема 1. Выполняется следующее равенство

M−1S−1M =MTS̃−1M,

где S̃−1 есть блочно-диагональная матрица

S̃−1=𝑑𝑖𝑎𝑔(1
5

τ1,
1
2
T ,

1
20

τ4,
1
4

τ5) , T = [τ𝑥𝑥 τ𝑥𝑦
τ𝑥𝑦 τ𝑦𝑦

] . (3)

Доказательство. Строки матрицы M ортого-
нальны, то есть ∑𝑠 𝑀𝑖𝑠𝑀𝑗𝑠 = 𝐷𝑖𝑗, где 𝐷 есть
диагональная матрица D = 𝑑𝑖𝑎𝑔(5, 2, 2, 20, 4), то
есть MMT = D, следовательно, M−1 =MTD−1. Та-
ким образом, M−1S−1M =MTD−1S−1M. Отметим,
что диагональные элементы на второй и третьей
строках матрицы D−1 одинаковы и равны 1/2,
при умножении D−1S−1 подматрица T (форму-
ла (3)) умножается на 1/2, в результате получаем
D−1S−1 = S̃−1, где S̃−1 задается формулой (3).

Отметим, что для решеточных моделей Больц-
мана для уравнений диффузии [3] (диффузии-
адвекции) имеется только один интеграл столкно-
вения (закон сохранения массы) ∑𝑖(𝑓

𝑒𝑞
𝑖 − 𝑓𝑖) = 0,

если требуется учесть адвекцию, то скорость вклю-
чается в состояние локального равновесия 𝑓 𝑒𝑞

𝑖 как
дополнительный параметр, причем ∑𝑖 𝑓 𝑒𝑞

𝑖 𝑐𝑖 = 𝐼𝑢, но
в общем случае ∑𝑖 𝑓𝑖𝑐𝑖 ≠ 𝐼𝑢 .

Для того чтобы показать, что модель (2) опи-
сывает в некотором пределе уравнение диффу-
зии (1) необходимо ввести характерные масшта-
бы размерных переменных и безразмерный малый
параметр. Если 𝐼(𝑡, x) известно в момент време-
ни 𝑡 и в точке x, то локальный (в окрестности 𝑡
и x) характерный масштаб длины 𝐻 можно опре-
делить как 𝐻 = 𝐼/∣∇𝐼∣, характерный масштаб вре-
мени 𝑇 зададим выражением 𝑇 =𝐻/𝑐, вспоминая,
что 𝑐 = Δ𝑥/Δ𝑡, получаем 𝑇 = (𝐻/Δ𝑥)Δ𝑡. Величину 𝐻
можно считать характерным размером объекта на
изображении, считаем, что данный объект хоро-
шо разрешается пространственной решеткой для
уравнения (2), то есть Δ𝑥 ≪ 𝐻, таким образом мож-
но ввести малый параметр ε = Δ𝑥/𝐻, являющийся
аналогом числа Кнудсена в кинетической теории.
Считаем, что f зависит от безразмерных временной
и пространственной переменных 𝑡1 = 𝑡/𝑇, x1 = x/𝐻.
Кроме того, считаем, что f зависит от безразмер-
ного времени разных масштабов: 𝑡1 (быстрая вре-
менная переменная), 𝑡2 = ε𝑡1 (медленная времен-
ная переменная). Можно также вводить еще бо-
лее медленные временные масштабы 𝑡3 = ε2𝑡1 и т.д.,
но они не влияют на результаты, поэтому не бу-
дут рассматриваться. С использованием безразмер-
ных переменных функции распределения f(𝑡, x),
f(𝑡 +Δ𝑡, x + cΔ𝑡) запишутся в виде

f(𝑡, x) = f(𝑡1, 𝑡2, x1),
f(𝑡 +Δ𝑡, x + cΔ𝑡) = f(𝑡1 + ε, 𝑡2 + ε2, x1 + eε),

где e = c/𝑐. Тогда уравнение (2) принимает вид

f(𝑡1 + ε, 𝑡2 + ε2, x1 + eε) − f(𝑡1, 𝑡2, x1) =
= Δ𝑡M−1SM(feq − f).

(4)

Рассмотрим разложение Чепмена-Энскога по ма-
лому параметру ε

f = feq + εf(1) + ε2f(2) +… , (5)

где сумма всех элементов векторов f(n), 𝑛 > 0 равна
нулю, то есть

⟨1, f(n)⟩ =∑
𝑖

𝑓 (𝑛)𝑖 = 0, 𝑛 > 0, (6)

где 1 ≡ (1, 1, 1, 1, 1), отсюда также сразу следует, что
∑𝑖 𝑓𝑖 =∑𝑖 𝑓 𝑒𝑞 = 𝐼. Покажем, что в пределе малых чи-
сел Кнудсена ε уравнение (4) эквивалентно уравне-
нию (1). Рассмотрим разложение в ряд Тейлора ле-
вой части уравнения (4), вместе с выражением (5)
уравнение (4) запишется в виде

ε(𝜕𝑡1 + ε𝜕𝑡2 + (𝑒,∇x1))(feq + εf(1) + ε2f(2) +…)+

+ε2

2
(𝜕𝑡1 + ε𝜕𝑡2 + (𝑒,∇x1))2(feq + εf(1) + ε2f(2) +…)+
+… = −Δ𝑡M−1SM(εf(1) + ε2f(2) +…),

(7)
где (𝑒,∇x1) = ex𝜕𝑥1+ey𝜕𝑦1. Cоберем члены с одинако-
выми степенями ε в уравнении (7). Слагаемые, сто-
ящие при ε1, дают следующие уравнения

𝜕𝑡1f
eq + (𝑒,∇x1)feq = −Δ𝑡M−1SMf(1). (8)

Вначале просуммируем уравнения в (8), отметим,
что ∑𝑖(𝑒𝑖, ∇x1)𝑓 𝑒𝑞

𝑖 = (1/5)∑𝑖(𝑒𝑖, ∇x1)𝐼 = 0, в си-
лу симметрии дискретных скоростей ei = ci/𝑐. Ис-
пользуя равенство M−1 =MTD (доказательство тео-
ремы 1) правая часть (8) может быть переписана
в виде Δ𝑡MTDSMf(1). Тогда сумму правых частей (8)
можно записать в виде скалярного произведения
Δ𝑡⟨M1, DSMf(1)⟩, 1 ≡ (1, 1, 1, 1, 1), при этом M1 есть
вектор, у которого ненулевым является только пер-
вый элемент, тогда как из (6) следует, что у векто-
ра Mf(1) и, следовательно, DSMf(1) первый элемент
равен нулю, тогда рассматриваемое скалярное про-
изведение равно нулю. В результате получаем, что
𝜕𝑡1f

eq = 0, а также

f(1) = −Δ𝑡−1𝑀−1𝑆−1𝑀(𝑒,∇x1)feq. (9)

Очевидно, что 𝜕𝑡1f
(1) = 0.

Соберем члены, стоящие при ε2, получаем урав-
нения

𝜕𝑡2f
eq + (𝑒,∇x1)f(1) +

1
2
(𝑒,∇x1)2feq =

= −Δ𝑡M−1SMf(2).
(10)
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Просуммируем уравнения в (10), используя (9)
и теорему 1, получаем

𝜕𝑡2𝐼 −
1
5

Δ𝑡−1∇𝑥1⟨Mex, S̃−1M(ex∇𝑥1 + ey∇𝑦1)𝐼⟩−

−1
5

Δ𝑡−1∇𝑦1⟨Mey, S̃−1M(ex∇𝑥1 + ey∇𝑦1)𝐼⟩+

+1
5
(∇2

𝑥1
+∇2

𝑦1
)𝐼 = 0.

(11)

Отметим, что в силу ортогональности строк мат-
рицы M вектор Mex (или Mey) имеет ненуле-
вым только второй (или третий) элемент, то есть
Mex = (0, 2, 0, 0, 0)𝑇, Mey = (0, 0, 2, 0, 0)𝑇. Используя
явную форму матрицы S̃−1 (формула (3)) мож-
но заметить, что на скалярные произведения ⟨, ⟩
в (11) влияет только подматрица T , например
⟨Mex, S̃−1Mey⟩ = 2τ𝑥𝑦, в результате (11) запишется
в виде

𝜕𝑡2𝐼 =
2
5

Δ𝑡−1∇x1T ∇x1𝐼 − 1
5
∇2

x1
𝐼. (12)

Возвращаясь к исходным размерным переменным,
уравнение (12) принимает вид

𝜕𝑡𝐼 =
2𝑐2

5
∇T ∇𝐼 − 𝑐2Δ𝑡

5
2𝐼. (13)

Вводя обозначение 𝔇 = 2𝑐2

5 (T −
Δ𝑡
2 𝑖𝑑), где 𝑖𝑑 есть

единичная диагональная матрица, получаем из (13)
уравнение (1), считается, что T = T (∇𝐼), нахожде-
нию явного вида матрицы T посвящен следующий
параграф.

2. ЗАДАЧИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ
ИЗОБРАЖЕНИЙ

Решеточные уравнения Больцмана часто нахо-
дят применения в задачах обработки изображений,
в частности, рассматривалось применение данного
метода для шумоподавления на основе нелинейной
диффузии типа Перона––Малик [4–7], уравнения
Аллена––Кана [8, 9]. Решеточные уравнения Больц-
мана могут применяться в алгоритмах построения
Гауссовых пирамид и распознавание объектов [10].
В настоящей работе рассматриваются задача кор-
рекции контуров (edge enhancement) на изображе-
ниях с шумом на основе модели (2) с непостоянны-
ми временами релаксации. В отличие от предыду-
щих исследований [4–7], где рассматривались ре-
шеточные уравнения Больцмана для нелинейных
изотропных уравнений диффузии, настоящая мо-
дель описывает процесс нелинейной анизотропной
диффузии, то есть оказывается возможным управ-
лять направлением диффузионного потока −𝔇∇𝐼,
который в общем случае не коллинеарен градиенту
интенсивности цвета.

Следуя предыдущим результатам [11, 1], введем
тензор структуры, который в общем случае имеет
вид

𝐽 = [𝑗𝑥𝑥 𝑗𝑥𝑦
𝑗𝑥𝑦 𝑗𝑦𝑦

] ,

где 𝑗𝑎𝑏 = 𝐺ρ ∗ (∇𝑎𝐼σ∇𝑏𝐼σ), 𝑎, 𝑏 = 𝑥, 𝑦, кроме то-
го 𝐺ρ есть Гауссов фильтр со стандартным от-
клонением ρ > Δ𝑥, также 𝐼σ интенсивность се-
рого цвета дополнительно сглаженная Гауссовым
фильтром 𝐺σ с маленьким стандартным откло-
нением σ ≤ Δ𝑥, Δ𝑥 –– межпиксельное расстоя-
ние. Если отказаться от дополнительного сглажи-
вания 𝐺σ, то можно аппроксимировать градиент
∇𝐼 следующим способом. Используя (9) и возвра-
щаясь к размерным переменным, можно выпи-
сать в явном виде выражения для компонент 𝑓 (1)𝑖 ,
а именно, 𝑓 (1)0 = 0, 𝑓 (1)2,3 = ∓(𝑐/5)(τ𝑥𝑥∇𝑥𝐼 + τ𝑥𝑦∇𝑦𝐼),
𝑓 (1)4,5 = ∓(𝑐/5)(τ𝑥𝑦∇𝑥𝐼 + τ𝑦𝑦∇𝑦𝐼). Отметим, что из раз-
ложения Чепмена––Энскога следует, что 𝑓 − 𝐼/5 ап-
проксимирует 𝑓 (1) с точностью до ε2, т.е. с вторым
порядком точности по пространству Δ𝑥2. Тогда

∇𝑥𝐼 ≈ 5𝑐−1 det(T )−1((𝑓3 − 𝐼/5)τ𝑦𝑦 − (𝑓5 − 𝐼/5)τ𝑥𝑦),
∇𝑦𝐼 ≈ 5𝑐−1 det(T )−1((𝑓3 − 𝐼/5)τ𝑥𝑦 − (𝑓5 − 𝐼/5)τ𝑥𝑥).

Матрица 𝔇 в уравнении (1) вычисляется на
основе 𝐽. Собственные значения матрицы 𝐽 есть
μ1,2 = 1

2(Tr(𝐽)±
√

Tr(𝐽)2 − det(𝐽)2). Величины μ1,2,
вычисленные в точке (𝑥, 𝑦), определяют макси-
мальные и минимальные изменения интенсивно-
сти в окрестности точки (𝑥, 𝑦) радиуса ρ, соот-
ветствующие собственные вектора определяют на-
правления максимального и минимального изме-
нения интенсивности. Собственные векторы 𝔇
должны быть параллельны собственным векто-
рам 𝐽, собственные значения λ1,2 матрицы 𝔇 вы-
числяются с помощью μ1,2

λ1 =
1

1 + (μ1/𝐾)2
, λ2 = 1, (14)

следуя предыдущим исследованием [5] опреде-
лим 𝐾 = 0.9(𝑁𝑥𝑁𝑦)−1 ∑𝑥𝑦∣∇𝑢∣, где 𝑁𝑥𝑁𝑦 –– разреше-
ние изображения, элементы матрицы 𝔇 следую-
щие

𝐷𝑥𝑥 = λ1 cos2(α) + λ2 sin2(α),
𝐷𝑦𝑦 = λ2 cos2(α) + λ1 sin2(α),
𝐷𝑥𝑦 = (λ1 − λ2) cos(α) sin(α),

(15)

где единичный вектор (cos(α), sin(α)) вычисляется
из условия параллельности вектору с координатами
(2𝑗𝑥𝑦, 𝑗𝑦𝑦−𝑗𝑥𝑥+

√
(𝑗𝑦𝑦 − 𝑗𝑥𝑥)2 + 4𝑗2

𝑥𝑦). По своему смыс-
лу диффузионный процесс, определяемый матри-
цей (15), сглаживает интенсивность цвета вдоль
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контуров объектов на изображении (λ2 = 1), диф-
фузия в направлении перпендикулярном контуру
(зависит от λ1) сглаживает интенсивность цвета, ес-
ли μ1 < 𝐾 и увеличивает градиент цвета при μ1 > 𝐾.
Реализация диффузионного процесса (1) на осно-
ве модели (2) следующая. Если в определенный мо-
мент времени известны 𝑓𝑖, то элементы 𝔇, задава-
емые (15), определяют времена релаксации, входя-
щие в матрицу T , формула (13) и 𝔇 = 2𝑐2

5 (T −
Δ𝑡
2 𝑖𝑑).

Градиенты интенсивности ∇𝑥𝐼, ∇𝑦 могут быть ап-
проксимированы неравновесными частями функ-
ции распределения 𝑓𝑖 − 𝐼/5. Отметим, что време-
на релаксации τ1, τ4, τ5 не влияют на итоговое урав-
нение (13), в численном эксперименте они берут-
ся равными 1. На границах ставятся условия Ней-
мана: (𝑛,𝔇∇𝐼) = 0 (скалярное произведение в дву-
мерном пространстве), где 𝑛 внешняя нормаль. Ре-
ализация условий Неймана для используемой ре-
шеточной модели Больцмана следует статье [2]. Ре-
зультаты применения модели (2) представлены на
рис.1. В первом случае рассматривается удаление
спекл шума с стандартным отклонением 0.05 на
синтетическом изображении (а. исходное изобра-
жение, b. изображение с добавлением шума, c. при-
менение модели к изображению с шумом в момент
времени 𝑡 = 50, также Δ𝑡 = 0.1, Δ𝑥 = 1, σ = 1, гаус-
сов фильтр 𝐺ρ для структурного тензора не приме-
няется), во втором случае рассматривается удале-
ние гауссового шума с стандартным отклонением
0.05 (d. исходное изображение, e. изображение с до-
бавлением шума, f. применение модели к изобра-
жению с шумом в момент времени 𝑡 = 50; σ = 0.5,
остальные параметры такие же, как и в предыду-
щем случае).

Рис 1

Можно заключить, что рассматриваемый алго-
ритм достаточно эффективно восстанавливает ис-
ходное изображение, в частности, искажение кон-
туров наблюдается преимущественно в окрестно-
сти углов (излишнее сглаживание).

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе рассматривается метод си-

муляции анизотропной и нелинейной диффузии
в приложении к задачам восстановления зашум-
ленных изображений на основе решеточных урав-
нений с множественными временами релаксации.
В отличие от ранее рассмотренных моделей в на-
стоящем исследовании времена релаксации непо-
стоянны и являются функциями от макроскопи-
ческих величин (интенсивность цвета) и их про-
изводных. Это свойство дает возможность изме-
нять диффузионный поток −𝔇∇𝐼 по разному в раз-
ных точках изображения, что позволяет реализо-
вать процесс сглаживания изображения в областях
с шумом и процесс обратной диффузии в областях
с контурами (усиление границ). Рассмотрен про-
цесс удаления спекл и гауссового шума на тестовых
изображениях.

В качестве направлений для будущих исследо-
ваний можно отметить задачи усиления когерент-
ности (coherence enhancing) на изображениях с при-
менением решеточных уравнений Больцмана [11].
Также представляет интерес сравнение пиковых со-
отношений сигнал/шум в задачах удаления шумов
на изображениях (например, медицинских изоб-
ражениях, полученных в результате компьютерной
томографии), полученных с применением реше-
точных уравнений Больцмана для анизотропной
диффузии и численных методов для уравнения Пе-
рона––Малик, нахождение оптимального времени
остановки диффузионного алгоритма.
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LATTICE BOLTZMANN MODEL FOR NONLINEAR ANISOTROPIC
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It is shown that the multiple non-constant relaxation time lattice Boltzmann equation for five discrete ve-
locities is equivalent to the nonlinear anisotropic diffusion equation. The application of the proposed model
to speckle and gaussian noise removal problem is considered.

Keywords: lattice Boltzmann equations, nonlinear anisotropic diffusion.
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