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1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
Пусть 𝐿 –– счетный язык первого порядка. Всю-

ду в данной статье мы рассматриваем 𝐿-структуры
и предполагаем, что 𝐿 содержит символ бинарно-
го отношения <, который интерпретируется как
линейный порядок в этих структурах. Открытым
интервалом в такой структуре 𝑀 является пара-
метрически определимое подмножество структу-
ры 𝑀 вида 𝐼 = {𝑐 ∈ 𝑀 ∣ 𝑀 ⊧ 𝑎 < 𝑐 < 𝑏} для некоторых
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 ∪ {−∞, ∞} таких, что 𝑎 < 𝑏. Аналогично
мы можем определить замкнутые, полуоткрытые-
полузамкнутые и т.п. интервалы в 𝑀. Произвольная
точка 𝑎 ∈ 𝑀 может быть также представлена в ви-
де интервала [𝑎, 𝑎]. Таким образом, под интервалом
в 𝑀 мы будем подразумевать любой из вышепри-
веденных интервалов в 𝑀. Подмножество 𝐴 линей-
но упорядоченной структуры 𝑀 называется выпук-
лым, если для любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 и 𝑐 ∈ 𝑀 всякий раз
когда 𝑎 < 𝑐 < 𝑏 мы имеем 𝑐 ∈ 𝐴. Очевидно, что лю-
бой интервал является выпуклым множеством. Об-
ратное в общем случае неверно. Например, мно-
жество 𝐽 = {𝑐 ∈ 𝑀 ∣ 𝑀 ⊧ −

√
2 < 𝑐 <

√
2} в структуре

𝑀 = ⟨ℚ,<⟩, где ℚ –– множество рациональных чи-
сел, является выпуклым, но не является интерва-
лом.

Настоящая работа касается понятия слабой
о-минимальности, первоначально исследованного
в [1]. Слабо о-минимальной структурой называется
линейно упорядоченная структура 𝑀 = ⟨𝑀,<, …⟩
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такая, что любое параметрически определимое
подмножество структуры 𝑀 является объедине-
нием конечного числа выпуклых множеств в 𝑀.
Напомним, что такая структура 𝑀 называется о-
минимальной, если любое параметрически опреде-
лимое подмножество структуры 𝑀 является объ-
единением конечного числа интервалов и точек
в 𝑀. Теория 𝑇 называется о-минимальной (слабо
о-минимальной), если каждая модель теории явля-
ется о-минимальной (слабо о-минимальной). Та-
ким образом, слабая о-минимальность обобщает
понятие о-минимальности. Вещественно замкну-
тые поля с собственным выпуклым кольцом нор-
мирования обеспечивают важный пример слабо о-
минимальных (не о-минимальных) структур.

Пусть 𝐴, 𝐵 –– произвольные подмножества ли-
нейно упорядоченной структуры 𝑀. Тогда выраже-
ние 𝐴 < 𝐵 означает, что 𝑎 < 𝑏 всякий раз когда 𝑎 ∈ 𝐴
и 𝑏 ∈ 𝐵. Выражение 𝐴 < 𝑏 (соответственно 𝑏 < 𝐴)
означает, что 𝐴 < {𝑏} ({𝑏} < 𝐴). Через 𝐴+ (и соответ-
ственно 𝐴−) будем обозначать множество элемен-
тов 𝑏 ∈ 𝑀 с условием 𝐴 < 𝑏 (𝑏 < 𝐴). Для произволь-
ного типа 𝑝 мы обозначаем через 𝑝(𝑀) множество
реализаций типа 𝑝 в 𝑀. Если 𝐵 ⊆ 𝑀 и 𝐸 –– отноше-
ние эквивалентности на 𝐵, то мы обозначаем через
𝐵/𝐸 множество представителей 𝐸–классов, лежа-
щих в 𝐵. Если 𝑓 –– функция на 𝑀, то мы обозначаем
через 𝐷𝑜𝑚(𝑓) область определения функции 𝑓, а че-
рез 𝑅𝑎𝑛𝑔𝑒(𝑓)–– ее область значений.

Всюду далее в статье, если не оговорено против-
ное, мы рассматриваем произвольную полную тео-
рию 𝑇, где 𝑀 –– достаточно насыщенная модель тео-
рии 𝑇.
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Определение 1. Пусть 𝑇 — слабо о-минималь-
ная теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неалгебра-
ические типы. Мы говорим, что тип 𝑝 является не
слабо ортогональным типу 𝑞 (𝑝 /⟂𝑤 𝑞), если существу-
ют 𝐿𝐴-формула 𝐻(𝑥, 𝑦), α ∈ 𝑝(𝑀)и β1, β2 ∈ 𝑞(𝑀) та-
кие, что β1 ∈ 𝐻(𝑀, α) и β2 /∈ 𝐻(𝑀, α).

Другими словами, тип 𝑝 является слабо орто-
гональным типу 𝑞 (𝑝 ⟂𝑤 𝑞), если 𝑝(𝑥) ∪ 𝑞(𝑦) име-
ет единственное расширение до полного 2-типа
над 𝐴.

Лемма 1. [2] Пусть 𝑇 –– слабо о-минимальная
теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀. Тогда отношение не слабой
ортогональности /⟂𝑤 является отношением эквива-
лентности на 𝑆1(𝐴).

Определение ранга выпуклости одноместной
формулы введено в [3] и расширено на произволь-
ное множество в [4]:

Определение 2. [3, 4] Пусть 𝑇 –– слабо о-мини-
мальная теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀. Ранг выпуклости
множества 𝐴 (𝑅𝐶(𝐴)) определяется следующим
образом:

1) 𝑅𝐶(𝐴) = −1, если 𝐴 = ∅.
2) 𝑅𝐶(𝐴) = 0, если 𝐴 конечно и непусто.
3) 𝑅𝐶(𝐴) ≥ 1, если 𝐴 бесконечно.
4) 𝑅𝐶(𝐴) ≥ α + 1, если существуют параметри-

чески определимое отношение эквивалентности
𝐸(𝑥, 𝑦) и 𝑏𝑖 ∈ 𝐴, 𝑖 ∈ ω, удовлетворяющие следую-
щим условиям:
● Для любых 𝑖, 𝑗 ∈ ω, всякий раз когда 𝑖 ≠ 𝑗 мы

имеем 𝑀 ⊧ ¬𝐸(𝑏𝑖, 𝑏𝑗);
● Для каждого 𝑖 ∈ ω 𝑅𝐶(𝐸(𝑀, 𝑏𝑖)) ≥ α и

𝐸(𝑀, 𝑏𝑖)–– выпуклое подмножество множества 𝐴.
5) 𝑅𝐶(𝐴) ≥ δ, если 𝑅𝐶(𝐴) ≥ α для всех α < δ

(δ предельный).
Для ординала α положим 𝑅𝐶(𝐴) = α, если

𝑅𝐶(𝐴) ≥ α и 𝑅𝐶(𝐴) /≥ α + 1.
Если 𝑅𝐶(𝐴) = α для некоторого α, то мы гово-

рим, что 𝑅𝐶(𝐴) определяется. В противном случае
(т.е. если 𝑅𝐶(𝐴) ≥ α для любого ординала α), мы по-
лагаем 𝑅𝐶(𝐴) =∞.

Ранг выпуклости формулы ϕ(𝑥, ̄𝑎), где ̄𝑎 ∈ 𝑀,
определяется как ранг выпуклости множества
ϕ(𝑀, ̄𝑎), т.е. 𝑅𝐶(ϕ(𝑥, ̄𝑎)) ∶= 𝑅𝐶(ϕ(𝑀, ̄𝑎)). Ранг
выпуклости 1-типа 𝑝 определяется как ранг выпук-
лости множества 𝑝(𝑀), т.е. 𝑅𝐶(𝑝) ∶= 𝑅𝐶(𝑝(𝑀)).

Полная теория 𝑇 является бинарной, если любая
формула эквивалентна булевой комбинации фор-
мул самое большее от двух свободных переменных.

Теорема 1. [5] Любая слабо о-минимальная тео-
рия конечного ранга выпуклости, имеющая менее чем
2ω счетных моделей, является бинарной.

Определение 3. [6, 7] Пусть 𝑇 — полная тео-
рия, 𝑝1(𝑥1), … , 𝑝𝑛(𝑥𝑛) ∈ 𝑆1(∅). Будем говорить,
что тип 𝑞(𝑥1, …, 𝑥𝑛) ∈ 𝑆𝑛(∅) является (𝑝1, … , 𝑝𝑛)-
типом, если 𝑞(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ⊇

𝑛
⋃
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑥𝑖). Множество

всех (𝑝1, … , 𝑝𝑛)-типов теории 𝑇 будем обозначать
через 𝑆𝑝1,…,𝑝𝑛(𝑇). Счетная теория 𝑇 называется по-
чти ω-категоричной, если для любых типов 𝑝1(𝑥1),
…, 𝑝𝑛(𝑥𝑛) ∈ 𝑆1(∅) существует лишь конечное число
типов 𝑞(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑆𝑝1,…,𝑝𝑛(𝑇).

Теорема 2. [8] Любая слабо о-минимальная
теория конечного ранга выпуклости, имеющая
менее чем 2ω счетных моделей, является почти
ω-категоричной.

Напомним некоторые понятия, первоначально
введенные в [1]. Пусть 𝑌 ⊂ 𝑀𝑛+1 ––∅-определимое
множество, π ∶𝑀𝑛+1 →𝑀𝑛 –– проекция, которая от-
брасывает последнюю координату, и 𝑍 ∶= π(𝑌). Для
каждого ̄𝑎 ∈ 𝑍 пусть 𝑌 ̄𝑎 ∶= {𝑦 ∶ ( ̄𝑎, 𝑦) ∈ 𝑌}. Предполо-
жим, что для каждого ̄𝑎 ∈ 𝑍 множество 𝑌 ̄𝑎 выпукло
и ограничено сверху, но не имеет супремума в 𝑀.
Пусть ∼ ––∅–определимое отношение эквивалент-
ности на 𝑀𝑛, определяемое следующим образом:

̄𝑎 ∼ 𝑏̄ для всех ̄𝑎, 𝑏̄ ∈ 𝑀𝑛/𝑍,
̄𝑎 /∼ 𝑏̄ для любых ̄𝑎 ∈ 𝑍 и 𝑏̄ ∈ 𝑀𝑛/𝑍,

и ̄𝑎 ∼ 𝑏̄ ⇔ sup 𝑌 ̄𝑎 = sup 𝑌𝑏̄, если ̄𝑎, 𝑏̄ ∈ 𝑍.

Пусть 𝑍 ∶= 𝑍/ ∼, и для каждого кортежа ̄𝑎 ∈ 𝑍
мы обозначаем через [ ̄𝑎] ∼-класс кортежа ̄𝑎. Су-
ществует естественный∅–определимый линейный
порядок на 𝑀 ∪𝑍, определяемый следующим обра-
зом. Пусть ̄𝑎 ∈ 𝑍 и 𝑐 ∈ 𝑀. Тогда [ ̄𝑎] < 𝑐 тогда и толь-
ко тогда когда 𝑤 < 𝑐 для всех 𝑤 ∈ 𝑌 ̄𝑎. Мы также
определяем, что 𝑐 < [ ̄𝑎] тогда и только тогда когда
¬([ ̄𝑎] < 𝑐), т.е. существует 𝑤 ∈ 𝑌 ̄𝑎 такой, что 𝑐 ⩽ 𝑤.
Если ̄𝑎, ̄𝑏 ∈ 𝑍 и ̄𝑎 /∼ ̄𝑏, то существует некоторый
𝑥 ∈ 𝑀 такой, что [ ̄𝑎] < 𝑥 < [ ̄𝑏] или [ ̄𝑏] < 𝑥 < [ ̄𝑎], и по-
этому < индуцирует линейный порядок на 𝑀 ∪ 𝑍.
Мы называем такое множество 𝑍 сортом (в данном
случае, ∅–определимым сортом) в 𝑀, где 𝑀 –– де-
декиндово пополнение структуры 𝑀, и обозреваем
𝑍 как естественно вложенную в 𝑀. Аналогично мы
можем получить сорт в 𝑀, рассматривая инфиму-
мы вместо супремумов.

Пусть 𝐴, 𝐷 ⊆ 𝑀, множество 𝐷 бесконечно,
𝑍 ⊆ 𝑀 — 𝐴–определимый сорт и 𝑓 ∶ 𝐷→ 𝑍 —
𝐴–определимая функция. Мы говорим, что 𝑓 ––
локально возрастающая (локально убывающая, ло-
кально константа) на 𝐷, если для любого 𝑎 ∈ 𝐷
существует бесконечный открытый интервал
𝐽 ⊆ 𝐷, содержащий {𝑎}, так что 𝑓 является строго
возрастающей (строго убывающей, констан-
той) на 𝐽; мы также говорим, что 𝑓 –– локально
монотонная на 𝐷, если она является локально
возрастающей или локально убывающей на 𝐷.

Пусть 𝐸 –– 𝐴–определимое отношение эквива-
лентности на 𝐷. Мы говорим, что 𝑓 –– строго воз-
растающая (убывающая) на 𝐷/𝐸, если для лю-
бых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐷 с условием 𝑎 < 𝑏 и ¬𝐸(𝑎, 𝑏) мы имеем
𝑓(𝑎) < 𝑓(𝑏) (𝑓(𝑎) > 𝑓(𝑏)).
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Далее нам понадобится следующий результат
о поведении определимой функции во множестве
реализаций неалгебраического 1-типа.

Теорема 3. [4] Пусть 𝑇 –– слабо о-минимальная
теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неалгебраический
тип. Предположим, что существует 𝐴-определимая
функция 𝑓 в 𝐴–определимый сорт такая, что
𝑝(𝑀) ⊆ 𝐷𝑜𝑚(𝑓) и 𝑓 не является константой на
𝑝(𝑀). Тогда существует 𝐴–определимое отношение
эквивалентности 𝐸(𝑥, 𝑦), разбивающее 𝑝(𝑀) на бес-
конечное число выпуклых классов, так что 𝑓 является
строго монотонной на 𝑝(𝑀)/𝐸.

Лаура Майер в [9] подтвердила гипотезу Воота
для о-минимальных теорий:

Теорема 4. [9] Пусть 𝑇 –– о-минимальная теория
в счетном языке. Тогда либо 𝑇 имеет 2ω счетных мо-
делей, либо 𝑇 имеет 3𝑚6𝑙 счетных моделей для некото-
рых неотрицательных целых чисел 𝑚, 𝑙 < ω.

В работе [10] была подтверждена гипотеза Во-
ота для вполне о-минимальных теорий, в том чис-
ле установлено, что счетный спектр таких теорий
совпадает со счетным спектром о-минимальных
теорий. В работе [11] была подтверждена гипоте-
за Воота для слабо о-минимальных теорий ранга
выпуклости 1, и установлено, что счетный спектр
таких теорий отличается от счетного спектра о-
минимальных теорий. Наконец, в работе [5] бы-
ла подтверждена гипотеза Воота для слабо о-
минимальных теорий конечного ранга выпукло-
сти. В недавней работе [12] построена счетная ли-
нейно упорядоченная теория, имеющая то же чис-
ло счетных попарно неизоморфных моделей, что
и исходная счетная теория (необязательно линей-
но упорядоченная). В работе [13] установлено, что
вопрос уменьшения числа счетных моделей с кон-
тинуума до счетного числа с помощью констант-
ного обогащения исходной теории остается откры-
тым. В недавней работе [14] исследованы возмож-
ные значения счетного спектра для теории плотно-
го дерева встреч. В настоящей работе мы представ-
ляем формулу, вычисляющую счетный спектр про-
извольной слабо о-минимальной теории конечно-
го ранга выпуклости, имеющей менее чем 2ω счет-
ных попарно неизоморфных моделей.

2. (𝑝, 𝑞)-СЕКАТОРЫ
Понятие (𝑝, 𝑞)-секатора было введено в [15].

Пусть 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неалгебраические
типы, 𝑝 /⟂𝑤 𝑞. Будем говорить, что 𝐿𝐴-формула
ϕ(𝑥, 𝑦) является (𝑝, 𝑞)-секатором, если суще-
ствует 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀) такой, что ϕ(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) ≠ ∅,
¬ϕ(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) ≠ ∅, ϕ(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) выпукло,
и [ϕ(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀)]− = [𝑞(𝑀)]−. Если ϕ1(𝑥, 𝑦),
ϕ2(𝑥, 𝑦)–– (𝑝, 𝑞)-секаторы, то мы говорим, что
ϕ1(𝑥, 𝑦) не больше чем ϕ2(𝑥, 𝑦), если существует 𝑎 ∈
∈𝑝(𝑀) такой, что ϕ1(𝑎, 𝑀)∩𝑞(𝑀)⊆ϕ2(𝑎, 𝑀)∩𝑞(𝑀).

Будем говорить, что (𝑝, 𝑞)-секаторы ϕ1(𝑥, 𝑦)
и ϕ2(𝑥, 𝑦) эквивалентны (ϕ1(𝑥, 𝑦) ∼ ϕ2(𝑥, 𝑦)), если
ϕ1(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) = ϕ2(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) для некоторого
(любого) 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀).

Очевидно, что если 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неалгебра-
ические типы и 𝑝 /⟂𝑤 𝑞, тогда существует (𝑝, 𝑞)-
секатор и для любого (𝑝, 𝑞)-секатора ϕ(𝑥, 𝑦) функ-
ция 𝑓(𝑥) ∶= sup ϕ(𝑥, 𝑀) не является константой на
𝑝(𝑀).

Лемма 2. Пусть 𝑇 — слабо о-минимальная тео-
рия, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неалгебраические,
𝑝 /⟂𝑤 𝑞. Предположим, что существуют (𝑝, 𝑞)-
секаторы ϕ1(𝑥, 𝑦), ϕ2(𝑥, 𝑦) такие, что ϕ1(𝑎, 𝑀)∩
∩𝑞(𝑀) ⊆ ϕ2(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) для некоторого 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀).
Тогда ϕ1(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) ⊆ ϕ2(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) для любого
𝑎 ∈ 𝑝(𝑀).

Доказательство леммы 2. Поскольку ϕ1(𝑎, 𝑀)∩
∩𝑞(𝑀) ⊆ ϕ2(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀), существует выпуклая
формула θ(𝑦) ∈ 𝑞 такая, что 𝑀 ⊧ 𝐾ϕ1,ϕ2,θ(𝑎), где

𝐾ϕ1,ϕ2,θ(𝑥) ∶= ∀𝑦[ϕ1(𝑥, 𝑦) ∧ θ(𝑦) → ϕ2(𝑥, 𝑦)].

Очевидно, что 𝐾ϕ1,ϕ2,θ(𝑥) является 𝐿𝐴-фор-
мулой и 𝐾ϕ1,ϕ2,θ(𝑥) ∈ 𝑝.

Допустим противное: существует 𝑎1 ∈ 𝑝(𝑀) та-
кой, что

ϕ1(𝑎1, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) /⊆ ϕ2(𝑎1, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀).

Тогда очевидно, что

ϕ2(𝑎1, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) ⊂ ϕ1(𝑎1, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀),

откуда существует 𝑏∈𝑞(𝑀) такой, что 𝑀⊧ϕ1(𝑎1, 𝑏)∧
∧¬ϕ2(𝑎1, 𝑏), т.е. 𝑀 ⊧ ¬𝐾ϕ1,ϕ2,θ(𝑎1). Противоречие.

Таким образом, множество всех (𝑝, 𝑞)-секато-
ров разбивается на линейно упорядоченное множе-
ство классов эквивалентности относительно ∼.

Лемма 3. Пусть 𝑇 –– слабо о-минимальная
теория конечного ранга выпуклости, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝑝, 𝑞 ∈
∈ 𝑆1(∅)–– неалгебраические, 𝑝 /⟂𝑤 𝑞. Предположим,
что существует (𝑝, 𝑞)-секатор 𝑈(𝑥, 𝑦) такой,
что 𝑓(𝑥) ∶= sup 𝑈(𝑥, 𝑀)–– строго возрастающая
(убывающая) на 𝑝(𝑀)/𝐸𝑝, где 𝐸𝑝(𝑥, 𝑦)–– наиболь-
шее ∅-определимое отношение эквивалентности,
разбивающее 𝑝(𝑀) на бесконечное число выпук-
лых классов. Тогда для любого секатора 𝑈 ′(𝑥, 𝑦)
функция 𝑓 ′(𝑥) ∶= sup 𝑈 ′(𝑥, 𝑀) является строго
возрастающей (убывающей) на 𝑝(𝑀)/𝐸𝑝.

Доказательство леммы 3. Не умаляя общности,
предположим, что 𝑓 — строго возрастающая на
𝑝(𝑀)/𝐸𝑝. Допустим противное: существует (𝑝, 𝑞)-
секатор 𝑈 ′(𝑥, 𝑦) такой, что 𝑓 ′ не является строго
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возрастающей на 𝑝(𝑀)/𝐸𝑝. Тогда 𝑓 ′ является
строго убывающей на 𝑝(𝑀)/𝐸𝑝.

Случай 1. 𝑓(𝑎) = 𝑓 ′(𝑎) для некоторого 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀).
Рассмотрим произвольный 𝑎1 ∈ 𝑝(𝑀) такой,

что 𝑎 < 𝑎1 и ¬𝐸𝑝(𝑎, 𝑎1). Тогда получаем, что 𝑓 ′(𝑎1) <
< 𝑓 ′(𝑎) = 𝑓(𝑎) < 𝑓(𝑎1). Противоречие.

Случай 2. 𝑓(𝑎) < 𝑓 ′(𝑎) для некоторого 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀).
Поскольку функция 𝑓 возрастает на 𝑝(𝑀)/𝐸𝑝,

то существует 𝑎1 ∈ 𝑝(𝑀) такой, что 𝑎 < 𝑎1, ¬𝐸𝑝(𝑎, 𝑎1)
и 𝑓 ′(𝑎) ⩽ 𝑓(𝑎1). Но тогда получаем, что 𝑓 ′(𝑎1) <
< 𝑓 ′(𝑎) ⩽ 𝑓(𝑎1). Противоречие.

Случай 3. 𝑓(𝑎) > 𝑓 ′(𝑎) для некоторого 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀).
Рассмотрим произвольный 𝑎1 ∈ 𝑝(𝑀) такой,

что 𝑎 < 𝑎1 и ¬𝐸𝑝(𝑎, 𝑎1). Очевидно, что 𝑓(𝑎) < 𝑓(𝑎1).
Поскольку функция 𝑓 ′ убывает на 𝑝(𝑀)/𝐸𝑝, то
существует 𝑎2 ∈ 𝑝(𝑀) такой, что 𝑎2 < 𝑎, ¬𝐸𝑝(𝑎, 𝑎2)
и 𝑓(𝑎1) ⩽ 𝑓 ′(𝑎2). Но тогда получаем, что 𝑓(𝑎2) <
< 𝑓 ′(𝑎2). Противоречие.

Определение 4. [16, 17] Пусть 𝑇 — слабо о-
минимальная теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(𝐴)
— неалгебраические типы. Будем говорить, что тип
𝑝 не почти вполне ортогонален типу 𝑞 (𝑝 /⟂𝑎𝑞 𝑞), если
существуют (𝑝, 𝑞)-секатор 𝑈(𝑥, 𝑦) и 𝐴-определимое
отношение эквивалентности 𝐸𝑞(𝑥, 𝑦), разбиваю-
щее 𝑞(𝑀) на бесконечное число выпуклых классов,
так что для любого 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀) существует 𝑏 ∈ 𝑞(𝑀)
такой, что sup 𝑈(𝑎, 𝑀) = sup 𝐸𝑞(𝑏, 𝑀).

Будем говорить, что 𝑇 является почти вполне о-
минимальной, если понятия слабой и почти вполне
ортогональности 1-типов совпадают.

Очевидно, что если существует 𝐴-определимая
биекция между 𝑝(𝑀) и 𝑞(𝑀), то 𝑝 не почти вполне
ортогонален 𝑞.

Пример 1. Пусть 𝑀 = ⟨𝑀;<, 𝑃 1
1 , 𝑃 1

2 , 𝐸2, 𝑅2⟩––
линейно упорядоченная структура такая, что 𝑀
есть непересекающееся объединение интерпре-
таций унарных предикатов 𝑃1 и 𝑃2, при этом
𝑃1(𝑀) < 𝑃2(𝑀). Мы отождествляем интерпре-
тацию 𝑃2 с множеством рациональных чисел ℚ,
упорядоченном как обычно, а 𝑃1 с ℚ × ℚ, упоря-
доченном лексикографически. Символ бинарного
отношения 𝐸 определяется следующим образом:
для любых (𝑎1, 𝑏1), (𝑎2, 𝑏2) ∈ 𝑃1(𝑀) имеет место
𝐸((𝑎1, 𝑏1), (𝑎2, 𝑏2)) ⇔ 𝑎1 = 𝑎2. Символ бинарного
отношения 𝑅 интерпретируется следующим обра-
зом: для любых (𝑎1, 𝑎2) ∈ 𝑃1(𝑀), 𝑏 ∈ 𝑃2(𝑀) имеет
место 𝑅((𝑎1, 𝑎2), 𝑏)⇔ 𝑏 < 𝑎1 +

√
2.

Может быть установлено, что 𝑇 ℎ(𝑀)–– слабо
о-минимальная теория. Отношение 𝐸(𝑥, 𝑦) явля-
ется отношением эквивалентности, разбивающим
𝑃1(𝑀) на бесконечное число бесконечных выпук-
лых классов. Пусть 𝑝(𝑥) ∶= {𝑃1}, 𝑞(𝑥) ∶= {𝑃2}. Оче-
видно, что 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(∅), 𝑝 /⟂𝑤 𝑞, но 𝑝 ⟂𝑎𝑞 𝑞, т.е. 𝑇 ℎ(𝑀)
не является почти вполне о-минимальной.

Лемма 4. [17] Пусть 𝑇 –– слабо о-минимальная
теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀. Тогда отношение не почти

вполне ортогональности ( /⟂𝑎𝑞) является отношением
эквивалентности на 𝑆1(𝐴).

Далее нам понадобится понятие 𝑝-сохраняю-
щей выпуклой вправо (влево) формулы.

Определение 5. [18] Пусть 𝑇 –– слабо о-мини-
мальная теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неал-
гебраический.

(1) 𝐿𝐴-формула 𝐹(𝑥, 𝑦) называется 𝑝-сохраняю-
щей, если существуют α, γ1, γ2 ∈ 𝑝(𝑀) такие, что

[𝐹(𝑀, α)/{α}]∩𝑝(𝑀) ≠ ∅ и γ1 < 𝐹(𝑀, α)∩𝑝(𝑀) < γ2.

(2) 𝑝-сохраняющая формула 𝐹(𝑥, 𝑦) называется
выпуклой вправо (влево), если существует α ∈ 𝑝(𝑀)
такой, что 𝐹(𝑀, α) ∩ 𝑝(𝑀) выпукло, α — левая
(правая) концевая точка множества 𝐹(𝑀, α) ∩ 𝑝(𝑀)
и α ∈ 𝐹(𝑀, α).

Определение 6. [19] Пусть 𝐹(𝑥, 𝑦)–– 𝑝-сохра-
няющая выпуклая вправо (влево) формула. Мы
говорим что 𝐹(𝑥, 𝑦) является эквивалентность-
генерирующей, если для любых α, β ∈ 𝑝(𝑀) таких,
что 𝑀 ⊧ 𝐹(β, α) имеет место следующее:

𝑀 ⊧ ∀𝑥[𝑥 ⩾ β→ [𝐹(𝑥, α)↔ 𝐹(𝑥, β)]],
(𝑀 ⊧ ∀𝑥[𝑥 ⩽ β→ [𝐹(𝑥, α)↔ 𝐹(𝑥, β)]]).

Лемма 5. [19] Пусть 𝑇 –– слабо о-минимальная
теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неалгебраиче-
ский. Предположим что 𝐹(𝑥, 𝑦)–– 𝑝-сохраняющая
выпуклая вправо (влево) формула, являющаяся
эквивалентность-генерирующей. Тогда 𝐸(𝑥, 𝑦) ∶=
∶= 𝐹(𝑥, 𝑦) ∨ 𝐹(𝑦, 𝑥)–– отношение эквивалентности,
разбивающее 𝑝(𝑀) на бесконечное число бесконечных
выпуклых классов.

Предложение 1. [10] Пусть 𝑇 –– слабо о-мини-
мальная теория, имеющая менее чем 2ω счетных мо-
делей, 𝑝 ∈ 𝑆1(∅)–– неалгебраический. Тогда любая 𝑝-
сохраняющая выпуклая вправо (влево) формула явля-
ется эквивалентность-генерирующей.

Предложение 2. Пусть 𝑇 — слабо о-минимальная
теория конечного ранга выпуклости, имеющая менее
чем 2ω счетных моделей, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(∅)–– неал-
гебраические, 𝑝 /⟂𝑤 𝑞, 𝑝 ⟂𝑎𝑞 𝑞. Тогда существует един-
ственный (𝑝, 𝑞)-секатор.

Доказательство предложения 2. Допустим против-
ное: существуют (𝑝, 𝑞)-секаторы 𝑈1(𝑥, 𝑦) и 𝑈2(𝑥, 𝑦)
такие, что 𝑈1(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) ⊂ 𝑈2(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) для
любого 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀). Тогда возьмем произвольный
𝑏 ∈ 𝑞(𝑀) такой, что 𝑀 ⊧ 𝑈2(𝑎, 𝑏) ∧ ¬𝑈1(𝑎, 𝑏), и рас-
смотрим следующую формулу:

𝐹(𝑥, 𝑏) ∶= 𝑏 ⩽ 𝑥 ∧ ∃𝑦[¬𝑈1(𝑦, 𝑏) ∧𝑈2(𝑦, 𝑏)∧
∧∃𝑦1(𝐸𝑝(𝑦, 𝑦1) ∧𝑈2(𝑦1, 𝑥))].

Нетрудно установить, что 𝐹(𝑥, 𝑦)–– 𝑞-сох-
раняющая выпуклая вправо формула. Тогда
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в силу предложения 1 𝐹(𝑥, 𝑦) является экви-
валентность-генерирующей, и в силу леммы 5
отношение 𝐸(𝑥, 𝑦) ∶= 𝐹(𝑥, 𝑦) ∨ 𝐹(𝑦, 𝑥) есть ∅-
определимое отношение эквивалентности,
разбивающее 𝑞(𝑀) на бесконечное число бес-
конечных выпуклых классов. При этом имеем, что
inf 𝐸(𝑏, 𝑀) < sup 𝑈2(𝑎, 𝑀) ⩽ sup 𝐸(𝑏, 𝑀), откуда
получаем, что 𝑝 /⟂𝑎𝑞 𝑞. Противоречие.

3. ЧИСЛО СЧЕТНЫХ МОДЕЛЕЙ
Пусть 𝑇 –– полная счетная теория. Тогда 𝐼(𝑇 , ω)

обозначает число счетных попарно неизоморф-
ных моделей теории 𝑇. Пусть {𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛}–– про-
извольное семейство типов над ∅. Будем обо-
значать через 𝐼(𝑇 , ω){𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛} число счетных мо-
делей теории 𝑇, ограничения которых на объ-
единение множеств реализаций каждого типа из
{𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛} попарно не изоморфны. Иными сло-
вами, 𝐼(𝑇 , ω){𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛} –– это вклад семейства типов
{𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛} в счетный спектр теории 𝑇.

Определение 7. [2] Пусть 𝑀 —слабо о-мини-
мальная структура, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неалгебра-
ический тип. Мы говорим, что 𝑝 –– квазирациональ-
ный вправо (влево), если существует выпуклая 𝐿𝐴-
формула 𝑈𝑝(𝑥) ∈ 𝑝 такая, что для любой доста-
точной насыщенной модели 𝑁 ≻ 𝑀 выполняется
𝑈𝑝(𝑁)+ = 𝑝(𝑁)+ (𝑈𝑝(𝑁)− = 𝑝(𝑁)−). Неизолирован-
ный 1-тип называется квазирациональным, если он
является либо квазирациональным вправо, либо
квазирациональным влево. Неквазирациональный
неизолированный 1-тип называется иррациональ-
ным.

Очевидно, что 1-тип, будучи одновременно
квазирациональным вправо и квазирациональным
влево, является изолированным.

Предложение 3. [2] Пусть 𝑇 –– слабо о-мини-
мальная теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неал-
гебраические типы, 𝑝 /⟂𝑤 𝑞. Тогда:

(1) 𝑝 –– иррациональный ⇔ 𝑞 –– иррациональный
(2) 𝑝 –– квазирациональный ⇔ 𝑞 –– квазирацио-

нальный
Пусть 𝑝1, … , 𝑝𝑠 ∈ 𝑆1(∅) — неалгебраические.

Будем говорить, что семейство 1-типов {𝑝1, … , 𝑝𝑠}
является слабо ортогональным над ∅, если каждый
𝑠-кортеж ⟨𝑎1, … , 𝑎𝑠⟩ ∈ 𝑝1(𝑀) × … × 𝑝𝑠(𝑀) удовле-
творяет одному и тому же типу над ∅.

Предложение 4. [5] Пусть 𝑇 –– слабо о-мини-
мальная теория конечного ранга выпуклости, имею-
щая менее чем 2ω счетных моделей, 𝑀 ⊧ 𝑇, и пусть
𝑝1, … , 𝑝𝑠 ∈ 𝑆1(∅)–– неалгебраические попарно слабо
ортогональные 1-типы. Тогда семейство {𝑝1, … , 𝑝𝑠}
слабо ортогонально над ∅.

Предложение 5. [5] Пусть 𝑇 –– слабо о-ми-
нимальная теория конечного ранга выпуклости,
имеющая менее чем 2ω счетных моделей, 𝑀 ⊧ 𝑇,
𝑝 ∈ 𝑆1(∅)–– неизолированный. Предположим, что

𝐸(𝑥, 𝑦)–– наибольшее ∅-определимое отношение
эквивалентности, разбивающее 𝑝(𝑀) на бесконечное
число выпуклых классов. Тогда

1. Если 𝑝 — иррациональный, то для каждой из
следующих шести возможностей существует счет-
ная модель 𝑀1 теории 𝑇, в которой она в точности
реализуется:

1.1. 𝑝(𝑀1) = ∅.
1.2. ∣𝑝(𝑀1)/𝐸∣ = 1.
1.3. 𝑝(𝑀1)/𝐸 порядково изоморфна (0, 1) ∩ ℚ.
1.4. 𝑝(𝑀1)/𝐸 порядково изоморфна [0, 1) ∩ ℚ.
1.5. 𝑝(𝑀1)/𝐸 порядково изоморфна (0, 1] ∩ ℚ.
1.6. 𝑝(𝑀1)/𝐸 порядково изоморфна [0, 1] ∩ ℚ.
2. Если 𝑝 — квазирациональный вправо (влево), то

для каждой из следующих трех возможностей суще-
ствует счетная модель 𝑀1 теории 𝑇, в которой она
в точности реализуется:

2.1. 𝑝(𝑀1) = ∅.
2.2. 𝑝(𝑀1)/𝐸 порядково изоморфна (0, 1) ∩ ℚ.
2.3. 𝑝(𝑀1)/𝐸 порядково изоморфна [0, 1) ∩ ℚ

((0, 1] ∩ ℚ).
Предложение 6. [5] Пусть 𝑇 –– слабо о-мини-

мальная теория конечного ранга выпуклости, имею-
щая менее чем 2ω счетных моделей. Если 𝑀 и 𝑁 ––
счетные модели теории 𝑇 такие, что 𝑝(𝑀) порядко-
во изоморфно 𝑝(𝑁) для любого 𝑝 ∈ 𝑆1(∅), то 𝑀 и 𝑁
изоморфны.

Факт 1. Пусть 𝑇 — слабо о-минимальная теория,
𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(𝐴)— неалгебраические. То-
гда 𝑝 /⟂𝑤 𝑞 и 𝑝 ⟂𝑎𝑞 𝑞 ⇔ 𝑞 /⟂𝑤 𝑝 и 𝑞 ⟂𝑎𝑞 𝑝.

Пример 2. Пусть 𝑀 ∶= ⟨𝑀; <, 𝑃 1, 𝐸2
1 , …, 𝐸2

𝑛−1, 𝜀2
1,

…, 𝜀2
𝑚−1, 𝑈 2, 𝑐𝑖⟩𝑖∈ω –– линейно упорядоченная струк-

тура такая, что 𝑀 есть непересекающееся объеди-
нение интерпретаций унарных предикатов 𝑃 и ¬𝑃,
при этом 𝑃(𝑀) < ¬𝑃(𝑀). Мы отождествляем ин-
терпретацию 𝑃 с ℚ𝑛 = ℚ × … × ℚ, упорядоченной
лексикографически, а интерпретацию ¬𝑃 с ℚ𝑚, так-
же упорядоченной лексикографически. Интерпре-
тации бинарных предикатов 𝐸2

1 , … , 𝐸2
𝑛−1 –– это от-

ношения эквивалентности на 𝑃(𝑀) такие, что для
всех 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … 𝑦𝑛) ∈ ℚ𝑛 и для
любого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1

𝐸𝑖(𝑥, 𝑦)⇔ 𝑥1 = 𝑦1 ∧ 𝑥2 = 𝑦2 ∧… ∧ 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖.

Аналогично, интерпретации бинарных предика-
тов 𝜀2

1, … , 𝜀2
𝑛−1 –– это отношения эквивалентности

на ¬𝑃(𝑀) такие, что для всех 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚),
𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … 𝑦𝑚) ∈ ℚ𝑚 и для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚 − 1

𝜀𝑗(𝑥, 𝑦)⇔ 𝑥1 = 𝑦1 ∧ 𝑥2 = 𝑦2 ∧… ∧ 𝑥𝑗 = 𝑦𝑗.

Символ 𝑈 интерпретирует бинарное отноше-
ние, определяемое следующим образом: для лю-
бых 𝑎 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑃(𝑀) и 𝑏 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚) ∈
∈ ¬𝑃(𝑀)

𝑈(𝑎, 𝑏)⇔ 𝑦1 < 𝑥1 +
√

2.
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Константы 𝑐𝑖 интерпретируют бесконечную
строго возрастающую последовательность на 𝑃(𝑀)
такую, что lim𝑖→∞ 𝑐𝑖 =∞𝑃(𝑀) и для любых 𝑖 ≠ 𝑗 имеет
место ¬𝐸(𝑐𝑖, 𝑐𝑗).

Рассмотрим следующие множества формул:

𝑝(𝑥) ∶= {𝑥 > 𝑐𝑖 ∣ 𝑖 ∈ ω} ∪ {𝑃(𝑥)},

𝑞(𝑦) ∶= {∀𝑡[𝑈(𝑐𝑖, 𝑡) → 𝑡 < 𝑦] ∣ 𝑖 ∈ ω} ∪ {¬𝑃(𝑦)}.
Нетрудно установить, что 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(∅)— квази-

рациональные вправо, 𝑅𝐶(𝑝) = 𝑛, 𝑅𝐶(𝑞) = 𝑚, при-
чем 𝑝 /⟂𝑤 𝑞, но 𝑝 ⟂𝑎𝑞 𝑞. Следовательно, 𝑇 ℎ(𝑀) не
является почти вполне о-минимальной.

Пусть 𝑓(𝑥) ∶= sup 𝑈(𝑥, 𝑀). Очевидно, что 𝑓 яв-
ляется локально константой на 𝑃(𝑀) и 𝑓 является
строго возрастающей на 𝑃(𝑀)/𝐸𝑛−1. Мы утвержда-
ем, что 𝑇 ℎ(𝑀) имеет в точности четыре счетные
попарно неизоморфные модели: первый случай ––
𝑝 и 𝑞 не реализуются; второй случай –– 𝑝(𝑀)/𝐸𝑛−1
и 𝑞(𝑀)/𝜀𝑚−1 имеют порядковые типы (0, 1) ∩ ℚ
(насыщенный случай); третий случай –– 𝑝(𝑀)/𝐸𝑛−1
имеет порядковый тип [0, 1) ∩ ℚ, а 𝑞(𝑀)/𝜀𝑚−1
имеет порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ; четвертый слу-
чай –– 𝑝(𝑀)/𝐸𝑛−1 имеет порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ,
а 𝑞(𝑀)/𝜀𝑚−1 имеет порядковый тип [0, 1) ∩ ℚ.

Пример 3. Пусть 𝑀 ∶= ⟨𝑀; <, 𝑃 1
1 , 𝑃 1

2 , 𝑆1
1 , 𝑆1

2 ,
𝑆1

3 , 𝑈 2
1 , 𝑈 2

2 , 𝑈 2
3 , 𝑓 1, 𝑔1, 𝑐1

𝑖 , 𝑐2
𝑗 ⟩𝑖,𝑗∈ω –– линейно упо-

рядоченная структура такая, что 𝑀 есть непере-
секающееся объединение интерпретаций унарных
предикатов 𝑃1, 𝑃2, 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3 с условием 𝑃1(𝑀) <
< 𝑃2(𝑀) < 𝑆1(𝑀) < 𝑆2(𝑀) < 𝑆3(𝑀). Мы отождеств-
ляем каждую из интерпретаций 𝑃𝑖, 𝑆𝑗 с множеством
рациональных чисел ℚ, упорядоченном как обыч-
но.

Символы 𝑈𝑗, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 3, интерпретируют бинар-
ные отношения следующим образом: для всех
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀

𝑀⊧𝑈1(𝑎, 𝑏)⇔𝑀⊧𝑃1(𝑎)∧𝑃2(𝑏) и ⟨ℝ;<,+⟩⊧𝑏 < 𝑎+
√

2,

𝑀⊧𝑈2(𝑎, 𝑏)⇔𝑀⊧𝑆1(𝑎)∧𝑆2(𝑏) и ⟨ℝ;<,+⟩⊧𝑏 < 𝑎+
√

2,

𝑀⊧𝑈3(𝑎, 𝑏)⇔𝑀⊧𝑆1(𝑎)∧𝑆3(𝑏) и ⟨ℝ;<,+⟩⊧𝑏 < 𝑎+
√

3.
Константы 𝑐1

𝑖 интерпретируют бесконечную
строго возрастающую последовательность на
𝑃1(𝑀), так что lim𝑖→∞ 𝑐1

𝑖 = ∞𝑃1(𝑀). Аналогично,
константы 𝑐2

𝑗 интерпретируют бесконечную строго
возрастающую последовательность на 𝑆1(𝑀), так
что lim𝑗→∞ 𝑐2

𝑗 =∞𝑆1(𝑀).
Символ 𝑓 интерпретирует строго возрастаю-

щую биекцию между 𝑃1(𝑀) и 𝑆1(𝑀), так что
𝑓(𝑐1

𝑖 )=𝑐2
𝑖 для всех 𝑖 ∈ ω. Аналогично, символ 𝑔 ин-

терпретирует строго возрастающую биекцию меж-
ду 𝑃2(𝑀) и 𝑆2(𝑀).

Может быть установлено, что 𝑇 ℎ(𝑀)–– слабо о-
минимальная теория ранга выпуклости 1. Пусть

𝑝1(𝑥) ∶= {𝑥 > 𝑐1
𝑖 ∣ 𝑖 ∈ ω} ∪ {𝑃1(𝑥)},

𝑝2(𝑥) ∶= {𝑥 > 𝑐2
𝑗 ∣ 𝑗 ∈ ω} ∪ {𝑆1(𝑥)},

𝑞1(𝑥) ∶= {∀𝑡[𝑈1(𝑐1
𝑖 , 𝑡) → 𝑡 < 𝑥] ∣ 𝑖 ∈ ω} ∪ {𝑃2(𝑥)},

𝑞2(𝑥) ∶= {∀𝑡[𝑈2(𝑐2
𝑗 , 𝑡) → 𝑡 < 𝑥] ∣ 𝑗 ∈ ω} ∪ {𝑆2(𝑥)},

𝑞3(𝑥) ∶= {∀𝑡[𝑈3(𝑐2
𝑗 , 𝑡) → 𝑡 < 𝑥] ∣ 𝑗 ∈ ω} ∪ {𝑆3(𝑥)}.

Очевидно, что 𝑝1, 𝑝2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 ∈ 𝑆1(∅) — квази-
рациональные вправо, 𝑝1 /⟂𝑎𝑞 𝑝2, 𝑞1 /⟂𝑎𝑞 𝑞2, 𝑝1 /⟂𝑤 𝑞1,
𝑝1 ⟂𝑎𝑞 𝑞1, 𝑝2 /⟂𝑤 𝑞2, 𝑝2 ⟂𝑎𝑞 𝑞2, 𝑝2 /⟂𝑤 𝑞3, 𝑝2 ⟂𝑎𝑞 𝑞3.
Нетрудно установить, что {𝑞2, 𝑞3}–– максимальное
попарно почти вполне ортогональное семейство
квазирациональных 1-типов над ∅, являющихся
не слабо ортогональными, но почти вполне орто-
гональными типу 𝑝1. Мы утверждаем, что 𝑇 ℎ(𝑀)
имеет в точности 5 счетных попарно неизоморф-
ных моделей: первый случай –– ни один из типов
𝑝1, 𝑝2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 не реализуется; второй случай ––
множество реализаций каждого из типов 𝑝1, 𝑝2, 𝑞1,
𝑞2, 𝑞3 имеет порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ (насыщен-
ный случай); третий случай –– 𝑝1(𝑀), 𝑝2(𝑀) имеют
порядковый тип [0, 1) ∩ ℚ, а 𝑞1(𝑀), 𝑞2(𝑀), 𝑞3(𝑀)
имеют порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ; четвертый слу-
чай –– 𝑝1(𝑀), 𝑝2(𝑀), 𝑞3(𝑀) имеют порядковый тип
(0, 1) ∩ ℚ, а 𝑞1(𝑀), 𝑞2(𝑀) имеют порядковый тип
[0, 1) ∩ ℚ; пятый случай –– 𝑝1(𝑀), 𝑝2(𝑀), 𝑞1(𝑀),
𝑞2(𝑀) имеют порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ, а 𝑞3(𝑀)
имеет порядковый тип [0, 1) ∩ ℚ.

Лемма 6. Пусть 𝑇 –– слабо о-минимальная
теория, имеющая менее чем 2ω счетных моделей,
𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(∅)–– квазирациональные, 𝑝 /⟂𝑤 𝑞. Тогда
𝑝(𝑀) = ∅⇔ 𝑞(𝑀) = ∅ для каждой 𝑀 ⊧ 𝑇.

Доказательство леммы 6. Пусть 𝑀 — счетная на-
сыщенная модель для 𝑇. Поскольку 𝑝 /⟂𝑤 𝑞, то суще-
ствует (𝑝, 𝑞)-секатор 𝑈(𝑥, 𝑦) такой, что для любого
𝑎 ∈ 𝑝(𝑀)найдутся 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝑞(𝑀) с условиями 𝑏1 < 𝑏2,
𝑈(𝑎, 𝑏1) и ¬𝑈(𝑎, 𝑏2).

Рассмотрим следующую формулу:

𝐾ϕ,𝜓(𝑥) ∶= ϕ(𝑥) ∧ ∃𝑦1∃𝑦2[𝜓(𝑦1) ∧𝜓(𝑦2)∧
𝑦1 < 𝑦2 ∧𝑈(𝑥, 𝑦1) ∧ ¬𝑈(𝑥, 𝑦2)].

Очевидно, что 𝑀 ⊧ 𝐾ϕ,𝜓(𝑎) для любого 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀)
и любых ϕ(𝑥) ∈ 𝑝, 𝜓(𝑦) ∈ 𝑞.

Возьмем произвольную счетную модель
𝑀1 ⪯ 𝑀. Предположим, что 𝑝(𝑀1) ≠ ∅. Тогда
𝑀1 ⊧ 𝐾ϕ,𝜓(𝑎) для любого 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀1). Но тогда
получаем, что 𝑞(𝑀1) ≠ ∅.

Предложение 7. Пусть 𝑇 –– слабо о-минимальная
теория конечного ранга выпуклости, имеющая менее
чем 2ω счетных моделей, 𝑝1, 𝑝2, …, 𝑝𝑛 ∈ 𝑆1(∅)––
квазирациональные, 𝑝𝑖 /⟂𝑤 𝑝𝑗, 𝑝𝑖 ⟂𝑎𝑞 𝑝𝑗 для любых
1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛. Тогда 𝐼(𝑇 , ω){𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛} = 𝑛 + 2.
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Доказательство предложения 7. Пусть 𝑀 ⊧ 𝑇 ––
счетная насыщенная модель. Поскольку 𝑇 имеет
конечный ранг выпуклости, то существуют наи-
большие ∅-определимые отношения эквивалент-
ности 𝐸1(𝑥, 𝑦), 𝐸2(𝑥, 𝑦), …, 𝐸𝑛(𝑥, 𝑦), разбивающие
𝑝1(𝑀), 𝑝2(𝑀), …, 𝑝𝑛(𝑀) соответственно на беско-
нечное число выпуклых классов.

Поскольку 𝑇 имеет малое число счетных моде-
лей, то существует простая модель 𝑀0 ⊧ 𝑇, в кото-
рой все типы 𝑝1, 𝑝2, …, 𝑝𝑛 опускаются. Также за-
метим, что в счетной насыщенной модели 𝑀 все
множества 𝑝1(𝑀)/𝐸1, 𝑝2(𝑀)/𝐸2, …, 𝑝𝑛(𝑀)/𝐸𝑛 име-
ют порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ.

Предположим теперь, что существует 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛
такой, что 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 имеет порядковый тип
[0, 1) ∩ ℚ для некоторой 𝑀1 ≺ 𝑀. Откуда в силу
предложения 5 следует, что 𝑝𝑖 –– квазирацио-
нальный вправо. В силу леммы 6 𝑝𝑗(𝑀1) ≠ ∅ для
каждого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛. Поймем, что 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет
порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ для каждого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛
с условием 𝑗 ≠ 𝑖. Допустим противное: существует
1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 такой, что 𝑗 ≠ 𝑖 и 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет по-
рядковый тип [0, 1) ∩ ℚ или (0, 1] ∩ ℚ. Не умаляя
общности, предположим первое. Тогда 𝑝𝑗 также
является квазирациональным вправо.

Так как 𝑝𝑖 /⟂𝑤 𝑝𝑗, то существует (𝑝𝑖, 𝑝𝑗)-секатор
𝑈(𝑥, 𝑦) такой, что для любого 𝑎 ∈ 𝑝𝑖(𝑀) найдутся
𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝑝𝑗(𝑀) с условиями 𝑏1 < 𝑏2 и 𝑀 ⊧ 𝑈(𝑎, 𝑏1)∧
∧¬𝑈(𝑎, 𝑏2).

Пусть 𝑓(𝑥) ∶= sup 𝑈(𝑥, 𝑀). В силу теоремы 3
𝑓 является строго монотонной на 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖. Ес-
ли 𝑓 –– строго возрастающая на 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖, то рас-
смотрим следующую формулу:

𝑆(𝑥, 𝑦) ∶= ∃𝑥1(𝐸𝑗(𝑥, 𝑥1)∧∀𝑦1[𝐸𝑖(𝑦1, 𝑦) → ¬𝑈(𝑦1, 𝑥1)]).

Пусть 𝑔(𝑥) ∶= sup 𝑆(𝑥, 𝑀). Нетрудно установить,
что 𝑆(𝑥, 𝑦)— (𝑝𝑗, 𝑝𝑖)-секатор и 𝑔 –– строго возраста-
ющая на 𝑝𝑗(𝑀)/𝐸𝑗.

Если же 𝑓 –– строго убывающая на 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖, то
рассмотрим следующую формулу:

𝑆(𝑥, 𝑦) ∶= ∀𝑥1(𝐸𝑗(𝑥, 𝑥1) → ∃𝑦1[𝐸𝑖(𝑦1, 𝑦) ∧𝑈(𝑦1, 𝑥1)]).

Аналогично устанавливается, что 𝑆(𝑥,𝑦)–– (𝑝𝑗,𝑝𝑖)
-секатор и 𝑔 –– строго убывающая на 𝑝𝑗(𝑀)/𝐸𝑗.

Поскольку оба типа 𝑝𝑖 и 𝑝𝑗 –– квазирациональ-
ные вправо, обе 𝑓 и 𝑔 являются строго возрастаю-
щими на 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖 и 𝑝𝑗(𝑀)/𝐸𝑗 соответственно.

Возьмем произвольный элемент 𝑎 ∈ 𝑝𝑖(𝑀1), ле-
жащий в крайнем левом 𝐸𝑖-классе, а также произ-
вольный элемент 𝑏 ∈ 𝑝𝑗(𝑀1), лежащий в крайнем
левом 𝐸𝑗-классе. Очевидно, что 𝑐 < 𝑓(𝑎) для любо-
го 𝑐 ∈ 𝑀 с условием 𝑐 < 𝑝𝑗(𝑀). Если inf 𝐸𝑗(𝑏, 𝑀) ⩽
⩽ 𝑓(𝑎) ⩽ sup 𝐸𝑗(𝑏, 𝑀), то получаем противоречие
с тем, что 𝑝𝑖 ⟂𝑎𝑞 𝑝𝑗. Если же 𝑓(𝑎) > sup 𝐸𝑗(𝑏, 𝑀), то
𝑔(𝑏) = inf 𝐸𝑖(𝑎, 𝑀), откуда 𝑝𝑗 /⟂𝑎𝑞 𝑝𝑖. Снова получаем

противоречие. Таким образом, 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 должно
иметь порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ.

Таким образом, возможны следующие случаи
счетных попарно неизоморфных моделей теории 𝑇:
все типы из {𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛} опускаются (простая мо-
дель); для каждого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 множество 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖 по-
рядково изоморфно (0, 1)∩ ℚ (счетно-насыщенная
модель); существует 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 такой, что 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖
имеет порядковый тип [0, 1] ∩ ℚ или (0, 1] ∩ ℚ
(в зависимости от того, является ли 𝑝𝑖 квазираци-
ональным вправо или квазирациональным влево),
а все остальные 𝑝𝑗(𝑀)/𝐸𝑗 имеют порядковый тип
(0, 1) ∩ ℚ.

Предложение 8. Пусть 𝑇 — слабо о-минимальная
теория конечного ранга выпуклости, имеющая менее
чем 2ω счетных моделей, 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛 ∈ 𝑆1(∅)— ирра-
циональные, 𝑝𝑖 /⟂𝑤 𝑝𝑗, 𝑝𝑖 ⟂𝑎𝑞 𝑝𝑗 для любых 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛.
Тогда 𝐼(𝑇 , ω){𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛} = 𝑛2 + 3𝑛 + 2.

Доказательство предложения 8. Пусть 𝑀 ⊧ 𝑇 —
счетная насыщенная модель. Поскольку 𝑇 име-
ет конечный ранг выпуклости, то существуют наи-
большие ∅-определимые отношения эквивалент-
ности 𝐸1(𝑥, 𝑦), 𝐸2(𝑥, 𝑦), …, 𝐸𝑛(𝑥, 𝑦), разбивающие
𝑝1(𝑀), 𝑝2(𝑀), …, 𝑝𝑛(𝑀) соответственно на беско-
нечное число выпуклых классов.

Поскольку 𝑇 имеет малое число счетных моде-
лей, то существует простая модель 𝑀0 ⊧ 𝑇, в ко-
торой все типы 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛 опускаются. Также за-
метим, что в счетной насыщенной модели 𝑀 все
множества 𝑝1(𝑀)/𝐸1, 𝑝2(𝑀)/𝐸2, …, 𝑝𝑛(𝑀)/𝐸𝑛 име-
ют порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ.

Случай 1. Существует 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 такой, что
∣𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖∣ = 1 для некоторой 𝑀1 ≺ 𝑀.

Поймем, что 𝑝𝑗(𝑀1) = ∅ для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛
с условием 𝑗 ≠ 𝑖. Допустим противное: существует
1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 такой, что 𝑗 ≠ 𝑖 и 𝑝𝑗(𝑀1) ≠ ∅.

Так как 𝑝𝑖 /⟂𝑤 𝑝𝑗, то существует (𝑝𝑖, 𝑝𝑗)-
секатор 𝑈(𝑥, 𝑦) такой, что для любого 𝑎 ∈ 𝑝𝑖(𝑀)
найдутся 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝑝𝑗(𝑀) с условиями 𝑏1 < 𝑏2
и 𝑀 ⊧ 𝑈(𝑎, 𝑏1)∧ ∧¬𝑈(𝑎, 𝑏2). Пусть 𝑓(𝑥)∶=sup 𝑈(𝑥, 𝑀).
Тогда 𝑐<𝑓(𝑎)<𝑐′ для любых 𝑎 ∈ 𝑝𝑖(𝑀), 𝑐, 𝑐′ ∈ 𝑀
с условиями 𝑐 < 𝑝𝑗(𝑀) и 𝑝𝑗(𝑀) < 𝑐′. Здесь также
𝑔(𝑥) ∶= sup 𝑆(𝑥, 𝑀), где формула 𝑆(𝑥, 𝑦) определена
в предложении 7.

Возьмем произвольные 𝑎 ∈ 𝑝𝑖(𝑀1)и 𝑏 ∈ 𝑝𝑗(𝑀1).
Тогда получаем: inf 𝐸𝑖(𝑎, 𝑀1) ⩽ 𝑔(𝑏) ⩽ sup 𝐸𝑖(𝑎, 𝑀1),
откуда 𝑝𝑗 /⟂𝑎𝑞 𝑝𝑖, что противоречит условию предло-
жения.

Случай 2. Существует 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 такой, что
𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 имеет порядковый тип [0, 1] ∩ ℚ для
некоторой 𝑀1 ≺ 𝑀.

Поймем, что для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 с условием
𝑗 ≠ 𝑖 множество 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет порядковый тип
(0, 1) ∩ ℚ.
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Возьмем произвольные 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝑝𝑖(𝑀1), лежа-
щие в самом левом 𝐸𝑖-классе и самом правом 𝐸𝑖-
классе соответственно. Тогда для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛
с условием 𝑗 ≠ 𝑖 либо 𝑐 < 𝑓(𝑎1) < 𝑓(𝑎2) < 𝑐′, либо
𝑐 < 𝑓(𝑎2) < 𝑓(𝑎1) < 𝑐′ для любых 𝑐, 𝑐′ ∈ 𝑀1 с услови-
ями 𝑐 < 𝑝𝑗(𝑀1)и 𝑝𝑗(𝑀1) < 𝑐′, откуда 𝑝𝑗(𝑀1) ≠ ∅. Со-
гласно Случаю 1 ∣𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗∣ ≠ 1. Но тогда согласно
предложению 5 множество 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет один из
следующих порядковых типов: (0, 1) ∩ ℚ, [0, 1] ∩ ℚ,
[0, 1) ∩ ℚ или (0, 1] ∩ ℚ.

Не умаляя общности, предположим, что
𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет порядковый тип [0, 1) ∩ ℚ.
Возьмем произвольный 𝑏 ∈ 𝑝𝑗(𝑀1), лежащий
в самом левом 𝐸𝑗-классе. Тогда получаем:
либо inf 𝐸𝑖(𝑎1, 𝑀1)⩽𝑔(𝑏)⩽sup 𝐸𝑖(𝑎1, 𝑀1), либо
inf 𝐸𝑖(𝑎2, 𝑀1)⩽𝑔(𝑏)⩽sup 𝐸𝑖(𝑎2, 𝑀1), откуда 𝑝𝑗 /⟂𝑎𝑞 𝑝𝑖.

Аналогично рассматриваются случаи, когда
𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет порядковый тип (0, 1] ∩ ℚ или
[0, 1] ∩ ℚ. Таким образом, для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛
с условием 𝑗 ≠ 𝑖 множество 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет
порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ.

Случай 3. Существует 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 такой, что
∣𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖∣ > 1 и 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖 имеет наименьший эле-
мент для некоторой 𝑀1 ≺ 𝑀.

Возьмем произвольный 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 с условием
𝑗 ≠ 𝑖 и рассмотрим 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗.

Предположим, что 𝑓 — строго возрастающая
на 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖. Тогда утверждаем, что 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 не
имеет наименьшего элемента. Допустим против-
ное: 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет наименьший элемент. Пусть
𝑎 ∈ 𝑝𝑖(𝑀1) лежит в самом левом 𝐸𝑖-классе, и пусть
𝑏 ∈ 𝑝𝑗(𝑀1) лежит в самом левом 𝐸𝑗-классе. То-
гда если 𝑓(𝑎)= inf 𝐸𝑗(𝑏, 𝑀1), то получаем 𝑝𝑖 /⟂𝑎𝑞 𝑝𝑗,
что противоречит условиям предложения. Сле-
довательно, 𝑓(𝑎) > sup 𝐸𝑗(𝑏, 𝑀1). Но тогда 𝑔(𝑏) =
= inf 𝐸𝑖(𝑎, 𝑀1), откуда 𝑝𝑗 /⟂𝑎𝑞 𝑝𝑖. Противоречие.

Аналогично устанавливается, что если 𝑓 явля-
ется строго убывающей на 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖, то множество
𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 не имеет наибольшего элемента.

Таким образом, если 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 имеет по-
рядковый тип [0, 1) ∩ ℚ для некоторой 𝑀1 ≺ 𝑀,
то в случае когда 𝑓 –– строго возрастающая на
𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖, 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет две возможности:
(0, 1] ∩ ℚ и (0, 1) ∩ ℚ. Если же 𝑓 –– строго убываю-
щая на 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖, то также имеем две возможности
для 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗: [0, 1) ∩ ℚ и (0, 1) ∩ ℚ.

Аналогично, если 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 имеет порядковый
тип (0, 1] ∩ ℚ для некоторой 𝑀1 ≺ 𝑀, то в случае
когда 𝑓 –– строго возрастающая на 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖,
𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет две возможности: [0, 1) ∩ ℚ
и (0, 1) ∩ ℚ. Если же 𝑓 –– строго убывающая на
𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖, то также имеем две возможности для
𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗: (0, 1] ∩ ℚ и (0, 1) ∩ ℚ.

Предположим теперь, что существуют
1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛 такие, что 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 и 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗
имеют один из следующих порядковых типов:

[0, 1) ∩ ℚ или (0, 1] ∩ ℚ. Покажем в этом случае, что
𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 должно иметь порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ
для любого 1 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝑛 с условиями 𝑙 ≠ 𝑖 и 𝑙 ≠ 𝑗.

Возможны следующие четыре подслучая:
Подслучай 1. 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 имеет порядковый тип

[0, 1)∩ℚ, 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет порядковый тип (0, 1]∩ℚ.
Подслучай 2. 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 и 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 оба имеют

порядковый тип [0, 1) ∩ ℚ.
Подслучай 3. 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 имеет порядковый тип

(0, 1]∩ℚ, 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет порядковый тип [0, 1)∩ℚ.
Подслучай 4. 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 и 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 оба имеют

порядковый тип (0, 1] ∩ ℚ.
Поскольку 𝑝𝑖 /⟂𝑤 𝑝𝑗, существует (𝑝𝑖, 𝑝𝑗)-секатор

𝑈(𝑥, 𝑦) такой, что 𝑓(𝑥) ∶= sup 𝑈(𝑥, 𝑀1) является
строго монотонной на 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖. Аналогично, по-
скольку 𝑝𝑖 /⟂𝑤 𝑝𝑙, существует (𝑝𝑖, 𝑝𝑙)-секатор 𝑅(𝑥, 𝑦)
такой, что 𝑠(𝑥) ∶= sup 𝑅(𝑥, 𝑀1) является строго мо-
нотонной на 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖.

Подслучай 1. В этом случае 𝑓 является строго
возрастающей на 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖.

Если 𝑠 является строго возрастающей на
𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖, то тогда 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 может иметь поряд-
ковый тип (0, 1] ∩ ℚ или (0, 1) ∩ ℚ. Рассмотрим
следующую формулу:

Ψ(𝑥, 𝑦) ∶= ∃𝑡[¬𝑈(𝑡, 𝑥) ∧𝑅(𝑡, 𝑦)].

Очевидно, что Ψ(𝑥, 𝑦) является (𝑝𝑗, 𝑝𝑙)-секато-
ром, причем 𝑔(𝑥) ∶= sup Ψ(𝑥, 𝑀1) является строго
возрастающей на 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗. Тогда 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 может
иметь порядковый тип [0, 1) ∩ ℚ или (0, 1) ∩ ℚ. От-
куда заключаем, что 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 имеет порядковый
тип (0, 1) ∩ ℚ.

Если же 𝑠 является строго убывающей на
𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖, то тогда 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 может иметь поряд-
ковый тип [0, 1) ∩ ℚ или (0, 1)∩ ℚ. Рассмотрим сле-
дующую формулу:

Ψ(𝑥, 𝑦) ∶= ∃𝑡[𝑈(𝑡, 𝑥) ∧𝑅(𝑡, 𝑦)].

Также устанавливаем, что Ψ(𝑥, 𝑦) является
(𝑝𝑗, 𝑝𝑙)-секатором, причем 𝑔 является строго убы-
вающей на 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗. Тогда 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 может иметь
порядковый тип (0, 1] ∩ ℚ или (0, 1) ∩ ℚ. Откуда
заключаем, что 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 имеет порядковый тип
(0, 1) ∩ ℚ.

Подслучай 2. В этом случае 𝑓 является строго
убывающей на 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖.

Если 𝑠 является строго возрастающей на
𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖, то тогда 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 может иметь поряд-
ковый тип (0, 1] ∩ ℚ или (0, 1) ∩ ℚ. Рассмотрим
следующую формулу:

Ψ(𝑥, 𝑦) ∶= ∃𝑡[𝑈(𝑡, 𝑥) ∧𝑅(𝑡, 𝑦)].

Очевидно, что формула Ψ(𝑥, 𝑦) является (𝑝𝑗, 𝑝𝑙)-
секатором, причем 𝑔 является строго убывающей
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на 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗. Тогда 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 может иметь поряд-
ковый тип [0, 1)∩ℚ или (0, 1)∩ℚ. Откуда заключаем,
что 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 имеет порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ.

Если же 𝑠 является строго убывающей на
𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖, то тогда 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 может иметь поряд-
ковый тип [0, 1)∩ ℚ или (0, 1)∩ ℚ. Рассмотрим сле-
дующую формулу:

Ψ(𝑥, 𝑦) ∶= ∃𝑡[¬𝑈(𝑡, 𝑥) ∧𝑅(𝑡, 𝑦)].

Также устанавливаем, что Ψ(𝑥, 𝑦) является
(𝑝𝑗, 𝑝𝑙)-секатором, причем 𝑔 является строго воз-
растающей на 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗. Тогда 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 может
иметь порядковый тип (0, 1] ∩ ℚ или (0, 1) ∩ ℚ. От-
куда заключаем, что 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 имеет порядковый
тип (0, 1) ∩ ℚ.

Подслучаи 3 и 4 рассматриваются аналогично.
Таким образом, возможны следующие случаи

счетных попарно неизоморфных моделей теории 𝑇:
все типы из {𝑝1, 𝑝2, …, 𝑝𝑛} опускаются (простая мо-
дель); для каждого ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 множество 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖 по-
рядково изоморфно (0, 1) ∩ ℚ (счетно-насыщенная
модель); существует 1⩽𝑖⩽𝑛 такой, что ∣𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖∣=1,
а все остальные типы из {𝑝1, 𝑝2, …, 𝑝𝑛} опускают-
ся; существует 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 такой, что 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖 поряд-
ково изоморфно [0, 1] ∩ ℚ и для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛
с условием 𝑗 ≠ 𝑖 множество 𝑝𝑗(𝑀)/𝐸𝑗 порядко-
во изоморфно (0, 1) ∩ ℚ; существует 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 та-
кой, что 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖 порядково изоморфно [0, 1) ∩ ℚ
или (0, 1] ∩ ℚ, и для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 с усло-
вием 𝑗 ≠ 𝑖 множество 𝑝𝑗(𝑀)/𝐸𝑗 порядково изо-
морфно (0, 1) ∩ ℚ; существуют 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛 такие,
что 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖 и 𝑝𝑗(𝑀)/𝐸𝑗 порядково изоморфны
[0, 1) ∩ ℚ или (0, 1] ∩ ℚ (в зависимости от пове-
дения (𝑝𝑖, 𝑝𝑗)-секатора на 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖), и для любо-
го 1 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝑛 с условиями 𝑙 ≠ 𝑖 и 𝑙 ≠ 𝑗 множество
𝑝𝑙(𝑀)/𝐸𝑙 порядково изоморфно (0, 1) ∩ ℚ.

Итак, имеем: 2 + 4𝑛 + 2𝐶2
𝑛 = 2 + 4𝑛 + 𝑛(𝑛 − 1) =

= 𝑛2 + 3𝑛 + 2, где 𝐶2
𝑛 обозначает биномиальный

коэффициент, т.е. 𝐶2
𝑛 = 𝑛!

(𝑛−2)!⋅2! .

Теорема 5. Пусть 𝑇 — слабо о-минимальная
теория конечного ранга выпуклости, имеющая ме-
нее чем 2ω счетных моделей. Тогда либо 𝑇 — ω-
категоричная, либо существуют Γ1 = {𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑚},
Γ2 = {𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑙}— максимальные попарно слабо ор-
тогональные семейства квазирациональных и ирраци-
ональных 1-типов над∅ соответственно для некото-
рых 𝑚, 𝑙 < ω такие, что 𝑚2 + 𝑙2 ≠ 0 и

𝐼(𝑇 , ω) =
𝑚

∏
𝑖=1
(κ𝑖 + 3) ⋅

𝑙

∏
𝑗=1
(λ2

𝑗 + 5λ𝑗 + 6) при 𝑚, 𝑙 ⩾ 1;

𝐼(𝑇 , ω) =
𝑙

∏
𝑗=1
(λ2

𝑗 + 5λ𝑗 + 6) при 𝑚 = 0;

𝐼(𝑇 , ω) =
𝑚

∏
𝑖=1
(κ𝑖 + 3) при 𝑙 = 0,

где 0 ⩽ κ𝑖 ⩽ ω и κ𝑖 –– максимальное число неал-
гебраических попарно почти вполне ортогональных
1-типов над∅, являющихся не слабо ортогональными,
но почти вполне ортогональными типу 𝑝𝑖 для каж-
дого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚; 0 ⩽ λ𝑗 ⩽ ω и λ𝑗 –– максимальное число
неалгебраических попарно почти вполне ортогональ-
ных 1-типов над ∅, являющихся не слабо ортогональ-
ными, но почти вполне ортогональными типу 𝑞𝑗 для
каждого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑙.

Замечание 1. Если 𝑇 — о-минимальная теория,
имеющая менее чем 2ω счетных моделей, то κ𝑖 = 0 для
любого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚 и λ𝑗 = 0 для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑙, посколь-
ку для любых 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(∅) таких, что 𝑝 /⟂𝑤 𝑞, следует
существование ∅-определимой биекции между мно-
жествами реализаций этих типов, откуда 𝑝 /⟂𝑎𝑞 𝑞.

Доказательство теоремы 5. Замечаем, что в силу
теоремы 1 теория 𝑇 является бинарной. Из пред-
ложения 3 следует, что если 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(∅), 𝑝 –– ква-
зирациональный, 𝑞 –– иррациональный, то 𝑝 ⟂𝑤 𝑞.
Тогда в силу предложения 4 семейство {𝑝, 𝑞} сла-
бо ортогонально над ∅, т.е. каждый 2-кортеж
⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑝(𝑀) × 𝑞(𝑀) удовлетворяет одному и тому
же типу над ∅, откуда с учетом бинарности 𝑇 сле-
дует независимость реализаций этих типов друг от
друга. Теперь в общем случае, если возьмем про-
извольные попарно слабо ортогональные 1-типы
𝑝1, …, 𝑝𝑠 ∈ 𝑆1(∅), то также в силу предложения 4
семейство {𝑝1, …, 𝑝𝑠} будет слабо ортогональным
над ∅, откуда также с учетом бинарности 𝑇 имеем
независимость реализаций этих типов друг от дру-
га.

Случай 1. 𝑚 = 0 и 𝑙 = 0.
В этом случае не существует квазирациональ-

ных и иррациональных 1-типов над ∅, т.е. любой
1-тип над ∅ является изолированным. Также полу-
чаем, что κ𝑖 = 0 и λ𝑗 = 0 для любых 𝑖, 𝑗, т.е. 𝐼(𝑇 , ω) =
= 3𝑚6𝑙 = 1, откуда 𝑇 является ω-категоричной. Дей-
ствительно, поскольку не существует неизолиро-
ванных 1-типов над ∅, то мы заключаем, что раз-
личных 1-типов над ∅ лишь конечное число (ес-
ли бы их было бесконечно, то получили бы хотя
бы один неизолированный 1-тип над ∅). Посколь-
ку 𝑇 бинарная в силу теоремы 1, то осталось понять
что 2-типов над ∅ также конечное число. Но по-
скольку 𝑇 почти ω-категоричная в силу теоремы 2,
то из конечного числа 1-типов над ∅ можно обра-
зовать лишь конечное число 2-типов над ∅. Таким
образом, 𝑇 — ω-категоричная, откуда 𝐼(𝑇 , ω) = 1.

Случай 2. 𝑚 ≠ 0 или 𝑙 ≠ 0.
Случай 2a. 𝑇 — почти вполне о-минимальная.
Тогда для любых 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑙 мы имеем

κ𝑖 = 0 и λ𝑗 = 0, т.е. нам надо доказать, что 𝐼(𝑇 , ω) =
= 3𝑚6𝑙.
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Пусть 𝑀 –– счетная насыщенная модель тео-
рии 𝑇. Возьмем произвольный 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚 и рас-
смотрим тип 𝑝𝑖. Поскольку 𝑇 имеет конечный ранг
выпуклости, то 𝑅𝐶(𝑝𝑖) = 𝑛 для некоторого 𝑛 < ω.
Пусть 𝐸𝑖(𝑥, 𝑦) — наибольшее ∅-определимое от-
ношение эквивалентности, разбивающее 𝑝𝑖(𝑀) на
бесконечное число выпуклых классов. Если 𝑝𝑖 ⟂𝑤 𝑝
для любого квазирационального 𝑝 ∈ 𝑆1(∅), то в си-
лу предложения 5 имеется в точности 3 возможно-
сти для множества реализаций типа 𝑝𝑖: 𝑝𝑖(𝑀0) = ∅,
𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 ≅ [0, 1) ∩ ℚ, 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖 ≅ (0, 1) ∩ ℚ, где
𝑀0, 𝑀1 –– некоторые счетные ненасыщенные моде-
ли теории 𝑇.

Предположим теперь, что 𝑝𝑖 /⟂𝑤 𝑝′ для
некоторого 𝑝′ ∈ 𝑆1(∅). В силу почти вполне
о-минимальности 𝑝𝑖 /⟂𝑎𝑞 𝑝′. Следовательно,
существует (𝑝𝑖, 𝑝′)-секатор 𝑈(𝑥, 𝑦) такой, что
для любых 𝑎 ∈ 𝑝𝑖(𝑀) и 𝑎′ ∈ 𝐸𝑖(𝑎, 𝑀) выпол-
няется sup 𝑈(𝑎′, 𝑀) = sup 𝐸(𝑏, 𝑀) для неко-
торого 𝑏 ∈ 𝑝′(𝑀), где 𝐸(𝑥, 𝑦)–– наибольшее
∅-определимое отношение эквивалентности, раз-
бивающее 𝑝′(𝑀) на бесконечное число выпуклых
классов; при этом функция 𝑓(𝑥) ∶= sup 𝑈(𝑥, 𝑀)
является строго монотонной на 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖.

Предположим для определенности, что 𝑝𝑖 —
квазирациональный вправо (влево). Тогда если 𝑓
является строго возрастающей на 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖, то 𝑝′

также является квазирациональным вправо (вле-
во), и для любой счетной модели 𝑀1 ⊧ 𝑇 поряд-
ковые типы множеств 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 и 𝑝′(𝑀1)/𝐸 сов-
падают. Если же 𝑓 является строго убывающей на
𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖, то 𝑝′ является квазирациональным вле-
во (вправо), и для любой счетной модели 𝑀1 ⊧ 𝑇
порядковые типы множеств 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 и 𝑝′(𝑀1)/𝐸
совпадают в случае когда 𝑝𝑖(𝑀1) = ∅ или 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖

порядково изоморфна (0, 1) ∩ ℚ. Также имеем сле-
дующее:

𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 порядково изоморфна [0, 1) ∩ ℚ ⇔
⇔ 𝑝′(𝑀1)/𝐸 порядково изоморфна (0, 1] ∩ ℚ.

Таким образом, и в этом случае имеются в точ-
ности 3 возможности для множества реализаций
типа 𝑝𝑖.

Далее рассмотрим произвольный 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑙. Ес-
ли λ𝑗 = 1, то в силу предложения 5 𝑡𝑗 = 6. Предпо-
ложим теперь, что λ𝑗 > 1. Этот случай рассматрива-
ется аналогично случаю с квазирациональными ти-
пами, и также может быть установлено, что 𝑡𝑗 = 6.

Следовательно, получаем, что 𝐼(𝑇 , ω) = 3𝑚6𝑙.
Случай 2b. 𝑇 –– не почти вполне о-минимальная.
Тогда существуют неизолированные 𝑝′, 𝑝″ ∈

∈ 𝑆1(∅) такие, что 𝑝′ /⟂𝑤 𝑝″, но 𝑝′ ⟂𝑎𝑞 𝑝″, т.е. κ𝑖 > 0
для некоторого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚 или λ𝑗 > 0 для некоторого
1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑙.

Если κ𝑖 > 0 для некоторого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚, то суще-
ствуют 𝑝′

1, … , 𝑝′
κ𝑖

∈ 𝑆1(∅)–– неалгебраические по-

парно почти вполне ортогональные 1-типы, являю-
щиеся не слабо ортогональными, но почти вполне
ортогональными типу 𝑝𝑖, и согласно предложению 7
𝐼(𝑇 , ω){𝑝𝑖,𝑝′

1,…,𝑝′
κ𝑖
} = (κ𝑖 + 1) + 2 = κ𝑖 + 3.

Если λ𝑗 > 0 для некоторого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑙, то суще-
ствуют 𝑞′

1 , … , 𝑞′
λ𝑗

∈ 𝑆1(∅)–– неалгебраические по-
парно почти вполне ортогональные 1-типы, являю-
щиеся не слабо ортогональными, но почти вполне
ортогональными типу 𝑞𝑗, и согласно предложению 8
𝐼(𝑇 , ω){𝑞𝑗,𝑞′

1 ,…,𝑞′
λ𝑗
}=(λ𝑗+1)2+3(λ𝑗+1)+2=λ2

𝑗+5λ𝑗+6.

Следствие 1. [16, 17] Пусть 𝑇 –– слабо о-ми-
нимальная теория конечного ранга выпукло-
сти, имеющая менее чем 2ω счетных моделей,
Γ1 = {𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑚}, Γ2 = {𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑙}–– макси-
мальные попарно слабо ортогональные семейства
квазирациональных и иррациональных 1-типов над ∅
соответственно для некоторых 𝑚, 𝑙 < ω. Тогда 𝑇 име-
ет в точности 3𝑚6𝑙 счетных моделей ⇔ 𝑇 –– почти
вполне о-минимальная.

Следствие 2. [17] Пусть 𝑇 — слабо о-
минимальная теория конечного ранга выпукло-
сти, имеющая менее чем 2ω счетных моделей,
Γ1 = {𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑚}, Γ2 = {𝑞1, 𝑞2, …, 𝑞𝑙}–– макси-
мальные попарно слабо ортогональные семейства
квазирациональных и иррациональных 1-типов над
∅ соответственно для некоторых 𝑚, 𝑙 < ω. Тогда
𝐼(𝑇 , ω) = ω ⇔ существует 𝑝 ∈ Γ1 ∪ Γ2, являющийся не
слабо ортогональным счетному числу попарно почти
вполне ортогональных неалгебраических 1-типов
над ∅.
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