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СЧЕТНЫЕ МОДЕЛИ ПОЛНЫХ УПОРЯДОЧЕННЫХ ТЕОРИЙ
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Статья содержит наблюдения о полных теориях счетных сигнатур и их счетных моделях. Мы при-
водим построение счетной линейно упорядоченной теории, имеющей то же число счетных неизо-
морфных моделей, что и данная счетная, не обязательно линейно упорядоченная теория.

Ключевые слова: линейный порядок, число счетных моделей, гипотеза Воота
DOI: 10.31857/S268695432370025X, EDN: CMFRBD

1. ВВЕДЕНИЕ

Известная проблема теории моделей, гипотеза
Воота, говорит, что полная теория первого поряд-
ка счетной сигнатуры может иметь либо конечное
число, , либо  счетных моделей с точностью
до изоморфизма. В [1] М. Морли доказал, что ес-
ли такая теория имеет более чем  счетных не-
изоморфных моделей, то она имеет ровно 
счетных моделей. Гипотеза Воота была подтвер-
ждена для различных классов теорий. С точки
зрения числа счетных неизоморфных моделей
рассматривались следующие классы линейно
упорядоченных теорий: гипотеза Воота была под-
тверждена для линейных порядков обогащенных
конечным либо счетным семейством унарных
предикатов [2], для о-минимальных теорий [3],
были приведены примеры слабо о-минимальных
теорий со счетным числом счетных моделей [4],
гипотеза Воота была доказана для почти о-мини-
мальных теорий [5], слабо о-минимальных тео-
рий ранга выпуклости один [6], бинарных стаци-
онарно упорядоченных теорий [7] и слабо о-ми-
нимальных теорий конечного ранга выпуклости
[8]. В целом вопрос об истинности гипотезы Во-
ота для теорий с отношением линейного порядка
остается открытым, результаты в этом направле-
нии предоставляют ценную информацию о
структуре и моделях таких теорий. Мы показыва-
ем что изучение линейно упорядоченных теорий
в общем не дает преимуществ по отношению к

ℵ0
ℵ02

ℵ1
ℵ02

счетному спектру таких теорий – оно эквивалент-
но изучению счетных теорий в целом.

Далее мы используем символы фрактуры, к
примеру, , , , , для обозначения струк-
тур, и заглавные буквы, , , ,  – для мно-
жеств носителей соответствующих структур. За-
пись  означает число счетных неизоморф-
ных моделей мощности  теории . Тогда
гипотеза Воота предполагает, что .

2. ПЕРЕХОД К ЛИНЕЙНОМУ ПОРЯДКУ

Теорема 1. Пусть  – счетная струк-
тура счетной реляционной сигнатуры . Тогда суще-
ствует счетная линейно упорядоченная структура

 в сигнатуре  обогащенной бинарными отношени-
ями  и , такая что  = .

Доказательство теоремы 1. Для каждого элемен-
та  обозначим через  счетное множе-
ство такое, что  и  не пересекаются, плотные и
взаимно плотные для различных a, . Обозна-
чим . Пусть . Здесь

 – стандартное отношение линейного порядка
на , и  – бинарное отношение эквива-
лентности такое, что для всех  и всех ,

. Интерпретируем символы  так,
чтобы они “уважали” отношение : для каждого

, каждого n-местного отношения  и всех
,  пусть

(1)

M N M* N*
M N *M *N

λ( , )I T
λ T

ℵ ≠ ℵ0 1( , )I T

 ΣM = ;M
Σ

M* Σ
< E ℵ0( ( ), )I Th M ℵ0( ( *), )I Th M

∈a M ⊂ RaC
aC bC

∈b M

∈
=*: a

a M

M C =  Σ ∪ *: *; {<, }M EM

<
⊇R *M E

∈a M ∈' aa C
( *, ') = aE M a C Σ

E
ω<n ∈ ΣR

∈1 2, ,..., na a a M ∈ ∈ ∈
1 21 2, ,...,

na a n ab C b C b C

M

M




1 2

1 2

* ( , ,..., ) тогда и только тогда,
когда ( , ,..., ).

n

n

R b b b
R a a a
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ЗАМБАРНАЯ, БАЙЖАНОВ

Заметим, что

(2)

Мы утверждаем что  – искомая структура.

Структуры  и  изоморфны.
Здесь  = ; и
для всех  и всех -местных отношений 

 тогда и только гогда, когда
 для всех .

Изоморфизм между  и  задается функцией
, .

Теперь мы доказываем, что элементарные тео-
рии структур  и  ( ) имеют одинаковое чи-
сло счетных неизоморфных моделей, доказывая, что
функция  явля-
ется биекцией. Здесь и далее мы используем за-
пись  для обозначения структуры получаемой
из структуры  путем построения приведенного
выше. Также мы используем обозначения  и

 для классов эквивалентности, определяемых
элементами  и в структурах  и 
соответственно.

Утверждение 1. Пусть дана произвольная счет-
ная модель  теории . Тогда  – модель
теории .

Доказательство утверждения 1. Доказатель-
ство проводится индукцией посредством игры
Эренфойхта–Фраиса в форме записанной в [9].

Зафиксируем произвольное конечное под-
множество . Так как , Консерватор
выигрывает каждую игру Эренфойхта–Фраиса

 на структурах  и , как структурах
сигнатуры . Мы показываем что Консерватор
также выигрывает игру  на  и  в
сигнатуре  для произвольного числа
раундов . Выигрышная стратегия для Консерва-
тора основана на соответствующей стратегии для

 и на том факте, что -классы плотны и
взаимно плотны в .

Далее мы используем верхние индексы для
элементов  и , а нижние индексы – для эле-
ментов M и N.

Шаг 1. Новатор выбирает элемент , ли-

бо , без потери общности предположим


∀ ∀ ∀ ∀ ∀ ∀ →


→ ↔ ∈


∧1 2 1 2
=1

1 2 1 2

... ... ( , )

( ( , ,..., ) ( , ,..., )) ( *).

n

n n i i
i

n n

x x x y y y E x y

R x x x R y y y Th M

M*

M  ΣM := * / ;E M E
∈*/ := { ( *, ) | *}M E E M a a M ∈{ | }aC a M

∈ Nn n ∈ ΣR
M 

1 2
( , ,..., )

n

E
a a aR C C C

1 2* ( , ,..., )nM R b b b ∈ ∈ ∈
1 21 2, ,...,

na a n ab C b C b C

M ME

→: Eg M M : ag a C

M* M ME

ℵ ℵ: →M M
0 0

* ( ( )) ( ( *))Mod Th Mod Th

N*
N

M*
aC

N*
bC

∈a M ∈b N M* N*

N M( )Th N*
M( *)Th

Σ ⊆ Σ0 ≡M N

M N( , )sG M N
Σ0

M N( *, *)sG M* N*
Σ ∪0 {<, }E

s

M N( , )sG E
*N

*M *N

∈1 *a M

∈1 *b N

первое. Тогда  для некоторого .
Пусть  – элемент, сопоставленный к  в
выигрышной стратегии Консерватора в игре

. Возьмем произвольный . По (1)
и поскольку , элементы a1, a1, b1 и b1 удо-
влетворяют одним и тем же одноместным отно-
шениям из .

Шаг . Предположим, что к завершению этого
шага Новатор и Консерватор построили две по-
следовательности  и b1, b2, ...,

 такие, что для каждого , ,

, , где  и b1, b2, ...,
. Также предположим, что кортежи с оди-

наковыми индексами из  и  удовле-
творяют одним и тем же отношениям из

, и кортежи с одинаковыми индексами
из  и  удовлетворяют одним и тем же
отношениям из .

Шаг k + 1. Новатор выбирает элемент 

либо элемент , без потери общности

предположим первое. Тогда  для неко-
торого . Возможны три случая:

Случай 1. Для некоторого , , .
Тогда , и пусть  и .

Случай 2. Случай 1 не выполняется, а также
для некоторого i, , . Следо-

вательно, , и элементы  и
 продолжают соответствующую игру
. Пусть  – произвольное n-местное

отношение и пусть . Тогда
из (2) и индукционного предположения следует,
что

(3)

Так как все различные E-классы в  плотны и
взаимно плотны, существует элемент bk + 1 ∈
∈  такой что последовательности

 и  имеют одинаковый по-
рядковый тип. Следовательно, поскольку (2) вы-
полняется и для , мы можем продолжить (3)
добавлением

∈
1

1
aa C M ∈1a M

∈2b N 1a

M N( , )sG ∈ N

1

*1
bb C

Σ≡
0

M N

Σ0

k

∈1 2, ,..., *ka a a M

∈ *kb N i ≤ ≤1 i k

∈ M*
i

i
aa C ∈ N*

i

i
bb C ∈1 2, ,..., ka a a M

∈kb N

≤ ≤1{ }i i ka ≤ ≤1{ }i i kb

Σ ∪0 {<, }E
≤ ≤1{ }i i ka ≤ ≤1{ }i i kb

Σ0

+ ∈1 *ka M
+ ∈1 *kb N

+

+ ∈
1

*1
k

Mk
aa C

+ ∈1ka M

i ≤ ≤1 i k +1 =k ia a

+1 =k ia a +1 :=k ib b +1 :=k ib b

≤ ≤1 i k +M  1* ( , )k iE a a

+

+ ∈ M M

1

* *1 =
k i

k
a aa C C +1 =k ia a

+1 :=k ib b
M N( , )sG ∈ Σ0R

− ∈1 2 1, ,..., {1,2,..., }ni i i k

− +M  1 2 1 1* ( , ,..., , )
тогда и только тогда, когда

ni i i kR a a a a

−M  1 2 1* ( , ,..., , )ni i i iR a a a a

−N  1 2 1

тогда и только тогда, когда

* ( , ,..., , ).ni i i iR b b b b

*N

*( *, ) =
i

i
bE N b C N

+1 2 1, ,..., ka a a +1 2 1, ,..., kb b b

N*
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т.е.,  и есть желаемый выбор для Консерва-
тора.

Случай 3. Для каждого i, , ,
ai) . Тогда  для каждого i, .

Пусть  есть элемент, который выбирает
Консерватор в ответ на  в игре . Тогда

 для каждого i, . По построению
, для всякого , .

И поскольку E-классы взаимно плотны в N*, 
может быть выбран таким образом, что порядко-
вые типы последовательностей  и

 одинаковы.
Пускай  – произвольное n-местное от-

ношение, и пусть . Тогда в
силу (1) и так как Консерватор выигрывает игру

,

Полученные после s раундов последовательно-
сти  и  гарантиру-
ют элементарную эквивалентность структур  и

 в произвольной конечной сигнатуре .

Пусть  – произвольное пред-
ложение. Благодаря финитарному характеру фор-
мул,  включает в себя лишь конечное число сим-
волов из . Также структуры  и 
элементарно эквиваленты в любой произвольной
конечной сигнатуре, в том числе, в сигнатуре, со-
держащей все символы из . Таким образом,

, и, следовательно, .

Если  – счетная модель теории , тогда

 – модель теории . Более
того, .

Предложим,  и  – счетные модели ,
такие что модели  и  изоморфны. Если функ-
ция  задает изоморфизм между эти-
ми моделями, тогда функция  задает

−

− +

N

N





1 2 1

1 2 1 1

* ( , ,..., , ) тогда и только тогда,

когда * ( , ,..., , ),

n

n

i i i i

i i i k

R b b b b

R b b b b

+1kb

≤ ≤1 i k +¬ 1* ( kE aM 
+ ≠1k ia a ≤ ≤1 i k

+1kb
+1ka M N( , )sG

+ ≠1k ib b ≤ ≤1 i k
N*

+

+ ∈ N

1

*1
k

k
bb C +¬N  1* ( , )i kE b b

+1kb

+1 2 1, ,..., ka a a
+1 2 1, ,..., kb b b

∈ Σ0R
− ∈1 2 1, ,..., {1,2,..., }ni i i k

M N( , )sG
− +M  1 2 1 1* ( , ,..., , )

тогда и только тогда, когда

ni i i kR a a a a

−

−

+

+

M

N





1 2 1

2 1

1

1 1

( , ,..., , )
тогда и только тогда, когда

( , ,..., , )

n

n

i i i k

i i i k

R a a a a

R b b b b

− +N  1 2 1 1

тогда и только тогда, когда

* ( , ,..., , ).ni i i kR b b b b

∈1 2, ,..., *sa a a M ∈1 2, ,..., *sb b b N
M*

N* Σ0

ϕ ∈ M( ( *))Th Mod

ϕ
Σ ∪ {<, }E M* N*

ϕ
ϕ ∈ N( ( *))Th Mod ≡M N* *

N' M( *)Th

 ΣN := ' / ;N E M( )ETh
≅N N* '

M1 M 2 M( )Th
M1* M 2*

→1 2* ** :f M M
 *( ): a f af C C

изоморфизм, отображающий  на , и, сле-
довательно, . Что, учитывая предыду-
щие факты, гарантирует, что функция * действи-
тельно является биекцией из класса счетных мо-
делей теории  на класс счетных моделей

, и завершает доказательство теоремы.
Теорема 2. Пусть дана счетная структура

 счетной сигнатуры . Тогда существу-
ет счетная линейно упорядоченная структура  в
сигнатуре , обогащенной бинарными отношениями

 и , такая, что .
Доказательство теоремы 2. Далее задается соот-

ветствующая реляционная структура ,
такая, что  = . Тогда при-
менение теоремы 1 к  доказывает текущую тео-
рему.

Обозначим  – константа} ∪
∪  – функция  – отно-
шение}. Для каждой константы  и каждого

 пусть  тогда и только тогда, когда
. Для каждого  и всякой n-местной

функции  пусть  будет -местным от-
ношением таким, что для всех , 

 тогда и только тогда, когда
. И, в заключение, для каж-

дого , каждого n-местного отношения 
и всех  пусть  то-
гда и только тогда, когда .

Следствие 1. Если существует теория T счет-
ной сигнатуры, такая что , тогда су-
ществует линейно упорядоченная теория T* счет-
ной сигнатуры, для которой .

Следствие 1 демонстрирует, что, при попытках
решить гипотезу Воота, мы можем упустить из
рассмотрения не линейно упорядоченные тео-
рии, но, в то же время, данное ограничение не яв-
ляется существенным. Поэтому целесообразно
изучать счетные модели теорий без искусствен-
ного линейного порядка, описанного теоремой 1,
т.е. теории без равномерно определимого отно-
шения эквивалентности со счетным числом вза-
имно плотных классов.
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периодическими мелкими препятствиями. При этом предполагается, что поверхность препятствий
может иметь разные коэффициенты проводимости. Доказано, что траекторные аттракторы этой си-
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1. ВВЕДЕНИЕ
В этой работе изучается поведение аттракто-

ров начально-краевой задачи для комплексного
уравнения Гинзбурга–Ландау в области с локаль-
но периодическими мелкими препятствиями,
расстояние между которыми и их диаметры зави-
сят от малого параметра, при стремлении этого
малого параметра к нулю. Отметим некоторые ре-
зультаты по усреднению аттракторов, которые

появились в последнее время (см. [1–5]). В рабо-
тах [2] и [5] изучалось усреднение аттракторов
эволюционных уравнений и систем с диссипаци-
ей в периодически перфорированной области.
Результаты по усреднению аттракторов системы
уравнений Навье–Стокса в периодической изо-
тропной среде см. в [3]. В работе [4] рассмотрена
задача усреднения для уравнения Гинзбурга–
Ландау в стохастической постановке. Методы,
которые использовались при исследовании таких
задач, были разработаны в [6–10].

2. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Сначала мы определим перфорированную об-

ласть. Пусть  – гладкая ограниченная область в
, . Введем обозначения

Пусть  – гладкая, 1-периодическая по пе-
ременной  функция и такая, что 
≥ const > 0, ,  при .
Определим множества

Ω
R

d ≥ 2d

( ){ }
{ }

εϒ ∈ ε ∂Ω ≥ ε

≡ ξ − ξ 

Z



= : dist , ,

1 1: < < , = 1, , .
2 2

d

i

r r d

i d
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ξ ξ∈∂ξ ≥( , )|F x 

−( ,0) = 1F x ξ∇ ≠ 0F ξ ∈\{0}

( ) ( ){ }ε ε ε
∈ϒε
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БЕКМАГАНБЕТОВ и др.

и вводим перфорированную область следующим
образом

Обозначим через G(x) множество  <

< 0}, и через S(x) множество .
В соответствии с вышеприведенной конструк-

цией граница  состоит из  и границы вклю-
чений , .

Мы будем изучать асимптотическое поведение
траекторных аттракторов следующей начально-
краевой задачи для комплексных уравнений Гин-
збурга–Ландау

(1)

Здесь  – вещественная константа,  – единич-
ный вектор внешней нормали к границе области,

, , ,

 и  – неотрицательная
1-периодическая по  функция. Предполагается,
что

(2)

для ,  и функции  и  име-

ют средние  и  в смысле пространства
 соответственно, т.е.,

(3)

при  для любой функции .
Введем следующие обозначения для про-

странств , , ,

 – множество функций из

 с нулевым следом на  и Lp := ,
. Нормы в этих пространствах

определяются, соответственно, следующим обра-
зом

ε εΩ Ω= \ .G

ξ ∈ ξ{ | ( , )d F xR

ξ ∈ ξR{ | ( , ) = 0}d F x

ε∂Ω ∂Ω
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
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2
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1 , i | | ( ), ,

(1 i) , = 0,

, (0, ),
= 0, ,
= ( ), , = 0.
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Напомним, что Lq и  являются сопряжен-
ными пространствами к Lp и , где q = .

Обозначим через  и 
пространства, сопряженные, соответственно, к V
и .

Предполагается, что параметр θ принимает
положительные значения. В зависимости от этого
параметра будут получаться различные предель-
ные (усредненные) задачи.

Рассматриваются (см. [7]) обобщенные реше-
ния задачи (1), т.е. функции , ,

,

удовлетворяющие интегральному тождеству

(4)

для любой функции .
Если , то

если  то (1 + αi)Δuε(x, t) +

+  поэтому для любого решения
uε задачи (1) имеем

По теореме вложения Соболева

где  и . Следова-
тельно, для любого обобщенного решения uε за-

дачи (1) имеем .

Замечание 2.1. Существование обобщенного ре-
шения  задачи (1) для любой  и фикси-
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рованного , так, что  доказывается
стандартным методом (см., например, [6, 7, 11]).

Имеет место следующая лемма (ее доказатель-
ство проводится аналогично доказательству
утверждения XV.3.1 из [7]).

Лемма 2.1. Пусть  — обобщенное решение
задачи (1). Тогда

(i) 

(ii) функция  является абсолютно не-
прерывной на  и более того

для почти всех .

При описании пространства траекторий 
для задачи (1), будем следовать общей схеме (см.,
например, [1, 2]) и определим для каждого отрез-
ка  банаховы пространства

(5)

с нормой

(6)

Положив , получаем, что
, и если , тогда , где

 – 
(см. [1, 2]). Будем рассматривать обобщенные ре-
шения задачи (1).

Определим пространства

Обозначим через  множество всех обобщен-
ных решений задачи (1). Напомним, что для лю-
бой функции  существует хотя бы одна тра-
ектория  такая, что  (см., на-
пример, [6, 7, 11]). Следовательно, пространство
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ε⋅ ∈ _( )u (0) = ( )u U x

траекторий  задачи (1) не пусто и достаточно
велико. Заметим, что теорема единственности
для обобщенного решения задачи (1) доказана не
для всех возможных диапазонов изменения дис-
персионных параметров  и  (см., [11]).

Ясно, что  и пространство траекторий

 является трансляционно-инвариантным, то
есть, если , тогда и T(h)u(·) =  для
любых . Операторы трансляций 
образуют полугруппу, действующую в фазовом
пространстве траекторий:

Определим метрики  в пространствах
 следующим образом:

Эти метрики порождают топологию  в про-
странстве . По определению последователь-
ность  сходится к функции  при

 в , если  
для любых . Аналогично определяется топо-
логия  в пространстве  для перфорирован-

ной области. Топологии  и  метризуемы и
соответствующие метрические пространства явля-
ются полными. Мы рассматриваем топологию 

в пространстве траекторий  задачи (1).

Напомним, что норма в пространстве ,
где E – некоторое банахово пространство, опре-
деляется по формуле

Для определения ограниченных множеств в
пространстве траекторий  введем банахово
пространство

(7)

Аналогично вводим пространство
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БЕКМАГАНБЕТОВ и др.

Пространства  и  являются подпро-

странствами пространств  и  соответ-
ственно.

Напомним, что траекторным аттрактором
трансляционной полугруппы  в простран-
стве  называется множество , которое
ограничено в , компактно в , строго инва-
риантно, т.е.,  при всех , и кото-
рое притягивает ограниченные в  множества

из  в топологии  при  (см. [6, 7, 9]).

Пусть  означает ядро задачи (1), которое со-
стоит из всех обобщенных решений , т.е.
функций, удовлетворяющих интегральному тож-
деству

(8)

для любой функции  и ограни-
ченных в пространстве

Аналогично определяется  для области без пер-
форации.

Имеет место утверждение, доказательство ко-
торого практически полностью совпадает с дока-
зательством, приведенным в [7] для более частно-
го случая, с использованием вывода диссипатив-
ного неравенства для перфорированных областей
(см. [5]). Обозначим через  — оператор суже-
ния на полуось 

Утверждение 2.1. Задача (1) имеет траекторные
аттракторы  в топологическом пространстве

. Множество  равномерно (по )

ограничено в  и компактно в . Более того,

причем ядро  непусто и равномерно (по
) ограничено в .
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3. ОСНОВНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ
В этом разделе изучаются предельное поведе-

ние траекторных аттракторов  для уравнений
Гинзбурга–Ландау (1) при  и их сходи-
мость к траекторному аттрактору соответствую-
щего усредненного уравнения для различных
значений параметра .

3.1. Критический случай 
Усредненная (предельная) задача имеет следу-

ющий вид:

(9)

где

Здесь  – 1-периодические функции по ,
удовлетворяющие задачам

и имеющие нулевые средние по ячейке перио-
дичности,  – локальное
включение, а  – граница
включения  в растянутом пространстве ,  –
вектор единичной внешней нормали к S(x).

Рассматриваются обобщенные решения зада-
чи (9), т.е. функции , , ,

удовлетворяющие интегральному тождеству

(10)

для любой функции 
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Задача (9) имеет траекторный аттрактор  в

соответствующем пространстве траекторий ,
причем

где  – ядро задачи (9) в , которое определяет-
ся по аналогии с , но для области без перфора-
ции.

Сформулируем основную теорему об усредне-
нии аттракторов уравнений Гинзбурга–Ландау в
этом случае.

Теорема 3.1. В топологическом пространстве
 справедливо предельное соотношение

(11)
Кроме того

(12)
Замечание 3.1. Заметим, что все функции,

определенные в перфорированной области и удо-
влетворяющие граничным условиям, могут быть
продолжены внутрь отверстий с сохранением со-
ответствующих норм (см. [12, 13] и [14]). Отме-
тим, что оператор продолжения строится анало-
гично работе [14]. Он действует только по пере-
менной x и не зависит от t. Соотношения (11) и
(12) надо понимать с учетом оператора продолже-
ния и они выполняются для любого такого про-
должения.

3.2. Субкритический случай 
Усредненная (предельная) задача имеет следу-

ющий вид:

(13)

здесь  – определены также как и в подразде-
ле 2.1 ( ).

Рассматриваются обобщенные решения зада-
чи (13), т.е. функции , , ,

удовлетворяющие интегральному тождеству

(14)
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для любой функции .

Задача (13) имеет траекторный аттрактор  в

соответствующем пространстве траекторий ,
причем

где  – ядро задачи (13) в .
Сформулируем основную теорему об усредне-

нии аттракторов уравнений Гинзбурга–Ландау в
этом случае.

Теорема 3.2. В топологическом пространстве
 справедливо предельное соотношение

(15)

Кроме того

(16)

3.3. Суперкритический случай 

Решения исходной задачи в этом случае стре-
мятся к нулю при .

Сформулируем основную теорему об усредне-
нии аттракторов уравнений Гинзбурга–Ландау в
этом случае.

Теорема 3.3. В топологическом пространстве
 справедливо предельное соотношение

(17)

Кроме того

(18)

4. КОММЕНТАРИИ
Доказательство основных утверждений прово-

дится на основе асимптотического анализа. Ре-
шения ищутся в виде асимптотического ряда

(19)

после подстановки которого в задачу приравни-
ваются слагаемые с соответствующими степеня-
ми  (см., например, [15]).

Используя равномерные оценки по малому
параметру, которые доказываются с помощью
леммы 2.1, получаем утверждения о сходимости
решений, а затем и аттракторов.

∞

Ω

=  v
0

| \ ( )| ( )G x f x dtdx

∞
+∈ ∩v R0 4( ; )C V L

A
+

_

+ΠA _= ,

_ ^b

+Θloc

ε → ε → +0 .приA A

ε → ε → + Θ0 в .locпри_ _

θ < 1

ε → +0

+Θloc

ε → ε → +0 0 .приA

ε → ε → + Θloc0 0 .при в_

( ) ( ) ( )
ε +

+ ε + ε + ε +
ε ε ε


0

2 3
1 2 3

( , ) = ( , )

, , , , , , ,

u t x u t x
x x xu t x u t x u t x
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In the paper we consider a problem for complex Ginzburg–Landau equations in a medium with locally pe-
riodic small obstacles. It is assumed that on the obstacle surface one can have different conductivity coeffi-
cients. We prove that the trajectory attractors of this system converge in a certain weak topology to the trajec-
tory attractors of the homogenized Ginzburg–Landau equations with an additional potential (in the critical
case), without the additional potential (in the subcritical case) in a medium without obstacles, or simply dis-
appear (in the supercritical case).
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В работе приведены две модели движения телесного наблюдателя по конической поверхности в ,
когда наблюдаемый движущийся объект обладает набором скоростных поражающих мини-объек-
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R
3

1. ВВЕДЕНИЕ

В пространстве  задана гладкая спрямляемая
кривая . По  c постоянной по величине скоро-
стью  движется объект  с мини-объектами m на
борту, способными после запуска двигаться с
большой постоянной по величине скоростью .
Мишенью для мини-объектов является наблюда-
тель. Слежение за объектом  осуществляется с
телесного вертикального конуса  высоты  с
вершиной s и круговым основанием радиуса a с
центром , расположенным в горизонтальной
плоскости Q, которая изображает поверхность
Земли. Ось  конуса ортогональна плоскости Q.
Наблюдатель является шаром  малого радиу-
са , , с локатором f в центре. Скорость

 наблюдателя ограничена , где
K – константа. Попадание мини-объекта в шар

 влечет гибель наблюдателя. Наблюдатель
может двигаться по меридианам  (обра-
зующим) конуса и параллелям C = C(b) =
= , где ,  – плоскость, параллель-
ная Q и содержащая точку , а  – граница конуса.

Объект t, обнаружив наблюдателя, запускает в
его сторону мини-объект. Наблюдатель, двигаясь
от вершины s конуса по меридиану или паралле-
ли, следит за объектом, и за счет выбора траекто-
рии  и скорости движения  должен за время
движения мини-объекта к конусу уйти из его по-

R
3

7 7
vt t

vm

t
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A
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ε ε0 < < a
v f < <0 | | | |f mKv v!

ε( )V f
= ( )L L b
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7 f v f

ля видимости. Следует отметить, что преимуще-
ство отдается траектории , содержащей высо-
кие участки. Положение конуса  выбирается
так, чтобы с него была видна бóльшая часть тра-
ектории объекта, которую будем обозначать через

.

2. ПЕРВАЯ МОДЕЛЬ. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ 
ПРЕДЛОЖЕНИЯ

Пусть  – граница -расширения конуса S.
Движение наблюдателя  по меридиану (или
параллели) осуществляется так, что  и точка

 (она в пересечении единствен-
ная) движется по указанным линиям.

Пусть (см. рис. 1) ,  – проекция точки 
на плоскость Q, прямая  пересекает Q, B =
= ,  – угол между отрезками  и ,

 – плоскость, содержащая точки ; нам
понадобятся точки , где ,

,  и угол  между отрезками
, . Имеем , где  – угол

между осью  и меридианом конуса . Пусть
 – двугранный угол минимального раствора,

содержащий конус S, с ребром ,  – раствор
этого двугранного угла. Угол X своими гранями
пересекается с границей  по двум меридианам

, . Отрезок  разде-
ляет точки  и , а углы ,  прямые.
Возможны случаи:
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БЕРДЫШЕВ

Меридианы ,  разграничивают по-
верхность  на видимую с позиции  и невиди-
мую (теневую) части.

Случай а) Теневой участок пространства над
плоскостью Q, обозначаемый через  есть
“тетраэдр” с плоскими треугольными гранями

, ,  и конической гранью .
Пусть число  настолько мало, что существует

. Для построения траектории движения
наблюдателя от вершины  “вниз” важно знать,
на каком расстоянии от  наблюдатель  име-
ет возможность укрыться внутри множества .
Это множество симметрично относительно плос-
кости .

Искомая точка  является ближайшей к
, она равноудалена от граней , ,  на

расстояние . При этом

Имеет место
Лемма 1. Пусть . Шар ,

ближайший к вершине s, единственный, он удовле-
творяет условию

при этом угол  определяется из соотношения

Любой шар , касающийся конуса S и удовле-
творяющий неравенству
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где

может переместиться внутрь множества  с ме-
ридиана  на меридиан  так, что в каж-
дый момент перемещения  выполняется условие

.
Случай б) При  множество  неви-

димых из t (теневых) точек является усеченной
пирамидой

коническая часть границы которой расположена
между меридианами , , а боковая часть
состоит из трех неограниченных трапеций, две из
которых имеют прямолинейные границы: B +
+ ,  , третья имеет вид B +

+  , где  – дуга окружности в
основании конуса S, содержащая точку c,  –
выпуклая оболочка множества . Шар ,
ближайший к вершине s, касается боковых гра-
ней множества  и меридиана  с точкой каса-
ния . Далее , где  –
угол между осью и меридианом конуса S.

Лемма 2. Пусть . Шар ,
ближайший к вершине s, единственный. Для него
выполняется равенство

− − +< <
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Рис. 1. На рисунке изображены конус S с высотой  и меридианами , , ограничивающими невидимую из
точки  часть границы ; отрезок  принадлежит ребру двугранного угла X, опорного для S; шар  радиуса 
с центром , касающийся конуса в точке .
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Любой шар , касающийся конуса S и удовлетво-
ряющий неравенству , может пе-
реместиться внутрь множества  с меридиана

 на меридиан  так, что в каждый мо-
мент времени  выполняется условие .

3. ТРАЕКТОРИЯ НАБЛЮДАТЕЛЯ

Конус S выбран так, что расстояние  на-
столько велико, что за время  на-
блюдатель успевает из точки s перейти внутрь
множества . Процесс наблюдения за движу-
щимся объектом осуществляется по шагам.

Шаг № 0. Участники  начинают движе-
ние одновременно: объект , определив положе-
ние наблюдателя f, и мини-объект  – с позиции

; наблюдатель f, определив направление вектора
 и вычислив расстояния ,  –

“вниз” по одному из меридианов , или
 из положения, при котором .

Выбор меридиана определяется по положению
вектора скорости  объекта: нужный меридиан
принадлежит тому полупространству, образован-
ному плоскостью , в котором содержится
вектор . Если , то можно брать любой
из указанных меридианов.

Мини-объект нацелен на наблюдателя, двига-
ющегося по видимой из точки  части поверхно-
сти , которая заключена между  и  и
содержит точку . При исчезновении наблюдате-
ля из этой части  мини-объект прекращает пре-
следование. Начиная движение “вниз” из точки ,
наблюдатель включает локатор. При движении
наблюдателя  точка касания 
скользит по  от  до параллели 
(см. леммы 1, 2). Если время, назначенное наблю-
дателю, истекает, он переходит с  на меридиан

, скрываясь от мини-объекта. Последний
сходит с дистанции. При наличии времени на-
блюдатель движется по видимой из точки  части

, отслеживая объект и по мере приближения
мини-объекта возвращается на меридиан L, что-
бы пойти в обратный путь: в нужный момент
скрыться в  от мини-объекта и далее двигаться
к точке .

Покажем, что двигаясь на прямом пути (даже
по ), наблюдатель видит точку  и ее окрест-
ность. В самом деле, с любой позиции  точка 
видна, а если , то отрезок  ортогона-
лен грани двугранного угла  и . Поэто-
му существует и плоскость, содержащая точку f и
строго отделяющая конус от точки . Из таких вы-
берем максимально удаленную от точки  плос-
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кость , она будет опорной к конусу . Расстояние
 будет увеличиваться при росте . На-

блюдателю f видна вся окрестность, поэтому он мо-
жет отследить движение объекта и на дуге ,
длина которой не менее, чем . Обозначим

. Для дуги  движения

под наблюдением имеем . Отме-
тим, что кругозор наблюдателя увеличится, если
он будет двигаться по близкому к  меридиану,
сдвинутому по видимой из  части границы  в
сторону точки .

Наблюдателю целесообразно пройти прямой
путь от  до  с возможно минимальной скоро-
стью за отведенное ему время, тем самым увели-
чивая длину дуги . Обратный путь до точки 
он проходит на максимальной скорости  с вы-
ключенным локатором. На вершине  наблюда-
тель демаскирует себя, определяя положение
двигающегося объекта , и приступает к вы-
полнению шага № 1. За счет выбора скорости на-
блюдателя очевидно выполняются неравенства

,  и т.д. Если с увеличени-
ем количества шагов расстояние  уменьша-
ется, то уменьшается и участок прямого пути, с
которого наблюдатель следит за движением объ-
екта по траектории . Наблюдатель решает, с ка-
кого номера  выгоднее прекратить наблюде-
ние и возобновить его, когда величина  ста-
нет достаточно большой.

Справедлива
Теорема 1. Предложенный способ движения на-

блюдателя по конусу  позволяет построить на
траектории  сетку узлов

при этом для каждого  дугу  объект t преодоле-

вает под наблюдением, а дуги   – вне зоны
наблюдения, и выполняется неравенство

4. ВТОРАЯ МОДЕЛЬ
В первой модели предполагалось, что наблю-

датель  не может быть поврежден мини-объ-
ектом, если он содержится в теневом множестве .
Во второй модели предполагается, что наблюда-
тель   с выключенным локатором, ка-
сающийся конуса  и плоскости , недоступен
для мини-объекта, а локатор способен сформи-
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ровать как обычную осесимметричную, так и
плоскую диаграмму направленности.

Пусть  – меридиан конуса ,
, из пары меридианов, ближайший

к . Через  обозначим точку такую, что  = ε,
а меридиан  является касательным к шару 
в точке . Для обозначения параллели, содержа-
щей все точки , для которых  касается од-
новременно плоскости  и конуса , использует-

ся обозначение . Позицию участников
движения будем обозначать через , а усло-
вие присутствия мини-объекта на движущемся
объекте  – в виде . Процедура слежения на-
блюдателем за объектом выполняется по шагам.

Шаг № 1 (см. рис. 2). Из исходной позиции
 объект, обнаружив наблюдателя ,

где , с включенным локатором, направля-
ет мини-объект  в сторону конуса , а сам дви-
жется по  со скоростью . Мини-объект пресле-
дует движущегося наблюдателя. Ради простоты
предполагается, что выбранное положение кону-
са  позволяет наблюдателю, стартующему из на-
чальной позиции , установить скорость ,

 такую, что время  его движения с
включенным локатором по меридиану  от точ-

ки  до точки  меньше вре-

мени движения мини-объекта от  до :

= [ , ]tZ s g S
⊂ ∩ ∂( )tZ R t S

t tf −|| ||ts f
tZ ε( )tV f

s
f ε( )V f

Q S

= ( )bC C f
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0m S
7 vt

S
0f v f
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0tf ∩
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tf f R t C

0t
bf

За это время наблюдатель достигает недосягае-
мой для мини-объекта  точки  (для нее шар

 касается конуса  и плоскости ) и выклю-
чает локатор, а объект , двигаясь по  со скоро-
стью , приходит в точку  такую, что

В итоге мини-объект не достигает цели, наблюда-
тель отследил движение объекта на дуге ,
и реализуется позиция

при некотором .

Сформируем позицию . С позиции 

наблюдатель  начинает движение на макси-

мальной скорости  по окружности 
(вдогонку за объектом), используя локатор с
плоской диаграммой направленности, определя-
емой плоскостью , натянутой на .

Скорость движения точки  не ме-

нее, чем . Точка r, стартующая
с позиции , догоняет объект , стартую-
щий с точки p0 в момент времени τ* = ,

поэтому . Участок 

 ρτ
v v
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Рис. 2. Жирной линией изображена траектория  движения объекта t с точками , начальными на i-м шаге, с гранич-

ными точками дуги , близкой к конусу . На конусе изображены боковые меридианы  и окружность , по

которым движется наблюдатель.

p0

t07

t1p1t2

p2

t3

p3

t ''
t'

Q

Cb
At'f b

f b
f b

f bf b

t''f b

t''f 

t0

t3
t2

t1

t0

f 

f2

f1

s

S~

~

~

7 it
', ''t t S [ , ]b

t ti i
f f bC



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 513  2023

НАБЛЮДАТЕЛЬ, ДВИЖУЩИЙСЯ ПО КОНУСУ 19

объект проходит вне наблюдения. Пусть  –
позиция наблюдателя в момент, когда случилось
равенство . В этот момент объект 
обнаруживает наблюдателя и посылает в его сто-
рону мини-объект . Сформирована позиция

На шаге № 1 наблюдатель, отслеживая объект, со
скоростью движения , , движется
“вверх” по меридиану  так, что центр f шара

 преодолевает расстояние от  до некоторой
точки  и затем обратно по  от точки 

до , также отслеживая объект . После этого он
выключает локатор. За потраченное наблюдате-
лем время объект приходит в некоторую точку

. Точка  выбирается в виде

так, что выполняется неравенство

(1)

где  – точка из  такая, что  и мери-
диан  является касательным к шару  в точ-
ке . При малом  условие (1) выполняется, по-
скольку . На пути от  до 
наблюдатель следит за объектом, поэтому он за-
интересован в том, чтобы скорость  была мень-
ше, а значит путь объекта был бы возможно боль-
ше. Но при малой  наблюдатель подвержен
опасности со стороны мини-объекта m1. В связи с
этим представляет интерес задача

(2)

В момент возвращения наблюдателя в точку 

образуется позиция . Далее
наблюдатель, включив локатор с плоской диа-
граммой направленности, определяемой плоско-
стью , на максимальной скорости  дви-
жется по окружности , догоняя движущийся по

 объект. Пусть в момент “захвата” плоскостью
 объект находился в позиции , а наблюда-

тель – в позиции . В итоге наблюдатель демас-
кирован, а объект направляет в сторону наблюда-
теля  очередной мини-объект . Сформирова-
на позиция

Следующий шаг 2 выполняется по аналогии с ша-
гом 1 и т.д.

Процесс формирования позиций приостанав-
ливается с точки tn, когда, по мнению наблюдате-

ля, величина  становится малой и неце-
лесообразно решать задачу (2) для номера .

Начиная с точки  он отключает локатор и
возобновляет слежение за объектом, когда точка

, , отстоит достаточно далеко от ко-
нуса S, точнее, когда

Обозначим . Справедлива
Теорема 2. Предложенный способ движения на-

блюдателя по конусу S позволяет построить на
траектории  сетку узлов

при этом для каждого  дугу  объект t преодоле-

вает под наблюдением, а дуги   – вне зоны
наблюдения, и выполняется неравенство

БЛАГОДАРНОСТИ

Автор выражает благодарность В.Б. Костоусову за
обсуждение тематики исследования.

ИСТОЧНИК ФИНАНСИРОВАНИЯ

Работа выполнена в рамках исследований, прово-
димых в Уральском математическом центре при фи-
нансовой поддержке Министерства науки и высшего
образования Российской Федерации (номер соглаше-
ния 075-02-2023-913).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Бердышев В.И. Оптимальная траектория наблюда-

теля, отслеживающего движение объекта с пора-
жающим устройством // Докл. АН. Математика,
информатика, процессы управления. 2021. Т. 499.
С. 73–76.

2. Лю В. Методы планирования пути в среде с пре-
пятствиями (обзор) // Математика и мат. модели-
рование. 2018. № 1. С. 15–58.

∈
1

b b
tf C

∩ 7 1( ) =bR f t 1t

1m

∈
1 1 1 1{ , , }.b
tf t m t

v f v| | <f K

1tZ

ε( )V f
1

b
tf

 ∈
11 tf Z

1tZ 
1f

1

b
tf t

∈ 0
1 1,p t t 

1f

 + λ − λ< <
1 1 11 = ( ), 0 1,b b
t t tf f f f

− −
v v

1 1 112|| || || ||
< ,

| | | |

b b
t t

f m

f f f t

1tf
S − ε

1
|| || =ts f

1tZ ε 1
( )tV f

s λ
− −λ −

1 1 11 = ( )b b
t t tf f f f

1

b
tf 

1f

v f

v| |f

 − λ λ 
−  v

v

v
< <1

1

1

| |
1

|| || | |
min max : , 0 < 1 .

| ||| ||f

b
t f

b
mt

f f

f t

1

b
tf

δ∈
1 1 11 1{ , , ( )\ }b b b
t t tf p m V f f

( )bR f K
bC

7

( )bR f 2t

2

b
tf

2

b
tf 2m

{ }∈
2 2 2 2, , .b

tf t m t

 −|| ||
n

b
tnf f

+ 1n
def

'=n nt t

∈ 7t
def

''= nt t

− −
v

<
|| || || || .

| |

b b
t t

m

s f t f
K

ρ ⋅7= (1/ )( ( , ) )V a A K

7

− −

+ + + + + +



 
0 0 1 1 2 2 1 1

1 1 2

' '', , , , , , , ; , ;

' '', , , , ; , ; ,

n n n n n

n n n n k n k n k

t p t p t p t p t t t

t p t t t t

i ,i it p


+1, ,i ip t

' '',n nt t

 
+ ε −

v

v
<1| , | | , | .t

i i i
t

p t t p
V



20

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 513  2023

БЕРДЫШЕВ

AN OBSERVER MOVING ALONG A CONE IN  UNDER CONDITIONS
OF OPPOSITION FROM THE OBJECT

Academicain of the RAS V. I. Berdysheva
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Yekaterinburg, Russian Federation

The paper presents two models of motion of a corporeal observer along a conical surface in , when the ob-
served moving object has a set of high-speed hitting mini-objects.
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Доказано существование измеримых по параметру решений уравнений Фоккера–Планка–Колмо-
горова с коэффициентами, измеримо зависящими от данного параметра.

Ключевые слова: уравнение Фоккера–Планка–Колмогорова, измеримость по параметру
DOI: 10.31857/S2686954323700273, EDN: ZHHFWI

В работе изучаются уравнения Фоккера–
Планка–Колмогорова, коэффициенты которых,
а в параболическом случае и начальное условие,
измеримо зависят от параметра. В предположе-
нии наличия решений доказано существование
измеримого по параметру решения. Важная осо-
бенность и новизна основного результата состоят
в том, что единственным требованием является
измеримость коэффициентов и начального усло-
вия по параметру. Полученные результаты могут
быть полезны в теории управляемых диффузион-
ных процессов (см. [1, 2]) и общей теории диффу-
зионных процессов (см. [3]). Комментарии по ис-
тории уравнений Фоккера–Планка–Колмогоро-
ва см. в [4], где есть обширная библиография.
Здесь отметим лишь, что математическое иссле-
дование таких уравнений было начато Колмого-
ровым, до этого они использовались в физиче-
ских работах, в том числе Фоккером и Планком, а
в специальном случае оператора Лапласа также
Эйнштейном, связавшим их с диффузией.

Пусть U – суслинское пространство (напри-
мер, полное сепарабельное метрическое про-
странство). Через  обозначим класс всех сус-
линских множеств в U (см. [5, гл. 6]), а через

 порожденную им -алгебру. Для наших це-
лей можно считать U подмножеством отрезка, так
как имеется борелевский изоморфизм между U и

6U

σ 6( )U σ

некоторым суслинским подмножеством  (см.
[5, теорема 6.7.4]). Напомним, что множества из

 измеримы относительно всех борелевских
мер на U (см. [5, теорема 7.4.1]).

Через  обозначим пространство всех бо-
релевских вероятностных мер на  со слабой то-
пологией (см. [5] или [6]), которая метризуема
метрикой Канторовича–Рубинштейна, порож-
денной нормой Канторовича–Рубинштейна

заданной на всем пространстве знакопеременных
мер, где Lip1 – множество 1-липшицевых функ-
ций. Метрика Канторовича–Рубинштейна пре-
вращает  в полное сепарабельное метриче-
ское пространство. Через  борелевскую -
алгебру метрического пространства X (в основ-
ном ), а через  будем обозначать борелев-
скую -алгебру пространства мер .

Пусть  – борелевское отображе-
ние из  в пространство неотрицательно
определенных симметричных операторов в ,

 – борелевское отображение из
 в , , . Положим

Лемма 1. Пусть f – борелевская функция на
,
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на множестве  тех пар , для которых инте-
грал существует. Тогда это множество борелев-
ское и функция  измерима по Борелю на нем.

Доказательство. Для ограниченной функции f
это хорошо известно (см. [6, теорема 5.8.4]), а об-
щий случай из этого сразу вытекает, так как 
есть множество пар, для которых имеется конеч-
ный предел интегралов от  относительно

, где , сама же функция
 на  равна пределу интегралов от 

относительно .  
Предположим, что для всякого  непусто

множество  решений  стационарного
уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова

понимаемого в смысле тождества

где  – множество всех бесконечно диффе-
ренцируемых функций с компактным носителем.

Теорема 1. Для каждого  есть такое реше-
ние  уравнения , что отобра-
жение  будет измеримо относительно -
алгебр  и .

Доказательство. В пространстве 
рассмотрим множество

Это множество является борелевским. В самом
деле, оно задается как пересечение множеств ,
состоящих из таких пар , что

где  – такой счетный набор функ-

ций, что для всякой функции  найдет-
ся последовательность функций в этом наборе,
имеющих носители в общем шаре и сходящаяся к

 равномерно вместе с первыми и вторыми про-
изводными. При этом каждое множество  – бо-
релевское в силу леммы. Борелевское множество 
служит графиком многозначного отображения 
из U в множество непустых подмножеств .
По классической теореме об измеримом выборе
(см. [5, теорема 6.9.2]) существует отображение
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 с , измеримое относи-
тельно  и .

Функция  на  называется компактной,
если множества  компактны; для непрерыв-
ной V это равносильно условию .

Для числа  символом  будем обозна-
чать множество таких функций на , что для вся-
кого шара  найдется такое , что f на B входит
в . Аналогично вводится .

Теорема 2. Пусть  и  либо непрерывны по ,
либо при каждом  на каждом шаре отображе-
ния  и  ограничены, почти всюду  и

.
Предположим также, что для каждого  су-

ществуют такие компактная функция  и
число , что

Тогда для каждого  можно найти такое ре-
шение  уравнения , что отоб-
ражение  будет измеримо по Борелю.
При этом во втором случае плотность  меры

 можно выбрать борелевской на .
Доказательство. Заметим, что в обоих указан-

ных случаях при каждом фиксированном 
сечение

компактно в слабой топологии. В самом деле, пусть
дана последовательность . Существование
функции  влечет оценку (см. [4, § 2.3])

дающую равномерную плотность мер , т.е. для
каждого ε > 0 есть такой компакт , что 
для всех . Перейдя к подпоследовательности,
можно считать, что меры  слабо сходятся к не-
которой вероятностной мере . В случае непре-
рывных коэффициентов сразу получаем .
Во втором из двух случаев из формулировки су-
ществуют плотности  мер , причем на каждом
шаре  радиуса  с центром в нуле функции

 равномерно ограничены в .
Как отмечено в [4, замечание 1.5.5], это следует из
доказательства в [4, теорема 1.5.2], где показано,
что найдется постоянная , зависящая от R и от

, для которой
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для всякого решения  уравнения  = 0
и всех непрерывных функций f с носителем в .
Из этой оценки получаем

для всех n. По условию имеется , для
которого . Поэтому найдется

, для которого , а

именно q = . В самом деле,  +
+ pd, так как , а также , так как

. По неравенству Гёльдера со степе-
нями  и  имеем

т.е. есть ограниченность в , позволяющая
выделять подпоследовательности, слабо сходя-
щиеся в . Еще раз переходя к подпоследова-
тельности с помощью диагонального метода,
можно считать, что ограничения плотностей  на
каждый шар  слабо сходятся в . Из этого
следует, что для каждой функции  ин-
тегралы от функций  сходятся к интегралу от

функции , значит, .
Теорема об измеримом выборе (см. [5, теорема

6.9.7]) в обоих случаях дает решение , боре-
левски зависящее от . Во втором случае получа-
ем плотности , которые обладают тем свой-
ством, что борелевскими по  оказываются инте-
гралы от ограниченных непрерывных функций
по мерам . Из этого следует борелевость по 
интегралов функций  по шарам. Тогда боре-
левскую версию самой плотности  можно
получить как , где  – объ-

ем шара , в тех точках x, где предел есть (он есть
почти всюду), а в остальных точках версию можно
доопределить нулем. Полученная функция явля-
ется борелевской по совокупности переменных,
поскольку таковы функции ,
борелевские по  и непрерывные по .  

Замечание 1. (i) Из доказательства видно, что
во втором случае из предыдущей теоремы условие
локальной ограниченности коэффициентов  и

 можно ослабить до принадлежности к  на
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каждом шаре B, где  таково, что суже-
ние  на B входит в . В самом деле,

 и .
(ii) Если во втором случае усилить условие на

матрицы , потребовав принадлежность матрич-
ных элементов к классу Соболева  с

, то вероятностные решения рассматривае-
мых уравнений будут единственными (см. [4, тео-
рема 4.1.6(iii)]), поэтому заключение теоремы бу-
дет состоять в том, что эти единственные реше-
ния зависят от параметра  борелевски. Конечно,
если просто предположить единственность веро-
ятностного решения при каждом , то без всяких
дополнительных условий оно будет борелевски
зависеть от , причем для этого не нужны теоре-
мы об измеримом выборе, а достаточно сослаться
на тот факт, что отображение суслинских про-
странств с борелевским графиком является боре-
левским (см. [5, лемма 6.7.1]).

Перейдем к параболическому уравнению. Пусть
 – борелевское отоб-

ражение из , где , в пространство
неотрицательно определенных симметричных
операторов в ,  – бо-
релевское отображение из  в . Кроме
того, пусть задана мера . Для функций

 положим

Задача Коши для уравнения Фоккера–План-
ка–Колмогорова

(1)

имеет вероятностное решение , если

отображение  из  в  непрерывно,
коэффициенты aij и  интегрируемы относитель-
но меры  на компактах в  и

для всякой функции  выполнено ра-
венство

(2)

Перейдем к задаче с параметром. Пусть
 – борелевское

отображение из  в пространство не-
отрицательно определенных симметричных опе-
раторов в ,  – бо-
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релевское отображение из  в .
Кроме того, пусть задано борелевское отображе-
ние  из  в . Предположим, что для
всякого  непусто множество  вероятност-
ных решений уравнения (1) с  и .

Через  обозначим пространство непрерыв-

ных отображений  из  в , наделен-
ное метрикой

Это пространство полно и сепарабельно.
Теорема 3. Для каждого  найдется такое

решение ,  уравнения
(1), что отображение  измеримо относи-
тельно σ-алгебр  и .

Доказательство. Введем множество

Как и выше, это множество задается счетным
числом равенств

где . Задающие эти равенства
функции являются борелевскими на , по-
этому множество  борелевское. Остается при-
менить теорему об измеримом выборе. 

Замечание 2. Даже при отсутствии явного па-
раметра можно считать параметрами коэффици-
енты уравнения, а в параболическом случае и на-
чальное условие, если множество  рассматривае-
мых параметров наделено подходящей суслинской
топологией, для которой функции , 
будут борелевскими на .  Доказанные
результаты означают возможность выбора реше-
ния, измеримо зависящего от коэффициентов (и
от начального условия) в предположении суще-
ствования решений.

Следствие 1. Предположим, что коэффициенты
уравнения (1) локально ограничены на компактах в

 и решение  существует для каждой
начальной меры Дирака  в точке . Тогда решение

существует для всякой начальной меры .
Доказательство. По доказанной теореме мож-

но выбрать решения  посред-
ством отображения, измеримого относительно

 и , а потому измеримого относитель-
но меры . Положим
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где интеграл понимается в смысле равенства

на борелевских множествах . Тогда . Для
всякой ограниченной непрерывной функции f на

 функция

непрерывна в силу теоремы Лебега о мажорируе-
мой сходимости и непрерывности отображений

. Следовательно, непрерывно отображе-
ние  со значениями в . Для всякой
функции  при всех  выполнено ра-
венство (2) с . Интегрируя по мере , по-
лучаем это равенство для .

Как и в эллиптическом случае, приведем до-
статочное условие существования борелевской
выборки.

Теорема 4. Пусть  и  либо непрерывны по
, либо при каждом  отображения  и 

ограничены на компактах в , 
почти всюду и .

Предположим также, что для каждого  су-
ществуют такие компактная функция  ∩
∩ L1(ν(u)) и число , что

Тогда для каждого  можно найти такое ве-
роятностное решение  уравнения (1), что отоб-
ражение  будет измеримо по Борелю. При
этом во втором случае плотность  меры 
можно выбрать борелевской на .

Доказательство. Опять надо проверить ком-
пактность сечений  множества  из предыду-
щей теоремы. Неясно, верно ли это для указан-
ной топологии, порожденной нормой, но для
применения теоремы об измеримом выборе до-
статочно установить компактность  в более
слабой топологии на , для которой  остается
борелевским (тогда  будет лузинским простран-
ством), см. [5, теорема 6.9.7] или [7, с. 224, 225]).
В качестве такой топологии мы возьмем тополо-
гию, порожденную счетным набором полуметрик
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где  – счетное семейство функций
из доказательства теоремы 1.

Пусть  фиксировано и дана последователь-
ность решений  уравнения (1) с коэф-
фициентами  и  и начальным условием .
Из существования функции  с указанными
свойствами следует оценка

с некоторым C > 0, см. [4, следствие 7.1.2], где
оценка гарантируется при почти всех , но в на-
шем случае в силу непрерывности  по  и не-
прерывности  она верна для всех . Из
этой оценки вытекает, что для каждого  последо-
вательность мер  равномерно плотна. В силу
ограниченности  и  на компактах и равенства

при фиксированном  j функции

равномерно липшицевы. Перейдя к подпоследо-
вательности, можно считать, что последователь-
ность  сходится по каждой из полуметрик .
Так как при фиксированном  меры  равно-
мерно плотны, то в силу выбора набора  имеет
место слабая сходимость мер  к некоторой ме-
ре . Тогда решения  сходятся по полуметри-
кам  к отображению . Кроме того, меры

 слабо сходятся к мере . Прове-
рим, что полученное отображение входит в ,
т.е. непрерывно и удовлетворяет уравнению.

Для проверки непрерывности надо показать
непрерывность по  интегралов

для каждой ограниченной непрерывной функции .
Равномерная плотность мер  сводит это к слу-
чаю функции с компактным носителем. Такие
функции равномерно приближаются функциями
из  с общим носителем, а для них непрерыв-
ность есть ввиду сходимости по полуметрикам .

Остается проверить выполнение уравнения.
Ясно, что . Как и выше, теперь до-
статочно установить равенство
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для всех j. Это равенство верно для мер , причем
левые части сходятся к левой части нужного ра-
венства. Докажем сходимость правых частей. В
случае непрерывных коэффициентов это просто.
Рассмотрим второй случай. В этом случае меры 
имеют плотности  (см. [4, теорема 6.3.1]), при-
чем из доказательства цитированной теоремы
следует, что для каждого компакта D в 
ограничения функций  на D равно-
мерно ограничены в . Как и выше, с по-
мощью неравенства Гёльдера проверяется, что
при некотором  сами плотности 

равномерно ограничены в . Опять можно пе-
рейти к подпоследовательности и считать, что для
всякого шара  в  и всякого отрезка 
функции  сходятся слабо в . Вви-
ду слабой сходимости мер  к мере

 полученный предел  есть плотность
меры . Пусть . Функция  огра-
ничена некоторым числом  и обращается в нуль
при  для некоторого . Увеличив ,
можно считать, что  при всех n и

. Пусть . Тогда интегралы от
 по  по всем мерам  и

 не больше . Интегралы по  есть
интегралы по . На этом множестве плот-
ности  слабо сходятся в , поэтому есть сходи-
мость и интегралов с ограниченной функцией .
Борелевская версия плотности во втором случае
строится так же, как для эллиптического уравне-
ния.

Замечание 3. Из доказательства видно, что во
втором случае из предыдущей теоремы условие ло-
кальной ограниченности коэффициентов  и 
можно ослабить до принадлежности к  на
каждом компакте K в , где 
таково, что сужение  на K входит в .

Селекция решений стохастических уравнений
с неединственными решениями изучается в [2, 3,
8]. О дифференцируемости решений уравнений
Фоккера–Планка–Колмогорова по параметру
см. [9–13]. Отдельно будет рассмотрен вопрос о
зависящих от параметра представлениях реше-
ний в принципе суперпозиции (см. [14]).

Статья опубликована при финансовой под-
держке Минобрнауки России в рамках реализа-
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Лозунг “Программирование – это вторая грамотность” был сформулирован более 40 лет назад [13],
но так и не воплотился в жизнь. Статья развивает и детализирует этот старый лозунг, предлагая объ-
единить основное математическое образование в школах с образованием в области информати-
ки/программирования. Необходимым условием для такого объединения является глубокая струк-
турная реформа школьного математического образования. Мы не говорим об адаптации математи-
ки 20-го века к 21-му веку – как это описано в [10, 19], мы имеем в виду математическое образование
21-го века для математики 21-го века. Насколько нам известно, эта работа является первой попыт-
кой начать надлежащее технико-экономическое обоснование этой реформы. Объем статьи не поз-
воляет нам затронуть деликатные социально-политические (и финансовые) стороны реформы, мы
рассматриваем только общие учебные и дидактические аспекты и возможные направления рефор-
мы. В частности, мы указываем подходы к разработке предметно-ориентированного языка (DSL) в
качестве основы для всех аспектов нового курса.

DOI: 10.31857/S2686954323700297, EDN: CLGJVJ

1. ВВЕДЕНИЕ

В этом тексте обсуждаются некоторые аспекты
учебной программы для предлагаемой замены тра-
диционного школьного курса алгебры новым, ко-
торый объединяет алгебру с информатикой/про-
граммированием. Подходя к этому вопросу с точ-
ки зрения основных принципов управления
проектами, мы фокусируемся на двух моментах, с
которых начинается разработка любого проекта:

(1) Каковы наши цели? Чего мы хотим до-
стичь?

(2) Какова наша исходная позиция?
В контексте разработки учебных программ

естественным образом возникают два вопроса:
Вопрос 1: Каковы цели изучения предметной

области “Математика и информатика”? Что вы-
пускники школ должны уметь делать по оконча-
нии курса?

Вопрос 2: Как новый курс будет соотноситься с
арифметикой начальной школы?

При работе над проектами, направленными на
работу с детьми в течение значительного периода
времени (в случае учебной программы по алгебре
это, возможно, 7 или более лет), пункт (2) и во-
прос 2 приобретают большее значение, чем в
большинстве промышленных проектов: ребенок
должен быть в центре внимания, проект продол-
жается, и ребенок растет, все предлагаемые зада-
ния должны развиваться вместе с ним.

Оба пункта должны быть четко описаны и про-
иллюстрированы примерами задач такого рода,
которые ученик, как предполагается, сможет ре-
шить (самостоятельно, без существенной помо-
щи со стороны учителей) в начале и в конце свое-
го обучения. Только тогда мы сможем приступить
к написанию учебной программы, работая в на-
правлении от ответа на вопрос 1 к ответу на во-
прос 2, на каждом этапе включая только тот мате-
риал, который определенно необходим для даль-
нейшего продвижения на более высокий уровень.

1.1. Что касается вопроса 1, 
то мы формулируем следующие рекомендации
1.1.1. Самая важная проблема 21 века – это

взаимоотношения между людьми и компьютерами.
Поэтому мы ожидаем, что по окончании курса

учащийся должен

МАТЕМАТИКА
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 иметь представление о возможностях и опас-
ностях, связанных с насыщением каждого аспек-
та экономики, политики, военных действий,
средств массовой информации, развлечений, по-
вседневной жизни компьютерами и компьютер-
ными системами, которые принимают решения
от имени людей;

 адаптируясь к изменениям в мире, понимать,
какие вопросы можно и нужно задать – и кому;

 при необходимости быть готовым изучить и
использовать более технические и профессио-
нальные аспекты информатики и программиро-
вания.

Это можно сравнить с математическими навы-
ками, которых ожидали от выпускников средних
школ в Европе в первой половине 20-го века: они
должны были в достаточной степени овладеть ал-
геброй и тригонометрией для последующей под-
готовки, в случае необходимости, в качестве ар-
тиллерийских офицеров или пилотов авиации –
это была эпоха массовой мобилизации.

1.1.2. Существует простой и в то же время
сложный критерий овладения учащимся необхо-
димыми навыками.

 Начиная с относительно ранней стадии кур-
са, ответом учащегося на арифметическую или
алгебраическую задачу (включая задачи, описы-
ваемые как задачи “из реальной жизни”) должен
быть код, разработанный самим учащимся – без
использования стандартных пакетов, таких как
Mathematica– который

– решает все задачи одного типа;
– помогает проверить, проанализировать и

обобщить решение.
Задачи, требующие доказательства некоторо-

го утверждения, естественно, исключаются из
этого требования – но компьютерные экспери-
менты следует приветствовать при построении
контрпримеров и формулировании гипотез.

1.1.3. Требования к компьютерному языку,
который будет использоваться в курсе, довольно
высокие.

 Если более продвинутые версии программы
используются на более поздних этапах обучения,
она должна быть обратно совместима на всех эта-
пах школьной алгебры – чтобы обеспечить систе-
матический пересмотр, повторное использова-
ние и переосмысление ранее изученного матери-
ала, решенных задач и написанных кодов.

 Небольшой “стартовый” фрагмент должен
обеспечить простую, безопасную и увлекатель-
ную игровую площадку для детей на первых эта-
пах изучения алгебры.

 Язык должен включать в себя достаточно бо-
гатые элементы, обычно встречающиеся в языках
высокого уровня, и обеспечивать эффективную

•

•

•

•

•

•

•

подготовку к изучению профессиональных от-
раслевых языков.

 Все вычисления должны быть символьными,
с использованием дробей и радикалов; если ре-
зультат какого-либо промежуточного вычисления

равен , он остается таким и используется при

последующих расчетах. Конечно, они должны
включать константы e и . Никаких округлений,
никаких вычислений с плавающей запятой.1

Это потребует разработки индивидуального
предметно-ориентированного языка2 (ПОЯ) для
использования в курсе. Скорее всего, существую-
щие языки общего назначения не подходят для
этой роли.

Этот текст представляет собой первые шаги в
разработке спецификаций для ПОЯ

1.1.4. Содержание курса алгебры должно изме-
ниться и отражать требования программирова-
ния и включать, например, булеву алгебру, эле-
менты теории чисел, арифметику остатков и ко-
нечные поля. Формирование учебной программы
по алгебре должно идти в ногу с развитием DSL.

1.1.5. Другие разделы математики, например
геометрия, механика и статистика, нуждаются в
отдельном обсуждении и здесь не затрагиваются.
Кроме того, межпредметные связи с физикой за-
служивают самого серьезного внимания.

1.2. Что касается вопроса 2, то наши основные
предложения заключаются в следующем:

 Введение “вычислительного” мышления в
алгебру должно быть подготовлено развитием ал-
горитмического мышления в арифметике.

 “Метод вопросов” для текстовых задач по
арифметике предлагается как эффективный ин-
струмент для овладения элементарным уровнем
алгоритмического мышления – и это было сдела-
но в арифметике до перехода к алгебре.

 Использование простого языка (который все
еще нуждается в разработке) необходимо с перво-

1 И ответ на вопрос “Найти остаток при делении многочле-

на  на ” должен быть , без каких-
либо попыток вывести на экран десятичный вид числа

.
2 Из Википедии: “Предметно-ориентированный язык (англ.

domain-specific language, DSL – “язык, специфический для
предметной области”) – компьютерный язык, специали-
зированный для конкретной области применения (в про-
тивоположность языку общего назначения, применимому
к широкому спектру областей и не учитывающему особен-
ности конкретных сфер знаний). Построение такого языка
и/или его структура данных отражают специфику решае-
мых с его помощью задач.”. Известные примеры включают
html и LaTeX. Несколько книг: [3, 18, 24]. Мы используем
Википедию в качестве основного источника информации,
потому что ни мы, ни наши предполагаемые читатели не
являемся специалистами по информатике или программи-
стами.

•

−1 3
2

π

+2023 1x −2 4x ⋅ +20222 1x

20222

•

•

•
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го дня изучения алгебры, в частности, для форму-
лирования алгоритмов, разработанных с помо-
щью арифметического “метода вопросов”, в ком-
пактной форме, пригодной для преобразования в
компьютерный код.

 Типизированные переменные и вывод типов
необходимы для языка, который будет использо-
ваться в курсе, и к их введению необходимо под-
готовиться, освоив “именованные числа” в ариф-
метике. Необходимо пояснить, что

именованные числа – это не числа, замененные
именами и символами,
это числа единиц разного рода: 10 яблок – это не
то же самое, что 10 человек и не то же самое, что
10 километров, и вы не добавляете 10 яблок и
10 человек, см. рис. 6.

 Однако существует концептуальный разрыв
между

– формулировкой алгоритма и его реализаци-
ей в коде и

– представлением ответа в виде замкнутой ал-
гебраической формулы.

Следовательно, учащемуся все равно потребу-
ется освоить алгебраические преобразования, что
концептуально связано с использованием вычис-
лений путем вызова по имени, в отличие от вы-
числения путем вызова по значению, используе-
мого в прямой реализации арифметического ал-
горитма.

 Большое внимание необходимо уделить
арифметике именованных чисел. В частности, уча-
щийся должен усвоить, что он может свободно
вводить в свои решения промежуточные парамет-
ры, а их значения, если названия этих параметров
(соответственно, типы переменных) являются чу-
жеродными, не фигурируют ни в данных (услови-
ях) задачи, ни в предполагаемом ответе. Эти до-
полнительные параметры исчезнут в процессе ре-
шения. Этот подход неизбежно требует, чтобы
учащийся размышлял о своей работе, анализиро-
вал ее, развивал метамышление (т.е. думал о мыш-
лении) – и может быть реализован только в том
случае, если учащийся чувствует себя психологи-
чески комфортно и чувствует, что полностью кон-
тролирует проблему, ее решение, и компьютер.

1.3. Предупреждение о масштабе 
и стоимости проекта

Первый автор имеет опыт работы над крупны-
ми и сложными исследовательскими проектами,
см., например, [1], книгу объемом более 550 стра-

•

•

•

Достижение всего этого является 
огромной задачей. 

Мы бы не советовали относиться 
к этому легкомысленно.

ниц, которую он написал в соавторстве и которая
содержала доказательство одной теоремы – дока-
зательство разрабатывалось около 15 лет и ис-
пользовало критически важный вклад из нефор-
мальной команды из 10 человек. Ближе к теме
“алгебра + информатика для школы” находится
его работа по вычислительной символической
логике, где шаг за шагом была разработана его
совместная статья с Şükrü Yalçınkaya [11]. Шаг за
шагом, по крайней мере, в течение 10 лет, и про-
гресс в решающей степени зависел от системати-
ческих компьютерных экспериментов.

Основываясь на своей оценке этого опыта, он
вполне уверен, что разработка программной си-
стемы, поддерживающей предлагаемый курс и
используемой в масштабах страны, реалистична,
но может легко обойтись в несколько миллионов
долларов, потребовать работы большой междис-
циплинарной команды экспертов и около 10 лет
экспериментов в реальных условиях. Эта оценка
не включает в себя затраты на переподготовку
учителей и время, необходимое для этого.

Мы настоятельно призываем читателя вспом-
нить слова Г.Л. Менкена:

На каждую сложную проблему есть ответ, яс-
ный, простой и неверный.

Мы предупреждаем:

Мы надеемся, что наша работа может быть ис-
пользована в качестве противоядия от их обеща-
ний.

***
Теперь перейдем к более содержательному об-

суждению вопроса 2:
Как предложенный курс будет связан с арифме-

тикой начальной школы?

2. НО ЧТО ТАКОЕ АРИФМЕТИКА?
Школьная арифметика состоит из двух основ-

ных частей.
 Формальные письменные методы для ариф-

метических действий с десятичными числами и
дробями [15], т.е. письменные вычисления, осно-
ванные на рекурсивных алгоритмах.

 Решение текстовых задач.
Как показано в [6], “текстовые задачи” ариф-

метики предполагают идентификацию математи-
ческих структур и отношений реального мира и

Остерегайтесь торговцев 
“чудодейственными средствами”, 

пытающихся продать дешевые и
 простые рецепты оживления

школьной математики с помощью
 “цифровых технологий”!

•

•
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отображение их на более формализованные струк-
туры и отношения арифметики, или, в формулиров-
ке Игоря Арнольда 1946 г., когда слова “структура” и
“отношение” еще не были в моде [26],

Эти примеры наглядно показывают, что обуче-
ние арифметике включает в качестве одного из ос-
новных элементов воспитание умения ориентиро-
ваться в различных по своей конкретной природе
взаимоотношениях между величинами.

Еще более важной является характеристика
арифметики:

Самый метод “арифметического решения зада-
чи” отличается от алгебраических приемов в
первую очередь тем, что на всех стадиях рассужде-
ния все сопоставления и производимые действия до-
пускают совершенно наглядное и конкретное,
осмысленное в области тех величин, о которых
идет речь, истолкование.

Поэтому фазовый переход между арифмети-
кой и алгеброй является важным поворотным мо-
ментом в изучении математики.

3. МОСТ МЕЖДУ АРИФМЕТИКОЙ
И АЛГЕБРОЙ

Вот наше принципиальное утверждение:

Например, арифметика уже содержит
Абстракции: Понятие число уже является

огромной абстракцией.
Алгоритмы: Прежде всего, деление в столбик и

т.д. – это алгоритмы. Но они даются детям просто
как правила, которым нужно следовать. Однако
“метод вопросов” арифметики прошлых лет (ны-
не почти повсеместно забытый (одним из его ред-
ких четких изложений является [28]) позволяет
детям разрабатывать свои собственные алгорит-
мы, которые решают многие типы арифметиче-
ских задач.

Рекурсию: Пресловутое деление в столбик –
это рекурсивный алгоритм, как и умножение в
столбик, а также сложение и вычитание десятич-
ных дробей. Алгоритм Евклида для нахождения
наибольшего общего делителя двух целых чисел
также является рекурсивным.

Слияние школьной математики 
с информатикой должно

начаться одновременно с фазовым 
переходом от арифметики

к алгебре и должно основываться
 на тех аспектах арифметики,

которые на самом деле относятся
 к информатике, 

но обычно не признаются таковыми.

Типизированные переменные: “Именованные
числа” арифметики идеально соответствуют ти-
пизированным переменным программирования.

Овеществление: Это понятие из информатики,
но его игрушечная версия появляется в арифме-
тике как введение промежуточных параметров
(“полезные числа” – более подходящий термин
для использования детьми), см. раздел 5.5. Или
как “выдуманные единицы измерения” – см. [12,
Разделы 3.1 и 3.3] и [9, Solutions and Notes to Prob-
lems 89 and 90] (в последнем случае они называ-
ются “скрытыми параметрами”) для обсуждения
и исторических примеров.

В информатике овеществление является ши-
роко используемым понятием. Вот как Википе-
дия определяет овеществление:

Овеществление – это процесс, посредством ко-
торого абстрактная идея о компьютерной про-
грамме преобразуется в явную модель данных или
другой объект, созданный на языке программи-
рования. Вычислимый/адресуемый объект – ре-
сурс – создается в системе в качестве прокси-сер-
вера для невычислимого/адресуемого объекта.3

В школьной алгебре пресловутый  как обозна-
чение неизвестного является типичным примером
овеществления: это обозначение для числа, кото-
рое нам не дано, но, тем не менее, позволяет про-
изводить с ним алгебраические преобразования.

Остальная часть этого текста посвящена “ме-
тоду вопросов” и алгоритмам перехода от ариф-
метики к алгебре.

В школьной арифметике прошлых лет суще-
ствовал подход к эффективному развитию алго-
ритмического мышления: так называемый “ме-
тод вопросов” для решения текстовых задач4.

Мы утверждаем, что это могло бы послужить
мостом между арифметикой и алгеброй, особен-
но если алгебра объединена с информати-
кой/программированием.

Мы попытаемся продемонстрировать, что ме-
тод вопросов позволяет достичь ряда дидактиче-
ских целей:

 Акцент делается на выявлении и анализе
структур и отношений реального мира и их пред-
ставлении в математических терминах.

 Систематический анализ данных, приведен-
ных в задаче.

3 https://en.wikipedia.org/wiki/Reification_(computer_science).
4 Метод вопросов более подробно обсуждается в [6], разде-

лах 3 и 4.

x

Слияние алгебры и информатики 
должно быть подготовлено 

развитием алгоритмического 
мышления в арифметике.

•

•
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 Соответствие между именованными числами
в алгебре и типизированными переменными при
написании кода.

 Ответ на арифметическую или алгебраиче-
скую задачу, представляющий собой исполняе-
мый компьютерный код, который

– решает все проблемы одного типа;
– помогает проверить и проанализировать ре-

шение;
– использует вычисление путем вызова по

имени и путем вызова по значению.
Если эти цели будут достигнуты, мы сможем

утверждать, что

И мы должны достичь этого – в противном
случае дальнейший прогресс невозможен.

Мы не обсуждаем здесь, почему слияние ал-
гебры с информатикой может быть желательным
в школьном образовании – это обсуждалось в [10]
и [19].

4. ТИПОВАЯ ЗАДАЧА ИЗ АРИФМЕТИКИ: 
МИСКА С ВИШНЯМИ

Рассмотрим задачу.5 Конечно, в школе дети
должны начинать с гораздо более простых задач,
состоящих из 1 или 2 шагов; задачи, описанные
ниже, должны решаться на более позднем этапе.
Мы используем этот пример, потому что он дает
более широкий обзор границы между арифмети-
кой и алгеброй.

Попробуем подойти к этой проблеме шаг за
шагом в соответствии с методологией, которую
мы только что сформулировали.

5. АНАЛИЗ УСЛОВИЯ

5.1. Разбор проблемы

Давайте теперь зададим самый важный во-
прос:

Что дано и что нужно найти?
Правильный разбор задачи заключается в сле-

дующем:

5 Проблема и картинка, иллюстрирующая ее, были взяты из
онлайн-беседы Ольги Москаленко “Проблема системати-
ческих ошибок в решении текстовых задач по результатам
мониторинга на платформе “Учи.ру”” на Научном семи-
наре по методике преподавания математики в Московском
государственном университете 22 сентября 2022 г. Инте-
ресно, что в тесте только 39% шестиклассников дали пра-
вильный ответ – 6 мин.

•

•

[ ]
Ребенок контролирует проблему, 

ее решение и работу компьютера 5 .

Мы будем называть вопрос в задаче, который
мы отделили от данных, целевой вопрос.

5.2. Метод вопросов и вопросы
Мы приведем пример решения задачи мето-

дом вопросов. В 1960-х годах в России предпола-
галось, что учащиеся должны были освоить его к
11 или 12 годам и быть в состоянии составить для
текстовой задачи ряд вопросов, результатом ко-
торых был ответ на целевой вопрос. Это также
можно было бы описать как формулировку мно-
гоэтапного решения проблемы как совокупность
решений гораздо более простых одноэтапных за-
дач.

Одна из многих возможных последовательно-
стей пошаговых вопросов для задачи о миске с
вишнями показана в разделе 6.1. Сейчас мы по-
пытаемся объяснить, как можно получить такую
последовательность вопросов.

5.3. Общие направляющие вопросы
Обучение детей поэтапному формулированию

вопросов в методе вопросов заключается в разви-
тии способности ребенка начинать свои попытки
решения с “вопросов”, задавая себе соответству-
ющие самостоятельные вопросы. Вопросы (в рус-
ской педагогической литературе они назывались
вспомогательные вопросы, но в Англии слова
“вспомогательный вопрос” предполагают, что во-
прос задается учителем, чтобы помочь испытыва-
ющему трудности ученику).

Общие вопросы (или мета-вопросы), реко-
мендуемые методом вопросов, могут быть ориен-
тированы на данные [25, 27–29], например,

 Какие вопросы можно задать по поводу этих
данных?6

 Что мы можем узнать из этих данных?
 И более конкретный вопрос: как математи-

чески выразить “совместную работу”?
Белошистая [28, p. 303] называет этот подход

синтетическим. Интересно сравнить анализ Бе-
лошистой с анализом Gerofsky [17].

Есть также более сложные направляющие во-
просы. Те, что встречаются в современной лите-

6 В 1960-х годах в России эти вопросы можно было задавать
даже в более жесткой форме: учитель писал задачу на дос-
ке, давал минуту ученикам на размышление, затем стирал
целевой вопрос и спрашивал: какие вопросы можно задать
про условие?

8 минут
24 минуты

Боб наполняет миску за , 
Алиса за .

Теперь они работают вместе.
За какое время они наполнят миску?

Условие:

Вопрос:

•

•
•
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ратуре, по-видимому, взяты непосредственно из
руководства по управлению проектами [29].

Проанализируйте задачу, двигаясь в обратном
направлении от цели к текущей ситуации.

Действительно, взгляните сами на вопросы
синтетического подхода:

 Какие дополнительные величины было бы
полезно знать для поиска ответа? Этот вопрос мо-
жет привести к введению “полезного числа”, см.
раздел 5.5.

 Что вам нужно сделать, чтобы найти эти до-
полнительные количества?

 Как они могут быть получены из данных за-
дачи?

5.4. Ключевой момент: 
кому были адресованы эти вопросы?

В старой традиции “метода вопросов”,
 На первых этапах изучения метода вопросов

учитель или учебник задавали направляющие во-
просы учащимся в возрасте 11–12 лет.

 На более поздних этапах ожидалось, что уча-
щиеся сформулируют направляющие вопросы са-
ми, таким образом создавая свои собственные во-
просы, направленные на решение конкретной за-
дачи.

 Таким образом, из вопросов учащихся полу-
чается алгоритм (хотя это слово не упоминалось):
для решения любой задачи такого типа, но с раз-
ными данными, можно было быстро ответить,
выполнив те же шаги.

 Этот алгоритм должен быть разработан уча-
щимся самостоятельно.

5.5. Введение промежуточного параметра
(или “полезного числа”))

В процессе ответа на направляющий вопрос
Как математически выразить “совместную ра-

боту”?
после некоторого размышления или обсуждения
можно было бы обнаружить, что “работать вме-
сте” означает, в математических терминах, что

производительности, или скорости сбора
вишни, суммируются.

Это должно немедленно вызвать следующие
вопросы:

 Как измерить скорость сбора вишен?
Естественно, в вишнях в минуту!
 Сколько вишен дано в задаче?

И последний вопрос подводит к критически
важному шагу:

•

•

•

•

•

•

•

•

•

вишни
 

Предположим, что миска содержит 72 .
Полезное число:

Этот выбор, 72, представляется произвольным
и сделан только для удобства деления на 8 и на 24,
что позволяет избежать дробей при дальнейшем
вычислении. Скоро мы увидим, что это вполне
оправданно. Кроме того, как уже упоминалось в
разделе 3, это пример овеществления, понятия,
используемого в информатике в явной форме, но
неявно присутствующего и в арифметике. Позже,
в разделе 6.2, будет приведено объяснение, поче-
му этот шаг является корректным.

6. РЕШЕНИЕ

6.1. Последовательность вопросов

Следующее решение представляет собой по-
следовательность вопросов и ответов, сформули-
рованных на основе анализа условия и в ответ на
общие руководящие вопросы, описанные в раз-
деле 5.

6.2. Исключение промежуточных параметров 
независимых типов

Но что произойдет с ответом на задачу, если
мы изменим количество вишен? (оно не было да-
но, оно было выбрано нами просто для удобства)

Ничего не изменится. Данные заданы в мину-
тах, получается, что ответ будет тоже в минутах.
Дополнительный показатель является независи-
мым типом вишня. Ответ не зависит от числового
значения данного параметра, потому что его из-
менения можно объяснить как единицу измерения:
вместо 72 вишен можно сказать 32 пары, 24 ложки
или 12 кружек, и т.д. Все эти показатели описыва-
ют одинаковое количество.

Это простое наблюдение дает

6.3. Псевдокод

В буквенных обозначениях условие задачи
можно переформулировать так:

Боб наполняет миску за B минут, Алиса за A
минут

Работая вместе, они наполнят миску за T ми-
нут.

Решение методом вопросов может быть запи-
сано с помощью псевдокода:

u

   –
мы должны только убедиться в том,
 что от их выбора не зависит ответ.

Свободу выбора вспомогательных параметров
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Можно записать решение в 1 строчку:

т.е.,

Это обстоятельство заслуживает дополнитель-
ного обсуждения.7 

В элементарной алгебре написание кода было
намного проще, чем разработка алгоритма. Дей-
ствительно, ответ

– самое короткое выражение алгоритма – яв-
ляется нетривиальным.

6.4. Решение в символьных переменных
Сворачивание кода, полученного методом во-

просов, в компактную формулу может быть вы-
полнено либо вручную, либо, возможно, даже ав-
томатически; в последнем случае код должен
быть встроен в систему символьной алгебры, ко-
торая автоматически упрощает алгебраические
выражения. Мы считаем, что было бы желательно
достичь дидактически эффективного баланса
этих двух подходов.

Обратите внимание, здесь используется стра-
тегия вычисления “вызов по имени”.

Также обратите внимание, что переменная C
исчезла из ответа – когда была проверена, потому
что ее тип не зависел от типа данных. В более ран-
нем обсуждении этого текста был интересный во-
прос об этой проблеме: “Кто съел все вишни?”.

Что ж, мы можем добавить к постановке задачи
кого-то по имени Кевин, который ест вишню из
расчета 1 миска за K минут. Код можно было лег-
ко настроить, выдав ответ, что чаша будет напол-

нена вовремя  , а также выдает пре-

дупреждение о том, что если

миска никогда не будет наполнена. Однако неко-
торые коллеги совершенно справедливо предпо-
ложили, что эквивалентное неравенство, харак-
теризующее неспособность наполнить миску

input A, B           % Время Алисы и время Боба
input C           % число вишен
U := C:A;  V := C:B; % Производительности Алисы и Боба
W := U + V;    % Производительность при совместной работе
T := C:W    

 

       % Время, за которое они наполнят миску
return T;

( ) ( )input A, B; T:= A*B : A +B ; return T

+
:= ?ABT

A B

+
:= ABT

A B

Обозначения: : производительность Алисы, производительность Боба,
: количество вишен. 

Вопрос 1. Каковы производительности Алисы и Боба?

Вопрос 2. Какова производительность при совместной ра

:

и

боте

A B
C

C C
A B

+

++

?

Вопрос 3. За какое время они наполнят миску?

:=

:= == ==

C CV
A B

C C ABT
C CV A B
A B

7 При обсуждении этой проблемы на собрании Ассоциации
учителей математики (Великобритания) в октябре 2022 г.
один из моих коллег совершенно справедливо спросил: “Мне
интересно, как ученик может узнать, что (AB)/(A + B) может
быть решением проблемы?” И кто-то еще предложил: “Я
думаю об этом как о , а не как об упрощенной
форме”.

+1/(1/ 1/ )A B

+ −
ABK

AK BK AB

+
,ABK

A B
<
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было легче интерпретировать в терминах реаль-
ной жизни.

6.5. Совсем другое решение
Разумеется, методом вопросов могут быть по-

лучены и совсем другие решения.
Вопрос 1. Во сколько раз производительность

Боба больше производительности Алисы?

Вопрос 2. Насколько общая производитель-
ность больше производительности Алисы?

Вопрос 3. За какое время они наполнят миску?

7. ПОЛЬЗОВАТЕЛЬСКИЙ ИНТЕРФЕЙС
Мы надеемся, что это решение “методом во-

просов” может быть естественным образом пре-
образовано в код с помощью удобного для детей
графического интерфейса . Далее следует краткое
обсуждение желаемой функциональности этого
интерфейса, “пользовательской версии”, в тер-
минологии разработки программного обеспече-
ния, написанной в соответствии с рекомендация-
ми User experience design 8.

Предполагая, что учащийся вводит все данные
на каком-либо вычислительном устройстве
(смартфоне, планшете, ноутбуке) с установлен-
ным программным обеспечением курса, как

8 User experience design, https://en.m.wikipedia.org/wiki/Us-
er_experience_design.

+1 1 1
K A B

>

мин
мин

24
= 3 или .

8
A
B

+ +3 1 = 4 или 1.A
B

++
мин мин24 : 4 = 6 или = .

1

A AB
A A B
B

только вводится число, графический интерфейс
начинает диалог с учащимся, спрашивающим,
является ли это число исходным, или полезным
числом, или ответом на проблему и каков ее тип.
Кроме того, в этом диалоге разрешен ряд различ-
ных неясностей – мы опускаем здесь эти детали.
В простых задачах этот диалог, скорее всего, бу-
дет очень коротким – мы объясним это в следую-
щей статье.

Графический интерфейс присваивает внут-
ренние переменные всем числам на экране и пре-
образует числа в ячейки, значения которых могут
быть изменены с помощью кода или отредакти-
рованы учащимся. Значения данных и полезные
числа остаются доступными для редактирования
учащимся, см. рис. 2. Это исполняемый код,
представленный в графическом интерфейсе. Зна-
чок “Гамбургер”  представляет собой всплы-
вающее меню со множеством дополнительных
функций.

Если учащийся выбирает кнопку  в меню
и нажимает на него, ячейки становятся живыми,
а графический интерфейс выглядит так, как по-
казано на рис. 3.

Учащемуся предлагается поэкспериментиро-
вать с изменением данных и вспомогательных па-
раметров; при этом полезное число изменяется с
72 на 48, а кнопка  нажимается, учащийся
получает другой экран, рис. 4 – с абсолютно тем
же ответом!

Еще более важно: должна быть возможность
заменять данные и полезные цифры буквами в
ячейках (или только в одной ячейке), таким обра-
зом автоматически получая символьное решение,
подобное тому, которое предлагается в разделе 6.4.
На рис. 5 показано, что произойдет, если время,
за которое Алиса наполнит чашу, обозначено
буквой A.

8. ИМЕНОВАННЫЕ ЧИСЛА
8.1. Типы именованных чисел

Слияние алгебры с информатикой требует раз-
работки соответствующего языка предметной об-
ласти, который должен поддерживать вычисле-
ния с именованными числами, как в ситуации, ко-
гда мы делим 10 яблок между 5 людьми:

Очевидно, что нам нужен типизированный
язык, в котором переменным может быть присво-
ен произвольный тип, скажем, яблоки или лю-
ди, где могут быть добавлены только переменные
соизмеримых (или сопоставимых) типов, ска-
жем, , но не яблоки и не люди

Run

Run

÷
яблокаяблок людей людей10 5 = 2 .

+м см см1 1 = 101

Рис. 1. Условие задачи.

Миска с вишнями
Алиса и Боб собирают вишни.

Алиса: Я могу
наполнить эту
миску за 24 ми-
нуты.

Боб Алиса

Боб: Я могу
наполнить эту
миску за 
8 минут

Работая вместе, за какое время они наполнят миску?
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(см. рис. 6); такое ограничение может быть реали-
зовано9; однако, деление яблок на людей
9 Сиротин [22], библиотека функций и объектов языка про-

граммирования Kotlin (https://kotlinlang.org/), которая поз-
воляет работать с переменными, значения которых выра-
жены в Международной Системе СИ, такие как метр, се-
кунда и т.д. Также некоторые общие единицы, а именно
валюты, проценты и другие.

автоматически приводит к переменной другого

типа, . Такие типы, как единицы СИ или

валюты, должны быть стандартными, встроенны-
ми в DSL–но ученик должен уметь создавать лю-
бые другие, к примеру дукат или песо деклари-
ровать в обменный курс , так,

яблок
людей

дукат песо1 == 5

Рис. 2. GUI после ввода решения. Нажатие на иконку “Гамбургер” приводит к вызову меню с дополнительными
функциями.

Рис. 3. Код программы оживает. Это результат работы, который можно с гордостью показать родителям
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чтобы дукат и песо имели одинаковую стои-
мость.

Более сложные манипуляции с типами необ-
ходимы, когда мы раздаем 10 яблок, по 2 яблока
на человека и хотим знать, сколько людей полу-
чат свои яблоки:

8.2. Немного истории
На самом деле, это было хорошо понятно отцу

(символьной) алгебры, Франсуа Виету, который в
1591 г. написал в своем

Введении в аналитическое искусство [23, p. 16]
то, что

Если одна величина делится на другую, [част-
ное] неоднородно по отношению к первой…
Большая часть туманности и неясности старого
анализа объясняется тем, что они не обращали
внимания на эти [правила].

Увы, эти слова остаются верными и в XXI веке.
Это грязный секрет школьной арифметики:

она находится в тесной связи с арифметикой ти-
пов, которая тщательно скрывается от детей (и от
многих учителей). Однако это хорошо известно в
физике, где типы называются размерностями, и
где анализ размерностей является простым, но

÷
яблокяблок людейлюдей10 2 = 5 .

мощным методом понимания соотношений меж-
ду величинами и величинами другой природы, ко-
торый, в частности, дает возможность произво-
дить быстрые, часто даже устные оценки величин.
Например, [4, Section 8.4] содержит одностранич-
ный вывод легендарного закона Колмогорова
“5/3” для энергетического спектра турбулентного
движения газа или жидкости.

8.3. Элементарный пример из физики

Давайте рассмотрим одно из более простых
применений анализа размерностей в физике.

Галилео Галилей заметил, что период маятни-
ка не зависит от амплитуды его колебаний.

Таким образом, период  (типа секунда) ма-
ятника зависит от его длины  (типа метр) и
ускорения свободного падения g (типа

).

Единственная формула, согласованная с ти-
пом, которая может быть получена из этого, – это

где C – безразмерная константа. Даже если мы не
знаем значения  (для этого требуются более тон-

T
L

метр
секунда2

= ,LT C
g

C

Рис. 4. Манипуляции с “полезным числом”: 72 вишни изменится на 48 вишен – ответ не поменялся.
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кие соображения), мы можем сделать очень инте-
ресные выводы.

Например, ходьба на двух ногах может быть
смоделирована как последовательность падений,
в которых нога (длиной ), которая движется
вперед, ведет себя как маятник с периодом .

Следовательно, скорость  пропорциональна

 и

Следовательно, ходьба на ходулях увеличивает
скорость (любой, кто пробовал ходить на ходулях,
знает это), рис. 7, при ходьбе по Луне это на 
медленнее, чем на Земле (поскольку ускорение

силы тяжести на Луне составляет около ).

Размерностный анализ должен быть частью
школьного курса физики. Это просто, красиво и
может привести к откровениям.

8.4. Анализ типов в арифметике
Давайте применим анализ типов к старой

классической задаче, являющейся частью мате-
матического фольклора:

L
T

V
L
T

.L LV gL
T L

g

  

6

1
6

g

Рис. 5. Замена буквенного обозначения исходным.

Рис. 6. Первый закон арифметики: нельзя складывать
фрукты и людей. Джузеппе Арчимбольдо, Осень. С сай-
та Википедия. Общественное достояние.
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Кролики и куры. У Мэри есть домашние жи-
вотные, несколько кроликов и кур. Всего у них
12 голов и 32 ноги.

Сколько кроликов и кур у Мэри?
Эта задача лучше подходит для анализа типов,

поскольку, очевидно, включает в себя более од-
ного типа данных.

Прежде всего, мы должны тщательно присво-
ить типы каждому фрагменту (исходным данным)
количественных данных, которые нам даны или
которые мы знаем из нашего жизненного опыта.

Конечно, нам даны данные типов leg и head.
Итак, мы должны ввести переменные LEGS и
HEADS этих типов соответственно, и нам будут
даны их значения.

Поскольку у каждого кролика и каждой кури-
цы ровно по одной голове, у нас есть переменные
RABBITS и CHICKEN, которые можно с уверен-
ностью отнести к типу head.

Возможно, нам стоит обратиться к нашему
жизненному опыту: сравнительной анатомии
кроликов и кур. Это означает

and

Все данные, которые у нас имеются

=
leg

head
ABBIT NATOMYR A 4

leg

head
HICKEN NATOMYC A = 2

headEADSH = 12

Мы должны понимать, что для ребенка такой
анализ данных является сложной задачей, но
именно этот навык,

способность видеть математические структу-
ры и отношения в реальном мире

– отсутствует в основном математическом об-
разовании. Но этому нужно учить, причем систе-
матически.

Принимая во внимание совет Виета и есте-
ственные ограничения арифметики типов, у нас
есть очень небольшой выбор разумных арифметиче-
ских операций между этими значениями, мы под-
черкиваем, у нас очень небольшой выбор. Одним из
очень немногих действий, которые мы можем по-
пробовать, является вычисление

То, что мы видим здесь, – это наследование типов,
в терминологии информатики. Но есть ли в этом
реальный жизненный смысл? Да. Именно столь-
ко ног было бы у питомцев Мэри, если бы все они
были кроликами. Это больше, чем заданное ко-
личество ножек. На сколько больше?

EGSL leg= 32

leg

head
ABBIT NATOMYR A = 4

leg

head
HICKEN NATOMYC A = 2

×

= ×
leg

head leg
head

EADS ABBIT NATOMYH R A =

12 4 = 48 .

Рис. 7. Ходьба на ходулях увеличивает скорость передвижения. Обитатели Ландов. Жан-Луи Жинтрак (1808–1886).
Источник: Википедия. Общественное достояние.
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Откуда берутся эти лишние ноги? От кур, каждая
из которых получает дополнительные

ноги. Итак, сколько всего кур?

Конечно, количество кроликов теперь очевидно:

Одним из очень немногих альтернативных спосо-
бов решения может быть вычисление

но это приводит к тому же решению.
Это не самый короткий способ решить задачу,

но он имеет преимущество в том, что он очень
формальный, с каждым шагом приводящий к
компьютерному коду, работающему с именован-
ными числами – это решение уже почти код.

Возможны и другие подходы. Не так давно
первый автор обсуждал эту задачу с небольшой
группой детей беженцев из Украины (детям было
от 8 до 11 лет) в GOOGLE MEET, и один из детей
предложил смотреть на конечность, ногу или
крыло, что приводит к более эффективному ре-
шению.

Действительно, всего 3 прямолинейных во-
проса:

(1) Каково число конечностей?
(2) Каково количество крыльев?
(3) Каково количество кур?
приводят к решению.

9. НАМ НУЖНО СЛИЯНИЕ АЛГЕБРЫ 
И ИНФОРМАТИКИ, А НЕ ИХ ФОРМАЛЬНОЕ 

ОБЪЕДИНЕНИЕ
Статья Яна Бенсона и Джима Торпа [2] рекла-

мирует старую статью Тревора Флетчера [14] Ду-
мать, используя стрелки как “концептуальную
математику” и как способ “показывать и обсуж-
дать” математическую схему.

× −
− Legs leg

XCESSIVE EGS EADS ABBIT NATOMYE L = H R A
= 16 .

−

= −
leg leg leg

head head head

ABBIT NATOMY HICKEN NATOMYR A C A =

4 2 = 2

=
−

XCESSIVE EGS
HICKEN

ABBIT NATOMY HICKEN NATOMY

E LC
R A C A

÷
leg

leg
head

= 16 2

head= 8

− −
−

head

head head

ABBITS EADS HICKENR = H C = 12
8 = 4 .

×

= ×
leg

head leg
head

EADS HICKEN NATOMYH C A =

12 2 = 24 ,

Возможно, движимый законом номинативно-
го детерминизма, Флетчер был заинтересован ис-
пользованием стрелок в математике, преподавае-
мой в школах. Это фрагмент из его статьи, кото-
рый Бенсон и Торп привели в качестве примера
мышления с использованием стрелок.

Пусть первый кран может наполнить ванну за
3 мин, а второй за 6 мин. Как понять, что вместе
они наполнят ванну за 2 мин? Аналогично, пусть
оба крана, будучи включенными по отдельности,
могут наполнить ванну за 10 мин. Как понять, что
вместе они наполнят ванну за 5 мин? Каким об-
разом выполняется вычисление? Будем называть
операцию получения 2 из 3 и 6 tap, соответствую-
щая диаграмма имеет вид

(1)

Из самой диаграммы не видно, каким образом
ответ был вычислен; мы видим только, что ответ
на задачу представлен коммутативной диаграм-
мой, которая сводит получение ответа (воспри-
нимаемого как бинарная операция) к бинарной
операции сложения положительных веществен-
ных чисел; заметим, что слово “операция” ис-
пользуется самим Флетчером.

У нас есть возражения против такого подхода.
 Мы считаем, что целью математического об-

разования должно быть обучение ребенка искус-
ству решать задачи и получать ответы.

 Интерпретация ответов должна играть важ-
ную роль; однако настаивать на определенной
форме представления ответа нежелательно; в кон-
це концов

 Должен быть плавный переход между ариф-
метическим/алгебраическим мышлением при ре-
шении задачи и мышлением в области информа-
тики/программирования при представлении ре-
шения в виде алгоритма.

 Нам нужно слияние алгебры и вычислитель-
ной техники, при этом диаграмма (1) представля-
ет собой объединение двух непересекающихся
концептуальных областей.

Мы хотим продемонстрировать, что в случае
класса задач на границе арифметики и алгебры, к
которому естественным образом относится зада-
ча о совместной работе, коммутативное диа-
граммное представление решения вводит в за-
блуждение и контрпродуктивно.

Действительно, рассмотрим “задачу про кран”
вместе с тремя другими задачами из той же серии:

 � �1 1
,

3 6

 1
2

2(3, 6)

reciprecip

tap

+

•

•

•

•
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зависимости пропорциональности между време-
нем, скоростью и расстоянием (где “расстояни-
ем”, возможно, может быть “уровень воды в ван-
не”).

Задача 1: Если у вас есть кран, который напол-
няет ванну за  минут, и кран, который наполняет
ту же порцию за  минут, за сколько минут они
вместе наполнят ванну? Это задача Флетчера, см.
диаграмму (1).

Задача 2: Если автомобиль едет из  в  со ско-
ростью  миль в час, а затем возвращается из  в

 со скоростью  миль в час, какова средняя ско-
рость автомобиля на протяжении всего путеше-
ствия?

Задача 3: Две машины отправились в путь на
рассвете, одна из  до , а другая из  до . Они
встретились в полдень и завершили свои поездки
в час дня “а” и “б” соответственно. На сколько
восход солнца был раньше полудня в тот день?

Задача 4: На реке есть два города, один находит-
ся выше по течению другого. Пароходу требуется a
дней, чтобы добраться из одного города в другой, и

 дней, чтобы вернуться обратно. Сколько дней
потребуется плоту, чтобы проплыть от города, рас-
положенного выше по течению, до города, распо-
ложенного ниже по течению?

Мы приводим здесь ответы на эти задачи в слу-
чайном порядке:

Как ребенок может догадаться, какой ответ со-
ответствует какой задаче? Правда ли, что един-
ственный способ – получить эту информацию от
учителя? Откуда берутся эти ответы? Коммута-
тивная диаграмма Флетчера действительно ком-
мутативна, но можно ли эффективно применить
такой подход при работе со школьниками? На-
против, для критического этапа перехода от
арифметики к алгебре мы предлагаем плавный
путь от алгоритмического решения арифметиче-
ской задачи к ее алгебраическому выражению и
вычислений с помощью программирования.
Коммутативные диаграммы могли бы появиться
в игре несколько лет спустя, но не сейчас.

Если мы начнем изучать диаграммы, соответ-
ствующие ответам (a)–(d), мы легко установим,
что только один из них представляется диаграм-
мой, аналогичной рассмотренной выше (1). Дей-
ствительно, если  и  – две бинарные операции

a
b

A B
a B

A b

A B B A

b

+ − +
2 2(a) ; (b) ; (c) ; (d) .

| |
ab ab abab

a b a b a b

 

на множестве положительных действительных
чисел , удовлетворяющих коммутативной диа-
грамме

(2)

для некоторого отображения , тогда

(3)

т.е.  представляет собой гомоморфизм из моно-
ида  в моноид . В ответах (a)
и (d) – вообще говоря, представляющих собой
среднее геометрическое и среднее гармониче-
ское, сами по себе довольно важные понятия –
моноид  полностью состоит из идемпотентных
элементов, т.е.  для всех . Но тогда
его образ  при отображении  также представ-
ляет собой моноид, состоящий из идемпотентных
элементов. Значит,  не может быть, например,
стандартным сложением, потому что  не
содержит идемпотентов, и если  это стандартное
умножение, то  и  для всех .
Это тривиальный гомоморфизм, который не не-
сет никакой информации об операции .

Ответ (c) вообще не соответствует никакой би-
нарной операции: он не определен при .
В этой точке функция имеет особенность, что не
позволяет представить эту функцию диаграммой,
аналогичной рассмотренной выше (1) с понятной
и хорошо знакомой школьникам операцией ,
представленной стрелкой внизу диаграммы.

Уравнение (3) позволяет построить большое ко-
личество диаграмм, аналогичных диаграмме (2).
Мы начинаем с произвольной бинарной опера-
ции  на множестве , берем произвольное би-
ективное отображение  на  и определяем

(4)

что естественным образом делает диаграмму (2)
коммутативной.

Но мы ограничены в выборе: есть по крайней

мере  перестановок . Остается единственный
вопрос:

Сколько таких коммутативных диаграмм име-
ют отношение к школьному курсу алгебры и
школьному курсу арифметики?

>0
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В действительности, таких диаграмм не так уж
и много. Некоторые из них представляют некото-
рый интерес, но все равно достаточно далеки от
ключевых тем школьного курса.

Например, мы можем взять , и ,
 – натуральное число.

Получаем коммутативную диаграмму

(5)

Случай n = 2 изучен Флетчером, соответствую-
щее отображение называется “отображением Пи-
фагора”:

(6)

– при этом диаграмма никак не связана с дока-
зательством теоремы Пифагора.

10. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение мы хотим подчеркнуть следую-
щее:

Таким образом, решение задачи распадается
на следующие этапы:

 Тщательный анализ условия задачи.
 Последовательность “вопросов”, которая

естественным образом становится алгоритмом.
Кроме того, понятия из области компьютер-

ных наук:
 Типизированные переменные, они же “име-

нованные числа”.
 Вычисление путем вызова по имени и путем

вызова по значению.
 Овеществление как способ введения проме-

жуточных параметров.

 += φ( ) = nx x
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(9, 16)
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Pythag

+

[ ]

В процессе решения вопросы 
должны быть сформулированы

Учащимся, не учителем.
   . 5Ученик должен контролировать ситуацию

•
•

•

•

•

11. НЕКОТОРЫЕ СОЦИАЛЬНО-
ПОЛИТИЧЕСКИЕ НАБЛЮДЕНИЯ

Ад – это другие.
Жан-Поль Сартр, Huis Clos, 1943

Старая (1996!) статья Нила Коблица10 Дело про-
тив компьютеров в математическом образовании
[20] заслуживает чтения и сегодня. Его предупре-
ждения по-прежнему актуальны и в полной мере
применимы к возможности плохо подготовлен-
ной, недофинансированной, поспешно внедрен-
ной компьютеризации математического образо-
вания в школах:

Недостатки можно разделить на несколько ши-
роких областей:

 недостаток ресурсов (денег, времени, энергии);
 отсутствие разработанной методологии об-

разования;
 антиинтеллектуальная психологическая уста-

новка деятелей образования;
 коррупция в образовательной среде.

Мы надеемся, что эта статья послужит преду-
преждением: правильное внедрение “вычисли-
тельного мышления” в школьную математику –
чрезвычайно сложная и очень дорогостоящая за-
дача.

Мы можем только аплодировать героическим
усилиям сотен учителей в разных странах, кото-
рые пытаются что-то сделать в этом направлении,
и мы считаем, что очень важно помогать им всеми
доступными способами, их опыт необходимо
изучать, систематизировать и использовать при
разработке потенциальной реформы. Очень ча-
сто они являются одними из лучших учителей в
своих странах. К сожалению, обычно это означа-
ет, что методы и подходы, открытые и разрабо-
танные ими, по умолчанию не масштабируемы и
не могут быть перенесены на всю страну, и по ос-
новной причине: большинство других учителей
не похожи на них, они менее образованны, менее
мотивированы и часто деморализованы повсе-
дневной школьной рутинной работой.

Серьезная реформа требует систематического
перевоспитания целой армии учителей и предо-
ставления им (разумеется, оплачиваемого) вре-
мени для личностного профессионального роста.
Непосредственное следствие: нам понадобится
больше учителей.

Необходимо усвоить уроки реформы школь-
ной программы по математике, проведенной
Колмогоровым в России в 1970-х годах [8]. Ан-
дрей Колмогоров был всемирно известным мате-
матиком, у него были наилучшие намерения, но
его реформа с треском провалилась, и одной из
причин этого была недооценка роли учителей,

10Нил Коблиц – один из отцов-основателей эллиптической
криптографии.

•
•

•

•
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даже прямое пренебрежение к ним. Что действи-
тельно печально, так это то, что в России в то вре-
мя была хорошо развитая и функциональная си-
стема подготовки учителей математики через
многочисленные педагогические колледжи (4 го-
да или высшее образование) и математические
факультеты региональных университетов (5 лет) –
но этот ресурс не был задействован. Возможно, с
годами эти государственные институты посте-
пенно начали приходить в упадок, но все же ситу-
ация в России вряд ли будет такой же плохой, как
в Великобритании, где, по словам Тони Гардине-
ра (лучшего эксперта в области математического
образования в Великобритании) [16],

Мы не знаем ни о какой другой системе, которая
претендует на подготовку учителей математики,
отдавая небольшие группы слушателей на откуп
преподавателям, не имеющим соответствующего
опыта ITE [начального педагогического образова-
ния], не являющимся учителями. При этом большая
часть изучаемого материала носит “общий”, а не
предметный характер. Англия, по-видимому, един-
ственная среди развитых стран, кто придержива-
ется такого подхода.

Вновь напоминая о трагической судьбе Андрея
Колмогорова и его реформе [8], мы повторяем на-
ше предупреждение:
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организации или учреждения.
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A NEW COURSE “ALGEBRA + COMPUTER SCIENCE”: 
WHAT SHOULD BE ITS OUTCOMES AND WHERE IT SHOULD START
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The words “Programming is the second literacy” were coined more than 40 years ago [13], but never came to
life. The paper develops and details that old slogan by proposing that the mainstream mathematics education
in schools should merge with education in computer science/programming. Of course, this means a deep
structural reform of school mathematics education. We are not talking about adapting the 20th century math-
ematics to the 21st century—s it outlined in [10, 19], we mean the 21st century mathematics education for the
21st century mathematics. To the best of our knowledge, this paper is perhaps the first known attempt to start
a proper feasibility study for this reform. The scope of the paper does not allow us to touch the delicate socio-
political (and financial) sides of the reform, we are looking only at general curricular and didactic aspects and
possible directions of the reform. In particular, we indicate approaches to development of a Domain Specifiic
Language (DSL) as a basis for all programming aspects of a new course.
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ВВЕДЕНИЕ

Перестановочные функции занимают важное
место в современной квантовой теории поля, по-
скольку связаны с немногими наблюдаемыми ве-
личинами этой теории. Первые перестановочные
соотношения были построены Дираком для фо-
тонов, подчиняющихся статистке Бозе-Эйн-
штейна в [1]. Затем Паули и Йордан представили
в [2] антикоммутатор для фермионов. C более по-
дробным описанием этот антикоммутатор по-
явился в статье Дирака [3] (в современном виде
содержится в [4], см. также [5, 6]).

Как отмечено в [7], в ранних работах по кван-
товой теории поля [1–3, 8–12], функции поля, а
вместе с ними и перестановочные функции вво-
дились в соответствии с концепцией квантования
в виде сумм по состояниям, определяемым вол-
новыми векторами, и лишь затем они заменялись
соответствующими интегралами. Впоследствии
перестановочные функции рассматривались в ос-
новном в виде интегралов (см., например, [13];
см. также [14, 15]).

В настоящей статье мы рассмотрим антиком-
мутатор, который появляется в выражении для
распределения электронов свободного поля реля-
тивистской теории Дирака (см. [2–4]). Однако, в
отличие от изучавшихся до этого интегральных
аналогов перестановочной функции, мы будем
исследовать эту функцию в том виде, в котором

она была введена первоначально, в так называе-
мом дискретном импульсном представлении, т.е.
в виде суммы по волновым векторам. При этом
мы будем основываться на физических обоснова-
ниях, данных в [4], и будем следовать обозначе-
ниям, введенным в [4].

Перестановочная D-функция в трехмерном
(по пространству) или, что то же самое, 4-х мер-
ном (по Минковскому) виде определяется выра-
жением:

(1)

где 

В [4] подробно доказывается следующее свой-
ство антикоммутатора свободного поля реляти-
вистской теории Дирака  если

(2)

то измерения плотности электронного заряда в
точках  и  не влияют друг на друга, и
наоборот. Запишем функцию  в виде

(3)
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где  есть волновой вектор длины  = k =

= ;  – любые целые числа,

m есть масса электрона, c – скорость света,  –
постоянная Планка. Здесь L есть нормировочный
множитель, представляющий длину ребра куба, в
котором заданы собственные функции операто-
ров энергии-импульса, удовлетворяющие усло-
виям периодичности на стенках этого куба. Чис-
ленные значения этих констант для электрона та-

ковы:  × 108 м, ,  < L < 10–6 м,

 × 108 м/сек. Заметим также, что нормиро-
ванная комптоновская длина волны электрона

 × 10–12 м.

ПРОСТРАНСТВЕННО-ОДНОМЕРНЫЙ 
СЛУЧАЙ

В этом случае  т.е. , kx – це-

лые числа, , отсюда

Заменяя в последней формуле kx на k и вынося за

знак радикала множитель , получаем

(4)

где

(5)

Выделяя в (4) слагаемое при k = 0, находим

(6)

Рассмотрим функцию , где N – натураль-
ное число, вида
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Очевидно равенство

Определим количество нулей функции 
на интервале  Представим  в
следующем виде

(8)

где

(9)

Поскольку в (9) функция  убывает
монотонно с возрастанием k, то для  с учетом
(5) получаем оценку:
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КАРАЦУБА

Отсюда для  имеем:

(11)

При  справедливы неравенства

; ; ; и из (11)

следовательно, функция  из (8), и
вместе с ней функция , имеет на проме-
жутке  не меньше, чем

нулей. Отсюда и из (6)–(7) функция  имеет
на  не меньше, чем

нулей. В частности, на интервале  есть по
крайней мере один нуль функции , если

Таким образом, мы доказали теорему
Теорема 1. Пусть  – комптоновская длина вол-

ны электрона. Функция  имеет на проме-
жутке  по крайней мере один нуль, при усло-
вии, что

(12)

ПРОСТРАНСТВЕННО-ТРЕХМЕРНЫЙ 
СЛУЧАЙ

Рассмотрим антикоммутатор Дирака в виде
(1). Имеет место

Теорема 2. Пусть  – комптоновская длина вол-
ны электрона. Функция  имеет на проме-
жутке  по крайней мере один нуль, при усло-
вии, что

(13)

Доказательство теоремы 2. Выделяя в (1) сла-
гаемое с , получаем равенство:
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где

(15)

Поскольку функция  – вещественная, а
комплексно сопряженная к ней функция  с
ней совпадает:

из (14)–(15) следует, что функция  – веще-
ственная, т.е. при вещественных  принимает ве-
щественные значения, и к ней применимы под-
ходы предыдущего параграфа. Пусть, для кратко-
сти,

(16)

тогда нули  являются нулями . Пусть N –
натуральное число, , и
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Очевидно, что
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(18)

причем

(19)

где

Оценим W сверху. Выделим в W слагаемые с

а остальные слагаемые объединим в сумму .
Получим

(20)

где

(21)

Оценим сумму из (21). Принимая во внимание,
что , и, следовательно, хотя бы
одно из чисел , ,  больше 1, а также, что

, ,  принимают отрицательные и положи-
тельные значения, находим

(22)

В (22) слагаемые по kx с ростом kx монотонно убы-
вают, поэтому
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Для последнего интеграла из (23) имеем

Отсюда
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Аналогично

Таким образом, получаем для W4 следующую
оценку:

(24)

Из (20) и (24) находим

(25)

Поскольку , то показатели скобок в (25) –
отрицательные числа, и каждую скобку из (25)
можно заменить меньшим числом, а именно чис-
лом . Тогда вместо (25) получаем

Следовательно, правая часть в (19) удовлетворяет
соотношению
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Из (26), (27) легко видеть, что если взять  таким,
что

(28)

где  значит целую часть числа a, то ,

, , 4N – 3 

, , и, следовательно,

Кроме того, учитывая (28)

Подставляя эти оценки в (26), находим

(29)

При N, удовлетворяющем (29), функция  из
(18) имеет на промежутке  не меньше, чем

нулей. Отсюда и из (16)–(17) следует, что функ-
ция  имеет на  не меньше, чем

нулей. В частности, если

(30)

то на интервале  есть нуль . Из (30) сле-
дует утверждение теоремы.

Теорема доказана.
Замечание 1. Сравнение оценок (12) и (13) пока-

зывает, что при использовании примененного мето-
да оценки временного интервала, содержащего нуль
перестановочной функции, для трехмерного случая
оценка оказывается менее точной. Оценка в трех-
мерном случае получилась бы несколько лучше, если
брать немного меньшее число N, чем в (28).
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ле-конференции по математической физике в
Белграде “5th Mathematical Physics Meeting: Sum-
mer School and Conference on Modern Mathemati-
cal Physics (Belgrade, Serbia, July 6–17, 2008)”) как
аномалия теории Дирака, вследствие которой
должна реализовываться ненаблюдаемая анизо-
тропия пространства Минковского. При этом
каждое новое слагаемое меняет расположение
нулей перестановочной функции.

Следует отметить, что даже если сумма состоит
из двух слагаемых вида членов ряда (3), добавле-
ние третьего очень осложняет определение ново-
го местоположения нулей такой суммы. Когда же
суммируются миллионы слагаемых, процесс
определения, как изменилось местоположение
нулей суммы с добавлением еще одного слагаемо-
го, становится запредельно сложным.

Как известно, в квантовой теории поля сво-
бодных фермионов для того, чтобы провести не-
зависимое измерение (скажем, плотности фер-
мионного заряда), необходимо и достаточно вы-
полнение условия (2). Допустим, что имеется
компьютер со сверхпамятью, который, зная все
данные о Вселенной, подсчитал, что нуль по време-
ни перестановочной функции будет в момент .
Однако, следующий квант времени меняет рас-
положение нулей, и уже через квант времени в
момент  (очевидно, что квант времени – это ми-
нимальное время любого измерения) функция (3)
будет иметь отличное от нуля значение, а значит,
независимое измерение невозможно. Так что ну-
ли у перестановочной функции есть, а независи-
мые измерения с их использованием произвести
невозможно. С другой стороны, само наличие ну-
лей по временной переменной  у антикоммута-
тора свободного поля фермионов Дирака, долж-
но иметь какой-то дополнительный физический
смысл.

Заметим, что исследовать конечную большую
сумму со слагаемыми подобными членам беско-
нечного ряда (1) сложно (см. [16]), и уместно ис-
следовать такую функцию в виде (1) или (3) с лю-
быми целыми, положительными и отрицатель-
ными, значениями , а сам бесконечный
ряд рассматривать как приближение актуальной
большой конечной суммы.

В дальнейшем предполагается исследовать ан-
тикоммутатор Паули–Йордана–Дирака на нули
по пространственным переменным. Здесь возни-
кает интересный вопрос о суммируемости ряда
(3). Если суммировать его по кубам (как предпо-
лагалось в [4]) или шарам, то это будет расходя-
щийся ряд. Поэтому естественно суммировать
его по таким пространственным фигурам, кото-
рые будут определять условия сходимости этого
ряда.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Рассматривается нелинейная система из двух

дифференциальных уравнений с запаздыванием

(1)

Здесь , A и B – 2 × 2 матрицы, запаздывание
  – некоторый параметр. Нелинейная

вектор-функция  в окрестности нулевого со-
стояния равновесия достаточно гладкая и имеет
вид

Вектор-функции  – линейны по каждому аргу-
менту. В качестве фазового пространства фикси-
руем пространство .

Исследуется вопрос о поведении всех решений
(1) с начальными условиями из некоторой доста-
точно малой окрестности нулевого состояния
равновесия. Основное предположение, открыва-
ющее путь к применению асимптотических мето-

+ − + − = ( ) ( ( )).u Au bBu t T F u t T

∈ R
2u

> 0,T > 0b
( )F u

+ +2 3 0
4

0

( ) = ( , ) ( , , ) ( ),

где ( ) = (|| ||).

F u F u u F u u u F u

F u O u

2,3F

−C R
2

[ ,0]( )T

дов, заключается в том, что параметр T является
достаточно большим, а значит,

(2)

Системы вида (1) изучались в работах многих ав-
торов (см., например, [1–14]). В работах [15–17]
рассматривалось уравнение второго порядка с
большим запаздыванием.

В (1) удобно произвести замену времени
. В результате приходим к сингулярно воз-

мущенной системе

(3)

Отметим, что вырожденная при  система не
дает информации о поведении решений системы
(3) при . Будут существенно использоваться
фундаментальные результаты [19–21] об асимп-
тотике решений сингулярно возмущенных урав-
нений.

Важную роль при изучении локальной дина-
мики системы (3) играет поведение решений ли-
неаризованной (в нуле) системы

(4)

Поведение решений этой системы полностью
определяется расположением корней ее характе-
ристического квазиполинома

−ε !
10 < = 1.T

→t Tt

ε + − + − = ( 1) ( ( 1)).u Au bBu t F u t

ε = 0

→ ∞t

ε + − = ( 1).u Au bBu t

+ −λ − ελdet( exp( ) ) = 0.A b B I
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Пусть  ,  и  = detA,
. Тогда характеристический квазиполи-

ном принимает вид

(5)

где

В том случае, когда все корни (5) имеют отрица-
тельные вещественные части и отделены от нуля
при , все решения системы (4) и все реше-
ния с достаточно малыми начальными условиями
системы (3) при малых  стремятся к нулю при

. Если же уравнение (5) имеет корень с по-
ложительной и отделенной от нуля при  ве-
щественной частью, то нулевое решение в (4) и
(3) неустойчиво и в малой окрестности нуля не
может быть аттрактора в (3). Поэтому задача о ди-
намике (3) становится нелокальной.

Рассмотрим вопрос о поведении всех решений
(3) из окрестности нулевого состояния равнове-
сия в случаях, близких к критическим, когда у
уравнения (5) нет корней с положительной и от-
деленной от нуля при  вещественной ча-
стью, но есть корень, вещественная часть которо-
го стремится к нулю при . Будет показано,
что в критических случаях бесконечно много кор-
ней (5) стремится к мнимой оси при , поэто-
му критические случаи имеют бесконечную раз-
мерность.

Введем еще одно предположение. Пусть все
собственные значения матрицы A имеют отрица-
тельные вещественные части. Тем самым

(6)

При достаточно малых значениях параметра b все
корни характеристического уравнения (5) тоже
имеют отрицательные вещественные части. По-
этому речь пойдет о нахождении такого значения

 при котором для  все корни (5)
имеют отрицательные вещественные части, а при

 реализуется критический случай в задаче об
устойчивости нулевого решения (4) и (3).

2. ЛИНЕЙНЫЙ АНАЛИЗ

В данном разделе исследуем линейную систе-
му (4) при условии (2). Сначала определим коэф-
фициенты в (4), при которых реализуется крити-
ческий случай в задаче об устойчивости. Затем
найдем асимптотику при  всех тех корней
(5), вещественные части которых стремятся к ну-
лю при .

2= { } ,ijA a 2= { }ijB b +11 22=a a a 1a
1 = detb B

ε λ − ε λ +
= − λ + ελ − −λ

2 2
1

2
1 2 3

=

exp( 2 ) ( )exp( ),

a a

b b b b b

+ + − −2 11 22 3 11 22 22 11 12 21 21 12= , = .b b b b a b a b a b a b

ε → 0

ε
→ ∞t

ε → 0

ε → 0

ε → 0

ε → 0

+11 22 1= < 0 и = det > 0.a a a a A

0 0( > 0),b b ∈ 0[0, )b b

0=b b

ε → 0

ε → 0

Дополнительно предполагаем, что

(7)

Случай, когда  будет рассмотрен в разделе 4.
Рассмотрим уравнение (5) как квадратичное

уравнение относительно величины . То-
гда получаем, что

(8)

где

В (8) положим , где  – веществен-
ное и пусть

Наименьшее значение  по всем  обозна-

чим через :  и min(ρ+(ω+),

 где

Наконец, через  обозначим выражение
.

Лемма 1. Пусть . Тогда при достаточно
малых  все корни уравнения (5) имеют отрица-
тельные и отделенные от нуля при  веще-
ственные части.

Лемма 2. Пусть . Тогда при достаточно
малых  уравнение (5) имеет корень с положитель-
ной и отделенной от нуля при  вещественной
частью.

Простые, но громоздкие доказательства этих
утверждений опустим.

Ниже рассмотрим критический случай, когда
выполнены равенства

(9)

где b0 – произвольный фиксированный параметр.
Найдем асимптотику при  всех тех корней

,   (5), вещественные ча-
сти которых стремятся к нулю при .

≠1 0.b

1 = 0b

−λexp( )b

±−λ ελexp( ) = ( ),b R

± −ελ − ελ ± − ελ +
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Введем обозначение. Через 
обозначим такую величину, которая дополняет
до целого кратного 2π значение .

Лемма 3. Пусть выполнены равенства (9). Тогда
для  имеют место асимптотические равен-
ства

(10)

в которых

Напомним, что корню  уравнения (5) от-
вечает решение Эйлера  системы (4)

где  – собственный вектор
матрицы

отвечающий собственному значению iω0 + εi(θ –

–  + ... и для матрицы C =
=  имеем равенство Cg0 =
=  Ниже понадобится собственный вектор
q0 матрицы : . Удобно этот вектор
нормировать так, чтобы .

Линейная система уравнений (4) тогда имеет
совокупность решений с произвольными коэф-
фициентами 

(11)

Здесь  – “медленное” время, E(t, ε) =
=  + θ – , x = (1 –
– ,  – коэф-
фициенты Фурье 1-периодической по x функции

3. ПОСТРОЕНИЕ 
КВАЗИНОРМАЛЬНЫХ ФОРМ

Сразу отметим, что обоснование приводимых
ниже утверждений следует непосредственно из
алгоритма построения асимптотики решений ис-
ходной краевой задачи. Будем предполагать, что
выполнены равенства (9). Остановимся на наибо-
лее важной ситуации, когда 

θ θ ε ∈ π= ( ) [0,2 )

−ω ε 1
0

λ ε( )n

−λ ε ω ε + ε θ − Ω + π +
+ ελ + ε λ +

1
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1 2
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,
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i n
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λ ε( )n

ε( , )nu t

ε ε λ ε( , ) = ( )exp( ( ) ),n n nu t g t
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∞ ∞
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 
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2
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1 2
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( )( ) exp(2 ).

n n n
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n

u t u t E t nix

O t g E t x g

g g nix

τ ε2= t
−ω ε 1

0exp[ (i Ω − εΩ ω ρ θ − Ω0 0 0 0 0' ( ) ( )) ]t
εΩ ω ρ0 0 0' ( ) )t ξ τ ξ λ + ε τ2( ) = exp(( ( )) )n n n O

ξ τ( , ).x

ω ≠0 0.

Основываясь на асимптотическом представле-
нии (11), решения нелинейной системы уравне-
ний (3) ищем в виде

(12)

Все фигурирующие в (12) функции 1-периодичны
по x. Здесь и ниже через  обозначаем слагаемое,
сопряженное к предыдущему.

Подставляя (12) в (3) и совершая стандартные
действия, будем последовательно определять ко-
эффициенты в (12). При  в первой степени полу-
чаем верное равенство. Собирая коэффициенты
при , приходим к системе уравнений для 
и  из которой находим, что

На следующем шаге соберем коэффициенты при
. В результате получаем систему уравнений для

определения  и 
Из нее сразу находим :

Условие разрешимости полученной системы от-
носительно  состоит в выполнении равен-
ства

(13)

и для  выполнены периодические краевые
условия

(14)

Для коэффициентов  верны равенства

Прежде чем сформулировать основной результат,
введем еще несколько обозначений. Фиксируем
произвольно . Через  будем
обозначать такую последовательность, что

 при  и .
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Теорема 1. Пусть выполнены условия (6), (7), (9)
и . Фиксируем произвольно .
Пусть  – ограниченное при 
решение краевой задачи (13), (14) при . Тогда
функция

при , , 
удовлетворяет системе уравнений (3) c точностью
до .

Это утверждение говорит о том, что при сфор-
мулированных условиях краевая задача (13), (14)
является квазинормальной формой для системы
уравнений (3). При выполнении равенств (13),
(14) функция  определяется. Соответству-
ющую формулу из-за громоздкости приводить не
будем.

4. ПРИМЕРЫ
В этом разделе приведем явный вид коэффи-

циентов, фигурирующих в (13). В первых двух
примерах сделано упрощающее предположение о
том, что

(15)
В этом случае уравнение (5) принимает вид

(16)

Рассмотрим отдельно случаи, когда  и когда
.

4.1. Случай  и 
Отметим, что при условиях (15) и

(17)
оба собственных значения матрицы B нулевые.
Будем предполагать, что выполнено условие не-
вырожденности

(18)
Равенство (16) тогда принимает вид

(19)

Положим здесь   и рассмотрим
выражение

где . Из (19)
получаем, что .

ω ≠0 0 θ ∈ π0 [0,2 )
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≠2 0b
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1( ) = = | ( )| exp( ( ))p a ia p i

ω ⋅ 3| ( )| = | |p b b

Пусть . Тогда находим, что

(20)

При  все корни (19) имеют отрицатель-
ные и отделенные от нуля при  веществен-
ные части, а при  в (19) есть корень с по-
ложительной и отделенной от нуля при  ве-
щественной частью.

Критический случай реализуется при

При условии  имеем , ,

. Если  и  то квазинор-
мальной формой является краевая задача (13),
(14), в которой , а  и  определя-
ются в (20).

4.2. Случай  и 

При этих условиях только одно собственное
значение матрицы B нулевое. Из уравнения (16)
тогда получаем, что

Положим здесь  . Тогда

Критические величины p0 и  определяются из
равенства

После того как значения p0 и  определены, по-
вторяем изложенный выше алгоритм нахождения
коэффициентов квазинормальной формы (13), (14).

4.3. Случай 

При условии B = I выполнено неравенство
 Пусть матрица A имеет пару ком-

плексных собственных значений , где ,
. Тогда корни характеристического уравне-

ния для системы

удовлетворяют равенствам
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Положим здесь

Критические значения для параметров  и b0
определяются из соотношений

Отсюда (учитывая, что , ) получаем ра-
венства

Квазинормальная форма в этом случае имеет вид

ВЫВОДЫ
Для системы из двух уравнений с запаздыва-

нием выделены критические случаи в задаче об
устойчивости состояния равновесия. Показано,
что эти критические случаи имеют бесконечную
размерность. В каждом из них построены квази-
нормальные формы, нелокальная динамика ко-
торых определяет асимптотическое поведение
решений исходной системы в окрестности состо-
яния равновесия. Квазинормальными формами
являются краевые задачи типа Гинзбурга–Лан-
дау. Отсюда можно сделать вывод о том, что
структура решений в полученных квазинормаль-
ных формах, а значит, и в исходной системе, мо-
жет быть достаточно сложной. Во многих случаях
квазинормальные формы содержат “внутрен-
ний” параметр , который бесконечно много раз
пробегает значения от  до  при стремлении к ну-
лю малого параметра. Это говорит о высокой чув-
ствительности динамических свойств исходной
системы к изменению ее параметров.
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The local dynamics of systems of two equations with delay is considered. The main assumption is that the de-
lay parameter is large enough. Critical cases in the problem of the stability of the equilibrium state are high-
lighted and it is shown that they have infinite dimension. Methods of infinite-dimensional normalisation
were used and further developed. The main result is the construction of special nonlinear boundary value
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tions of the original system in а neighbourhood of the equilibrium state.

Keywords: dynamics, stability, delay, quasi-normal forms, singular perturbations



57

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2023, том 513,
с. 57–65

ОБ ИНТЕГРАЛЬНОЙ СХОДИМОСТИ ЧИСЛЕННЫХ СХЕМ 
ПРИ РАСЧЕТЕ ГАЗОДИНАМИЧЕСКИХ УДАРНЫХ ВОЛН

© 2023 г.   В. В. Остапенко1,*, Е. И. Полунина1, Н. А. Хандеева1

Представлено академиком РАН Е.Е. Тыртышниковым
Поступило 28.04.2023 г.

После доработки 11.08.2023 г.
Принято к публикации 17.08.2023 г.

Проведен сравнительный анализ точности численных схем RBM (Rusanov-Burstein-Mirin), CWA
(Compact high order Weak Approximation) и A-WENO (Alternative Weighted Essentially Non-Oscillatory)
при сквозном расчете газодинамических ударных волн, возникающих при численном моделирова-
нии задачи Коши с гладкими периодическими начальными данными. Показано, что при наличии
ударных волн схемы RBM и CWA (при построении которых нелинейная коррекция потоков не ис-
пользуется) имеют более высокий порядок интегральной сходимости, что обеспечивает этим схе-
мам существенно более высокую точность (по сравнению со схемой A-WENO) в областях влияния
ударных волн, несмотря на заметные нефизические осцилляции на их фронтах. Это позволяет ис-
пользовать схемы RBM и CWA в качестве базисных при построении комбинированных схем, кото-
рые монотонно локализуют фронты ударных волн и одновременно сохраняют повышенную точ-
ность в областях их влияния.

Ключевые слова: уравнения газовой динамики, ударные волны, разностные схемы, интегральная
сходимость
DOI: 10.31857/S268695432360026X, EDN: GGZBCD

1. Поскольку в [1] было показано, что среди
двухслойных по времени линейных численных
схем нет монотонных схем повышенного порядка
аппроксимации, то для квазилинейных гипербо-
лических систем законов сохранения были разра-
ботаны NFC (Nonlinear Flux Correction) схемы
сквозного счета, в которых повышенный порядок
аппроксимации на гладких решениях и монотон-
ность достигаются за счет нелинейной коррекции
потоков, приводящей к нелинейности этих схем
при аппроксимации линейных гиперболических
уравнений и систем. Следующие работы лежат в
основе целых классов NFC схем: MUSCL [2],
TVD [3], WENO [4], DG [5], CABARET [6].
К NFC схемам относятся также гибридные схемы
[7], в которых численное решение монотонизиру-
ется с помощью специального численного алго-
ритма в окрестностях больших градиентов точно-
го решения. Основное достоинство этих схем за-
ключается в том, что они с высокой точностью
локализуют ударные волны при отсутствии суще-
ственных нефизических осцилляций на их фрон-

тах. Различные методы построения NFC схем и
результаты их применения при решении при-
кладных задач приводятся, например, в [8–10].

При построении NFC-схем повышенный по-
рядок аппроксимации понимается в смысле тей-
лоровского разложения на гладких решениях, что
не гарантирует аналогичного повышения точно-
сти при расчете разрывных решений. Несмотря
на это, в течение достаточно длительного време-
ни преобладала ошибочная точка зрения, что эти
схемы должны сохранять повышенную точность
(соответствующую порядку их классической ап-
проксимации) во всех гладких частях рассчиты-
ваемых обобщенных решений. Однако в [11, 12]
было показано, что различные типы NFC-схем
имеют не более чем пеpвый поpядок локальной
сходимости в областях влияния удаpных волн и,
тем самым, по существу, схемами повышенной
точности не являются. Такое снижение порядков
сходимости свидетельствует о том, что в NFC-
схемах происходит потеря точности при передаче
условий Гюгонио через размазанные фронты
ударных волн, но свидетельствует опосредованно.
В связи с этим С.К. Годунов и В.С. Рябенький
предложили оценивать точность аппроксимации
схемой условий Гюгонио путем определения по-
рядка сходимости интеграла от разностного ре-
шения, а не от его модуля, как в норме , что со-1L
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ответствует сходимости в специальной негатив-
ной интегральной норме [13].

В [14] для исследования точности численных
схем сквозного счета, аппроксимирующих систе-
му законов сохранения теории мелкой воды [8],
была предложена специальная задача Коши с
гладкими периодическими начальными данны-
ми, в точном решении которой в результате гра-
диентных катастроф формируется последова-
тельность ударных волн, распространяющихся
друг за другом с одинаковыми скоростями; для
этой задачи будем использовать аббревиатуру
PCPW (Periodic Cauchy Problem for shallow Water).
В [14–21] приводятся результаты численного ре-
шения задачи PCPW по различным схемам сквоз-
ного счета и на основе GR (Godunov-Ryabenky)
метода изучается сходимость этих схем в негатив-
ной интегральной норме на пространственных
интервалах, одна или обе границы которых нахо-
дятся в областях влияния ударных волн; для такой
сходимости будем использовать аббревиатуру
NINSID (Negative Integral Norm Shock Influence
Domain). Показано, что при расчете задачи
PCPW по NFC схемам повышенной точности эти
схемы, независимо от порядка аппроксимации на
гладких решениях, имеют лишь первый порядок
NINSID сходимости, что приводит к соответству-
ющему снижению точности NFC схем в областях
влияния ударных волн.

В [21] при помощи GR метода показано, что
схемы RBM [22, 23], CWA [24] и DG1 [18], в кото-
рых нелинейная коррекция потоков не применя-
ется, при численном решении задачи PCPW име-
ют второй порядок NINSID сходимости, и, как
следствие, в отличие от NFC схем, сохраняют по-
вышенную точность в областях влияния ударных
волн, несмотря на заметные схемные осцилляции
на их фронтах. Это позволило для системы урав-
нений мелкой воды разработать комбинирован-
ные схемы сквозного счета [16–18, 21], которые
монотонно локализуют фронты ударных волн и
одновременно сохраняют повышенную точность
в областях их влияния. В комбинированных схе-
мах, построенных в [16, 17], в качестве базисных
использовались схемы CWA [24] и RBM [22, 23], а
в качестве внутренней NFC схемы – монотонная
модификация схемы CABARET [6].

В настоящей работе GR метод применяется
для изучения точности численных схем RBM [22,
23], CWA [24] и A-WENO [25] при расчете для си-
стемы уравнений неизоэнтропической газовой
динамики [8] задачи Коши с гладкими периоди-
ческими начальными данными, в точном реше-
нии которой (также, как при решении задачи
PCPW) в результате градиентных катастроф фор-
мируется последовательность ударных волн, рас-
пространяющихся друг за другом с одинаковыми
скоростями и на одинаковом расстоянии; для

этой задачи будем использовать аббревиатуру
PCPG (Periodic Cauchy Problem for Gas dynamics).

2. Векторная форма записи системы законов
сохранения неизэнтропической газовой динами-
ки имеет вид [8]

(1)
где

(2)

, u, p и  – плотность, скорость, давле-
ние и удельная полная энергия,  – удельная внут-
ренняя энергия. Давление и внутренняя энергия
удовлетворяют уравнению состояния идеального
политропного газа  в котором  –
показатель адиабаты двухатомного газа. Система (1),
(2) имеет два изоэнтропических квазиинварианта

,  и инвариант , которые задаются фор-
мулами

где s – энтропия и  – скорость звука.
Рассмотрим для системы (1), (2) задачу Коши с

гладкими периодическими начальными условия-
ми (задача PCPG)

(3)

где X = 10 – длина периода. Из условий (3) одно-
значно определяются начальные значения 
базисных параметров течения, в частности, плот-
ность газа , показанная на рис. 1а пунктир-
ной линией. Поскольку в начальный момент вре-
мени энтропия газа постоянна, то во всех гладких
частях точного решения, не входящих в области
влияния ударных волн, течение газа является изо-
энтропическим. Отметим, что с учетом формул
(3) задача PCPG аналогична задаче PCPW, кото-
рая изучалась в [14, 16–21].

В точном решении задачи PCPG в момент вре-
мени  в результате градиентных катастроф
формируется последовательность ударных волн,
которые распространяются друг за другом с оди-
наковыми скоростями в положительном направ-
лении оси . В момент времени t = 4 ударные вол-
ны уже сформировались, но их области влияния
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еще не заполняют всю расчетную область (рис. 1а).
К моменту времени t = 8 ударные волны проходят
расстояние, большее длины периода X, и вся рас-
четная область становится их областью влияния.

С учетом этого сильный разрыв, расположенный
на линии, приведенной на рис. 2а, соответствует
ударной волне, которая сформировалась в мо-
мент времени  внутри интервала .*t −[ ,0]X

Рис. 1. Плотность газа (а), относительные локальные дисбалансы (б) и интегральные порядки сходимости (в), задава-
емые формулой (11), в момент времени t = 4 при численном решении задачи Коши (1)–(3) по схемам RBM (точки),
CWA (квадратики) и A-WENO (кружки). На верхнем графике (а) сплошной линией показаны квазиточные, а пунктир-
ной линией – начальные значения плотности газа.
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3. Численные схемы, аппроксимирующие за-
дачу PCPG, будем строить на равномерной пря-
моугольной сетке

(4)τ ≥= {( , ) : = , = , 0},j n j nS x t x jh t n n

где  – шаг сетки по пространству, M –
заданное целое положительное число,

(5)

= /(4 )h X M

+τ λ 1/2, ,
= / | ( ( , ))|max k h j nk j n

zh x tv

Рис. 2. Плотность газа (а), относительные локальные дисбалансы (б) и интегральные порядки сходимости (в), задава-
емые формулой (11), в момент времени t = 8 при численном решении задачи Коши (1)–(3) по схемам RBM (точки),
CWA (квадратики) и A-WENO (кружки). На верхнем графике (а) сплошной линией показаны квазиточные значения
плотности газа.
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– шаг сетки по времени, выбираемый из условия
устойчивости Куранта, в котором  – ко-
эффициент запаса,  – собственные значения
матрицы Якоби  системы (1),  –
значение численного решения в полуцелом про-
странственном узле . Сеточные
начальные условия зададим путем точной ап-
проксимации

начальных условий задачи PCPG.
На рис. 1–3 приведены результаты численных

расчетов задачи PCPG по схемам RBM (точки),
CWA (квадратики) и A-WENO (кружки) на сетке
(4), где шаг по времени выбирается из условия
устойчивости (5), в котором коэффициент запаса

. На рис. 1а и 2а показаны значения
плотности газа , где  для рис. 1а и

 для рис. 2а, получаемые при численном
расчете на сетке (4) с пространственным шагом
h = 0.2; сплошными линиями на этих рисунках
изображены квазиточные профили плотности,
получаемые при расчете по схеме A-WENO на
мелкой сетке (4), в которой . Из рис. 1а и
2а видно, что, в отличие от NFC-схемы A-WENO,
схемы RBM и CWA имеют заметные нефизиче-
ские осцилляции в окрестностях ударных волн.

Поскольку в задаче PCPG точное решение
 заранее неизвестно, то для приближенного

вычисления порядков локальной и интегральной
сходимости численного решения  этой
задачи, получаемого на сетке (4), зададим после-
довательность сгущающихся сеток

(6)

где , , получаемых путем сжа-
тия базисной сетки (4), для которой  и

. Путем параболической интерполяции доопре-

делим дискретные численные решения  за-
дачи PCPG, получаемые на сетках (6), до непре-
рывных по  функций

(7)

(  – множество целых чисел), в которых коэффи-
циенты ,  и  однозначно определяются

значениями  и  численного ре-
шения.

4. Для каждого узла  базисной сетки (4)
по формулам

∈ (0,1)z
λ ( )k u

( )uf u +1/2( , )h j nx tv

+ +1/2 = ( 1/2)jx j h

( ,0) = ( ,0)h j jx xv u

= 0.536z
ρ( , )j nx t = 4nt

= 8nt

= 0.005h

( , )x tu

( , )h j nx tv

τ ≥= {( , ) : = , = , 0},
= 1,2,...,

i i i i
i j n j i n iS x t x jh t n n

i
−1= /2i

ih h −τ τ 1= /2i
i

1=j jx x

= 1
n nt t
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i

i i
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x

− +

+ +
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1 1
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i
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v

Z
i
jna i

jnb i
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( , )
i

i i
h j nx tv ±1( , )

i

i i
h j nx tv

( , )j nx t

где l = 25, зададим осредненные значения точного
 и численных  решений. Для дисба-

лансов (ошибок) осредненных численных реше-
ний  имеет место следующая приближен-
ная формула

вывод которой приведен в [20]. Далее на рисунках
приводятся относительные дисбалансы осред-
ненного численного решения, определяемые по
формуле

(8)

Зафиксируем отрезок  на оси x и зададим
интегралы

(9)

В соответствии с GR методом, последователь-
ность интегралов , где , сходится с
порядком r, где , к интегралу ,
если с точностью  выполнено условие

(10)

где  – векторная величина, не зависящая от  и
такая, что . Применяя метод Рунге [14], из
условия (10) получаем следующую формулу

(11)

для приближенного определения порядков инте-
гральной сходимости численного решения к точ-
ному.

Ограничение  связано с тем, что с учетом
параболической интерполяции (7) интегралы 
вычисляются по формуле Симпсона, которая
имеет четвертый порядок точности на гладких
функциях. Такое ограничение вполне приемле-
мо, поскольку все три рассматриваемые схемы
имеют третий порядок аппроксимации на глад-
ких решениях. Отметим, что в работах [14–21]
при расчете задачи PCPW интегральная сходи-
мость определялась с использованием формулы
трапеций численного интегрирования, что при-
водило к более сильному ограничению  на
порядок такой сходимости.
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5. На рис. 1б и 2б показаны относительные ло-
кальные дисбалансы , вычисляемые по
формуле (8), а на рис. 1в и 2в – порядки инте-
гральной сходимости , определяемые по
формуле (11), где  для рис. 1б,в и  для
рис. 2б,в. Расчеты проводились на базисной сетке
(4) с пространственным шагом , что со-
ответствует 2000 пространственным ячейкам сет-

Δ ( , )h j nx tv

( , , )j nr x X t
= 4nt = 8nt

= 0.005h

ки на отрезке  длины периода; результаты
этих расчетов показаны для каждого 40-го про-
странственного узла j = 40i численной сетки.

Из рис. 1б следует, что в гладких частях точного
решения вне областей влияния ударных волн схе-
ма CWA имеет приблизительно на порядок более
низкую точность, чем схема A-WENO, и на поря-
док более высокую точность, чем схема RBM. Объ-
ясняется это тем, что схемы RBM [22, 23],

[0, ]X

Рис. 3. Интегральные порядки сходимости (а), задаваемые формулой (12), и относительные дисбалансы (б), задавае-
мые формулой (13), получаемые при численном решении задачи Коши (1)–(3) по схемам RBM (точки), CWA (квадра-
тики) и A-WENO (кружки).
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CWA [24] и A-WENO [25] имеют порядки класси-
ческой аппроксимации ,  и

 соответственно. Внутри областей влия-
ния ударных волн (рис. 1б и 2б) точность NFC
схемы A-WENO резко падает и становится суще-
ственно более низкой, чем точность схем RBM и
CWA. Причем в большей части областей влияния
ударных волн схемы RBM и CWA обеспечивают
приблизительно на два порядка более высокую
точность, чем схема A-WENO.

Из рис. 1в следует, что на интервалах ,
левые границы которых не принадлежит обла-
стям влияния ударных волн, для всех трех схем
порядки интегральной сходимости , что со-
гласуется с точностью этих схем на гладких реше-
ниях. На интервалах , левые границы кото-
рых лежат в областях влияния ударных волн (рис. 1в
и 2в), порядки интегральной сходимости r всех
схем резко падают: в схеме A-WENO до первого
порядка, а в схемах RBM и CWA эти порядки ве-
дут себя менее регулярно, на некоторых участках
снижаются почти до нуля, а на других сильно ос-
циллируют, в частности, вокруг значения 
на интервале (5, 7.5) на рис. 2в. Интересно отме-
тить, что именно на этом интервале на рис. 2б
дисбалансы численных решений в схемах RBM и
CWA заметно возрастают и приближаются к дис-
балансам в схеме A-WENO. Таким образом, схе-
мы RBM и CWA обладают следующим характер-
ным свойством, не присущим схеме A-WENO:
порядки их интегральной сходимости заметно
возрастают (при этом сильно осциллируя) имен-
но на тех участках, где эти схемы имеют макси-
мальные ошибки численного решения.

6. Из рис. 1в и 2в следует, что разностные схе-
мы RBM и CWA при расчете задачи PCPG (в от-
личие от задачи PCPW) не обеспечивают второй
порядок NINSID сходимости на всех интервалах
внутри областей влияния ударных волн. Поэтому
для обоснования повышенной точности схем
RBM и CWA в этих областях (рис. 1б и 2б) мы
применим модифицированный GR метод иссле-
дования интегральной сходимости, при котором
численное интегрирование сеточного решения
проводится по обеим независимым переменным
x и t в прямоугольных областях

Для интегралов (9) по отрезкам 
длины полупериода введем сокращенные обозна-
чения

Путем параболической интерполяции доопреде-
лим сеточные функции  до непрерывных по
t функций

+ τ3 3( )O h + τ + τ3 4( (1 ) )O h

+ τ5 3( )O h

[ , ]jx X

≈ 3r

[ , ]jx X

= 2.5r

Π ∈ ∈( ) = {( , ) : [ /2, ], [0, ]}.T x t x X X t T

[ , ] = [ /2, ]a b X X

 ( ) = ( /2, , ), ( ) = ( /2, , ).
i i

i i
h n h nt X X t t X X tU U V V

 ( )
i

i
h ntV

(  – множество натуральных чисел), в которых
коэффициенты ,  и  однозначно определя-
ются значениями  и .

Зафиксируем момент времени  и зададим
интегралы

Предполагая, что последовательность численных
интегралов  сходится с порядком R, где

, к интегралу  от точного решения,
по аналогии с (11), получаем следующую формулу

(12)

для приближенного определения порядков такой
интегральной сходимости. Для относительных
дисбалансов (ошибок) численных интегралов

 на базисной сетке (4), по аналогии с (8), бу-
дем использовать следующую приближенную
формулу

(13)

где

Отметим, что в формулах (11) и (12) при вычис-
лении порядков интегральной сходимости ис-
пользуется логарифмическая функция с основа-
нием 1/2, что связано с применением соответ-
ствующей формулы Рунге [14]. В то же время в
формулах (8) и (13) применяется десятичный ло-
гарифм, что необходимо для более наглядного
изображения на одном графике относительных
дисбалансов численных схем существенно раз-
личной точности.

7. На рис. 3а показаны порядки интегральной
сходимости , определяемые по формуле (12),
а на рис. 3б – относительные локальные дисба-
лансы , вычисляемые по формуле (13). Рас-
четы проводились на базисной сетке (4) с простран-
ственным шагом  и временным шагом

; результаты этих расчетов показаны для
каждого 300-го временного слоя  числен-
ной сетки.

Из рис. 3а следует, что при , где  – мо-
мент времени, в который происходит формиро-
вание ударных волн, для всех трех схем порядки
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интегральной сходимости , что соответ-
ствует их формальной точности на гладких реше-
ниях. При  эти порядки резко снижают-
ся: для A-WENO схемы  при всех , а
для схем RBM и CWA при  чередуются вре-
менные интервалы приблизительно второго и
первого порядков интегральной сходимости (12),
чем объясняется более высокая точность этих
схем (по сравнению со схемой A-WENO) в обла-
стях влияния ударных волн (рис. 1б и 2б), а также
их более высокая точность (рис. 3б) при вычисле-
нии интегралов , когда . Более высокая
точность схемы CWA, по сравнению со схемой
RBM, при вычислении интегралов  при

 связана с тем, что схема CWA имеет третий
порядок слабой аппроксимации на разрывных
решениях, в то время как схема RBM (также, как
NFC схемы, включая схему A-WENO) имеет
лишь первый порядок такой аппроксимации [24].
Интересно отметить, что снижение в схемах RBM
и CWA порядка интегральной сходимости (12) до
первого порядка (рис. 3а) происходит именно на
тех временных интервалах, на которых их точ-
ность при вычислении интегралов  заметно
возрастает (рис. 3б).

Существенно более высокая точность при рас-
чете задачи PCPG схем RBM и CWA, по сравне-
нию со схемой A-WENO и другими NFC схемами,
позволяет использовать для расчета этой задачи
комбинированные схемы, построенные в [16, 17],
где в качестве базисных использовались схемы
RBM и CWA, а в качестве внутренней NFC схемы –
монотонная модификация схемы CABARET [6].
Тестовые расчеты задачи PCPG по этим комби-
нированным схемам показали, что получаемые
по ним численные решения монотонно локали-
зуют фронты ударных волн и одновременно со-
храняют повышенную точность в областях их
влияния.
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ON THE INTEGRAL CONVERGENCE OF NUMERICAL SCHEMES 
CALCULATING GAS-DYNAMIC SHOCK WAVES

V. V. Ostapenkoa, E. I. Poluninaa, and N. A. Khandeevaa

aLavrentyev Institute of Hydrodynamics, Siberian Branch, Russian Academy of Sciences, Novosibirsk, Russia
Presented by Academician of the RAS E.E. Tyrtyshnikov

A comparative experimental accuracy study of shock-capturing schemes such as RBM(Rusanov-Burstein-
Mirin), CWA(Compact high order Weak Approximation) and A-WENO(Alternative Weighted Essentially
Non-Oscillatory) schemes is carried out by numerically solving a Cauchy problem with smooth periodic ini-
tial data for the Euler equations of gas dynamics. It is shown that in the presence of shock waves, RBM and
CWA schemes(in the construction of which nonlinear f lux correction is not used) have a higher order of in-
tegral convergence, which provides significantly higher accuracy to these schemes (compared to A-WENO
scheme) in the areas of shock waves influence, despite noticeable non-physical oscillations at their fronts.
This makes it possible to use RBM and CWA schemes as basic ones when constructing combined schemes
that monotonically localize shock wave fronts and at the same time maintain higher order accuracy in their
influence areas.

Keywords: gas dynamic equations, shock waves, difference schemes, integral convergence
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Для гладкой проективной кривой , определенной над полем алгебраических чисел k, исследуется
вопрос о конечности множества обобщенных якобианов  кривой , ассоциированных с модуля-
ми , определенными над k, такими что фиксированный дивизор, представляющий класс конеч-
ного порядка в якобиане J кривой , поднимается до класса кручения в обобщенном якобиане .
В работе получены различные результаты о конечности и бесконечности множества обобщенных
якобианов с вышеуказанным свойством в зависимости от геометрических условий на носитель ,
а также от условий на поле k. Эти результаты были применены к проблеме периодичности разложе-
ния в непрерывную дробь, построенную в поле формальных степенных рядов , для специ-
альных элементов поля функций  гиперэллиптической кривой .

Ключевые слова: якобиево многообразие, обобщенный якобиан, точки кручения, непрерывные дро-
би, гиперэллиптическая кривая
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Одним из естественных вопросов в задачах ис-
следования периодичности непрерывных дробей
в поле , представляющих элементы в
функциональных гиперэллиптических полях, яв-
ляется вопрос об определении класса элементов,
непрерывные дроби которых обладают свойством
периодичности или в более общем случае – ква-
зипериодичности (см. [1–4, 6]). В связи с этим
представляет интерес определить, какие из ирра-
циональностей вида , рассматриваемых

((1/ ))k x

ω( ) ( )x f x

в поле функций гиперэллиптической кривой

, являются квазипериодическими. В этой
ситуации достаточно естественно поставить сле-
дующий вопрос: при каких условиях множество
квазипериодических иррациональностей такого
вида является конечным. В свою очередь, иссле-
дование подобного класса иррациональностей
тесно связано с обобщенными якобиевыми мно-
гообразиями. Это понятие впервые было опреде-
лено в трудах Розенлихта [5], в качестве обобще-
ния якобиевых многообразий на случай особых
кривых. Как было нами замечено, вопрос о ко-
нечности квазипериодических иррационально-
стей вида  связан с вопросом о конечно-
сти множества обобщенных якобианов, для кото-
рых фиксированный дивизор, представляющий
класс кручения в якобиане, также представляет
класс кручения в обобщенном якобиане.

Цель настоящей работы – выяснить, для каких
гладких кривых и при каких условиях является
конечным множество обобщенных якобианов,
для которых фиксированный дивизор, представ-
ляющий класс кручения на обычном якобиане,
также остается классом кручения в обобщенном
якобиане.

=2 ( )y f x

ω( ) ( )x f x
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Пусть  – проективная кривая над полем k ха-
рактеристики нуль, а  – ее нормализа-
ция. Предположим, что на кривой  есть хотя бы
одна неособая точка степени 1. Зафиксируем лю-
бую из таких точек и обозначим ее через , а так-
же этим же символом обозначим точку 
кривой . Следующие кривые , 
являются аффинными.

Под дивизором  на  мы понима-
ем формальную конечную линейную комбина-
цию простых идеалов  кольца регулярных
функций  на аффинной кривой . Носи-
тель дивизора , т.е. множество входящих в 
идеалов обозначим через . Степень 
определим как

Напомним конструкцию Розенлихта обоб-
щенных якобианов особых кривых в терминоло-
гии из монографии Серра [7].

Перейдем к алгебраическому замканию  по-
ля k. Пусть  – некоторый набор эффективных
дивизоров  кривой  с непересекающи-
мися носителями

(1)

где  – простые идеалы кольца , лежащие

над простыми идеалами  кольца
. Для каждого i носитель  совпадает с мно-

жеством , а кратности  соответствуют
индексам ветвления при разложении идеала

в конечном расширении колец 
(см. [8]). Такой набор  мы назовем модулем,
степенью  назовем сумму степеней дивизо-
ров . Носителем  назовем объединение носи-
телей , рассматриваемых как дивизоры над .

Определение 1. Будем говорить, что рациональ-
ная функция  обладает модулем , если
для каждого  существует ненулевая константа

 (зависящая от ), такая, что для всех j вы-
полнены сравнения

(2)

Напомним, что при расширении Галуа 
над , полученного переходом к алгебраиче-
скому замыканию базового поля, для простого
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идеала  имеем  где
e = 1 в случае .

Определение 2. Для алгебраически незамкнутого
поля k будем говорить, что модуль  определен над
полем , если множество дивизоров  опре-
делено над полем . Это означает, что группа Га-
луа  действует на множестве дивизо-
ров .

Определение 3. Дивизоры  называются
линейно эквивалентными по модулю , если

 для дивизора  некоторой рациональ-
ной функции , обладающей модулем .

Пусть  – группа дивизоров степени 0 с
носителем вне модуля , a  группа диви-
зоров нулей-полюсов рациональных функций,
обладающих модулем .

Положим . Как
показано в [7], эта группа является группой k-то-
чек алгебраической группы , которая называ-
ется обобщенным якобианом, ассоциированным с мо-
дулем . Если  – некоторый пред-
ставитель класса из , то его можно вложить в
группу  всех дивизоров степени 0 и затем
отобразить в якобиан .
Напомним, что это отображение сюръективно и
определено над k в силу следующего предложе-
ния.

Предложение 1. Для любого дивизора
 найдется линейно эквивалентный

дивизор , носитель кото-
рого не пересекается с носителем .

Согласно предложению 1 для класса ,

представленного дивизором , найдет-
ся дивизор , линейно эквивалентный
дивизору . Дивизор  представляет класс

 всех дивизоров линейно эквивалент-
ных по модулю  дивизору . Это замечание
позволяет корректно отобразить  в . Тем
самым, имеет место точная последовательность:

Как показано в [7], группа  является алгеб-
раической, а группа  является связной комму-
тативной линейной алгебраической группой,
изоморфной  над .

Зафиксируем дивизор , и предполо-
жим, что его класс  имеет порядок N в группе J.
В связи с задачами о разложении квадратичных ир-
рациональностей в функциональную непрерыв-
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ПЛАТОНОВ и др.

ную дробь возникает естественная задача описа-
ния модулей  над полем k, для которых класс
кручения  поднимается до класса  конеч-
ного порядка в . Отдельный интерес имеет во-
прос о конечности множества носителей  с ука-
занным свойством.

Теорема 1. Пусть k – поле характеристики
нуль. Пусть  – дивизор, представля-
ющий класс  конечного порядка  в . Фиксиру-
ем любое целое . Тогда справедливы следую-
щие утверждения.

1. Множество модулей  над полем k таких,
что класс дивизора  имеет в группе  конечный
порядок, ограниченный , бесконечно.

2. Множество модулей  над полем k таких,
что все входящие в  простые дивизоры имеют
кратность строго больше 1, а класс дивизора 
имеет в группе  конечный порядок, ограниченный

, конечно.
3. Множество модулей , состоящих из одного

эффективного дивизора , и таких,
что  содержит нетривиальную унипотентную
компоненту, а класс дивизора  имеет в группе 
конечный порядок, ограниченный числом ,
конечно.

Доказательство. Доказательство пункта 1.
Пусть дивизор  имеет конечный
порядок  в . Тогда найдется рациональная
функция , такая что .

Определим отображение  посред-
ством рациональной функции , где , а имен-
но для точек , отличных от полюсов, положим

. Это отображение единственным
образом продолжается на полюса , которые в свою
очередь, отображаются в (1 : 0). Заметим, что для

 прообраз  задается главным идеа-
лом , где z – координатная функция на .
Раскладывая этот идеал в произведение простых,
получаем:

(3)

Обозначим через  множество точек
ветвления  отображения , т.е. таких , для
которых . Как известно (см. [8]), идеалы

 делят дифференту отображения , что
влечет конечность множества . Через

 обозначим множество точек ветвления
 отображения  таких, что .
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Отображение  является композицией отоб-
ражений  и . Заметим, что точки
ветвления отображения  находятся только в ну-
ле и бесконечности, а индекс ветвления при ком-
позиции отображений (см. [8]) мультипликати-
вен. Отсюда следует, что для отображения ,
множество точек ветвления на , отличных от
множества нулей-полюсов дивизора , совпада-
ют с  с учетом кратности.

Будем рассматривать модули  с носителем,
не пересекающим носитель дивизора , такие,
что класс  в группе  имеет порядок .
Для этого необходимо, чтобы функция  с диви-
зором нулей-полюсов  обладала модулем .
Сравнивая условия (2) и (3), мы видим, что это
равносильно двум условиям: образ каждого мно-
жества  относительно  совпадает с одной из то-
чек , где ; любая из точек

, входящая в модуль , должна найтись среди

-точек составляющих прообраз , причем
для кратности вхождения  простого идеала

 в слой  выполняется неравенство
. Если это условие выполнено, то мы бу-

дем говорить, что для модуля  компонента  ле-
жит в схемном прообразе .

Условие инвариантности носителя  относи-
тельно действия группы Галуа  достигается тем,
что, помимо , среди остальных  в наборе 
присутствуют все дивизоры из Галуа орбиты мно-
жества  с теми же кратностями, а также тем, что
дивизор  должен быть инвариантен относитель-
но стабилизатора  точки  в группе .

Последнее условие на набор , очевидно,
выполняется, например, если каждый дивизор 
переходит в себя при действии группы Галуа, а
точка  определена над базовым полем k. В
частности,  можно положить равным всему
слою отображения , при этом все кратности

 для модуля  мы можем положить равными 1.

Поскольку множество точек , определенных
над k и не попадающих в , бесконечно,
то и множество дивизоров, которые могут вхо-
дить носитель  в качестве дивизора  бесконеч-
ное число. Это доказывает пункт 1 теоремы 1.

Доказательство пункта 2. Поскольку  =
= αl, то, как было указано ранее, из условия

 следует , т.е. идеал  раз-
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ветвлен для отображения . Как было указано,
таких идеалов конечное число (оно ограничено
множеством идеалов, входящих в разложение
дифференты отображения ), откуда следует
пункт 2 теоремы 1.

Доказательство пункта 3 использует явное
описание группы  и аналогично разобранным
выше.

Представим дивизор  в виде разности 
двух эффективных дивизоров с не пересекающи-
мися носителями. Положим .
Если дивизор  имеет степень нуль, в частности,
когда представляет класс кручения, то deg+(D) =
= .

Теорема 2. Пусть  – два ди-
визора, имеющие порядки  в , и степени

. Тогда число модулей , для которых
каждый дивизор  имеет конечный порядок

 в группе , конечно при условии, что
 и  взаимно просты.

Доказательство этой теоремы использует схо-
жие идеи с доказательством теоремы 3, набросок
которого мы приведем.

Теорема 3. Пусть  – гладкая проективная кри-
вая над полем алгебраических чисел k степени 
над . Пусть  – k-морфизм простой
степени  на некоторую гладкую проективную кри-
вую . Зафиксируем  – дивизор ко-
нечного порядка  в , такой, что  не являет-
ся схемным прообразом дивизора на . Рассмотрим
модуль , определенный над k, и та-
кой, что носитель каждого  полностью содер-

жится в некотором слое  для . То-
гда для любой константы  число модулей , со
степенью ограниченной  и таких, что  является
классом конечного порядка в , конечно.

Доказательство. Пусть  – рациональная
функция с дивизором нулей-полюсов .
В доказательстве теоремы 1 было отмечено, что
для поднятия дивизора  до класса конечного по-
рядка  в  необходимо, чтобы каждая
компонента  модуля , полностью содержа-

лась в  для отображения , опре-

деляемого как . По условию теоремы ком-
поненты  полностью лежат в слоях отображе-
ния , а значит каждый дивизор  должен лежать

в пересечении прообразов , где

, а . Рассматривая отображение
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, мы видим, что это усло-
вие равносильно тому, что каждое  должно

лежать в прообразе . Отображение 
пропускается через нормализацию своего образа

, т.е. существует отображение

, такое, что . Используя
формулы для степени отображения, несложно
показать, что либо , либо морфизм  бира-
ционален.

В первом случае  (где  – про-

екция на ) пропускается через . Откуда дивизор
, который является схемным прообразом

дивизора  на  относительно отображе-
ния , может быть получен как прообраз относи-
тельно отображения  дивизора  с но-
сителем, лежащим в . Что противо-
речит условию теоремы.

Во втором случае , а  совпадает с
нормализацией образа. Тем самым,  имеет лишь
конечное число слоев, степень которых строго
больше 1. Для фиксированного l, носитель каж-
дой компоненты  должен лежать в слоях отоб-
ражения  степени больше 1, а таких слоев ко-
нечное число. Чтобы доказать конечность мно-
жества модулей , степень которых ограничена

, осталось лишь установить ограниченность
числа l. Это несложно сделать либо с помощью
анализа действия группы Галуа на слоях отобра-
жения , либо с помощью анализа k-точек конеч-
ного порядка группы . Мы опустим доказа-
тельство, поскольку оно достаточно длинное.

Из теоремы 3 можно вывести следствия 1 и 2.

Следствие 1. Пусть  – гиперэллиптическая
кривая над полем алгебраических чисел k. Рассмот-
рим модуль , определенный над k и
такой, что носитель каждого  инвариантен от-
носительно гиперэллиптической инволюции  и со-
стоит из двух точек, определенных над . Зафикси-
руем  – дивизор, представляющий
класс конечного порядка  в  такой, что .
Тогда для любой константы  число модулей , со
степенью, ограниченной , и таких, что  являет-
ся классом конечного порядка в , конечно.

Согласно результату Шмитда [4], квазиперио-
дичность квадратичных иррациональностей в ги-
перэллиптических фунциональных полях сво-
дится к условию на их дискриминант. Это под-
черкивает важность следующего следствия.
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ПЛАТОНОВ и др.

Следствие 2. Пусть  – поле алгебраических чи-
сел,  – гиперэллиптическое поле и  –
некоторая положительная постоянная. Пусть M =
= M(b) – множество многочленов  со стар-
шим коэффициентом 1 вида , ,

, таких, что элементы поля  с дискри-
минантом  обладают квазипериодическим
разложением в непрерывную дробь, построенную в
поле . Тогда множество  конечно.

Следующий пример является частью нашего
результата, который мы здесь не приводим, об
описании квазипериодических иррационально-
стей вида , с модулем степени 
и .

Пример 1. Рассмотрим  и

где  – параметр. Тогда для любой квадра-
тичной иррациональности  с дис-
криминантом  непрерывная дробь, по-
строенная в поле , квазипериодическая.
Пусть , например, является корнем уравнения

Тогда  имеет квазипериодическое разложе-
ние в непрерывную дробь в поле :

Длина квазипериода равна 5, длина периода
равна 10, коэффициент квазипериода равен –1/4.
Степень фундаментальной единицы равна 2.
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ON THE FINITENESS OF THE SET OF GENERALIZED JACOBIANS
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For a smooth projective curve  defined over algebraic number field k, we investigate the question of finite-
ness of the set of generalized Jacobians  of a curve  associated with modules  defined over k such that
a fixed divisor representing a class of finite order in the Jacobian J of the curve  provides the torsion class
in the generalized Jacobian . Various results on the finiteness and infiniteness of the set of generalized
Jacobians with the above property are obtained depending on the geometric conditions on the support of ,
as well as on the conditions on the field . These results were applied to the problem of the periodicity of a
continuous fraction decomposition constructed in the field of formal power series , for the special

elements of the field of functions  of the hyperelliptic curve .
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В работе рассматривается задача идентификации включения, содержащегося в некоторой физиче-
скиой области, по данным измерений на границе этой области. В частности, к этому классу задач
относятся задача импедансной электротомографии и ряд других обратных задач. Задача идентифи-
кации формулируется как задача минимизации целевого функционала, который характеризует от-
клонение данной конфигурации от возможного решения задачи. Наилучшим выбором такого
функционала является энергетический функционал Кона-Вогелиуса. В работе рассматривается
стандартная регуляризация этого функционала, полученная добавлением к нему линейной комби-
нации периметра включения и функционала Уиллмора, контролирующего кривизну границы
включения. В двумерном случае доказывается нелокальная теорема существования сильных реше-
ний для динамической системы порожденной градиентным потоком регуляризованного функцио-
нала Кона-Вогелиуса.

Ключевые слова: оптимизация формы, обратные задачи, потоки Уиллмора, эластика Эйлера
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Статья посвящена применению теории геомет-
рических потоков к задачам оптимизации формы.
Начало современной теории оптимизации формы
было положено в монографиях [5–17], в которых
она приняла вид самостоятельной математиче-
ской дисциплины. В настоящее время теория оп-
тимизации формы имеет приложения в целом ря-
де областей. Здесь следует упомянуть приложе-
ния в механике жидкостей и твердых тел, в теории
обратных задач геофизики и теории изображе-
ний. В настоящей работе мы рассмотрим базовую

 задачу, которая допускает следующую форму-
лировку. Зафиксируем произвольно односвязную
ограниченную область  с бесконечно диф-
ференцируемой границей . Предполагается,
что эта область содержит включение  такое, что

. Форма включения неизвестна и должна

2D

Ω ⊂ R
2

∂Ω
Ωi

Ω ⊂ Ωi

определяться вместе с решением задачи. Далее
мы будем предполагать, что граница включения Γ
является Жордановой кривой. В этих предположе-
ниях  разбивает область Ω на две части – включе-
ние  и криволинейное кольцо Ωe = . Нако-
нец зафиксируем произвольную постоянную  > 0
и положим

(1)
В качестве основного примера рассмотрим за-

дачу об идентификации, возникающую в элек-
трической импедансной томографии [2]. Такого
рода задачи возникают в медицине при восста-
новлении распределения проводимости по дан-
ным поверхностных измерений. В простейшем
виде она формулируется следующим образом.

Для заданных , удовлетворяющих
условиям

требуется найти Γ и электрический потенциал
, такие, что

где  – вектор внешней нормали к . Эта задача
является некорректной и в общем случае не имеет
решений. Ее приближенное решение может быть
найдено с помощью методов теории оптимиза-

Γ
Ωi Ω Ω\ i

0a

Ω Ω0( ) = в , = 1 в .i ea x a a

∂Ω → R, :g h

∂Ω

∈ ∂Ω ∈ ∂Ω 2 1/2,2( ), ( ), = 0,g L h W gds

Ω → R:u
∇ Ω ∇ ⋅ ν

∂Ω
div ( ) = 0 в , = ,

= на ,
a u a u g

u h

ν ∂Ω
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ции формы. С этой целью введем в рассмотрение
функции , удовлетворяющие уравне-
ниям и краевым условиям

(2)

Здесь s – дуговая абсцисса, абсолютная величина
которой равна длине дуги границы области , от-
считываемой от некоторого начального положе-
ния до текущей точки.

Хорошо известно, [9], что каждая из этих задач
имеет единственное решение класса . Со-
гласно оценкам де Джорджи-Нэша, [9] гл. 3, эти
решения ограничены и принадлежат классу Гёль-
дера на каждом компактном подмножестве .
В частности, функции ,  непрерывны по Гёль-
деру в окрестности  и не имеют скачка на . Этот
результат не зависит от гладкости и структуры .
Задачи (2) являются задачами трансмиссии для
гармонических функций. Для их решений спра-
ведливы оценки Шаудера, см., например, [10]. Из
этих оценок следует, что если  и  принадлежат
классу  c целым  и , то для любых

 и  решения задач (2)
принадлежат классу ,  < β.

Далее определим неотрицательный целевой
функционал, который обращается в нуль тогда и
только тогда, когда . Наиболее удачным
является выбор в качестве целевого функционала
Кона-Вогелиуса, определенного равенством [8],

(3)

Заметим, что при фиксированных h и g этот
функционал зависит только от . Эта вариацион-
ная проблема без дополнительных геометриче-
ских ограничений на форму включения также не
имеет приемлемого решения. Наиболее распро-
страненным методом для преодоления этих трудно-
стей является ограничение на периметр включения
с добавлением дополнительного слагаемого к целе-
вому функционалу и заменой его на функционал

. Здесь  – периметр ,  – параметр
регуляризации. Такая регуляризация была пред-
ложена впервые в [3] по аналогии с функциона-
лом Мамфорда-Шаха в теории сегментации
изображений [14]. Более сильная регуляризация
может быть получена путем введения ограниче-
ний на кривизну. Этот подход также мотивирован
теорией изображений, [15]. Единственным гео-
метрически инвариантным функционалом, зави-
сящим от кривизны, является функционал Уилл-

Ω →v R, :w

∇ ∇ Ωvdiv ( ) = 0 div ( ) = 0 в ,a a w

∇ ⋅ ν ∂Ωv = = на ,a g w h

∂Ω
 v = 0.ds

Ω

Ω1,2( )W

Ω
v w

Γ Γ
Γ

∂Ω Γ
+βlC > 2l β0 < < 1

− +β∈ ∂Ω1 ( )lg C +β∈ ∂Ω( )lh C
+α +αΩ ∪ Ω( ) ( )l l

i eC C α0 <

v = =:w u

Ω

Γ ∇ − ⋅ ∇ − v v( ) = ( ) ( ) .J a w w dx

Γ

++e p J + Ωi e > 0p

мора. Для кривых он совпадает с упругой энерги-
ей эластики Эйлера и имеет вид

где k – вектор кривизны кривой , s – дуговая
абсцисса . Поэтому сильная регуляризация це-
левого функционала может быть взята в форме

Здесь , , некоторые положительные по-
стоянные. Без ограничения общности можно
считать , что приводит к следующему выра-
жению для 

Наиболее важным вопросом теории оптимиза-
ции формы является построение эффективного
алгоритма для проведения численных расчетов.
Стандартным является метод наискорейшего
спуска, основанный на теории дифференцирова-
ния форм развитой в [17] и [5]. Для применения
этой теории необходимо, чтобы кривая  об-
ладала достаточной гладкостью. Далее мы будем
рассматривать класс дважды дифференцируемых
иммерсий  с кривой  диффео-
морфной единичной окружности . Производная
по форме от целевого функционала определяется
следующим образом. Выберем произвольное век-
торное поле  и положим

Кривые , , определяют одно-
параметрическое семейство возмущений кривой .
Производная по форме  целевого функционала
J в направлении X определяется равенством

Если она допускает представление Адамара

где n – единичный вектор внутренней нормали к
, то векторное поле

называется градиентом целевого функционала J в
точке f. Для рассматриваемой задачи об иденти-
фикации формы включения градиент функцио-
нала Кона-Вогелиуса определяется равенством
[2, 16],

Γ

Γ % 21( ) = | | ,
2e k ds

Γ
Γ

+ +% % % +e e, = .e e pJ

e j = ,j e p

e = 1j

%

( )
Γ

Γ + +% % +21( ) = | | 1 = .
2 ek ds

Γ ∂Ω= i

→S R
1 2:f Γ S

1= ( )f
S

1

→S R
1 2:X

θ θ + θ ∈ − θ ∈ S
1( ) = ( ) ( ), ( 1,1), .tf f tX t

Γ S
1= ( )t tf ∈ −( 1,1)t

Γ
J

Γ Γ
=0( )[ ] = ( )| .t

t
dJ X J
dt

Γ

Γ φ ⋅ φ ∈ Γ 1( )[ ] = , ( ),J X n X ds L

Γ ∂Ω= i

θ φ θ θ θ ∈ S
1( ) := ( ) ( ), ,dJ n
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(4)

в котором ,  – решения задачи (2),  обознача-
ет скачок при переходе через . Для того, чтобы
определить представление для градиента геометри-
ческого функционала , введем следующие обо-
значения. Напомним, что f является  периодиче-
ской функцией угловой переменной .
Как и ранее,  является дуговой абсциссой
кривой  и определяется равенством

Элемент длины  и производная по дуговой абс-
циссе определяются соотношениями

Независимыми переменными являются угловая
переменная  и квази-время t. Поэтому  являет-
ся нелинейным дифференциальным оператором.

Касательный и нормальный векторы к  и
кривизна  задаются формулами

В этих обозначениях градиент геометрического
функционала  имеет вид

Эти формулы являются классическими, см., на-
пример, [6]. Если f принадлежит классу , то
отображение  определяет иммерсию

 в  для всех достаточно малых . В методе
скорейшего спуска оптимальная форма опреде-
ляется как предел последовательности

Система этих соотношений может рассматри-
ваться как временная дискретизация задачи Ко-
ши

(5)
Так как величина регуляризованного целевого
функционала убывает по времени, то решение зада-
чи (5) в каждый момент времени может рассматри-
ваться как приближенное решение исходной вари-
ационной задачи. С учетом выражений для  и 
задача (5) может быть записана в виде задачи Коши
для нелинейного операторного уравнения

(6)

∂ ∂ − ∂ ∂ −
− ∇ ⋅ ∇ − ∇ ⋅ ∇

v v

v v

= 2( [ ] [ ])
[ ] ,

n n n ndJ a a w w n
a a w w n

v w ⋅[ ]
Γ

%
π2

θ ∈ πR Z/2
θ= ( )s s

Γ
θ

σθ ∂ σ σ
0

( ) = | ( )| .s f d

Γ

−
θ θ θ∂ θ θ ∂ ∂ θ ∂1= | ( )| , = | ( )| .sds f d f

θ ∂s

Γ
Γ

τ θ ∂ θ θ −τ τ θ ∂ θ2
2 1( ) = ( ), ( ) = ( , ), ( ) = ( ).s sf n k f

%

∇ ∇ + −

∇ ∂ − ∂ ⋅ τ τ

% 21( ) = | | ,
2

= ( ) .

s s

s s s

d f k k k k

k k k

3C
− δ +%( )f d J

S
1

R
2 δ > 0

+ − δ + ≥%1 = ( ( ) ( )), 0.n n n nf f d f dJ f n

∂ − +% 0( ) = ( ( ( )) ( ( ))), (0) = .t f t d f t dJ f t f f

dJ %d

∂ +∇ ∇ + − +2

0

1 | | = 0
2

при > 0, (0) = .

t s sf k k k k dJ

t f f

В литературе это уравнение с J = 0 часто назы-
вается уравнением распрямления или одномер-
ным потоком Уиллмора. В настоящее время су-
ществует почти полная теория задачи Kоши и на-
чально-краевой задачи для такого потока, см. [1,
6, 12]. Мы используем методы и подходы разви-
тые в этих статьях. Целью настоящей работы яв-
ляется доказательство существования глобально-
го решения задачи (6) вплоть до момента разру-
шения решения. Чтобы сформулировать этот
результат, нам потребуется некоторая дополни-
тельная информация о кривых с ограниченной
энергией Уиллмора. Первое наблюдение состоит
в том, что если энергия кривой  допускает оцен-
ку , то длина этой кривой допускает
оценки

(7)

Выберем произвольную иммерсию  с
 такую, что . Зафиксируем

произвольно . Зафиксируем дуговую
координату s так, что s = 0 в точке z и

. Для каждого  обо-
значим через  дугу кривой , соответствующую
значениям дуговой абсциссы 

Далее введем в  декартову систему коорди-
нат  с центром в z такую, что ось абсцисс на-
правлена вдоль касательного вектора , а ось
ординат направлена вдоль нормального вектора

. Следующая лемма показывает, что кривая 
локально может быть представлена как график

 функции в окрестности точки z.
Лемма 1. Существуют положительные числа ,

,  и c, зависящие только от постоянной , и
функция , , с следующими свой-
ствами

Отображение  определяет C1-пара-
метризацию дуги  и отображает диффеоморф-
но интервал  на эту дугу.

Лемма 1 дает простой критерий отсутствия са-
мопересечений кривых с конечной энергией.
Предположим, что иммерсия  удовле-
творяет всем условиям леммы 1. Кроме того,
предположим, что существует постоянная 
со следующими свойствами. Для любой точки

 выполняется неравенство

(8)

Тогда  не имеет самопересечений. Обратно, ес-
ли  не имеет самопересечений, то неравенство

Γ
Γ% < 0( ) E
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2 .E
E
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1 2:f

ΓS
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(8) выполняется для некоторой постоянной 
для всех точек .

Если  является спрямляемой кривой длины ,
то ее кривизна, градиент функционала Кона-Во-
гелиуса, касательный и нормальный векторы мо-
гут рассматриваться как -периодические функ-
ции дуговой абсциссы s. Для каждого веществен-
ного , гильбертово пространство 
определяется как множество всех -периодиче-
ских функций f, обладающих конечной нормой

Для целых r пространство  совпадает с про-
странством Соболева . Если кривая зави-
сит от временной переменной, то введенные про-
странства также зависят от этой переменной.
Корректность определения пространств 
для кривых с конечной энергией гарантируется
неравенствами (7). Следующая теорема является
центральным результатом настоящей работы.

Теорема 2. Предположим, что начальная кривая 
не имеет самопересечений и не имеет общих точек
с . Предположим также, что

для некоторого . Тогда существует макси-
мальное  со следующими свойствами. За-
дача Коши (6) имеет единственное решение

Жордановы кривые ,  от-
делены от . Если , то существует после-
довательность , , , такая, что

 или (и)  сходятся в 
при  к некоторой иммерсии . При этом
предельная кривая  имеет точку самопересече-
ния.

Доказательство проводится стандартным ме-
тодом продолжения по временной переменной.
Мы остановимся на двух центральных моментах.
Уравнение (6) можно рассматривать как возмуще-
ние уравнения распрямления. Поэтому нам необ-
ходимо выяснить зависимость градиента целевого
функционала от кривизны . Нужный результат
дается следующим утверждением, которое пред-
ставляет самостоятельный интерес. Предполо-
жим, что граница включения  удовлетворяет
следующим условиям.
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Γ

Условие 3. Энергия жордановой кривой 
допускает оценку  Существует положи-
тельное число  такое, что  удовлетворяет
условию отсутствия самопересечений (8). Суще-
ствует  такое, что .

Каждая кривая, удовлетворяющая этим услови-
ям, принадлежит классу , . Она раз-
бивает Ω на включение  и криволинейное кольцо

. Рассмотрим произвольное слабое ре-
шение уравнения

(9)
в котором кусочно-постоянная функция прово-
димости  определена соотношениями
(1). Положим

Предложение 4. Пусть кривая  удовлетворяет
условию 3 и  для некоторого целого .
Тогда справедлива оценка

с постоянной c, зависящей только от m и постоян-
ных E0, ,  в условии 3.

Заметим, что функции  в определении (3)
функционала Кона-Вогелиуса J удовлетворяют
уравнению (9) и ограничены в пространстве

 постоянной, зависящей лишь от данных
задачи. Отсюда, из формулы (4) для градиента J и
предложения 4 вытекает следующее утверждение.

Теорема 5. Предположим, что  удовлетворяет
условию 3, , . Тогда для любого

 существует постоянная c, зависящая
только от данных g, h, показателей m,  и постоян-
ных , ,  в условии 3, такая, что

Данная теоремой 5 оценка градиента функци-
онала Кона-Вогелиуса вместе с модификацией
доказательства априорных оценок решений урав-
нения распрямления приводит к следующему
утверждению, которое является вторым цен-
тральным моментом доказательства теоремы 2.

Теорема 6. Пусть  является
гладким решением задачи Коши (6). Предположим,
что для некоторого четного  энергия началь-
ной конфигурации допускает оценку

Кроме того предположим, что каждая из кри-
вых , , удовлетворяет условию 3 с по-
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стоянными  и , не зависящими от t. Тогда суще-
ствует постоянная c, зависящая только от , , 
и m, такая, что
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The identification problem of an inclusion is considered in the paper. The inclusion is unknown subdomain
of a given physical region. The available information on the inclusion is governed by measurements on the
boundary of this region. In particular, the single measurement problem of impedance electrotomography and
other inverse problems are included in our approach. The shape identification problem can be solved by the
minimization of an objective function taking into account the measurement data. The best choice of such ob-
jective function is the Kohn-Vogelius energy functional. The standard regularization of the Kohn-Vogelius
functional include the perimeter and Willmore curvature functional evaluated for an admissible inclusion
boundary. In the two-dimensional case, a nonlocal existence theorem of strong solutions is proved for the
gradient f low dynamical system generated for such a regularization of the Kohn-Vogelius functional.
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ω → ω: nf
3

4 ω 2[ ] n 4
⊆ ωX 3

1. ВВЕДЕНИЕ
Под теорией Рамсея мы понимаем здесь раздел

математики, в рамках которого изучаются одно-
родные (одноцветные) подструктуры для различ-
ных разбиений (раскрасок) структур. В основе
теории лежит знаменитый результат Ф.П. Рамсея
[1], утверждающий, что для любой конечной рас-
краски множества  n-элементных подмно-
жеств множества  найдется бесконечное одно-
родное множество . Под канонической тео-
рией Рамсея мы будем вслед за [2] понимать
ответвление теории Рамсея, в рамках которого
исследуются ситуации, когда количество цветов в
раскраске структуры слишком велико, чтобы
обеспечить существование однородной под-
структуры. Вместо понятия однородной под-
структуры каноническая теория Рамсея рассмат-
ривает более общее понятие канонической под-
структуры. Базовым результатом канонической
теории Рамсея является теорема Эрдёша и Радо
[3], известная как каноническая рамсеевская тео-
рема. Эта теорема утверждает, что для каждого (не
обязательно конечного) разбиения множества

ω[ ]n

ω
⊆ ωX

[ω]n существует бесконечное каноническое под-
множество . В литературе можно найти по
меньшей мере четыре различных доказательства
канонической рамсеевской теоремы: оригиналь-
ное доказательство Эрдёша и Радо (1950, [3]),
упрощенная версия Радо (1986, [4]), доказатель-
ство Милети (2008, [5]) и доказательство Мате
(2016, [2]), см. также работы [6, 7] для конечной
версии теоремы. Милети выводит каноническую
рамсеевскую теорему из леммы Кенига и рас-
сматривает ее в контексте обратной математики.
Мате предлагает изящное доказательство, осно-
ванное на антилексикографическом упорядоче-
нии множества [ω]n.

Работы [3] и [4] используют следующую стра-
тегию. Для доказательства утверждения канони-
ческой рамсеевской теоремы с показателем n ав-
торы по данному разбиению  множества [ω]n

строят специальное разбиение  множества 
и используют утверждение теоремы Рамсея с по-
казателем 2n. Тем не менее, насколько нам из-
вестно, соответствующая связь разбиений мно-
жеств [ω]n и  не была сформулирована в яв-
ном виде. В данной работе мы доказываем
(теорема 1), что для каждого разбиения  множе-
ства [ω]n существует такое конечное разбиение 
множества , что каждое однородное для раз-

⊆ ωX

3

4 ω 2[ ] n

ω 2[ ] n

3
4

ω 2[ ] n
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биения  множество  есть конечное объ-
единение множеств канонических для разбиения

. Этот факт дополняет общую структуру комби-
наторных результатов о канонических множе-
ствах и дает новое доказательство канонической
рамсеевской теоремы Эрдёша и Радо. Представ-
ленное доказательство указанного факта вполне
элементарно и не опирается на теорему Рамсея.
Таким образом, неформально говоря, мы разде-
ляем каноническую рамсеевскую теорему на рам-
сеевскую и не-рамсеевскую части.

Этот подход оказывается особенно удобен в
теории ультрафильтров. Неглавный ультра-
фильтр на множестве , который содержит одно-
родное множество для любого конечного разбие-
ния  множества [ω]n, , называется рам-
сеевским ультрафильтром. Хорошо известно, что
ультрафильтр  на множестве  есть рамсеевский
ультрафильтр тогда и только тогда, когда он се-
лективный, и тогда и только тогда, когда он ми-
нимальный (относительно (пред)порядка Рудин-
Кейслера), см., напр., [8], теорема 9.6. Обе эти ха-
рактеризации даются в терминах функций

 и их ультрарасширений. Наш подход
позволяет легко доказать (теорема 3), что неглав-
ный ультрафильтр на множестве ω есть рамсеев-
ский ультрафильтр тогда и только тогда, когда он
содержит каноническое множество для каждого
разбиения [ω]n, и дать характеризацию рамсеев-
ских ультрафильтров в терминах функций на
множестве  произвольной конечной арности и
понятия их ультрарасширений, которое было
введено в недавних работах [11, 12].

2. КОМБИНАТОРНЫЕ ТЕОРЕМЫ

Везде ниже мы отождествляем натуральные
числа и конечные ординалы. Множество всех ко-
нечных ординалов обозначается ω. Мы использу-
ем тот факт, что каждый ординал есть множество
предшествующих ему ординалов. Например, для
любых  и  терм  обозначает
множество .

Для любого множества X и  множество
всех n-элементных подмножеств множества X
обозначается символом :

Множество  называется разбиением
множества Z, если

1.  и

2. .

4 ⊆ ωX

3

ω

3 ω<1 <n

u ω

ω → ω:f

ω

⊆ ωX ∈ ωx ∩x X
∈{ : < }y X y x

∈ ωn

[ ]nX

⊆[ ] = { : | | = }.nX X nx x

⊆3 3( )Z

 = Z3

∀ ∈ ∩ ∅ ∨3( , ) = =X Y X Y X Y

Для удобства мы считаем, что один из элемен-
тов разбиения может быть пустым.1

Определение 1. Для любого разбиения  множе-
ства  множество  называется однород-
ным для , если существует множество , для
которого .

Теоремой Рамсея (RT) мы будем называть сле-
дующее утверждение.

Теорема A (Рамсей [1]). Для любого положи-
тельного натурального числа n и конечного разбие-
ния  множества [ω]n существует бесконечное од-
нородное для  множество .

Эквивалентную формулировку можно найти в
[9], теорема 9.1.2 Подробное обсуждение различ-
ных версий теоремы Рамсея см. в [10], раздел 1.

Для любого разбиения  множества Z соответ-
ствующее отношение эквивалентности обознача-
ется символом :

для всех .
Для каждого  и  i-й (в естествен-

ном порядке) элемент  обозначается симво-
лом :

Определение 2. Пусть дано разбиение  множе-
ства , , и множество (индексов)

. Множество  называется I-канониче-
ским для  если

для всех . Множество  называется
каноническим для , если оно I-каноническое для

 для некоторого множества .
Теорема B (Эрдёш и Радо [3]). Для любого поло-

жительного натурального числа  и разбиения 
множества  существует бесконечное канониче-
ское для  множество .

1 Многие результаты теории Рамсея формулируются на язы-
ке раскрасок. Терминология разбиений и раскрасок пол-
ностью взаимозаменяема. Раскраской множества Z назы-
вается любая функция  для некоторого множе-
ства C (цветов). Каждая раскраска f множества Z

определяет разбиение , и, наоборот,
любое разбиение  множества Z определяет единственную
раскраску , для которой . Отображе-
ния  и  взаимно обратны.

2 Формулировка из [9] отличается несущественной деталью:
вместо неупорядоченного разбиения  используется упо-
рядоченное разбиение .
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ПОЛЯКОВ

Это утверждение называется канонической
рамсеевской теоремой Эрдёша и Радо (CRT). Эк-
вивалентную формулировку можно найти в [10],
раздел 5.5., теорема 3.3

Как обычно, пустая конъюнкция считается
истинной, поэтому -канонические множества
однородны (для любого разбиения  множества
[ω]n). Любое бесконечное каноническое множе-
ство для конечного разбиения  множества [ω]n

является -каноническим. Поэтому RT есть не-
посредственное следствие CRT.

Мы доказываем результат, который дает об-
ратную связь между теоремой Рамсея и канони-
ческой рамсеевской теоремой Эрдёша и Радо.

Теорема 1. Для каждого натурального числа
 и разбиения  множества [ω]n существует

такое конечное разбиение  множества , что
каждое однородное для  множество X есть конеч-
ное объединение множеств канонических для .

Легко заметить, что CRT немедленно следует
из этой теоремы и RT. Таким образом, теорема 1
дает еще одно доказательство канонической рам-
сеевской теоремы. Представленное ниже дока-
зательство теоремы 1 вполне элементарно и не
опирается на RT. Неформально говоря, мы раз-
деляем CRT на рамсеевскую и не-рамсеевскую
части. Этот подход оказывается особенно удобен
в теории ультрафильтров, см. теорему 3 данной
работы.

Теорему 1 мы получаем как формальное логи-
ческое следствие следующего несколько более
громоздкого утверждения (содержащего, впро-
чем, некоторую дополнительную информацию).

Пусть  есть разбиение множества [ω]n, .

Для каждой пары множеств 
обозначим

Пусть  есть множество атомов (конечной)
алгебры множеств , порожденной всеми мно-
жествами , . Иначе говоря,

 тогда и только тогда, когда Q есть непустое

подмножество , которое можно представить в
виде

где  или  для всех p,

.

3 Формулировка этой теоремы из [10] дополнительно содер-
жит финитную версию. Формулировка инфинитарной ча-
сти отличается от теоремы B только обозначениями.
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Очевидно,  есть конечное разбиение множе-

ства  мощности не более , где 

есть биномиальный коэффициент, .

Теорема 2. Для каждого натурального числа
 существует такое натуральное число m (мы

можем положить , что для каждо-
го разбиения  множества  и каждого множе-
ства  существует множество индексов

, удовлетворяющее условию: для каждого бес-

конечного множества , такого что ,
существует разбиение  множе-
ства X, для которого

1. множество  конечно и имеет мощность не
более ,

2. для каждого , , множество  есть
бесконечное I-каноническое множество для .

Доказательство. Пусть n = 1. Положим m = 1.
Для каждого разбиения  множества [ω]1 разбие-
ние  содержит не более двух множеств:

Пусть  и . Если , то X
есть -каноническое множество для , .
Остается положить  и .

Далее мы предполагаем, что . Положим

. Зафиксируем произвольное мно-
жество . Для каждых  обозначим

Будем доказывать, что множество индексов
 удовлетворяет требуемым условиям.

Зафиксируем множество  с условием
. Для каждого множества  обозна-

чим ,  и . Для
всех  обозначим . Оче-
видно, функция  есть метрика на X и, кроме того,
для всех  выполнено:

Для каждого непустого множества  на-
туральное число

3*
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будем называть разреженностью множества x.
Для определенности можно положить .

Наша ближайшая цель состоит в том, чтобы
доказать следующую лемму.

Лемма 1. Пусть  и min(d(x),
. Тогда следующие условия равносильны:

1. ,
2.  для всех .

Доказательство. Для каждых  и
 будем записывать , если суще-

ствует такое множество , что  = x
и . Будем записывать , если

существуют такие , что  и .

Факт 1. Для любых ,  тогда и

только тогда, когда .

Доказательство. Пусть . Если ,

то существуют множества  и ,
для которых ,  и  = y.

Поскольку , мы имеем:

Пусть теперь . Выберем множество ,
для которого  и . Пусть p и q суть
множества номеров в множестве z элементов
множеств x и y соответственно:

Иными словами,  и  = y.
Предположим, что . Тогда, согласно по-

строению,  =  : i ∈
∈ . Поскольку , мы
имеем: , противоречие. Следовательно,

. 
Теперь нам достаточно доказать, что для всех

, удовлетворяющих условиям леммы 1,
 тогда и только тогда, когда  для всех

.
Заметим также, что из факта 1 следует, что от-

ношение  есть отношение эквивалентности.
Мы будем пользоваться этим в дальнейшем.

Факт 2. Пусть , ,  и

. Тогда

{ }+ρ ∈ ≠( ) = min ( , ) : , ,d x y x y x yx x

∅ ω( ) =d

−∈, [ ]nXx y
( ))d my >

≈3x y

[ ] [ ]=i ix y ∈ ( )i I Q

∈, [2 ]nnp q
∈, [ ]nXx y →

pq
x y

∈ 2[ ] nXz ∈[ ]{ : }i iz p
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Q
x y

∈, [2 ]nnp q ⊆Q Qpq →
pq

x y

∈, [ ]nXx y ↔
Q

x y

≈3x y

∈, [ ]nXx y ↔
Q

x y

∈, [2 ]nnp q ∈ 2[ ] nXz
⊆Q Qpq ∈[ ]{ : } =i iz p x ∈[ ]{ : }i iz q

⊆2[ ] nX Q

∈ ≈ ∈3[ ] [ ]= { : } { : } = .i ii ix z p z q y

≈x y3 ∈ 2[ ] nXz
| | = 2nz ∪ ⊆x y z

∩ ∈ ∩ ∈= {| | : } и = {| | : }.x x y yp z x q z y

∈[ ]{ : } =i iz p x ∈[ ]{ : }i iz q
Q Qpq

⊆ ω 2[ ] \nQ Qpq ∈ ω 2
[ ]{ [ ] : {n
iz z

≈ ∈[ ]} { : }}i ip z q3 ⊆2[ ] nX Q
≈x y3

⊆Q Qpq u

−∈, [ ]nXx y
↔
Q

x y [ ] [ ]=i ix y

∈ ( )i I Q

↔
Q

∈, [ ]nXx y ∈, [2 ]nnp q →
pq

x y

<i n

Доказательство. По условию существует мно-
жество , для которого x = , ...,

 и . Значит, для любого
номера i < n,

Следовательно,

Из фактов 1 и 2 мы имеем: для всех ,
если , то  для каждого номера

. Будем доказывать обратную имплика-
цию в предположении  и min(d(x),

. Для начала мы докажем, что для любого

“достаточно разреженного” множества  су-

ществует такое множество , что , и
пересечение  есть в точности множество

.

Для всех конечных множеств  обо-
значим

равносильно,

Сформулируем некоторые простейшие свойства
функций d и r.

Факт 3. Для всех множеств  выполнено:

Для всех конечных множеств  выполнено:

Доказательство. Сразу из определений. 
Покажем, что функция r удовлетворяет нера-

венству треугольника4.
Факт 4. Для всех конечных множеств x, y,

 выполнено:

Доказательство. Если , мы имеем
, и неравенство имеет место. Рассмот-

рим противоположный случай. Пусть c произ-

4 Тем не менее функция r не есть псевдо-метрика, посколь-
ку она не симметрична.
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0, если
( , ) = max (max( ), ) иначе,
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y x

x y
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вольный элемент множества z\x, и пусть
. Достаточно показать, что

Если , мы имеем:  +

+ r(y, z). Иначе, обозначим . То-
гда . Пусть, для начала, . По-
скольку a < c, мы имеем:

Пусть теперь . Предположим, что множе-
ство x+ содержит элемент x, для которого a <
< . Поскольку , мы имеем: max(c ∩

 > a, противоречие. Следовательно, a =

=  и , что влечет .
Значит,

Факт 5. Для каждого натурального числа ,

множества  разреженности  и мно-

жеств  существует множество ,
для которого

1. ,

2. ,
3. .

Доказательство. Для каждого  обозначим
. Таким образом, . Для каж-

дого  следующим образом определим мно-
жество :

Пусть . Заметим, что для каждого 

и  выполнено:

Следовательно,

для всех i, . Таким образом, для всех i,
, и, также, для i = 0 при непустом множе-

стве z0, имеем:

+∩= max( )a c x

ρ +<( , ) ( , ) ( , ).a c r rx y y z

∈c y ρ( , ) ( , ) ( , )a c r rx y x y< <
+∩= max( )b c y

ρ <( , ) ( , )b c r y z <b a

ρ ρ +< < <( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).a c b c r r ry z x y y z

<a b

x b< <b c
+∩ ) xx >

+∩max( )b x +∉b x ρ <( , ) ( , )a b r x y

ρ ρ + ρ +<( , ) = ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).a c a b b c r rx y y z

u

> 1l
−∈[ ]nXx >

2( ) ld nx

∈, [2 ]nnp q −∈[ ]nXy

−
>

2 2( ) ld ny
−

<
2 1( , ) lr nx y

→
pq

x y

<i n
∩[ ]= | |i ij Xx [ ] [ ]=i ji

Xx
<i n

⊆i Xz

{ }− < <2 20 [0][ ]= : 1 ,lknX kz p

{ }−
−

−+ − −
∈ … −
< <2 2
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l

i
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i n
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1
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i n
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<i n
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0 < <i n
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( )( ) − −ρ ⋅<
2 2 2 1min( ),max = ,l l

i i n n nz z

откуда следует, что

(здесь мы используем, что ).
Теперь легко проверить, что:
(a)  +  = p[0] + (p[1] –

‒  = 2n.
(b) Для каждого  выполнено x[i] = 

и, кроме того,

т.е., . Значит, .

(c) Для всех различных  выполнено
 = n2l – 2. Значит,

.
(d) Для всех  выполнено ρ(max(z ∩

. Значит, .
Теперь остается положить  и

воспользоваться фактом 3.

Определение 3. Для всех натуральных чисел l,
 последовательность  элементов

множества  называется t-каскадом, если для
всех i < l

1. ,

2. ,
3. .

Последовательность  называется
каскадом, если она есть -каскад для некоторого
натурального числа t.

Факт 6. Для каждого натурального числа ,

множества  разреженности  и
последовательности   ..., 
элементов множества , для которых,

, существует такой 2l-каскад x0,

, что  и  для всех i < l.

Доказательство. Индукцией по l с использова-
нием факта 5. 

Факт 7. Пусть  есть t-каскад. Тогда
для любого номера i, , выполнено:

1. ,

+
−

+ρ −>

1
2 2 1

1

max( ) < min( )

и (max( ),min( ))
i i
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i i n n

z z

z z

>
2( ) ld nx

0| | = | |z z + +1| | | |nz z

−+ + −[0] [ 1]) (2 )nnp p

<i n +1min( )iz

−

∩ + + +
= + − + + −




[ ] 0 1

[0] [1] [0] [ ] [ 1] [ ]

| | = | | | | | | =
( ) ( ) = ,
i i

i i i

x z z z z
p p p p p p

[ ][ ] [ ]=
ii px z ∈[ ]{ : } =i iz p x

+∈,x y z
− −ρ −2 2 2 2 1( , ) min{ , }l l lx y n n n>

−
>

2 2( ) ld nz
∈ \z z x

+ −∩ 2 1), ) lz nx <
−

<
2 1( , ) lr nx z

∈[ ]= { : }i iy z q

u

1t > 0 1, , , lx x x
−[ ]nX

−
>

2( ) t i
id nx

− −
+ <

2 1
1( , ) t i

i ir nx x

+↔ 1i iQ
x x

0 1, , , lx x x
t

> 1l
−∈ [ ]nXx >

2( ) ld nx

0 0( , ),p q 1 1( , ),p q − −1 1( , )l lp q
×[2 ] [2 ]n nn n

⊆ 
<

i i
i l

Q Qp q

1, , lx x 0 =x x +→ 1
i i

i ip q
x x

u

0 1, , , lx x x
< <1 i l

0( , ) <
2

t

i
nr x x



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 513  2023

О КАНОНИЧЕСКОЙ РАМСЕЕВСКОЙ ТЕОРЕМЕ ЭРДЁША 81

2. .
Доказательство. Пункт 1 вытекает из факта 4:

Докажем пункт 2. Допустим, что для некото-
рого  выполнено:

Пусть . Значит, ρ(b, a) 

. Поскольку , имеем:

 и, следовательно, . Пусть c =

= . По пункту 1 имеем: ρ(c, b) 

. Таким образом, ρ(c, a) = ρ(c, b) =

= , что противоречит усло-

вию . Пункт 2 доказан. 

Для каждых  определим функцию
:  и ϕqp(i) =

=  для всех . Таким образом, для
всех ,

Отождествляя каждое множество  с функ-
цией , , мы можем просто за-
писать

Факт 8. Пусть , ,  и

. Тогда

Доказательство. Используя те же аргументы,
что и при доказательстве факта 2, мы получаем
следующую цепочку эквивалентностей:

Определение 4. Каскад  на-
зывается полным, если

1. для каждой пары , такой
что  и , существует такой номер i < l,
что  или ;
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2. для каждого натурального числа j < l суще-
ствуют натуральные числа , для которых

(a) ,
(b) ,
(c) .
Факт 9. Пусть  есть полный каскад.

Тогда для каждого номера i < n выполнено:

Доказательство. Импликация  ∈
∈ xl следует из факта 2. Докажем обратную им-
пликацию. Предположим, что для некоторого
номера i < n, напротив, выполнено:

Тогда из факта 7, пункт 2, мы имеем: 
для всех . Для каждого  обозначим

Таким образом,  и . Пусть
. Из факта 8 имеем:

Поскольку для всех  выполнено Ipq = ,
из полноты рассматриваемого каскада следует,
что существует некоторый номер j < l, для которо-
го . Выберем минимальный из таких номе-
ров j. Таким образом,  и  для всех
k < j. Из факта 2 имеем:

Кроме того, из полноты рассматриваемого каска-
да для некоторого  имеем цепочку ра-
венств:

Следовательно, для всех k, , вы-
полнено

Легко проверить, что

для всех  и . Следователь-
но, последовательность , ,
либо монотонно возрастает (если ), ли-
бо монотонно убывает (если ), либо по-
стоянна (если ). Все эти случаи ведут к
противоречию. Действительно, первые два при-
водят к условию , а последний вле-
чет, что . 
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Факт 10. Для каждого множества  раз-

реженности  существует

-каскад , для которого

 и 
Доказательство. Из фактов 6 и 9. 
Теперь мы докажем, что класс эквивалентно-

сти  достаточно разреженного множества 

замкнут относительно “малых сдвигов” элемен-
тов , .

Факт 11. Пусть , , ,

, и . Пусть a = . То-
гда для всех таких x ∈ X, что  и

, выполнено:

и, следовательно, .

Доказательство. Пусть ,  = x и
. Пусть множество z0 и номера j, s, k

таковы, что  = , ...,
z[j + s]} и . Легко видеть, что , и
для любого  выполнено:  или

. Пусть

Поскольку , мы имеем  (или
), , , и для любого

 либо , либо b > .
Значит,  и для любого  вы-
полнено:

Кроме того, . Следовательно,

Факт доказан. 

Факт 12. Пусть , , x ∈ X, y =
= , , и либо

, либо i = 0 и . Тогда .

Доказательство. Заметим, что  =  

2n (мы все время предполагаем, что ).

∈ [ ]nXx
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По факту 10 существует -каскад

, для которого  и . По-
скольку отношение  транзитивно, для некото-

рых  выполнено:  и . Пусть

, и пусть

Очевидно, . Поскольку , име-

ем: . Если , то b = a, и мы можем
сразу воспользоваться фактом 11. Иначе, ρ(b,

 по пункту 1 факта 7. Следователь-

но, . Остается

вновь использовать факт 11. 
Теперь мы можем закончить доказательство

леммы 1. Для каждого  разреженности
 следующим образом определим множе-

ство :
1.  для всех ,

2. если , то ,
3. для всех i, , если , то

 = m.

Легко видеть, что  для всех . Для
каждого  обозначим

Очевидно, для всех ,

Кроме того,  для всех . По факту 12
имеем:

Остается заметить, что  для всех таких
, что  и  для

всех . 
Теперь можно закончить доказательство тео-

ремы 2. Положим

Семейство  есть разбиение множества X.
Множество R0 конечно и имеет мощность m. Раз-
реженность множеств Rj, , есть m. Зна-
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чит,  для всех . По лемме 1 для

всех j, , и  имеем:

т.е., Rj есть I(Q) – каноническое множество для
разбиения . 

3. ПРИЛОЖЕНИЕ К ТЕОРИИ 
УЛЬТРАФИЛЬТРОВ

Ультрафильтром на множестве A называется
(см., напр., [13], глава 15) произвольное множе-
ство и подмножеств множества A удовлетворяю-
щее следующим условиям: для любых множеств

1. если  и , то ,
2. если  и , то ,
3.  тогда и только тогда, когда .
Множество всех ультрафильтров на множестве A

обозначается символом .
Каждый ультрафильтр вида , где

, называется главным ультрафильтром (по-
рожденным элементом a). Все ультрафильтры на
множестве A, которые не являются главными, на-
зываются неглавными. ZFC влечет существование
неглавных ультрафильтров на каждом бесконеч-
ном множестве A. Главный ультрафильтр, порож-
денный элементом , как правило, отож-
дествляется с самим элементом a. Поэтому мно-
жество всех неглавных ультрафильтров на
множестве  обозначается .

Ультрафильтр  на  называется рамсеевским
ультрафильтром, если он неглавный, и для каж-
дого n, , и конечного разбиения  мно-

жества ,  содержит некоторое однородное
для  множество . Континуум-гипотеза (а
также некоторые другие предположения, вклю-
чая аксиому Мартина) влечет существование рам-
сеевских ультрафильтров.5 Существует ряд эквива-
лентных характеризаций рамсеевских ультрафиль-
тров, см. [8], теорема 9.6.6 В частности, неглавный
ультрафильтр  есть рамсеевский ультрафильтр то-
гда и только тогда, когда он селективный, и тогда и
только тогда, когда он минимальный.

Напомним соответствующие определения.
Неглавный ультрафильтр  на  называется се-
лективным, если для каждой функции 
существует множество , для которого огра-
ничение  функции f на множество X есть либо

5 Однако существование рамсеевских ультрафильтров неза-
висимо от ZFC, см. [14].

6 В указанной монографии определения и характеризации
даются в более широкой ситуации, а именно, для ультра-
фильтров на произвольном ординале α.

>( )d mx ∈ [ ]n
jRx
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⊆ ∈{ : }S A a S

∈a A

∈a A

A β \A A
u ω

ω<1 <n 3

ω[ ]n u
3 ⊆ ωX

u

u ω
ω → ω:f

∈ uX
Xf

взаимно-однозначная, либо постоянная функ-
ция.

Понятие минимального ультрафильтра ис-
пользует конструкцию ультрарасширений унар-
ных функций и (пред)порядок Рудин-Кейслера.
Для каждой функции  ультрарасшире-
ние  есть функция из множества  в множество

, которая определяется следующим образом:

для всех .
Предпорядок Рудин-Кейслера есть бинарное от-

ношение  на , которое определяется фор-
мулой

Неглавный ультрафильтр  называется ми-
нимальным, если

для любого ультрафильтра . Другими сло-
вами,  есть минимальный ультрафильтр на A, ес-
ли он неглавный, и для каждой функции 
либо  есть главный ультрафильтр, либо суще-
ствует функция , для которой .

Отношение эквивалентности  обозна-
чается символом . Предпорядок Рудин-Кейслера
естественным образом распространяется на фактор-
множество :  для
всех классов эквивалентности  и  ультра-
фильтров  и  соответственно. Отношение 
есть (частичный) порядок на , и ультра-
фильтр  есть минимальный ультрафильтр тогда
и только тогда, когда класс эквивалентности 
есть минимальный элемент в множестве

 частично упорядоченном отно-
шением . Здесь a есть какой-нибудь главный
ультрафильтр на A (все главные ультрафильтры
на A эквивалентны относительно ).

Терема 2 позволяет предложить модификацию
этих характеризаций рамсеевских ультрафиль-
тров в терминах n-арных отображений и их уль-
трарасширений.

Ультрарасширения бинарных отображений, в
особенности групповых и полугрупповых опера-
ций, рассматриваются с 60-х годов 20 века. Ре-
зультаты, полученные в этой области, нашли
многочисленные связанные с теорией Рамсея
приложения в теории чисел, алгебре, топологиче-
ской динамике и эргодической теории. Подроб-
ную информацию (включая историческую справ-
ку) можно найти в монографии [15].

→:f A B
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Ультрарасширения функций произвольной
арности (и, шире, ультрарасширения моделей
первого порядка) были независимо предложены в
недавних работах Горанко [11] и Савельева [12,
17]. Более пространную информацию можно най-
ти в работах [18–21].

Для каждой функции  ее ультрарас-
ширение  может быть определено
рекурсией по n. Нуль-местная функция f отож-
дествляется с константой . Для n = 0 функ-
ция  есть нуль-местная функция, которая отож-
дествляется с константой, равной главному уль-
трафильтру, порожденному константой cf, т.е.

. Для n < 0 положим:

где  для всех x, x1, ...,
. Легко проверить, что при n = 1 мы полу-

чаем определение, которое эквивалентно выше-
приведенному.

Для любых двух биекций  суще-
ствует такая функция , что f(x0, x1, ...,

 для всех x0, x1, ...,
. В работе [12] показано, что оператор уль-

трарасширения коммутирует с композицией
, если функция h одноместная. Таким обра-

зом, мы имеем:

для всех . Следовательно, уль-
трафильтры  и 

-эквивалентны. Рассматривая ультрафильтры
с точностью до эквивалентности , символом

 мы обозначаем ультрафильтр
 для некоторой (произвольной)

биекции .

Определение 5. Функция  называется
выборочно инъективной вверх на множестве 
относительно множества (индексов) , если

для всех  и  из X.
Функция  называется

i. выборочно инъективной вверх на множестве
, если она выборочно инъективна вверх на

множестве  относительно некоторого не-
пустого множества индексов ,

→: nf A B
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i I
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−0 1 1< < < nx x x −0 1 1< < < ny y y
ω → ω: nf

⊆ ωX
⊆ ωX

⊆I n

ii. постоянна вверх на множестве , если
она выборочно инъективна вверх  относи-
тельно , т.е.,

для всех  и  из X.
Теорема 3. Пусть  есть неглавный ультра-

фильтр на . Тогда следующие условия эквивален-
ты:

1.  есть рамсеевский ультрафильтр;
2. для каждого n, , и каждого разбиения

 множества  ультрафильтр  содержит не-
которое каноническое для  множество ;

3. для каждого n, , и функции ,
ультрафильтр  содержит некоторое множество

, такое что функция f либо выборочно инъек-
тивна вверх, либо постоянна вверх на ;

4. для каждого n, , и функции 
либо ультрафильтр  главный, либо

 для некоторого m,

.
Доказательство. ( ). Пусть  есть разбие-

ние множества . По теореме 1 существует та-
кое конечное разбиение  множества , что
каждое однородное для  множество  есть
конечное объединение канонических для  мно-
жеств . Поскольку  есть рамсеев-
ский ультрафильтр, он содержит некоторое одно-
родное для  множество . Поскольку  есть
ультрафильтр, он содержит одно из множеств

.
( ). Для каждого  обозначим Pc =

= . Очевидно,
множество  есть разбиение множе-
ства , и множество  есть I-каноническое
для  множество тогда и только тогда, когда f вы-
борочно инъективна вверх на X относительно I.

( ). Вначале докажем следующую лемму.

Лемма 2. Пусть , , ,
. Пусть также , , 

и существует множество , для которого

для всех . Тогда

Доказательство. Индукцией по n + m. Случай
n = m = 0 (база индукции) очевиден.
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⊆ ωX

∅

− − 0 1 1 0 1 1( , , , ) = ( , , , )n nf x x x f y y y

−< < <0 1 1nx x x −0 1 1< < < ny y y
u

ω

u
ω<1 <n

3 ω[ ]n u
3 ⊆ ωX

< ω1 n< ω → ω: nf
u

⊆ ωX
X

< ω1 n< ω → ω: nf
 u u u( , , , )f

 ≈ × × × u u u u u uRK( , , , )
m раз

f

< <1 m n
1 2 3

ω[ ]n

4 ω 2[ ] n

4 ⊆ ωX
3

0 1, , , mX X X u

4 ⊆ ωX u

0 1, , , mX X X
2 3 ∈ ωc

−∈ ω [0] [1] [ 1]{ [ ] : ( , , , ) = }n
nf cx x x x

∈ ω3 = { : }cP c
ω[ ]n ⊆ ωX

3

3 1

∈ βω ωu \ ∈ ω,n m ω → ω: nf
ω → ω: mg ∈ ωk ∈ [ ]nkp ∈ [ ]mkq

∈ uX

− −
 

[0] [1] [ 1] [0] [1] [ 1]
( , , , ) = ( , , , ).

n m
f x x x g x x xp p p q q q

− ∈0 1 1< < < kx x x X

  u u u u u u

раз раз

( , , , ) = ( , , , ).
n m

f g



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 513  2023

О КАНОНИЧЕСКОЙ РАМСЕЕВСКОЙ ТЕОРЕМЕ ЭРДЁША 85

Пусть  и

для всех . Без потери общ-
ности предположим, что n > 0 и, если m > 0, то

. Обозначим . Для всех 
и  выполнено:

Поскольку ультрафильтр  неглавный,
. Отсюда по индуктивному предпо-

ложению для каждого  мы имеем:

Пусть , т.е.,

В обоих случаях , что влечет
. Поскольку 

и  суть ультрафильтры, имеем
. 

Продолжим доказательство импликации .
Пусть функция  выборочно инъектив-
на вверх на множестве  относительно .
Обозначим . Пусть Z есть множество всех
последовательностей , для ко-
торых , , и

 для всех i, .
Определим функцию  равенствами

где ,  и  = xi

для всех . Функция  определена коррект-
но, поскольку

для всех  и  из X.

Поскольку для всех  и
 из X верна и обратная имплика-

ция
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функция g0 либо инъективна, либо постоянна
(последнее выполнено при m = 0).

Если m = 0, то ультрафильтр  глав-
ный по лемме 2 .

Пусть m > 0. Выберем множество , для
которого , и такие функции

, что  биективно отображает мно-
жество  на множество , и  для
всех . Отображение  может
быть продолжено до взаимно-однозначной функ-
ции . По лемме 2 мы имеем:

Значит, .

Для доказательства  достаточно ограни-
читься случаем n = 1 и воспользоваться тем фактом,
что каждый минимальный ультрафильтр есть рам-
сеевский ультрафильтр, см. [8], Теорема 9.6. 

Замечание. В комбинаторных приложениях тео-
рии ультрафильтров имеют важное значение не-
главные идемпотенты, см. [15, 18]. Хорошо извест-
но, что среди рамсеевских ультрафильтров нет та-
ких ультрафильтров , для которых верны
равенства  или . Мы можем по-
казать, что это свойство рамсеевских ультра-
фильтров распространяется на любую функцию

, исключая тривиальные случаи.
Теорема 4. Пусть даны рамсеевский ультра-

фильтр  и функция , .
Тогда равенство  имеет место ес-
ли и только если существуют  и , для ко-
торых

для всех .

Доказательство. Пусть , и
пусть  и  таковы, что f  выборочно инъ-
ективна вверх на  относительно I.

Если , то  по лемме 2,
противоречие.

Пусть . Тогда

по теореме 3. Если , мы вновь приходим к
противоречию, поскольку  для всех

, где , см. [15], Лемма
11.2. Следовательно,  для некоторого .
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Так же, как в доказательстве теоремы 3, построим
такую функцию , что  =
= g(xi) для всех . По лемме 2
имеют место равенства:

Тогда существует такое множество , что
 для всех , см. [15], Теорема 3.35.

Значит,

для всех .
В обратную сторону теорема немедленно сле-

дует из леммы 2. 

4. ДИСКУССИЯ
Теорема 1 является своего рода “мостиком”

между теорией Рамсея и канонической теорией
Рамсея. Автор надеется на дальнейшее развитие
этих исследований, которые в перспективе могут
дать легкий путь для перенесения известных ре-
зультатов о существовании однородных под-
структур для различных разбиений структур на
более общие ситуации, лежащие вне области при-
менимости теоремы Рамсея и ее естественных
модификаций. Теорема 2 в контексте статьи но-
сит технический характер, однако анализ ее дока-
зательства, по всей видимости, может быть ис-
пользован для изучения минимальных теорий,
достаточных для вывода CRT и близких утвер-
ждений (вместо аргументации из работы [5]).
Кроме того, автор предполагает, что с помощью
небольших модификаций доказательства можно
получить финитную версию теоремы 2, из кото-
рой извлекаются оценки для чисел Эрдёша-Радо,
см. [7]. Теорема 3 дополняет список характериза-
ций рамсеевских ультрафильтров из монографии
[8] (теорема 9.6). Новые характеризации получе-
ны из простых комбинаторных соображений, од-
нако доказательство использованной для этого
теоремы 2 не выглядит коротким. Это вызывает
естественный вопрос: могут ли теоремы 1 и 2 (или
каноническая рамсеевская теорема) быть доказа-
ны проще с использованием техники ультра-
фильтров? Для сравнения: эту технику использу-
ет короткое и элегантное доказательство теоремы
Рамсея, см. [10], раздел 6.2, теорема 2.
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Исследуются абстрактные вольтерровы интегро-дифференциальные уравнения, которые являются
операторными моделями задач теории вязкоупругости. К рассматриваемому классу уравнений от-
носятся также интегро-дифференциальные уравнения Гуртина-Пипкина, описывающие процесс
распространения тепла в средах с памятью. В качестве ядер интегральных операторов могут быть
рассмотрены, в частности, суммы убывающих экспонент или суммы функций Работнова с положи-
тельными коэффициентами, имеющие широкое применение в теории вязкоупугости и теории рас-
пространения тепла.

Ключевые слова: вольтерровы интегро-дифференциальные уравнения, линейные дифференциаль-
ные уравнения в гильбертовых пространствах, полугруппы
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Работа посвящена применению теории полу-
групп к изучению абстрактных вольтерровых ин-
тегро-дифференциальных уравнений с оператор-
ными коэффициентами в гильбертовом про-
странстве. Упомянутые абстрактные интегро-
дифференциальные уравнения могут быть реали-
зованы как интегро-дифференциальные уравне-
ния в частных производных, возникающие в
большом числе прикладных задач.

В настоящее время существует обширная ли-
тература, посвященная исследованию вольтерро-
вых интегро-дифференциальных уравнений и
связанных с ними задач, возникающих в много-
численных приложениях (см., например, работы
[1–10] и их библиографию).

Существуют и другие подходы для описания
колебаний неоднородных многофазных сред, на-
пример, подход, связанный с применением эл-
липтических функционально-дифференциаль-
ных уравнений, изложенный в работе [11].

В работе используется подход, связанный с ис-
следованием однопараметрических полугрупп
для линейных эволюционных уравнений (см., на-
праимер, [1, 2, 13, 14]). Сформулированы резуль-
таты о существовании сильно непрерывной сжи-

мающей полугруппы, порождаемой вольтерро-
вым интегро-дифференциальным уравнением с
операторными коэффициентами в гильбертовом
пространстве (Теоремы 1 и 2). Также сформули-
рована теорема об экспоненциальной устойчиво-
сти полученной полугруппы (Теорема 3) при до-
полнительных предположениях о ядрах инте-
гральных операторов. Приведена формулировка
соответствующей задачи Коши для дифференци-
ального уравнения первого порядка в расширен-
ном гильбертовом пространстве. Основным ре-
зультатом работы является теорема о корректной
разрешимости этой задачи (Теорема 4), а также на-
чальной задачи для исходного абстрактного воль-
террова интегро-дифференциального уравнения.
Устанавливается связь между классическими ре-
шениями этих задач.

1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ОБОЗНАЧЕНИЯ 
И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть H – сепарабельное гильбертово про-
странство,  – самосопряженный положитель-
ный оператор  , действую-
щий в пространстве H, имеющий ограниченный
обратный. Путь  – симметрический оператор,

, действующий в пространстве H с
областью определения  , не-
отрицательный , для любых x, 
и удовлетворяющий неравенству ,

A
κ> 0* =A A I κ0( > 0)

B
( ) ( ), = ,Bx y x By

( )D B ( ) ( )( )⊆D A D B
( ) >, 0Bx x ∈ ( )y D B

κ<Bx Ax
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 для любого , I – тождествен-
ный оператор в пространстве .

Рассмотрим следующую задачу для интегро-
дифференциального уравнения второго порядка
на положительной полуоси :

(1)

(2)

где , ,    = ϕ1.
Предположим, что функции  удо-
влетворяют следующим условиям:

(3)

Замечание 1. Из условий (3) следует, что
, .

Кроме того, будем предполагать, что выполне-
ны следующие условия:

(4)

Положим

(5)

Пусть

(6)

Из известного результата (см. [12], стр. 361) выте-
кает, что операторы ,  являются самосопря-
женными и положительными, для всех

.

Превратим область определения  опера-
тора ,  в гильбертово пространство ,

введя на  норму, эквивалентную норме гра-
фика оператора .

κ0 < < 1 ( )∈x D A
H

+ ∞R = (0, )

( )

( )
−∞

+

+ + −

− − +

∈


R

2

2

=1

( ) ( )

( ) ( ) = ( ),

,

tN

k k k
k

d u t A B u t
dt

R t s a A b B u s ds f t

t

+ ϕ + ϕ
ϕ ∈ −∞

(1)
0 1( 0) = , ( 0) = ,

( ) = ( ), ( ,0],
u u

u t t t

> 0ka > 0kb = 1,..., ,k N ϕ ϕ0(0) = , ϕ(1)(0)
+ +→R R:kR

+

−

∈ 1

( ) положительные
невозрастающие функции,

( ) ( ), = 1,..., .

k

k

R t

R t L k N

→+∞
( ) = 0lim kt

R t = 1,...,k N

+∞ +∞   
      
   

  
=1 =10 0

( ) < 1, ( ) < 1.
N N

k k k k
k k

a R s ds b R s ds

+∞

( ) = ( ) , = 1,..., .k k
t

M t R s ds k N

+∞

+∞

  
− +    

  
  

+ −    
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+

 

 

0
=1 0

=1 0

= 1 ( )

1 ( ) ,

= .

N

k k
k

N

k k
k

k k k

A a R s ds A

b R s ds B

A a A b B

0A kA

= 1,...,k N
β
0( )D A

β
0A β > 0 βH

β
0( )D A

β
0A

Замечание 2. Из свойств операторов A и B и не-
равенства Гайнца (см. [12, 13]) следует, что опера-
торы ,  являются обратимыми для всех

, операторы  допускают
ограниченное замыкание, оператор  ограничен в
H для всех .

Определение 1. Будем называть вектор-функ-
цию  классическим решением задачи (1), (2), если

, ,  удо-
влетворяет уравнению (1) для каждого значения

 и начальному условию (2).

Через  обозначим весовое пространство
 вектор-функций на полуоси 

со значениями в H, снабженное нормой

Рассмотрим сильно непрерывную полугруппу
 левых сдвигов в пространстве  (см. [14],

с. 33):   Известно, что ли-
нейный оператор  в пространстве

 с областью определения  = {ξ ∈ Ωk :
:  является генератором полугруппы

 (см. [14], с. 66).

Введем операторы  , дей-
ствующие, следующим образом:

Тогда сопряженные операторы имеют следую-

щий вид:  ,

Введем гильбертово пространство

снабженное нормой

которое будем называть расширенным гильбер-
товым пространством.

0A kA
= 1,...,k N −1/2 1/2

0:=k kQ A A
−1
0A

= 1,...,k N
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Введем линейный оператор  в пространстве 
с областью определения

(7)

действующий следующим образом:

(8)

Введем  – компонентные векторы вида

Рассмотрим следующую задачу Коши в про-
странстве 

(9)

(10)

Определение 2. Вектор Z(t) = ,
...,  называется классическим реше-
нием задачи (9), (10), если , H),

 для любого , k = 1, ...,
N, , вектор  удовлетво-
ряет уравнению (9) для любого  и начальному
условию (10).

Теорема 1. Пусть выполнены условия (3), (4). То-
гда оператор  в пространстве  с плотной обла-
стью определения , является максимально дис-
сипативным.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (3), (4). То-
гда линейный оператор  является генератором
сжимающей C0-полугруппы  в простран-
стве , при этом решение задачи (9), (10) предста-
вимо в виде:   и для любого 
справедливо энергетическое равенство:

(11)

A H

 ξ ξ τ ξ τ ∈ ∈

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
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Замечание 3. Поскольку функции  являются
монотонными, то, согласно [15] (стр. 372), их про-
изводные  существуют почти всюду при

.

2. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ
Предположим, что ядра интегральных опера-

торов ,  удовлетворяют следую-
щим условиям:

(12)

для некоторого  и почти всех 
Теорема 3. Пусть  – решение задачи (9),

(10) при  и пусть функции  
удовлетворяют условиям (3), (4) и условию (12) для
некоторого  и почти всех . Тогда суще-
ствуют такие постоянные  и  что для
любого  справедливо неравенство

(13)
Доказательства теорем 1, 2 содержатся в ста-

тье [9], доказательство теоремы 3 содержится в
статье [10].

3. КОРРЕКТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ
Теорема 4. Пусть выполнено условие (4), данные

задачи (9), (10) удовлетворяют следующим услови-
ям:  где –задан-
ная вектор-функция,  k = 1, 2 определяются
формулами (5),   – заданные векто-
ры, вектор-функция

(14)

где функции   определены следующи-
ми формулами

вектор-функция  задана при , причем
  при  ,

H1),  ϕ(0) = ϕ0, ,
кроме того,  = 0.

Пусть также выполнено любое из следующих
условий:

1) вектор-функция  и ,
H),  ; или

2) вектор-функция  
.
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Тогда задача (9), (10) имеет единственное клас-
сическое решение

где , ,  – классическое
решение задачи (1), (2), с соответствующими дан-
ными , , , , и справедлива следующая
оценка

с постоянной d, не зависящей от вектор-функции f
и векторов , .

Более того, если функции  удовлетворяют
также и условию (12), тогда справедлива следую-
щая оценка

с постоянной d, не зависящей от вектор-функции f,
векторов ϕ0, ϕ1 и постоянной , определенной в
формулировке теоремы 3.
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STUDY OF VOLTERRA INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS
BY METHODS OF SEMIGROUP THEORY

N. A. Rautiana

aLomonosov Moscow State University, Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics, Moscow, Russia
Presented by Academician of the RAS V.A. Sadovnichii

The abstract Volterra integro-differential equations are investigated, which are operator models of problems
of viscoelasticity theory. The class of equations under consideration also includes the Gurtin-Pipkin integro-
differential equations describing the process of heat propagation in media with memory. The sums of decreas-
ing exponents or sums of Rabotnov functions with positive coefficients can be considered in particular as the
kernels of integral operators, which are widely used in the theory of viscoelasticity and heat propagation theory.

Keywords: Volterra integro-differential equations, linear differential equations in Hilbert spaces, semigroups
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Рассматривается обратная оптимизационная спектральная задача: для заданного матричного по-
тенциала  требуется найти ближайшую к нему матричную функцию  такую, чтобы k-е соб-
ственное значение матричного оператора Штурма–Лиувилля с потенциалом  совпадало с за-
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1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть  – гильбер-
тово пространство комплекснозначных вектор-
функций со скалярным произведением:

 – гильбертово пространство всех n × n мат-
риц с элементами-функциями из  с нормой
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В пространстве  рассматривается диффе-
ренциальный оператор следующего вида

(1)

с областью определения  =  ∈ ,
   = 0,

, где  – эрмитова
матрица,  – самосопряженные матрицы.

Поскольку  – эрмитовы матрицы, то
оператор  самосопряженный. Ниже будет пока-
зано, что оператор  полуограниченный. Спектр
оператора  дискретный и состоит из последова-
тельности собственных значений  :=
:= , определяемых из принципа мини-
макса

(2)

Собственные значения рассматриваемого опера-
тора являются функционалами от  и
их можно перенумеровать с учетом их кратности:
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САДОВНИЧИЙ и др.

Отметим, что собственные значения в общем
случае могут иметь кратность pk, .

Классическая обратная спектральная задача для
оператора  с областью определения 
формулируется как нахождение потенциала 
и граничных условий по заданным спектральным
данным (см., например, [1–3]), при этом для
единственности решения этой задачи знания
только одного спектра  недостаточно. Также
имеется класс задач, в которых по спектральным
данным требуется восстановить конечное число
неизвестных параметров линейного оператора
(см. [4–6]).

В данной работе исследуется так называемая
оптимизационная обратная спектральная задача
для оператора . Такая задача относится к об-
ратным спектральным задачам с неполными
спектральными данными: в качестве спектраль-
ных данных используется только конечное число
точек дискретного спектра. Такой взгляд на об-
ратные спектральные задачи, в известном смыле,
является естественным. Одной из причин тому
является недоступность для измерения полной
системы спектральных данных (для задач диагно-
стики или идентификации объектов), а в задачах
построения линейной динамической системы с
заданными частотно-резонансными свойствами
наиболее близкой к “эталонной” системе нет не-
обходимости рассматривать весь диапозон ча-
стотно-резонансных характеристик. Эти замеча-
ния приводят к исследованию различных содер-
жательных постановок обратных спектральных
задач с неполными спектральными данными
(см., например, [3–5, 7]).

При этом одних спектральных данных для
корректной разрешимости такого типа задач не-
достаточно. В частности, задача будет иметь бес-
конечное множество решений .
Для корректной постановки можно, исходя из со-
держательного смысла решаемой задачи, нало-
жить дополнительные условия на граничные
условия, на форму собственных функций и т.д.

Мы изучаем обратные спектральные задачи с
неполными спектральными данными для диффе-
ренциальных операторов, в которых задается ко-
нечное число спектральных данных. В данном
случае задается фиксированное подмножество из

 собственных значений ,
определяемых соотношением из (2). Кроме того,
в качестве дополнительного условия, мы предпо-
лагаем, что заранее известна некоторая информа-
ция о потенциале Q, а именно, мы ищем потен-
циал Q наиболее близкой к определенной “фор-
ме” .

< <1 kp n

[ ]L Q ( [ ])D L Q
( )Q x

∞λ =1{ }i i

[ ]L Q

∈ }2( ) (0,1)nQ x

m λ λ
1
( ) < ... < ( )

mk kQ Q

0( )Q x

Применительно к оператору  исследуется
следующая оптимизационная обратная спек-
тральная задача.

Пусть дан набор порядковых номеров k1 < k2 <
< ... <  собственных значений из (2) “эталон-
ный” вещественнозначный потенциал ,
где  – банахово (функциональное) простран-
ство, и вещественные числа .
Требуется найти вещественнозначную функцию
потенциала  такую, что

1. , ,

2. .

Заметим, что банахово пространство B являет-
ся неотъемлемой частью постановки оптимиза-
ционной обратной спектральной задачи и, как
было показано в [8], играет существенную роль.
В частности, для различных пространств B будут
соответствовать различные формулы для опти-
мального потенциала .

Интерес к таким постановкам вызван прежде
всего прикладными задачами, в которых требует-
ся построить линейную колебательную систему с
заданными собственными частотами колебаний
и наиболее близкой к некоторой эталонной си-
стеме, а также задачами идентификации колеба-
тельной системы по измеренной части спектра.

Отдельный интерес представляет связь опти-
мизационных спектральных задач с нелинейны-
ми операторами математической физики (см.,
например, [8, 9]), с различными экстремальными
свойствами собственных значений и собствен-
ных функций (см. [1, 2, 10–13] библиографию к
ним).

В данной работе мы рассматриваем частный
случай сформулированной выше задачи.

( ) Пусть заданы , . Требу-

ется найти потенциал  такой, что k-е
собственное значение  оператора  совпа-
дает с заданным значением  и

(3)

Отметим, что в [7] задача ( ) рассмотрена для
первого собственного значения оператора .

В качестве результата работы мы также пока-
жем, как оптимизационная обратная спектраль-
ная задача связана с системой нелинейных урав-
нений Шрёдингера.
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2. Основные утверждения. Сформулируем и
приведем краткие доказательства основных
утверждений. Доказательства всех утверждений,
без ограничения общности, изложены для опера-
тора  с однородными граничными условиями
Дирихле.

Теорема 1. Пусть заданы , -порядковый
номер собственного значения оператора  и

. Тогда найдется потенциал 
такой, что k-е собственное значение  оператора

 совпадает с заданным значением  и

(4)

Наметим схему доказательства утверждения.
Поскольку собственное значение рассматривае-
мого оператора  может оказаться кратноcти

, нам понадобится одно свойство собствен-
ных функций оператора , соответствующих
кратному собственному значению.

Лемма 1. Пусть  – собственное значение
кратности p,  и  – соответ-
ствующие собственные функции самоспряженной
краевой задачи

(5)

Тогда система матриц  линейно-

независима в пространстве .
Из этого утверждения вытекает, что для любо-

го  найдется  такая, что:

Пусть теперь , -миними-
затор функционала расстояния . Тогда,
не ограничивая общности, можно считать, что
элементы последовательности удовлетворяют
условию:

(6)

Далее нас будет интересовать принадлежащие
оператору  фиксированное k-е собственное
значение и соответсвующая ему собственная
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функция, обозначаемые  и φ(Qj) :=
:= . Так, что

(7)

Поскольку последовательность  ограни-

чена, то она слабо компактна в . Выделим
из  слабо-сходящуюся подпоследователь-
ность , далее не ограничивая общности пе-
рейдем к рассмотрению выделенной подпоследо-
вательности, обозначаемую далее .
Слабый предел этой последовательности обозна-
чим .

Лемма 2. Пусть последовательность Qj ∈
∈  ограничена и  для всех

. Тогда соответствующая последовательность
k-х собственных функций , нормированных

в , компактна в пространстве .
Из леммы 2 следует, что последовательность

 компактна в , следовательно, най-
дется  такой, что

(8)

Обозначим  ядро интегрального оператора
. Члены последовательностей φn(x) =

=  и  удовлетворяют тождествам

(9)

Учитывая сильную сходимость  =
=  и слабую сходимость  =
= , перейдем в (9) к пределу, полу-
чим, что  и  удовлетворяют тождеству

(10)

Очевидно, что полученное интегральное тожде-
ство экивалентно краевой задаче

(11)

λ λ( ) := ( )j k jQ Q
φ ( )( )k jQ x

− φ + φ = λ φ ∈
2

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), (0,1).j j j j j
d Q q x Q Q Q x
dx

( )jQ x

}2 (0,1)n

( )jQ x
( )

mjQ x

( ) := ( )
mm jQ x Q x

( )*Q x

2 (0,1)n} λ λ ∈ R( ) = *k jQ
∈ Nj

φ ( )( )k jQ x
2(0,1)L 1,2(0,1)W

φ( )mQ 1,2(0,1)W
φ ∈ 1,2( ) (0,1)* x W

→∞
φ φ( ) = lim ( ).* mm

x Q

ξ0( , )G x
−− λ 1

0( [ ] * )L Q I
φ( )nQ ( )nQ x

φ λ ξ φ ξ − φ ξ ξ −
1

0
0

( ) = * ( , )( ( ) ( ))*n nx G x d

− ξ ξ φ ξ − φ ξ ξ +
1

0
0

( , ) ( )( ( ) ( ))*n nG x Q d

+ λ ξ φ ξ ξ − ξ ξ φ ξ ξ 
1 1

0 0
0 0

* ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) .* *nG x d G x Q d

φ ( )* x

→∞ φlim ( )m mQ ( )*Q x

→∞lim ( )m mQ x
φ ( )* x ( )*Q x

φ

= λ ξ φ ξ ξ − ξ ξ φ ξ ξ 
1 1

0 0
0 0

( ) =*

* ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) .* * *

x

G x d G x Q d

− φ + φ λ φ ∈
2

2 ( ) ( ) ( ) = * ( ), (0,1).* * * *
d x Q x x x x
dx



96

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 513  2023

САДОВНИЧИЙ и др.

Из нижеследующего утверждения (см. [9]) следу-
ет полуограниченность предельного оператора

Лемма 3. Пусть  – ограниченное подмноже-
ство , тогда семейство операторов 
равномерно полуограничено снизу для всех ,
т.е.

Далее заметим, что поскольку члены последо-
вательности   удовлетворя-
ли условию (6), то  является k-м собственным
значением оператора . Таким образом,

 и теорема доказана.

Следствие 1. Пусть . Тогда решение
оптимизационной обратной спектральной задачи
( ) для первого собственного значения  един-
ственно.

Доказательство. Введем в рассмотрение мно-
жество . Заме-
тим, что в силу соотношения (2) множество 
является выпуклым. Рассмотрим следующую за-
дачу о минимизации

(12)

Из теоремы 1 следует существование решения за-
дачи (12). Выпуклость множества  и строгая
выпуклость функционала расстояния  обес-
печивают единственность  и

Тем самым свойство выпуклости первого соб-
ственного значения, кроме существования, дает
единственность решения задачи ( ). При этом
условие  является существенным.

Следующее утверждение является обощени-
ем и уточнением аналогичного результата из ра-
боты [7].

Теорема 2. Пусть  – решение задачи ( ). Если
 – собственное значение кратности p, тогда

справедливо представление

(13)
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где  – ортонормированная система соб-
ственных функций оператора , соответству-

ющая k-му собственному значению, равному ,
, .

Если при этом , тогда ,
.

Доказательство этого утверждения основано
на свойствах аналитичности (см. с. 470 в [14])
кратных собственных значений и частично изло-
жена в работе [7].

Замечание 1. В случае когда собственное значе-
ние  простое, нетрудно увидеть, что соот-
ветствующее уравнение с оптимальным потенциа-
лом представимо в виде стационарной системы не-
линейных уравнений Шрёдингера:

(14)

Выше была доказана единственность решения
задачи ( ) для первого собственного значения
оператора . В общем случае, для произволь-
ного собственного значения, единственности мо-
жет и не оказаться. В то же время утверждение
теоремы 2, формула (13), позволяет установить
еще одно важное свойство задачи ( ).

Теорема 3. Решение  оптимизацион-
ной обратной спектральной задачи ( ) для любого
собственного значения  изолировано в .

Приведем доказательство для случая простого
собственного значения . Предположим, что

 неизолированное решение задачи
( ). Тогда существует последовательность реше-
ний  такая, что  .
Согласно теореме 2 справедливо представление

 и

Положим , введем малый параметр
 и запишем уравнение


=1{ ( )}p

k ku x
ˆ[ ]L Q

λ1*
α ≠ 0k = 1,..,k p

λ λ0( ) < *k Q α > 0k
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Умножим скалярно обе части этого уравнения на
 и разложим полученное тождество по малому

параметру  и тогда для  получим:  +

+  = 0. Откуда получим противоречие.

Отметим, что для первого собственного значе-
ния оператора справедливо утверждение, обрат-
ное к теореме 2.

Теорема 4. Пусть краевая задача

(15)

имеет решение  такое, что  является пер-
вым собственным значением оператора  +
+ . Тогда матричный потенциал  =
= является решением задачи ( ).

Доказательство этого утверждения можно
найти в [7].

4. Пример. Согласно теореме 2 оптимальный
потенциал  задается формулой (13):  =

= , структура которой
зависит от кратности  собственного значения

. Рассмотрим простой пример, показываю-
щий, что для  возможна любая кратность

.

Пусть заданы числа  и
диагональный матричный потенциал

Обозначим , φj(x) ∈
∈  собственные значения и соответствую-
щие собственные функции краевой задачи

, .

Для оператора , , рассмотрим
задачу ( ):  где

. Пусть для p,  пар индек-
сов (i, j) выполнены неравенства: ,
тогда задача ( ) имеет решение  такое, что соб-
ственное значение  имеет кратность p и

.
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find the matrix function  closest to it, such that the k-th eigenvalue of the Sturm–Liouville matrix op-
erator with potential  matched the given value . The main result of the paper is the proof of existence
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В работе изучаются полупроизведения и произведения пропозициональных модальных логик с S5
и их связь с предикатными модальными логиками. Приводятся примеры пропозициональных мо-
дальных логик, полупроизведения и произведения которых с S5 аксиоматизируются минимальным
образом (т.е. эти логики согласованы с S5 по полупроизведению и по произведению), а также при-
меры логик, не обладающих этими свойствами. Финитная аппроксимируемость и согласованность
по полупроизведению с S5 обеспечивают разрешимость соответствующих предикатных модальных
логик.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В работе рассматриваются два типа полимо-

дальных логик: полупроизведения и произведе-
ния. Произведения возникли в 1970-х гг. [1, 2] для
формализации рассуждений с несколькими неза-
висимыми модальностями. Всестороннее иссле-
дование полупроизведений и произведений было
предпринято в [3]; дальнейшие результаты приве-
дены в [4].

До сих пор изучение полупроизведений отста-
вало от изучения произведений. Например, об-
щая теорема об аксиоматизации полупроизведе-
ний [3, теорема 9.10] намного слабее аналогичной
теоремы о произведениях [3, теорема 5.9]. Во
многих случаях свойства полупроизведений не-
известны.

В настоящей работе изучаются полупроизве-
дения и произведения с логикой S5. Интерес к
ним объясняется аналогией с модальными преди-
катными логиками, замеченной Ж. Фишер-Сер-
ви [5]. Она обобщает интерпретацию S5 в виде
классической логики предикатов с одной пере-
менной, предложенную М. Вайсбергом (см. [3,
раздел 1.3]).

Для исследования полупроизведений и произ-
ведений и соответствующих предикатных мо-
дальных логик предлагается классификация про-
позициональных модальных логик по 4 типам;
приводятся примеры логик различных типов.

В частности, изучаются логики конечной глу-
бины (в терминологии [6]), с дополнительной
“аксиомой густоты”, соответствующей хорнову
условию

Доказывается, что полупроизведения и произ-
ведения этих логик с S5 аксиоматизируются ми-
нимальным образом и разрешимы. Более того,
они финитно аппроксимируемы (полу)произве-
дениями. Отсюда следуют разрешимость и фи-
нитная аппроксимируемость соответствующих
предикатных модальных логик.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
2.1. Пропозициональные модальные логики

N-модальные пропозициональные формулы
строятся из счетного множества пропозицио-
нальных букв , константы ,
связки , и унарных модальностей , …, ; в
данной работе .

Мы используем  как имена пропози-
циональных букв и  как имена формул;
также используем стандартные сокращения ,

∀ ∧ ∧ →, , , ( ).x y z t xRy xRz yRt zRt

1 2 3= { , , , }PL p p p ⊥
→ 1 N

∈ {1,2}N
, , ,p q r
, , ,A B C


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ШЕХТМАН, ШКАТОВ

, , , ,  и итерированные
модальности , . Модальность 1-модального
языка обозначается .

Формула, содержащaя пропозициональные
буквы из множества , называется
k-формулой. 0-формулы (т.е. формулы без пропо-
зициональных букв) называются замкнутыми.

N-модальной пропозициональной логикой назы-
вается множество N-модальных формул, содер-
жащее булевы тавтологии, формулы вида

 и замкнутое относитель-
но правил подстановки, Мodus ponens, и добавле-
ния . Наименьшая такая логика обозначается

; .
Для модальной логики  и формулы A, 

означает . Наименьшая логика, содержа-
щая логику  и множество формул , обозначает-
ся ; для формулы A пишем  вместо

.
Соединением  1-модальных логик  и
 называется логика , где  полу-

чается из  заменой вхождений  на .
Мы используем стандартные определения из

семантики Крипке. N-шкала – это кортеж вида
, где , и 

(элементы W называются точками). Модель Крип-
ке над  – это пара вида , где

. Отношение истинности между точ-
ками модели  и N-модальными формулами
определяется по рекурсии; в частности,

 , если ;
 , если  для всех

.
Формула A (глобально) истинна в  ( )

если , для каждой . A общезначима
в  ( ) если  для каждой модели M над
F.

Если  – множество формул, то  обозна-
чает класс шкал, где общезначимы все формулы
из ; для формулы  полагаем .
Если –логика, то шкалы из  называются

-шкалами.
По теореме корректности .

Также, если  – шкала, то  –
модальная логика. Для класса -шкал  имеем
логику , которая задается
классом .

Логика полна по Крипке, если она задается ка-
ким-нибудь классом шкал. Логика финитно ап-
проксимируема, если она задается некоторым
классом конечных шкал.

¬A ∧A B ∨A B ↔A B i A
n

i n
i
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Лемма 2.1. Если  – 1-модальные логики и
–шкала Крипке, то

Шкалу  можно также рассматри-
вать как классическую модель в сигнатуре

, =}.
Определение 2.2. Модальная логика  элемен-

тарна если класс шкал  определим классиче-
ским предложением первого порядка. -модальная
формула  и классическое предложение  в сигна-
туре  соответствуют друг другу, если
класс шкал  определим предложением .

Определение 2.3. Универсальнoe хорновo предло-
жение в сигнатуре  имеeт вид

где  – конъюнкция атомарных формул.
N-модальная формула называется хорновой,

если она соответствует универсальному хорнову
предложению.

Определение 2.4. 1-модальнaя логика  называ-
ется хорновски аксиоматизируемой, если она име-
ет вид , где каждая формула из  хорнова
или замкнута.

Определение 2.5. Конусом шкалы F = (W, 
с корнем w (обозначение: ) называется ограни-
чение F на множество , где  –
рефлексивное транзитивное замыкание бинарного
отношения S.

Точка w называется корнем F, если .
Лемма 2.6. Пусть F – шкала Крипке на множе-

стве W. Тогда

Определение 2.7. 1-шкала  n-транзитив-
на, если .

-шкала  n-транзитивна если
шкала  n-транзитивна.

Отметим, что точки из множества  (где
) достижимы по путям из w. В n-

транзитивной шкале они достижимы из w не бо-
лее, чем за n шагов, т.е. .

Определение 2.8. p-морфизмом шкалы (W,

 на шкалу  называется
сюръективное отображение  такое,
что

 ;

 .
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Будем рассматривать следующие 1-модальные
формулы и логики (здесь ):

Кратко опишем семантику Крипке для менее
известных из этих логик. Логика  задается
шкалами с условием . Логика

 задается классом транзитивных функцио-
нальных шкал; следовательно,  задается шка-
лой, в которой иррефлексивная точка видит ре-
флексивную точку (рис. 1). Логикa  задается
шкалами , где , для всех .

Определение 2.9. 1-шкала  называется гу-
стой если  или, что эквивалентно,

 .
Лемма 2.10.  состоит из всех

густых шкал. Логика  полна по Крипке, и пото-
му задается классом густых шкал.

2.2. Произведения и полупроизведения
Определение 2.11. Произведением 1-шкал

 и  называется 2-шкала
, где

Полупроизведением  и  называется ограни-
чение  на множество  такое,
что  (т.е.  горизонтально замкнуто).

Лемма 2.12. Если  – полупроизведение  и , a
 – точка из  ( ), то  – полупро-

изведение  и .
Если  и  – классы 1-шкал, то положим

Определение 2.13. Для 1-модальных пропозицио-
нальных логик ,  определим произведение

 и полупроизведение :

> 1n

 ↔ →
 → →

 
  

:= ; := ;
:= ; := ;

det p p ref p p
sym p p 4 p p

≠
 → ¬  ∧ ¬

 → 

∧ ∧
0

:= ; := (  );

:= .

n i j
i n j i

5 p p alt p p

Ath p p
 

 


+ +

⋅ + +
:= ; := ;

:= ; := ;
ref 4
ref det

T K K4 K
T K SL4 K4 

+ +
+ + +

+

:= ; := ;
:= ; := ;

:= .
n n

K 5 5
ref sym alt

K Ath

K5 K45 K4
S5 K4 Alt K

K05

⋅ T
∀ ∀ →( )x y xRy yRy

SL4
SL4

nAlt
( , )W R <| ( )|R w n ∈w W

( , )W R
− ⊆1 2R R R

∀ ∈, , ,x y z u W ( & & )xRy xRz yRu zRu
( ) = ( )AthV V K05

K05

1 1 1= ( , )F W R 2 2 2= ( , )F W R
× ×1 2 1 2= ( , , )h vF F W W R R

⇔
⇔

1

2

( , ) ( ', ') ' & = ';
( , ) ( ', ') = ' & '.

h

v

x y R x y xR x y y
x y R x y x x yR y

1F 2F
×1 2F F ⊆ ×1 2W W W

⊆( )hR W W W
F 1F 2F

ix iF = 1,2i ↑ 1 2( , )F x x
↑1 1F x ↑2 2F x

#1 #2

× × ∈ ∈
−

∈ ∈

1 2 1 2 1 1 2 2

1 2

1 1 2 2

:= { | и },
:= { | полупроизведение

некоторых шкал и }.

F F F F
F F

F F

# # # #

# #

# #



Λ1 Λ2

×Λ Λ1 Λ Λ1 2

В дальнейшем понадобятся следующие 2-мо-
дальные формулы и соответствующие условия на
шкалы:

Определение 2.14. Определим полукоммутатор
 и коммутатор  1-модальных логик

 и :

Лемма 2.15. (1) .

(2) .

(3) .

(4) .

Определение 2.16. Логика  финитно ап-
проксимируема полупроизведениями, если она зада-
ется классом полупроизведений конечных шкал.
Аналогично определяется финитная аппроксимиру-
емость произведениями для логик вида .

Замечание 2.17. Из финитной аппроксимируе-
мости полупроизведениями следует финитная
аппроксимируемость, но не наоборот.

Определение 2.18. 1-модальные логики  и  со-
гласованы по произведению, если , и со-
гласованы по полупроизведению, если .

Теорема 2.19. ([3], теорема 5.9). Если логика 
полна по Крипке и хорновски аксиоматизируема, то

 и S5 согласованы по произведению.
Теорема 2.20. ([3], теорема 9.10). Если

, то  и S5 согласованы по полу-
произведению.

Отметим, что теорема 2.19 дает бесконечно
много примеров согласованных по произведению
логик, а теорема 2.20 – всего четыре примера со-
гласованнoсти по полупроизведению.

× ×
 

Λ Λ Λ Λ
Λ Λ Λ Λ

1 2 1 2

1 2 1 2
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 := ( ( ) ( )).

L V V
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Рис. 1. Модель  над шкалой  (с универсальным
).
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2.3. Монадические модальные предикатные логики
Mонадические фрагменты 1-модальных пре-

дикатных логик будем называть монадическими
модальными предикатными логиками. Это логики в
языке со счетными множествами индивидных пе-
ременных , одноместных предикат-
ных букв , нульместных предикатных
(т.е. пропозициональных) букв , ло-
гическими символами , , , и . Формулы
определяются обычным образом.

Монадической модальной предикатной логикой
называется множество монадических модальных
предикатных формул, содержащее , классиче-
ски общезначимые предикатные формулы, и за-
мкнутое по правилам предикатной подстановки,
Modus ponens, обобщения, и добавления . Ми-
нимальная такая логика обозначается . Если

–пропозициональная 1-модальная логика, то
 и  , где Ba :=

:=  – формула Баркан.1

Предикатной шкалой Крипке над шкалой
Крипке  называется пара ,
где ,  для всех , и , ес-
ли .

Оценкой в F называется семейство 
локальных оценок:  и .
Предикатная модель Крипке над F – это пара

, где  – оценка в F.
Для модели M отношение истинности  между

точками  и -предложениями (полученными
из формул заменой параметров на элементы )
определяется по рекурсии:

 , если ;

 , если ;
 , если  для каждого

;
 определения для , ,  совпадают с пропо-

зициональными.
Модальная предикатная формула  общезна-

чима в предикатной шкале  (обозначение:
), если ее универсальное замыкание истин-

но во всех точках каждой модели Крипке над .
Если  – предикатная логика, то -шкалой назы-
вается предикатная шкала , в которой все фор-
мулы из  общезначимы; обозначение: .

По теореме корректности [14, теорема 3.2.29],
 – это модальная предикатная

логика (логика шкалы ). Модальной предикатной

1 Обычно , ,  обозначают логики с предикатны-
ми буквами всех валентностей, но мы используем эти обо-
значения для монадических фрагментов.

1 2 3{ , , , }x x x
1 1 1

1 2 3{ , , , }P P P
0 0 0

1 2 3{ , , , }P P P
⊥ →  ∀

K


QK

Λ
+Λ Λ:=Q QK Λ :=Q C +Λ BaQ

∀ → ∀( ) ( )x P x xP x 

QK ΛQ ΛQ C

= ( , )F W R = ( , )F DF
∈= ( )w w WD D ≠ ∅wD w ⊆w vD D

vwR

∈ξ ξ= ( )u u W

ξ ⊆1( )u k uP D ξ ∈0( ) {0,1}u kP

ξ= ( , )M F ξ


w wD
wD

•  0, kM w P ξ 0( ) = 1w kP

•  1, ( )kM w P a ∈ ξ 1( )w ka P
• ∀, ( )M w x A x , ( )M w A a

∈ wa D
• ⊥ → 

A
F

 AF
F

L L
F

L  LF

( ) := { | }ML A AF F
F

логикой класса шкал  (или логикой, заданной
классом ) называется

такие логики называются полными по Крипке.
У каждой предикатной логики  имеется наи-
меньшее полное по Крипке расширение (Крипке-
пополнение): логика  класса всех -шкал.

3. ПРЕДИКАТНЫЕ МОДАЛЬНЫЕ ЛОГИКИ
С 1 ПЕРЕМЕННОЙ, ПОЛУПРОИЗВЕДЕНИЯ, 

И ПРОИЗВЕДЕНИЯ
Напомним определения некоторых видов пре-

дикатных модальных формул:
 1-параметрические формулы содержат не бо-

лее одного параметра;
 формулы с 1 переменной – монадические

формулы с не более чем одной (фиксированной)
переменной x;

 чистые формулы с 1 переменной – формулы с
1 переменной без пропозициональных букв;

 в монодических формулах [3, 7] все подформу-
лы вида  – 1-параметрические.

Монадические монодические ( -)фрагмен-
ты логик , , , и QS4 разрешимы [7, тео-
рема 5.1].2 Несмотря на синтаксическую ограни-
ченность, фрагменты с 1 переменной не менее
выразительны, чем -фрагменты:

Лемма 3.1. (1) Каждая mm-формула QK-эквива-
лентна булевой комбинации формул с 1 переменной;

(2) Каждая 1-параметрическая mm-формула
QK-эквивалентна формуле с 1 переменной.

Далее, каждая формула  с 1 переменной с
пропозициональными буквами  пере-
водится в чистую формулу с 1 переменной

 где  – од-
номестные буквы, не входящие в . Заметим, что

, для любой модальной предикат-
ной логики , поэтому можно считать, что все
формулы с 1 переменной – чистые.

Кроме того, существует сохраняющая об-
щезначимость биекция  между чистыми
формулами с 1 переменной и 2-модальными про-
позициональными формулами:

2 Эти фрагменты, в известной мере, – максимальные разре-
шимые для модальных предикатных логик: для большин-
ства логик фрагменты с 2 переменными, даже в сигнатуре с
одной одноместной предикатной буквой, неразрешимы
[8].

#
#
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⊥ ⊥
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Фрагментом модальной предикатной логики  с
1 переменной называется

Его пропозициональным напарником называется

Иногда называем и  фрагментом логики L
с 1 переменной.

Замечание 3.2. Понятие полноты по Крипке
применимо к фрагментам с 1 переменной:

 полна по Крипке, если существует класс
 шкал такой, что  или, что

эквивалентно, . Очевидно, что
полнота L влечет полноту .

Лемма 3.3. Пусть L – модальная предикатная
логика. Тогда

(1)  – 2-модальная пропозициональная логи-
ка, содержащая .

(2) Если , то .
Предложение 3.4. Пусть  – пропозициональ-

ная 1-модальная логика. Тогда

(1) . 
Следовательно,  для

полных по Крипке логик .

(2) . 
Следовательно,  для

полных по Крипке логик .
Определение 3.5. 1-модальная пропозициональ-

ная логика  согласована с кванторами, если QΛ –
– 1 =  и согласована с формулой Баркан, если

.
Предложение 3.4 (1) означает, что гипотетиче-

ски возможны следующие соотношения:
(1S) ,
(2S) ,
(3S) .
(4S) .
В случае (1S)  и  согласованы по полупро-

изведению. Некоторые логики  этого типа опи-
саны в теореме 2.19. Другие примеры построены в
разделе 6.

В случае (2S)  и  не согласованы по полу-
произведению, но  согласована с кванторами.
Примеры приведены в разделе 4.

Примерами случая (3S) служат логики  (см.
раздел 4). Примеры (4S) неизвестны.

L

− ∈ −( 1)* := { | чистая формула
с 1 переменной}.

L A L A

− ∈ −1 := { | , чистая формула*
с 1 переменной}.

L A A L A

− 1L

−( 1)*L
# − −#( ( ) 1)* = ( 1)*ML L

− −#( ) 1 = 1ML L
−( 1)*L

− 1L
ûK S5

L Ba ⊆ −[ , ] 1LK S5
Λ

⊆ − ⊆ − Λ Λ Λ Λû 1 1 =S5 Q Q S5

⊆ − Λ Λ Λû 1 =S5 Q S5
ΛQ
⊆ − ⊆ − ×Λ Λ Λ Λ[ , ] 1 1 =S5 Q C Q C S5

⊆ − ×Λ Λ Λ[ , ] 1 =S5 Q C S5
ΛQ C

Λ
S5Λ û

−1 = [ , ]Q C S5Λ Λ

− Λ Λ Λû = 1 =S5 Q S5

− == 1S5 Q S5Λ Λ Λû

⊂ − Λ Λ Λû 1S5 Q S5

⊂ − ⊂ Λ Λ Λû 1S5 Q S5
Λ S5

Λ

Λ S5
Λ

nAlt

Предложение 3.4 (2) означает, что гипотетиче-
ски возможны следующие соотношения:

(1P) ,
(2P) ,
(3P) .
(4P) .
В случае (1P)  и  согласованы по произве-

дению. Примеры хорошо известны (теорема 2.19).
(3P) выполняется для логик  (раздел 4).

В случае (2P)  и  не согласованы по произ-
ведению, но  согласована с формулой Баркан;
примеры таких логик неизвестны. Примеры ло-
гик типа (4P) тоже неизвестны.

4. ЛОГИКИ, НЕ СОГЛАСОВАННЫЕ 
ПО ПОЛУПРОИЗВЕДЕНИЮ С 

Следующий результат был впервые сформули-
рован в работе [9] (без доказательства).

Теорема 4.1. Пусть  – пропозициональная 1-мо-
дальная логика такая, что . Тогда

(где ). Следовательно,  и S5 не со-
гласованы по полупроизведению.

Доказательство. Первое включение – строгое,
поскольку . Это видно из мо-
дели  на рис. 1; здесь , и при
этом .

Для обоснования второго включения, ввиду
леммы 2.15 (2), достаточно показать, что

. Это следует из общезначи-
мости формулы  в каждом полупроизве-
дении ( )-шкалы с -шкалой. 

Из теоремы 4.1 следует, что теорема 2.19 не пе-
реносится на полупроизведения (см. также теоре-
му 2.20):

Следствие 4.2. Хорновски аксиоматизируемые
логики , , и  не согласованы по полупро-
изведению с S5.

Более того, имеет место следующий нетриви-
альный факт (анонсирован в [10]; полное доказа-
тельство готовится к публикации):

Теорема 4.3. Каждая полная по Крипке хорнов-
ски аксиоматизируемая логика согласована с кван-
торами.

Следствие 4.4. Логики , , и  –
типа (2S).

Замечание 4.5. Стандартное рассуждение пока-
зывает, что существует континуум логик между

 и , что дает, по теореме 2.20, континуум
логик, не удовлетворяющих (1S).

− ×[ , ] = 1 =S5 Q C S5Λ Λ Λ
− ⊂ ×[ , ] = 1S5 Q C S5Λ Λ Λ

⊂ − ×[ , ] 1 =S5 Q C S5Λ Λ Λ
⊂ − ⊂ ×[ , ] 1S5 Q C S5Λ Λ Λ
Λ S5

nAlt
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Замечание 4.6. Если  – логика из утвержде-
ния теоремы 4.1, то  неполна по Крипке [11],
теорема 5.11.

Напомним хорошо известное свойство фор-
мул Янкова–Файна . В несколько другой фор-
ме это свойство приведено в [12].

Предложение 4.7. Пусть  – -транзитивная
-шкала с корнем. Тогда существует -модаль-

ная формула  такая, что для всякой -транзи-
тивной -шкалы 

Теорема 4.8. Если , где
, то  и S5 не согласованы ни по полупроизве-

дению, ни по произведению.
Доказательство. Приведем набросок доказа-

тельства для ; рассуждение в общем случае
аналогично. Пусть  – шкала на рис. 2
справа (петли по  не изображены).

Нетрудно видеть, что . Следо-
вательно,  3-транзитивна.3 Пусть  – формула Ян-
кова–Файна шкалы  и . Очевидно,

что  и, по предложению 4.7, . Поэто-

му , и значит, .

3 Это также видно на рис. 2.

Λ
ΛQ

GX

G n
N N

GX n
N F

⇔ -
.

GF X существует p морфизм
некоторого конуса шкалы F на G


⊆ ⊆ + ⊥Λ 2
n nAlt Alt

> 3n Λ

= 4n
= ( , , )G W R S

S

+ ⊥ 2
4[ , ]G Alt S5

G GX
G ⊥→2

1:= GA X

⊥ 2
1G  GG X

G A ∉ + ⊥2
4[ , ]A Alt S5

С другой стороны, , ибо в про-
тивном случае, по предложению 4.7,  – p-морф-
ный образ конуса , где  – полупроиз-
ведение шкал  и . По лемме 2.12,
этот конус является полупроизведением шкал

 и . По лемме 2.6, первая них – -
шкала. Вторая – конус в S5-шкале, и значит, это –
сгусток (шкала с универсальным отношением).

Однако покажем, что  не может быть p-морф-
ным образом такого полупроизведения. Предполо-
жим, что требуемый p-морфизм f существует и

. Тогда существуют точки 
( ) и  такие, что  = (i, 1) и

 (рис. 2). Тогда  и
, откуда получаем  = (1, 2).

Аналогично имеем  и  =
= (4, 2). Следовательно,  отображается в од-
ну из точек , , а другая из них не являет-
ся значением f. 

Напомним, что модальная предикатная логика
 сильно полна по Крипке, если каждая -непроти-

воречивая теория выполнима в точке модели над
-шкалой. Методом селективных подмоделей

канонической модели (описан в [11]) доказывает-
ся (подробное доказательство см. в [13]).

Теорема 4.9. Каждая логика  сильно полна
по Крипке.

Поскольку добавление замкнутых пропозици-
ональных аксиом сохраняет сильную полноту по
Крипке, получаем:

Следствие 4.10. Каждая логика ,
где , сильно полна по Крипке.

Пропозициональная формула  соответству-
ет первопорядковой универсальной формуле.
Следовательно, по теореме Танаки–Оно [14, тео-
рема 7.4.7], получаем:

Теорема 4.11. Пусть

  ∪ {Altn + , . 

Тогда логика  сильно полна по Крипке.
Отсюда имеем:

Теорема 4.12. Если  или
, где  и , то логика

 удовлетворяет (3S), а  удовлетворя-
ет (3P).

Доказательство. По теореме 4.8,
 и . По теореме

4.9, следствию 4.10 и предложению 3.4(1)
. Следовательно,  – 1.

Аналогично, по теореме 4.11 и предложению

∈ 4A Alt S5
G

↑ 1 2( , )F x x F
1 4F Alt 2F S5

↑ 1F x ↑ 2F x 4Alt

G

0( , ) = (0,1)f x y ( , )ix y
= 1, ,4i 0( , ')x y ( , )if x y

0( , ') = (0,2)f x y 0 2( , ') ( , ')f x y Rf x y

2 2( , ) ( , ')f x y Sf x y 2( , ')f x y
3( , ') = (1,2)f x y 4( , ')f x y

1( , ')x y
(2,2) (3,2)



L L

L

nQAlt

+ ⊥m
nQAlt

> 2m

nalt

∈ { | 1}n nAltΛ > ⊥ | 1m n > 2}m >

ΛQ C

Λ = nAlt
+ ⊥Λ = m

nAlt > 3n > 2m
Λ û S5 ×Λ S5

≠Λ Λ ûS5 S5 ≠ ×Λ Λ[ , ]S5 S5

− =1Q S5Λ Λ û ≠1 S5 QΛ Λ

Рис. 2. Шкала G не является p-морфным образом по-
лупроизведения Alt4-конуса и сгустка.
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3.4(2), . Следовательно, QΛC –
– . 

Проблемa 4.13. Найти аксиоматику логик вида
 и , где  –

логика из теоремы 4.11.

5. ЛОКАЛЬНАЯ ТАБЛИЧНОСТЬ 
И МОДАЛЬНАЯ ГЛУБИНА

Сначала напомним некоторые определения и
факты из [15]. Рассматриваем N-модальные про-
позициональные формулы и логики.

Определение 5.1. Для формулы A модальной глу-
биной  называется максимальное число вло-
женных вхождений модальностей:

Определение 5.2. Модальная глубина 
формулы  в модальнoй логикe  определяется сле-
дующим образом:

Определим модальную глубину  логики :

Определение 5.3. Логика  локально таблична,
если для любого конечного k существует лишь конеч-
ное число k-формул, попарно не эквивалентных в .

Предложение 5.4.
(1) Каждая локально табличная логика финитно

аппроксимируема.
(2) Каждая логика конечной модальной глубины

локально таблична.

6. ЛОГИКИ, СОГЛАСОВАННЫЕ 
ПО ПОЛУПРОИЗВЕДЕНИЮ С S5

В этом разделе мы покажем, что логики
 согласованы по полупроизведению с

S5 и что соответствующие полупроизведения ло-
гик финитно аппроксимируемы полупроизведе-
ниями. Введем обозначения:

Теорема 6.1. .
Доказательство использует бисимуляционные

игры (см. [15, 16]).
Отсюда, по предложению 5.4, получаем:

− ×Λ Λ1 =Q C S5
≠1 [ , ]S5Λ 

− 1 (= )Q S5Λ Λ − ×1 (= )Q C S5Λ Λ Λ
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Λ Λ Λ

Λ Λ

û

−Λ <( ) 2 1nmd n

Следствие 6.2. Логики ,  финитно аппрок-
симируемы.

Для доказательства согласованности по полу-
произведению с S5 и финитной аппроксимируе-
мости полупроизведениями достаточно постоить
p-морфизм полупроизведения конечной -
шкалы и конечного сгустка на конечный -ко-
нус. Мы строим его за несколько шагов (леммы 6.6–
6.10).

Определение 6.3. Пусть  и
 – шкалы. Отображение

 называется сильным гомоморфизмом
 в  если для всех  и каждого ,

Лемма 6.4. Всякий сюръективный сильный гомо-
морфизм является p-морфизмом и элементарной
эквивалентностью для формул без равенства.

Таким образом, если  элементарна (в сигна-
туре без равенства), то класс шкал  устойчив
относительно сильных гомоморфных прообра-
зов.

Определение 6.5. Пусть  –
-шкала.

 Строкой в  называется класс эквивалентно-
сти по отношению .

 Столбцом в  называется класс эквивалент-
ности по отношению .

 Блоком в  называется непустое пересечение
строки и столбца.

  организована, если для любой ее строки U
шкала  – с корнем.

  – ровная, если каждый ее столбец состоит
из блоков одного размера.

  – прямая, если все ее блоки одноэле-
ментны.  

Лемма 6.6 (об организации). Каждая конечная
-шкала с корнем – сильный гомоморфный образ

конечной организованной -шкалы с корнем; ана-
логично для -шкал.

Доказательство. Пусть  – -
шкала с корнем. Точка  называется -ми-
нимальной, если . Положим

и определим отношения на :

Λn Λ'n

Λ0n

Λn
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Тогда  – организованная шкала с кор-
нем, а отображение  – искомый силь-
ный гомоморфизм на . 

Лемма 6.7 (о выравнивании). Каждая конечная
организованная -шкала с корнем – сильный гомо-
морфный образ конечной ровной -шкалы с корнем;
аналогично для -шкал.

Доказательство. Для выравнивания шкалы
 добавляем точки к блокам так, что-

бы все блоки одного столбца были одного разме-
ра. При этом пользуемся тем, что, для любых бло-
ков  и  в  и ,

(1)

Поэтому пишем , если .
Заменяем каждый блок  в  блоком , размер
которого – максимальный в столбце, содержа-
щем . Пусть . В силу (1),
можем корректно определить для ,  и

,

Тогда шкала  – ровная. Cюръ-
ективное отображение, переводящее каждую точ-
ку каждого блока  из  в точку блока  из  –
сильный гомоморфизм. 

Лемма 6.8 (о выпрямлении). Каждая конечная
ровная -шкала с корнем – сильный гомоморфный
образ конечной прямой -шкалы с корнем; анало-
гично для -шкал.

Доказательство. Для выпрямления шкалы
 сначала строим шкалу, где все

столбцы имеют размер , равный размеру наи-
большего столбца в . Для этого положим

,

и определим  так, что если  и  – блоки из од-
ного столбца в , , и , то, для фиксиро-
ванных нумераций  блока  и  блока ,

(2)

Тогда отображение  – сильный гомо-

морфизм шкалы  на . 
Из лемм 6.6, 6.7, 6.8 и 6.4 непосредственно по-

лучаем:
Лемма 6.9. Каждая конечная -шкала с корнем –

p-морфный образ конечной прямой -шкалы с кор-
нем; аналогично для -шкал.
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F 
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Лемма 6.10. Каждая конечная прямая -шкала
с корнем изоморфна полупроизведению -шкалы и
сгустка; аналогично для -шкал и произведений.

Доказательство. Если  – конеч-
ная прямая шкала c корнем , то она изоморфна
(полу)произведению шкалы  и
сгустка, точки которого – это строки . 

Теорема 6.11.

(1) Логики  и S5 согласованы по полу-
произведению и по произведению.

(2) Логики  финитно аппрокси-

мируемы полупроизведениями, а  –
произведениями.

Доказательство. Пусть опять ,
, .

(1) Пусть . По следствию 6.2,  финит-
но аппроксимируема. Следовательно,  опровер-
гается в конечной -шкале  с корнем. По лем-
мам 6.9 и 6.10,  – p-морфный образ полупроиз-
ведения  конечной -шкалы и конечного
сгустка. Поскольку p-морфизмы сохраняют об-
щезначимость модальных формул, .

Следовательно, . Обратное утвер-
ждение следует из леммы 2.15(3).

Доказательство для  аналогично.
(2) Так как  конечна,  финитно ап-

проксимируема полупроизведениями, а  –
произведениями. 

Результаты разделов 2, 4, 6 получены В.Б. Шехт-
маном, разделов 1, 3, 5 – Д.П. Шкатовым.
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В статье предложена новая модель динамики роста населения Земли, включающая в себя дискрет-
ные уравнения динамики процентных приростов интегральных объемов притока и оттока и балан-
совое уравнение численности населения. Сформулированы принцип динамического баланса демо-
графического процесса и условие интервальной динамической согласованности, основанной на
этом принципе. Приводится тестовый пример прогнозирования роста населения Земли в период с
2011 по 2021 г., демонстрирующий возможность построения линейных динамических трендов про-
центного прироста интегрального объема умерших людей, динамически согласованных с соответ-
ствующими интервалами статистики интегральных объемов родившихся детей более ранних пери-
одов. На основе предложенной модели построен прогноз роста численности населения Земли после
2021 г., предполагающий, что к 2050 г. численность населения достигнет значения 9.466 млрд, а в
2063 г. выйдет на максимальный уровень 9.651 млрд, после чего численность населения Земли нач-
нет снижаться и в 2100 г. составит 8.670 млрд.
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В октябре 2022 г. Организация объединенных
наций объявила, что 15 ноября 2022 г. числен-
ность населения Земли превысит 8 млрд человек,
в 2037 г. преодолеет отметку 9 млрд, а в 2058 при-
близится к уровню в 10 млрд человек [1]. Отдел
народонаселения ООН публикует обзоры “Ми-
ровые демографические перспективы (World
Population Prospects)” начиная с 1951 г. [2] и по-
стоянно их обновляет с учетом новых данных и
предположений, предлагает сценарии будущей
динамики рождаемости, смертности и междуна-
родной миграции, прогнозы численности населе-
ния Земли до 2100 г., основанные на используе-
мой в ООН методологии. Основной подход этой
методологии, лежащий в основе демографиче-
ских оценок и прогнозов, является тем же самым,
что и в более ранних редакциях: CCMPP – cohort-
component method for projecting population. Это,
пожалуй, самый популярный сегодня метод про-
гнозирования среди демографов, который также
используется и Отделом народонаселения после
его уточнения в 1963 г. [3]. Проблемы роста насе-

ления планеты были представлены в известном
докладе Римскому клубу по проекту о затрудни-
тельном положении человечества (Project on the
Predicament of Mankind) [4], который широко из-
вестен как “Пределы роста”. Хейнц фон Фёрстер
в своей статье [5] сформулировал Закон гипербо-
лического роста численности населения Земли и
представил прогноз наступления “Судного дня”
13 ноября 2026 г., при приближении к которому
численность населения Земли должна устремить-
ся в бесконечность.

Народонаселение Земли как совокупность
всех людей, живущих в данное время на Земле,
представляет собой сложную систему, на эволю-
цию которой влияют многочисленные факторы.
В этой системе можно выделить динамические
процессы притока и оттока. Объемы притока и
оттока в значительной степени определяют дина-
мику изменения численности населения. Дина-
мические процессы притока и оттока исследуют-
ся не только в демографии, но и в таких областях
научной и практической деятельности, как мате-
матическое моделирование в иммунологии, важ-
нейший вклад в которую внесли научные труды
академика Г.И. Марчука и его учеников [6, 7], мо-
делирование распространения инфекционных
заболеваний [8, 9] и др. Важной особенностью
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динамики процессов притока и оттока, на наш
взгляд, является свойство сбалансированности
интегральных объемов притока и оттока. Значи-
тельный вклад в разработку системного подхода к
исследованию динамики роста населения Земли
внесли сформулированные в статье академика
С.П. Капицы [10] основы феноменологической
теории роста. В этой модели введен специальный
параметр τ, названный макроскопическим пара-
метром феноменологии и призванный ограни-
чить скорость роста численности населения в
окрестности предельной точки роста, указанной
Фёрстером. Модель Капицы со значением , рав-
ным 42 г., как и модель, использованная ООН для
прогноза динамики численности населения Зем-
ли, достаточно точно (около 99%) прогнозируют
рост численности населения Земли до 2005 г., од-
нако уже прогноз на 2010 г. демонстрирует точ-
ность лишь около 92% (см. табл. 3 в статье [10]).
Первый долгосрочный прогноз роста населения
был представлен ООН в 1992 г. [11]. Он определил
следующие значения численности населения:
2025 г. – 8.5 млрд, 2050 – 10 млрд, 2075 –
10.8 млрд, 2100 – 11.2 млрд, 2125 – 11.4 млрд,
2150 – 11.5 млрд. В обзоре [12] 2022 г. представле-
ны следующие прогнозы: 2022 – 7.942 млрд,
2030 – 8.512 млрд, 2050 – 9.687 млрд.

В соответствии с информацией ООН [2], име-
ем временные ряды численности населения ,
количества родившихся детей  и умерших лю-
дей . Эти ряды описывают ежегодные значе-
ния численности населения (количество людей в
системе Народонаселение Земли) и ежегодные
объемы притока в систему и оттока из нее. Ми-
грационные потоки, как в систему, так и из нее, в
модели народонаселения Земли полагаются рав-
ными нулю. Начальный 1950 г. имеющейся стати-
стики обозначим через , конечный на данный
момент времени 2021 г. – T. При этом для любого
значения  указанного промежутка выполнены
неравенства  и . Рассмотрим воз-
растающие относительно  функции

где
  – интегральный объем притока в

систему на промежутке времени от t0 до ,
  – интегральный объем оттока

из системы на промежутке времени от t0 до .
Полученные временные ряды  и

,  представляют собой
интегральную форму временных рядов  и .
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Будем их в дальнейшем называть интегральными
рядами рождаемости и смертности. Заметим, что

 = B(t0) и , B(t) =
= , t – 1) и D(t) = IntD(t0, t) –
‒ , t – 1).

Балансовое уравнение демографического про-
цесса [3] без учета миграции запишем в следую-
щем виде

(1)

где  есть значение численности населения
Земли на 1 января года  или, что практически то
же самое, на 31 декабря предыдущего года .

Обозначим через  – процентный прирост
интегрального объема притока в систему, вычис-
ляемый по формуле

а через  – процентный прирост интегрально-
го объема оттока из системы

Рассмотрим систему дискретных уравнений с
параметрами  и  при 

(2)

(3)

(4)

Обратим внимание на то, что для любого года ,
начиная с 1951 г., найдется такое , при кото-
ром значение  превосходит значения

 (см. табл. 1). Например, интегральный
объем оттока в 1951 г. (0.097 млрд) больше инте-
грального объема притока в 1950 г. (0.092 млрд).

Можно также заметить, что интегральный объем
оттока в 2000 г. (2.487 млрд) больше интегрального
объема притока в 1971 г. (2.393 млрд), но меньше ин-
тегрального объема притока в 1972 г. (2.516 млрд).
Такое свойство интегральных объемов оттока и
притока будем называть их интервальной динамиче-
ской сбалансированностью. Можно сказать, что в на-
шем примере интегральный объем оттока в 2000 г.
сбалансирован с интервалом прошлых значений
интегральных объемов притока, зафиксирован-
ных в статистике на 28 и 29 лет раньше.
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Рассмотрим следующую задачу целочисленно-
го программирования при фиксированном t =
= . Найти

(5)

при условии

1951,1952,...,2021

τ≤
τ

0<
min ,
t t

(6)

Учитывая монотонное возрастание функций
 и  и справедливость для любого

t неравенства , задача (5)–(6)
имеет единственное решение. Это решение обо-
значим 

τ ≥0 0( , ) ( , ).IntB t IntD t t

0( , )IntB t t 0( , )IntD t t
0 0( , ) > ( , )IntB t t IntD t t

τ( ).t

Таблица 1. Динамика численности населения, интегральных рядов и процентных приростов по данным ООН
с 1950 по 2021 г.

Год  
(млрд)

 
(млрд)

 
(млрд)

Год  
(млрд)

 
(млрд)

 
(млрд)

1950 2.520 0.092 – 0.049 – 1986 4.995 4.295 3.33% 1.778 2.80%
1951 2.565 0.185 100.82% 0.097 99.44% 1987 5.087 4.436 3.27% 1.826 2.74%
1952 2.615 0.283 52.78% 0.145 48.97% 1988 5.178 4.576 3.16% 1.876 2.70%
1953 2.665 0.380 34.53% 0.192 32.77% 1989 5.270 4.717 3.09% 1.925 2.62%
1954 2.719 0.480 26.40% 0.240 24.42% 1990 5.363 4.859 3.02% 1.974 2.58%
1955 2.773 0.582 21.19% 0.287 19.61% 1991 5.450 5.000 2.83% 2.024 2.54%
1956 2.829 0.684 17.49% 0.333 16.34% 1992 5.535 5.132 2.72% 2.075 2.48%
1957 2.887 0.790 15.49% 0.380 14.19% 1993 5.619 5.267 2.62% 2.125 2.45%
1958 2.945 0.894 13.23% 0.427 12.30% 1994 5.702 5.401 2.55% 2.177 2.42%
1959 2.996 1.000 11.39% 0.479 12.01% 1995 5.784 5.535 2.47% 2.228 2.36%
1960 3.043 1.100 10.26% 0.534 11.49% 1996 5.866 5.668 2.40% 2.280 2.31%
1961 3.094 1.200 9.19% 0.584 9.37% 1997 5.947 5.801 2.34% 2.331 2.26%
1962 3.160 1.311 9.34% 0.630 7.95% 1998 6.028 5.933 2.28% 2.383 2.22%
1963 3.232 1.432 9.13% 0.677 7.50% 1999 6.108 6.065 2.23% 2.435 2.18%
1964 3.302 1.549 8.20% 0.724 6.95% 2000 6.190 6.199 2.21% 2.487 2.14%
1965 3.372 1.667 7.61% 0.773 6.69% 2001 6.272 6.333 2.16% 2.539 2.09%
1966 3.441 1.784 7.03% 0.821 6.22% 2002 6.353 6.467 2.12% 2.592 2.07%
1967 3.501 1.901 6.55% 0.869 5.84% 2003 6.435 6.601 2.08% 2.645 2.04%
1968 3.584 2.023 6.40% 0.911 5.52% 2004 6.517 6.737 2.05% 2.697 2.00%
1969 3.576 2.145 6.04% 0.965 5.26% 2005 6.600 6.873 2.02% 2.751 1.97%
1970 3.733 2.269 5.79% 1.013 5.03% 2006 6.683 7.009 1.99% 2.804 1.93%
1971 3.807 2.393 5.45% 1.063 4.90% 2007 6.769 7.148 1.98% 2.857 1.90%
1972 3.882 2.516 5.15% 1.111 4.51% 2008 6.855 7.288 1.96% 2.911 1.89%
1973 3.958 2.640 4.90% 1.159 4.29% 2009 6.942 7.429 1.94% 2.965 1.85%
1974 4.033 2.762 4.64% 1.206 4.10% 2010 7.029 7.571 1.91% 3.019 1.83%
1975 4.106 2.882 4.36% 1.254 3.95% 2011 7.117 7.713 1.88% 3.074 1.80%
1976 4.180 3.003 4.19% 1.301 3.78% 2012 7.206 7.857 1.87% 3.129 1.78%
1977 4.252 3.124 4.00% 1.348 3.59% 2013 7.295 8.001 1.83% 3.184 1.76%
1978 4.327 3.244 3.89% 1.395 3.48% 2014 7.383 8.144 1.80% 3.239 1.73%
1979 4.404 3.368 3.83% 1.442 3.36% 2015 7.470 8.287 1.75% 3.295 1.73%
1980 4.484 3.495 3.76% 1.489 3.28% 2016 7.557 8.430 1.73% 3.351 1.71%
1981 4.566 3.624 3.70% 1.537 3.18% 2017 7.643 8.573 1.69% 3.408 1.70%
1982 4.650 3.757 3.66% 1.584 3.10% 2018 7.725 8.712 1.63% 3.465 1.68%
1983 4.733 3.888 3.49% 1.632 3.04% 2019 7.805 8.850 1.58% 3.523 1.67%
1984 4.818 4.021 3.43% 1.681 2.96% 2020 7.877 8.986 1.53% 3.586 1.79%
1985 4.905 4.157 3.37% 1.729 2.90% 2021 7.942 9.120 1.49% 3.656 1.93%

( )N t ( )IntB t
( )Br t

( )IntD t
( )Dr t

( )N t ( )IntB t
( )Br t

( )IntD t
( )Dr t
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Таблица 2. Прогнозируемые параметры и демографические показатели для периода с 2011 по 2021 г. по данным
статистики до 2011 г.

Год  (млрд)  
(млрд)

 
(млрд)

Точность 
(%) 

прогноза 

2011 7.116 1.87% 7.712 1.81% 3.074 99.99% 34 34

2012 7.202 1.83% 7.853 1.78% 3.129 99.94% 34 34

2013 7.287 1.79% 7.993 1.76% 3.184 99.90% 35 35

2014 7.372 1.75% 8.133 1.73% 3.239 99.85% 35 35

2015 7.455 1.71% 8.272 1.71% 3.294 99.80% 36 36

2016 7.538 1.67% 8.410 1.68% 3.350 99.74% 36 37

2017 7.619 1.63% 8.546 1.66% 3.405 99.69% 37 37

2018 7.699 1.59% 8.682 1.63% 3.461 99.66% 37 38

2019 7.778 1.55% 8.816 1.61% 3.516 99.65% 38 38

2020 7.877 1.53% 8.986 1.79% 3.586 99.99% 38 39

2021 7.942 1.49% 9.120 1.93% 3.656 99.94% 39 39

 ( )N t  ( )Br t
( )IntB t  ( )Dr t

( )IntD t

 ( )N t

θ( )t θ ( , (.))Dt r

Таблица 3. Прогноз численности населения Земли с 2022 до 2100 г.

Год  (млрд)  
(млрд)

 
(млрд)

 – 

2022 8.005 1.46% 9.253 1.92% 3.726 40 40 0

2023 8.066 1.43% 9.385 1.91% 3.797 40 40 0

2024 8.127 1.40% 9.517 1.86% 3.868 41 41 0

2025 8.187 1.37% 9.647 1.81% 3.938 41 41 0

2030 8.483 1.22% 10.281 1.56% 4.276 44 44 0

2033 8.655 1.13% 10.643 1.41% 4.466 45 45 0

2035 8.767 1.07% 10.876 1.31% 4.587 47 47 0

2040 9.038 0.92% 11.420 1.06% 4.860 49 49 0

2041 9.090 0.89% 11.522 1.03% 4.910 50 50 0

2042 9.140 0.86% 11.621 1.00% 4.959 51 51 0

2045 9.280 0.77% 11.902 0.92% 5.101 53 53 0

2050 9.466 0.62% 12.313 0.82% 5.324 55 56 0

2060 9.648 0.32% 12.886 0.62% 5.716 60 63 3

2061 9.6510 0.29% 12.924 0.60% 5.750 61 64 3

2062 9.6512 0.26% 12.958 0.58% 5.784 61 65 4

2064 9.6506 0.25% 12.990 0.56% 5.816 62 65 3

2100 8.670 0.18% 14.000 0.38% 6.910 – – –

 ( )N t  ( )Br t
( )IntB t  ( )Dr t

( )IntD t θ( )t θ ( , (.))Dt r θ ( , (.))Dt r θ( )t
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Теорема 1 (принцип динамического баланса демо-
графического процесса). Предположим, что для любо-
го  справедливо неравенство .
Пусть  есть решение задачи (5)–(6) при .
Тогда для любого года  выполняется следующее
условие интервальной согласованности, выражен-
ное неравенством

(7)

Доказательство. Имеем, что для любого
года  выполнено неравенство (6), т.е.

 А поскольку  есть мини-
мальное значение задачи (5)–(6), то очевидно вы-
полнено и неравенство .
Теорема доказана. h

Будем называть функцию  харак-
теристикой динамического баланса демографиче-
ского процесса. Обращает на себя внимание тот
факт, что значения характеристики динамиче-
ского баланса , вычисленные с использований
найденных решений  задачи (5)–(6), возраста-
ют (за редким исключением) на единицу каждые
два года, начиная с 1963 г. То есть в 1963 и 1964 гг.
ее значение равно 7, в 1965 и 1966 гг. – 8, в 1967 и
1968 – 9, и так далее. Систему дискретных уравне-
ний (2)–(4) с параметрами ,  совместно
неравенством (7), будем называть балансовой мо-
делью роста населения Земли.

Анализ ежегодных значений рождаемости и
смертности в период с 1950 по 2021 г. показывает,
что годовые значения рождаемости  и смерт-
ности  на разных промежутках то возрастают,
то убывают, однако, для всех значений t рождае-
мость превышает смертность. Для интегральных
значений объемов притока и оттока выполняется
неравенство . При этом про-
центный прирост интегрального объема притока

 монотонно убывает. То же до 2019 г. демон-
стрирует и процентный прирост интегрального
объема оттока , за исключением 2020 и 2021 г.,
когда он возрастает с уровня 1.67% в 2019 г. до
уровня 1.93% в 2021 г. Последнее обстоятельство,
очевидно, является следствием пандемии
COVID-19.

Рассмотрим тестовый пример построения
прогноза с 2011 по 2021 г. по данным статистики
до 2010 г. Для выбора прогнозных значений пара-
метров  и  мы используем подход, успеш-
но зарекомендовавший себя при прогнозирова-
нии значений процентного прироста общего коли-
чества заболевших в период пандемии COVID-19,
подробно рассмотренный в статьях [8, 9]. Анали-
зируя динамику уменьшения процентных приро-
стов интегральных рядов рождаемости и смерт-
ности в табл. 1, следует обратить внимание на то
что, начиная с 1970 г., продолжительность перио-
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да снижения этих показателей на 1% по сравне-
нию с текущими значениями возрастает. Напри-
мер,  с уровня 6.04% в 1969 г. снижается до
уровня 4.9% в 1973 г. за четыре года, а от отметки
4.9% до уровня 4% уже за пять лет, с уровня 4% до
уровня 3.02% – за 13 лет, а с уровня 3.02% до уров-
ня 1.99% – за 16 лет. С учетом этих наблюдений
прогноз процентного прироста интегрального
объема притока в систему, основанный на дан-
ных статистики с 1950 до 2010 г., можно постро-
ить, предположив, что его снижение с уровня 1.91%
в 2010 г. до уровня на  процент меньше может
продолжаться примерно от 22 до 28 лет. Если
взять в качестве оценки продолжительности та-
кого снижения 25 лет, то равномерно убывающий
тренд прогнозируемых значений прироста инте-
грального объема притока можно представить в
виде

(8)

а с учетом аналогичных рассуждений равномерно
убывающий тренд значений процентного приро-
ста интегрального объема оттока в виде

(9)

Вычисленные при использовании формул (8)
и (9) значения процентных приростов , 
подставим в уравнения системы (2)–(4) и полу-
чим прогнозные траектории интегрального объе-
ма притока , интегрального объема оттока

 и численности населения Земли  про-
межутке от 2011 до 2021 г. Полученные при такой
подстановке значения внесены в табл. 2.

В предпоследний столбец табл. 2 внесены про-
гнозные значения характеристики динамическо-
го баланса с учетом наблюдения о возрастании ее
значений на единицу каждые два года. Значения
характеристики динамического баланса 
в предпоследнем столбце табл. 2 вычислены при
решении задачи (5)–(6), в которой использованы
прогнозируемые значения интегральных объемов
оттока , полученные при использовании
тренда (9). Заметим, что значения  и  в
последнем и предпоследнем столбцах почти сов-
падают. Оценка точности прогноза численности
населения в год t, выраженная в процентах, вы-
числяется по формуле

Отметим, что точность прогнозирования чис-
ленности населения Земли, указанная в столбце 7
табл. 2, практически равна 100%.
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Прогнозы численности населения Земли, про-
центных приростов интегральных объемов при-
тока и оттока с 2022 по 2064 г., приведенные в
табл. 3, построены по той же методике, что и про-
гнозы в тестовом примере. В качестве оценки
продолжительности снижения процентного при-
роста  с уровня 1.49 на 1% при расчетах взято
34 года, поэтому равномерно убывающий тренд
прогнозируемых значений прироста интеграль-
ного объема притока можно представить в виде

Учитывая динамику снижения ежегодной
рождаемости в течение 2016–2021 гг., такой тренд
можно, по нашему мнению, назвать умеренным.
Тренд процентного прироста  выбран на ос-
нове статистики до 2021 г. и вычисляется по фор-
муле

Тренд значений характеристики динамиче-
ского баланса  продолжает ее прогнозный
тренд в тестовом примере. При этом тренд харак-
теристики динамического баланса  пол-
ностью совпадает с трендом  до 2050 г.

Отметим, что прогноз динамики численности
населения Земли после 2021 г. и интегральных
объемов притока и оттока, приведенные в табл. 3,
предлагают следующие ориентиры:

 В 2050 г. численность населения достигнет
значения 9.466 млрд.

 В 2062 г. выйдет на максимальный уровень
9.561 млрд, и затем начнет медленно снижаться.

 К 2100 г. численность населения Земли сни-
зится до 8.670 млрд, что соответствует прогнози-
руемой численности населения на 2033 г.

 Уровень ежегодной рождаемости опустится к
2042 г. до 100 млн и затем продолжит снижаться.

 В 2063 г. смертность впервые превысит рож-
даемость.
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The article proposed a new model of the dynamics of growth of the World population, including discrete
equations of the dynamics of percentage increases in integral volumes of inflow and outflow and a balance
equation of population size. The principle of the dynamic balance of the demographic process and the con-
dition of interval dynamic consistency based on this principle are formulated. A sample example of forecast-
ing the growth of the World population in the period from 2011 to 2021 is given, demonstrating the possibility
of building linear dynamic trends in the percentage increase in the integral volume of dead people, dynami-
cally consistent with the corresponding intervals of statistics on the integral volumes of born children of earlier
periods. Based on the proposed model, a forecast of the growth of the World population after 2021 was built,
assuming that by 2050 the population will reach 9.466 billion, and in 2062 it will reach the maximum level of
9.561 billion, after which the World population will begin to decline and in 2100 will amount to 8.670 billion.
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