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В статье представлен анализ известных из предыдущих работ неустойчивостей в двумерной мате-
матической модели равновесия плазмы. Конкретно рассмотрен пример распрямленной в цилиндр
тороидальной магнитной ловушки “Галатея-Пояс”, обладающей плоской симметрией. Установ-
лено, что наблюдавшиеся ранее большие значения двумерной скорости возмущений в плоскости
сечения цилиндра возникают на периферии конфигурации вблизи ее условной границы, не растут
со временем, а обязаны как угодно малым значениям плотности, которая не определяется идеали-
зированной моделью строгого равновесия. Варьируя плотность, можно влиять на устойчивость.
Трехмерные (гофрированные вдоль оси цилиндра) возмущения растут со временем в соответствии
с традиционной по Ляпунову неустойчивостью. Расчеты позволяют определить зависимость ее ко-
личественных характеристик от параметров задачи.

Ключевые слова: магнитоплазменные конфигурации, модель равновесия, устойчивость конфигу-
раций, возмущения.
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Устойчивость плазменных конфигураций,
удерживаемых в равновесии магнитным полем
ловушек, является постоянной темой исследова-
ний, направленных на реализацию управляемого
термоядерного синтеза (УТС). Существенную
роль в них играют математическое моделирование
и расчеты с применением современной высоко-
производительной вычислительной техники.

Модели равновесных конфигураций плотной
квазинейтральной плазмы в приближении механи-
ки сплошных сред строятся в терминах краевых за-
дач с системой уравнений плазмостатики∗

∇𝑝 = j × H; j = rot H; div H = 0 (1)

1Институт прикладной математики им. М. В. Келдыша
РАН, Москва, Россия

2Национальный исследовательский ядерный университет
“МИФИ”, Москва, Россия

*E-mail: brush@keldysh.ru
**E-mail: kriuchenkov.viacheslav@mail.ru

***E-mail: eugene.v.stepin@gmail.com
1 Здесь и далее все физические величины безразмерные,

т.е. отнесены к единицам измерения, составленным из раз-
мерных констант задачи

для трех функций: давления плазмы 𝑝, напряжен-
ности магнитного поля H и плотности электриче-
ского тока j. Они следуют из уравнений магнит-
ной газодинамики (МГД) и уравнений Максвел-
ла. Задачи описывают распределение этих величин
в пространстве ловушки и в общем случае трехмер-
ны.

Ситуация существенно упрощается, если рас-
сматриваемая ловушка обладает какой-либо сим-
метрией (плоской, осевой, винтовой, …) или до-
пускает ее в каком-либо приближении. Уравне-
ния (1) при этом сводятся к одному скалярному по-
лулинейному уравнению Грэда–Шафранова [1, 2],
плоский вариант которого имеет вид

Δψ + 𝑑𝑝
𝑑ψ

+ 𝐼
𝑑𝐼
𝑑ψ
= 0, (2)

где ψ(𝑥, 𝑦)–– 𝑧-компонента вектор-потенциала
магнитного поля, 𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝐻𝑧, и 𝑝, ψ, 𝐼 функцио-
нально зависимы друг от друга: функции 𝑝 = 𝑝(ψ)
и 𝐼 = 𝐼(ψ) должны быть заданы при постановке
задачи о конкретной ловушке с учетом имеющейся
или требуемой информации о ней. Численное
решение краевых задач с уравнением (2) или его
разновидностями позволяет определить основные

3
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свойства равновесных конфигураций плазмы
в тороидальных ловушках и их распрямленных
в цилиндр аналогах: геометрию магнитных поверх-
ностей ψ = const и изобар, а также необходимую
количественную информацию.

В цикле работ авторов (см. [3, 4] с подробной
библиографией) изложены математическая модель
равновесия плазмы в цилиндрическом аналоге
предложенной А. И. Морозовым тороидальной ло-
вушки “Галатея–Пояс” [5]. В плазменный цилиндр
погружены два параллельных оси проводника с то-
ком, создающие необходимое для удержания маг-
нитное поле и не соприкасающиеся с горячей плаз-
мой (рис. 1). Модель получена в результате решения
краевой задачи с уравнением (2) в квадратном сече-
нии цилиндра. Функции 𝑝(ψ), 𝐼(ψ) задаются фор-
мулами

𝑝(ψ) = 𝑝0 exp(−(ψ −ψ0

𝑞
)

2
) ;

ψ0 = ψ(0, 0); 𝐼(ψ) ≡ 𝐻𝑍 ≡ 0,
(3)

которые отражают отсутствие продольного магнит-
ного поля 𝐻𝑧 и быстрое убывание давления от мак-
симального значения 𝑝0 в центре и на проходящей
через него магнитной сепаратрисе в стороны про-
водников и внешней границы. На рис. 1 приве-
ден пример численного решения одного из вариан-
тов задачи: магнитное поле представлено силовы-
ми линиями ψ(𝑥, 𝑦) = const, которые являются изо-
барами согласно (3).

Рис 1. Распределение магнитного поля в ловушке “Галатея–
Пояс”.

Решение получено итерационным методом
установления в разностном аналоге обсуждаемой
задачи.

Устойчивость магнитоплазменных конфигура-
ций в ловушках, необходимая с точки зрения про-

грамм УТС, исследуется в основном относитель-
но малых возмущений упомянутых выше функ-
ций и скорости плазмы в линейном приближе-
нии [6–8]. Уравнения МГД, линеаризованные на
равновесии, имеют вид

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρ
𝜕V1

𝜕𝑡
+∇𝑝1 = [rot H1, H] + [j𝑝𝑙, H1] ,

𝜕𝑝1

𝜕𝑡
+ (∇𝑝, V1) + γ div V1 = 0,

𝜕 H1

𝜕𝑡
= rot [V1, H] .

(4)

Здесь малые возмущения упомянутых выше ве-
личин, а также скорости V снабжены индек-
сом “1” и рассматриваются в объеме цилиндра
с граничными условиями 𝑉1𝑛 = 0, 𝐻1𝑛 = 0 и требо-
ванием ограниченности решения при 𝑧→ ±∞. Рав-
новесные конфигурации плазмы считаются устой-
чивыми, если решения задачи для возмущений
остаются ограниченными со временем при произ-
вольных начальных данных.

Численное решение задач проведено в два эта-
па. На первом –– рассмотрены только двумерные
возмущения при 𝜕/𝜕𝑧 ≡ 0. В этом случае система из
7 скалярных уравнений (4) распадается на две неза-
висимых: два уравнения для 𝑧-компонент 𝑉1𝑧 и 𝐻1𝑧
образуют систему уравнений типа акустики, реше-
ния которой ограничены (см. [3, 4]), а оставшиеся
5 уравнений связывают только 5 оставшихся вели-
чин. В их численном решении наблюдались расту-
щие значения скоростей 𝑉1𝑥 и 𝑉1𝑦 при превышении
давлением значения 𝑝𝑐𝑟

0 ≈ 0.5. Это ограничение су-
щественно более сильное, чем ограничение 𝑝0 ⩽ 4,
при котором задача о равновесии теряет свой фи-
зический смысл [3, 4].

Полученный результат имеет право быть на-
званным неустойчивостью конфигураций относи-
тельно двумерных возмущений при 𝑝0 > 𝑝𝑐𝑟

0 , по-
скольку в расчетах появляются достаточно боль-
шие значения возникшей при возмущении скоро-
сти плазмы в плоскости 𝑧 = const. Однако более
подробный объем расчетов и их анализ позволяет
обратить внимание на некоторые закономерности
в их результатах и связать их с особенностями ис-
пользованной двумерной модели равновесия в тер-
минах задач с уравнением Грэда–Шафранова (2).

Во-первых, следует обратить внимание на то,
что упомянутые большие значения наблюдаются
только в скорости V1, а возмущения давления 𝑝1
и магнитного поля H1 остаются ограниченными.

Во-вторых, скорости растут только на перифе-
рии траектории ловушки по обе стороны от сепа-
ратрисы магнитного поля (рис. 1), где невозмущен-
ное давление 𝑝 экспоненциально убывает с ростом
(ψ −ψ0)2.

В-третьих, большие значения скорости появля-
ются одновременно с убыванием плотности плаз-
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мы ρ, а значения удельного потока массы ρV1 оста-
ются ограниченными по величине со временем
и возрастание V1 связано не со временем, а с убы-
ванием плотности при удалении по пространству
в направлениях от центра конфигурации к ее фак-
тическим границам.

Сама по себе граница конфигурации здесь весь-
ма условна, поскольку рассматриваемая и в це-
лом зарекомендовавшая себя модель равновесия
с уравнением Грэда–Шафранова идеализирована:
она описывает строгое равновесие, пренебрегая
диссипативными процессами диффузии, в первую
очередь полагая проводимость плазмы бесконеч-
ной. Газодинамическая природа плазмы представ-
лена только функцией 𝑝(ψ), заданная исследова-
телем (3) и не содержит какой-либо информации
о плотности ρ, которая может неограниченно убы-
вать, приближаясь к проводникам и внешней гра-
нице ловушки, вызывая там неограниченный рост
возмущений скорости.

В предыдущих работах [3, 4] и цитированных
в них более ранних имелось ввиду, что давле-
ние 𝑝 и связанная с ним плотность ρ, температу-
ра 𝑇 и энтропийная функция 𝑆 = exp(𝑠/𝐶𝑣) удовле-
творяют уравнению состояния совершенного газа

𝑝 = 𝑝0ρ𝑇 = 𝑝0ργ𝑆 (5)

и неявно предполагалась адиабатичность процес-
сов 𝑆 ≡ const, т.е. неограниченное убывание плот-
ности ρ ∼ 𝑝(1/γ и, соответственно, температуры 𝑇 ∼
𝑝(𝛾−1)/𝛾 при удалении от центра. Это стало причи-
ной фактически неограниченного роста скорости
V1. Однако стремление плотности к нулю вступает
в противоречие с приближением механики сплош-
ных сред, поэтому в решение уравнений (4) введено
ограничение плотности снизу малой величиной ρгр:

ρ =max(( 𝑝
𝑝0
)

1/γ
, ρгр) ,

которое ограничивает сверху значение скорости.
Магнитную силовую линию ψ = const, на которой

ρ = ρгр, можно интерпретировать как фактическую
границу исследуемой равновесной конфигурации,
тем более, что скорость V1 направлена здесь вдоль
нее.

Результаты расчета упомянутого адиабатиче-
ского варианта равновесия представлены в таб-
лице 1 значениями характерных максимальных
по пространству двумерных значений скорости V1
и возмущений 𝑝1 и H1, которые, начиная с неко-
торого момента, практически не растут, а лишь ко-
леблются со временем.

При этом максимальные значения потока мас-
сы (ρV1)max находятся не на границе ρ = ρгр и не за-
висят от ρгр, а граничное значение (ρV1)гр убывает
вместе с ρгр, но медленнее, чем сама плотность.

Таким образом, полученные ранее результаты
о неустойчивости объяснены достаточно больши-
ми значениями двумерной скорости возмущений
на условной границе конфигурации. Они зависят
от произвольного выбора этой границы и значе-
ния ρ = ρгр ≪ 1 на ней, а также от заданной свя-
зи плотности и давления в равновесной конфигу-
рации. Зависимость результатов от этой связи пред-
ставлена расчетами устойчивости еще двух вари-
антов равновесия, находящихся “по разные сто-
роны” от адиабатического. Изотермический вари-
ант 𝑇 ≡ 1, т.е. ρ = 𝑝/𝑝0, где температура остается
равной своему максимальному значению в центре
конфигурации, а плотность убывает в сторону гра-
ниц быстрее, чем в адиабатическом. Назовем его
“горячей” плазмой. Другой вариант предполагает
постоянную плотность конфигурации ρ ≡ 1 и быст-
рое убывание температуры 𝑇 = 𝑝/𝑝0 вместе с давле-
нием, т.е. “холодную” плазму вблизи условной гра-
ницы конфигурации.

Результаты содержатся в таблицах 2 и 3.
Из них следует, во-первых, очевидное в случае

“холодной” плазмы невозрастание скорости у гра-
ниц, т.е. устойчивость в любом смысле понимания
этого слова. В “горячей” плазме имеет место заме-
ченная ранее “неустойчивость”, т.е. рост скорости
у границы при малых значениях плотности ρгр ≪ 1,

Таблица 1. 𝑆 ≡ 1, ρ = (𝑝/𝑝0)
1/γ

ρгр 𝑉1max (ρV1)max (ρV1)гр 𝐻1max 𝑝1max

10−2 41 26 0.410 11 19
10−3 221 31 0.221 10 20
10−4 480 29 0.048 12 19

Таблица 2. 𝑇 ≡ 1, ρ = (𝑝/𝑝0)

ρгр 𝑉1max (ρV1)max (ρV1)гр 𝐻1max 𝑝1max

10−2 52 35 0.520 13 26
10−3 285 35 0.285 15 26
10−4 620 33 0.062 12 27
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Таблица 3. 𝑇 = (𝑝/𝑝0), ρ ≡ 1

𝑉1max (ρV1)max 𝐻1max 𝑝1max

34 34 4 15

более интенсивный, чем в адиабатическом вариан-
те.

На втором этапе исследовалась динамика трех-
мерных малых возмущений в процессе численно-
го решения начально-краевых задач с уравнени-
ями (4) в продолжение и развитие начатых рас-
четов в [3, 4]. Поскольку коэффициенты линей-
ных однородных уравнений (4) не зависят от 𝑧, ре-
шения задач строятся из Фурье-гармоник с мно-
жителем exp(𝑖𝑘𝑧), ограниченных при 𝑧→ ±∞, т.е.
с действительными значениями параметра 𝑘. По-
этому в уравнениях (4) производные 𝜕/𝜕𝑧 замене-
ны умножением на множитель 𝑖𝑘, и сами уравне-
ния остаются двумерными по пространству. Они,
вообще говоря, комплексные, но их действитель-
ные и мнимые части отличаются друг от друга толь-
ко знаком 𝑘, что равносильно знаку мнимой едини-
цы 𝑖 =

√
−1. В серии расчетов установлено, что, во-

первых, представляющий основной интерес рост
решения со временем имеет экспоненциальный ха-
рактер вида exp(λ𝑡) при любых значениях часто-
ты гофрированных возмущений 𝑘 ≠ 0, т.е. соответ-
ствует общепринятой в смысле Ляпунова неустой-
чивости. Во-вторых, он характеризуется двумя ко-
личественными параметрами: временем 𝑡нр начала
интенсивного роста возмущений и самой интен-
сивностью скорости роста, т.е. коэффициентом λ.
Первый из них убывает, а второй –– возрастает с ро-
стом абсолютной величины частоты 𝑘.
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ON THE STABILITY OF STRICT EQUILIBRIUM OF PLASMA
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The article presents an analysis of instabilities known from previous works in a two-dimensional mathemati-
cal model of plasma configuration equilibrium using the example of a toroidal magnetic trap “Galatea–Belt”
straightened into a cylinder and possessing plane symmetry. It is established that the previously observed
large values of the two-dimensional velocity of disturbances in the plane of the cylinder cross-section arise
on the periphery of the configuration near its conventional boundary, do not grow with time, and are due to
arbitrarily small values of density, which is not determined by the idealized model of strict equilibrium. By
varying the density, it is possible to influence stability. Three-dimensional (corrugated along the axis of the
cylinder) disturbances grow with time in accordance with the traditional Lyapunov instability. Calculations
allow us to determine the dependence of its quantitative characteristics on the problem parameters.

Keywords: magnetoplasma configurations, model of equilibrium, stability of configurations, perturbations.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Вычислительная сложность решения задач ра-

диационной газодинамики обусловлена необхо-
димостью, учитывать, в общем случае, взаимо-
связь поля излучения с газодинамическими поля-
ми, от которых зависят оптические свойства сре-
ды [1]. Перенос излучения в высокотемпературных
средах зачастую бывает необходимо рассчитывать
на пределе применимости приближения локаль-
ного термодинамического равновесия, что приво-
дит к необходимости использования усовершен-
ствованных моделей расчета лучистых потоков по
сравнению, например, с такими широко употре-
бительными моделями, как лучистая теплопровод-
ность или диффузия излучения [2]. В настоящей
работе рассматриваются уравнения переноса излу-
чения в приближении 𝑃1. Известно [3], что это при-
ближение не свободно от нефизических эффектов,
связанных со скоростью переноса лучистого пото-
ка энергии. В приближении 𝑃1 эта скорость зани-
жена сравнительно со скоростью света, в то время
как в диффузионном приближении она может быть
сколь угодно большой. Уравнения модели 𝑃1 мож-
но модифицировать аналогично моделям, рассмот-
ренным в [4, 5] путем коррекции скорости пере-
носа энергии излучения. Численные эксперимен-
ты с тестовыми задачами, имеющими точные ре-
шения для сред с неоднородной оптической толщи-
ной, показывают хорошую практическую точность

1Федеральное государственное учреждение “Федеральный
исследовательский центр Институт прикладной математи-
ки им. М. В. Келдыша Российской академии наук” Российской
академии наук, Москва, Россия
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расчетов по модифицированным моделям. Пред-
ложенный подход позволяет развивать явные чис-
ленные алгоритмы, удобные для адаптации к раз-
личным архитектурам параллельных вычислите-
лей [5, 6].

Во втором разделе работы рассматривается мо-
дель 𝑃1 и ее модификация, на основе которой стро-
ится численная методика. Третий раздел содержит
описание сеточно-характеристической схемы, по-
строенной для решения системы уравнений моде-
ли 𝑃1. Описание тестовых решений и результаты
расчетов представлены в четвертом разделе.

2. УРАВНЕНИЯ ЛУЧИСТОГО ТЕПЛООБМЕНА
МОДЕЛИ 𝑃1

Мы будем рассматривать перенос энергии из-
лучением в случае излучающей и поглощающей
среды. Спектральная интенсивность излучения 𝐽ν,
т.е. количество энергии, переносимой фотона-
ми в единицу времени в спектральном интервале
𝑑ν через единичную площадку в точке с радиус-
вектором r перпендикулярно направлению поле-
та квантов Ω в элементе телесного угла 𝑑Ω связа-
на с плотностью распределения фотонов 𝐹(ν, r,Ω, 𝑡)
соотношением [1]

𝐽ν(r,Ω, 𝑡)𝑑ν 𝑑Ω = ℎν𝑐𝐹(ν, r,Ω, 𝑡)𝑑ν 𝑑Ω. (1)

Уравнение для функции 𝐽ν(r,Ω, 𝑡) в случае излуча-
ющей и поглощающей среды имеет вид [1]

𝜕𝐽ν

𝜕𝑡
(r,Ω, 𝑡) +Ω𝑇∇𝐽ν(r,Ω, 𝑡) = 𝐵ν(r,Ω, 𝑡)−

−𝑘ν(r,Ω, 𝑡)𝐽ν(r,Ω, 𝑡),
(2)

7
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где функции 𝐵ν(r,Ω, 𝑡), 𝑘ν(r,Ω, 𝑡)–– спектральные
коэффициенты испускания и поглощения фото-
нов.

Уравнение переноса (2) не включает учет рассе-
яния фотонов. Ситуации, когда это приближение
справедливо для газовых и плазменных сред рас-
смотрены, например, в монографиях [1–3].

Мы рассмотрим, следуя [2, 3], модель перено-
са излучения, в которой используются интеграль-
ные по угловым переменным величины –– плот-
ность энергии излучения 𝑈ν и лучистый поток Wν:

𝑈ν(𝑟, 𝑡) = 1
𝑐 ∫

𝑆2

𝐽ν(r,Ω, 𝑡)𝑑Ω,

Wν(𝑟, 𝑡) = ∫
𝑆2

Ω𝐽ν(r,Ω, 𝑡)𝑑Ω.
(3)

Интегрирование (2) по полному телесному углу
дает уравнение, связывающее 𝑈ν(r, 𝑡) и Wν(r, 𝑡):

𝜕𝑈ν

𝜕𝑡
+ divWν = Φ(r, 𝑡), (4)

где Φ(r, 𝑡)–– интеграл правой части (2) (его кон-
кретный вид сейчас не важен).

Интегрирование (2) после домножения на ком-
поненты вектора Ω, приводит к уравнению для Wν:

1
𝑐

𝜕𝑊ν,𝑖

𝜕𝑡
+

3

∑
𝑘=1

𝜕
𝜕𝑥𝑘
∫
𝑆2

Ω𝑖Ω𝑘𝐼ν𝑑Ω = −𝑘𝑖𝑊ν,𝑖,

𝑖 ∈ {1, 2, 3}.
(5)

Cюда входит наряду с W𝜈(r,Ω, 𝑡) тензор давления
излучения Р𝜈:

Р𝜈(r, 𝑡) = 1
𝑐 ∫

𝑆2

ΩΩ𝑇𝐽ν(r,Ω, 𝑡)𝑑Ω.

В дальнейшем предполагаем независимость лу-
чеиспускательной способности и коэффициента
поглощения от угловой переменной:

𝐵ν(r,Ω, 𝑡) = 𝐵ν(r, 𝑡), 𝑘ν(r,Ω, 𝑡) = 𝑘ν(r, 𝑡). (6)

Выпишем c учетом (6) систему (4), (5):

𝜕𝑈ν

𝜕𝑡
+ divWν = 4π𝐵ν − 𝑐𝑘ν𝑈ν,

1
𝑐

𝜕Wν

𝜕𝑡
+ 𝑐∇Pν = −𝑘νWν.

(7)

В случае пространственной изотропии, как по-
казано, например, в [2, 3], диагональные элементы
Pν(r, 𝑡) равны между собой:

𝑃ν,11(r, 𝑡) = 𝑃ν,22(r, 𝑡) = 𝑃ν,33(r, 𝑡),

а недиагональные элементы равны нулю, т.е.

Pν(r, 𝑡) = 𝑃ν(r, 𝑡)E,

где E –– единичная матрица. Соответственно имеем

𝑈ν(r, 𝑡) = 1
𝑐

3

∑
𝑘=1
∫
𝑆2

Ω2𝐽ν(r,Ω, 𝑡)𝑑Ω =

= 𝑇 𝑟Pν(r, 𝑡) = 3𝑃ν(r, 𝑡).

(8)

С учетом (8) система (7) становится замкнутой, ее
называют приближением 𝑃1:

𝜕𝑈ν

𝜕𝑡
+ divWν = 4π𝐵ν − 𝑐𝑘ν𝑈ν, (9)

1
𝑐

𝜕Wν

𝜕𝑡
+ 𝑐

3
∇𝑈ν = −𝑘νWν. (10)

Уравнения (9), (10) можно получить, оставив в раз-
ложении интенсивности поля излучения по сфери-
ческим гармоникам 𝐽ν(r,Ω, 𝑡) линейную компонен-
ту

𝐽ν(r,Ω, 𝑡) ≈ 𝑓ν(r, 𝑡) +Ω𝑇𝑔ν(r, 𝑡). (11)

Функции 𝑓ν(r, 𝑡) и 𝑔ν(r, 𝑡) приведены, например,
в [3]:

𝑓ν(r, 𝑡) = 𝑐
4π

𝑈ν(r, 𝑡),

𝑔ν(r, 𝑡) = 3
4π

Wν(r, 𝑡).

Условия применимости линейной зависимости
вида (11), приводящей к приближенным моделям
типа диффузии, или 𝑃1, подробно обсуждаются
в [1, 2]. Там показано, что в случае умеренной ани-
зотропии поля излучения такие модели дают пра-
вильные качественные, а зачастую и количествен-
ные результаты, поскольку приближенным являет-
ся лишь уравнение (10), тогда как (9) является точ-
ным уравнением баланса энергии [2].

В случае малой оптической толщины среды
𝑙ν ∼ 𝐿 (𝐿 –– характерный размер области распро-
странения излучения, 𝑙ν –– длина свободного про-
бега фотона частоты 𝜈) уравнения приближения 𝑃1
соответствуют волновому процессу при скорости,
меньшей скорости света [3]. При условии 𝑙ν ∼ 𝐿
можно упростить систему (9)–(10), пренебрегая
слагаемыми, пропорциональными 𝑘ν:

𝜕𝑈ν

𝜕𝑡
+ divWν = 4π𝐵ν, (12)

1
𝑐

𝜕Wν

𝜕𝑡
+ 𝑐

3
∇𝑈ν = 0. (13)

Преобразуем (12), умножая обе его части на 1/𝑐
и дифференцируя по времени. К уравнению (13)
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применим оператор div. Получим соответственно:

1
𝑐

𝜕2𝑈ν

𝜕𝑡2 + 1
𝑐

div(𝜕Wν

𝜕𝑡
) = 4π

𝜕𝐵ν

𝜕𝑡
,

1
𝑐

div(𝜕Wν

𝜕𝑡
) + 𝑐

3
div (∇𝑈ν) = 0.

(14)

Из уравнений (14) следует волновое уравнение
для функции плотности излучения:

𝜕2𝑈ν

𝜕𝑡2 − 𝑐2

3
div (∇𝑈ν) = 4π

𝜕𝐵ν

𝜕𝑡
.

Отсюда видно, что в приближении 𝑃1 скорость пе-
реноса энергии излучения равна 𝑐/

√
3. В [3] пред-

ложено изменить второе уравнение (14) так, чтобы
обеспечить перенос энергии со скоростью 𝑐:

1
3𝑐

𝜕Wν

𝜕𝑡
+ 𝑐

3
∇𝑈ν = 0. (15)

Данная модификация названа приближением 𝑃1/3.
Показано [7], что уравнения (12), (15) дают фи-

зически корректные результаты, как в случае ма-
лых, так и в случае больших оптических толщин
среды. Мы воспользуемся данным свойством моде-
ли 𝑃1/3 для построения численной методики, в ко-
торой для повышения точности применяется до-
полнительная коррекция множителя при произ-
водной по времени от потока энергии:

αν

𝑐
𝜕𝑊ν

𝜕𝑡
+ 𝑐

3
𝜕𝑈ν

𝜕𝑥
= −𝑘ν𝑊ν. (16)

3. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ
ЛУЧИСТОГО ТЕПЛООБМЕНА

В МНОГОГРУППОВОМ СПЕКТРАЛЬНОМ
ПРИБЛИЖЕНИИ

Рассмотрим одномерную постановку задачи
о переносе излучения в излучающей и поглощаю-
щей среде. Задача решается на отрезке [0, 𝐿] оси 0𝑥
декартовой системы координат, по времени –– в ин-
тервале 0 < 𝑡 ⩽ 𝑡∗. Перенос излучения рассматрива-
ется для квантов в спектральном диапазоне [ν′, ν″].

Модель лучистого теплообмена включает си-
стему уравнений (12), (16) и уравнение энергии cре-
ды 𝐸 = 𝐸(𝑡, 𝑥):

𝜕𝑈ν

𝜕𝑡
+ 𝜕𝑊ν

𝜕𝑥
= 𝑐𝑘ν (𝑈ν𝑝 −𝑈ν),

αν

𝑐
𝜕𝑊ν

𝜕𝑡
+ 𝑐

3
𝜕𝑈ν

𝜕𝑥
= −𝑘ν𝑊ν,

𝜕𝐸
𝜕𝑡
= 𝑐

∞

∫
0

𝑘ν (𝑈ν −𝑈ν𝑝)𝑑ν,

𝑥 ∈ [0, 𝐿], 𝑡 ∈ [0, 𝑡∗], ν ∈ [ν′, ν″].

(17)

Модели нагрева неподвижной среды применя-
лись, например, в [2, 3, 10] и других работах.

Разобьем спектральный диапазон [ν′, ν″] сет-
кой (не обязательно равномерной)

ω𝑣 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑛 ∈ [ν′, ν″], 𝑑𝑛 = ν′
𝑛 − ν′

𝑛−1,
ν𝑛 = 0.5(ν′

𝑛−1 + ν′
𝑛),

𝑛 ∈ {0, 1, … , 𝑁}, ν0 = ν′,
𝑛𝑁 = ν″.

Проинтегрируем уравнения (18) по 𝑑ν на отрез-
ке 𝑑𝑛. Для первого из уравнений (18) имеем:

𝜕
𝜕𝑡

⎛
⎜⎜
⎝

ν′
𝑛

∫
ν′

𝑛−1

𝑈ν𝑑ν
⎞
⎟⎟
⎠
+ 𝜕

𝜕𝑥

⎛
⎜⎜
⎝

ν′
𝑛

∫
ν′

𝑛−1

𝑊ν𝑑ν
⎞
⎟⎟
⎠
=

= 𝑐
ν′

𝑛

∫
ν′

𝑛−1

𝑘ν (𝑈ν𝑝 −𝑈ν)𝑑ν.

(18)

Обозначим

𝑈𝑛 =
ν′

𝑛

∫
ν′

𝑛−1

𝑈ν𝑑ν, 𝑊𝑛 =
ν′

𝑛

∫
ν′

𝑛−1

𝑊ν𝑑ν

и примем постоянными значения функций 𝑘ν и 𝑈ν𝑝,
в каждом интервале частот 𝑑𝑛, положив

𝐵𝑛 = 𝑈𝑝(ν𝑛), 𝑘𝑛 = 𝑘(ν𝑛).

Тогда (19) можно записать в виде

𝜕𝑈𝑛

𝜕𝑡
+ 𝜕𝑊𝑛

𝜕𝑥
= 𝑐𝑘𝑛 (𝐵𝑛𝑑𝑛 −𝑈𝑛) . (19)

Аналогично, для второго из уравнений (17) име-
ем:

1
𝑐

ν′
𝑛

∫
ν′

𝑛−1

αν
𝜕𝑊ν

𝜕𝑡
𝑑ν + 𝑐

3

ν′
𝑛

∫
ν′

𝑛−1

𝜕𝑈ν

𝜕𝑥
𝑑ν =

ν′
𝑛

∫
ν′

𝑛−1

𝑘ν𝑊ν𝑑ν. (20)

Примем постоянство корректирующего мно-
жителя αν в пределах отрезка [ν′

𝑛−1 − ν′
𝑛] и обозначим

α𝑛 = α(ν𝑛).

Тогда потоковое уравнение (21) приобретает
вид:

α𝑛

𝑐
𝜕𝑊𝑛

𝜕𝑡
+ 𝑐

3
𝜕𝑈𝑛

𝜕𝑥
= −𝑘𝑛𝑊𝑛. (21)

Уравнение энергии из системы (3) проинтегри-
руем с учетом правила Кирхгофа [1]:

𝜕𝐸
𝜕𝑡
= 4𝐴𝑇 3 𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝑐

ν″

∫
ν′

𝑘ν (𝑈ν −𝑈ν𝑝)𝑑ν =

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 519 2024



10 ЧЕТВЕРУШКИН и др.

= 𝑐
𝑁

∑
𝑛=1

⎛
⎜⎜
⎝

𝑘𝑛

ν′
𝑛

∫
ν′

𝑛−1

𝑈ν𝑑ν − 𝑘𝑛𝐵𝑛

ν′
𝑛

∫
ν′

𝑛−1

𝑑ν
⎞
⎟⎟
⎠

.

С учетом введенных обозначений имеем

𝜕𝑇
𝜕𝑡
= 𝑐

4𝐴𝑇 3

𝑁

∑
𝑛=1

𝑘𝑛 (𝑈𝑛 −𝐵𝑛𝑑𝑛) . (22)

Система из 2𝑁+1 уравнений вида (19), (21), (22)
решается относительно плотности и потока излуче-
ния в спектральных группах 𝑈𝑛, 𝑊𝑛, 𝑛 ∈ {1, … , 𝑁},
и температуры среды 𝑇(𝑥, 𝑡). Опишем метод реше-
ния.

Запишем систему уравнений (19), (21) в матрич-
ной форме

𝜕Q𝑛

𝜕𝑡
+ A𝑛

𝜕Q𝑛

𝜕𝑥
= −S𝑛(Q𝑛),

Q𝑛 = (
𝑈𝑛
𝑊𝑛
) , A𝑛 =

⎛
⎜
⎝

0 1
𝑐2

3α 𝑛
0

⎞
⎟
⎠

,

S𝑛(Q𝑛) =
⎛
⎜
⎝

𝑐𝑘𝑛𝑈𝑛 − 𝑐𝑘𝑛𝐵𝑛𝑑𝑛
𝑐𝑘𝑛

α𝑛
𝑊𝑛

⎞
⎟
⎠

.

(23)

Для матрицы 𝐴𝑛 вычисляем левые собственные
вектора и соответствующие им собственные значе-
ния

𝑙1
𝑛 = (

𝑐√
3α𝑛

, 1) , 𝑙2
𝑛 = (

𝑐√
3α𝑛

, 1) ,

λ1
𝑛 =

𝑐√
3α𝑛

, λ2
𝑛 = −

𝑐√
3α𝑛

.

Инварианты Римана системы (23) вычисляются
по формулам [8]:

𝐼1
𝑛 = 𝑙

1
𝑛Q𝑛 =

𝑐√
3α𝑛

𝑈𝑛 +𝑊𝑛,

𝐼2
𝑛 = 𝑙

2
𝑛Q𝑛 = −

𝑐√
3α𝑛

𝑈𝑛 +𝑊𝑛.
(24)

Умножая систему (23) на 𝑙1
𝑛 и 𝑙2

𝑛 перейдем к урав-
нениям для инвариантов Римана:

𝜕𝐼1
𝑛

𝜕𝑡
+ 𝑐√

3α𝑛

𝜕𝐼1
𝑛

𝜕𝑥
+ 𝑐2𝑘𝑛

α𝑛
𝑈𝑛 −

𝑐𝑘𝑛

α𝑛
𝑊𝑛 =

𝑐2𝑘𝑛𝐵𝑛𝑑𝑛√
3α𝑛

, (25)

𝜕𝐼2
𝑛

𝜕𝑡
− 𝑐√

3α𝑛

𝜕𝐼2
𝑛

𝜕𝑥
− 𝑐2𝑘𝑛√

3α𝑛
𝑈𝑛−

𝑐𝑘𝑛

α𝑛
𝑊𝑛 =

𝑐2𝑘𝑛𝐵𝑛𝑑𝑛√
3α𝑛

, (26)

Если 𝐼1
𝑛 и 𝐼2

𝑛 найдены, функции 𝑈𝑛 и 𝑊𝑛 вычис-
ляются из (24):

𝑈𝑛 =
(𝐼1

𝑛 − 𝐼2
𝑛)
√

3α𝑛

2𝑐
, 𝑊𝑛 =

(𝐼1
𝑛 + 𝐼2

𝑛)
2

. (27)

Поскольку исходная система уравнений отно-
сится к гиперболическому типу, для ее решения
можно применить сеточно-характеристический
метод [9].

Перейдем к разностной аппроксимации
(25)–(27). Введем сетки по переменным 𝑥 и 𝑡 с ша-
гами, соответственно, ℎ и τ:

ωℎ = {𝑖ℎ ∶ 𝑖 ∈ {0, 1, … , 𝑁𝐿}} ,

ωτ = {𝑗τ ∶ 𝑗 ∈ {0, 1, … , 𝑁𝑡}} ,

где 𝑁𝐿 = 𝐿/ℎ, 𝑁𝑡 = 𝑡∗/τ. В начальный момент вре-
мени на сетке ωℎ определим сеточные функции ––
проекции инвариантов Римана

𝐹𝑛 = 𝑃ℎ (𝐼1
𝑛) ∈ 𝐻ℎ[0, 𝐿],

𝐺𝑛 = 𝑃ℎ (𝐼2
𝑛) ∈ 𝐻ℎ[0, 𝐿],

(28)

где 𝑃ℎ –– оператор проектирования. Определим
в узлах сеток по пространству 𝑖ℎ ∈ ωℎ и времени
𝑗τ ∈ ωτ сеточные функции 𝐹 𝑖𝑗

𝑛 = 𝐹𝑛(𝑖ℎ), 𝐺𝑖𝑗
𝑛 = 𝐺𝑛(𝑖ℎ),

𝑈 𝑖𝑗
𝑛 = 𝑈𝑛(𝑖ℎ), 𝑊 𝑖𝑗

𝑛 =𝑊𝑛(𝑖ℎ). Рекуррентные формулы
для пересчета значений 𝐹 𝑖𝑗

𝑛 , 𝐺𝑖𝑗
𝑛 на 𝑗-ом слое по

времени через значения в точках (𝑗 − 1)-го слоя
имеют вид:

𝐹 𝑖𝑗
𝑛 = 𝐹 𝑖,𝑗−1

𝑛 − 𝑐τ
ℎ
√

3α𝑛
(𝐹 𝑖,𝑗−1

𝑛 − 𝐹 𝑖−1,𝑗−1
𝑛 )−

− 𝑐2𝑘𝑛τ√
3α𝑛

𝑈 𝑖,𝑗−1
𝑛 − τ𝑐𝑘𝑛

α𝑛
𝑊 𝑖,𝑗−1

𝑛 + τ𝑐2𝑘𝑛𝐵𝑛𝑑𝑛√
3α𝑛

,
(29)

𝐺𝑖𝑗
𝑛 = 𝐺𝑖,𝑗−1

𝑛 − 𝑐τ
ℎ
√

3α𝑛
(𝐺𝑖+1,𝑗−1

𝑛 −𝐺𝑖,𝑗−1
𝑛 )+

+ 𝑐2𝑘𝑛τ√
3α𝑛

𝑈 𝑖,𝑗−1
𝑛 − τ𝑐𝑘𝑛

α𝑛
𝑊 𝑖,𝑗−1

𝑛 − τ𝑐2𝑘𝑛𝐵𝑛𝑑𝑛√
3α𝑛

.
(30)

Формулы (29) и (30) определены, соответствен-
но, для 𝑖 ∈ {1, … , 𝑁𝐿} и 𝑖 ∈ {1, … , 𝑁𝐿 − 1}. Значе-
ния 𝐹 0𝑗

𝑛 и 𝐺𝑁𝐿𝑗
𝑛 определяются по краевым условиям.

Значения 𝐹 𝑖0
𝑛 и 𝐺𝑖0

𝑛 для 𝑖 ∈ {0, … , 𝑁𝐿} известны из
начальных условий.

Для завершения перехода к новому уровню по
времени 𝑡𝑗 → 𝑡𝑗+1 выполняется расчет температуры
соответственно (22):

𝑇 𝑖+1,𝑗 = 𝑇 𝑖𝑗 + 𝑐τ
4 (𝑇 𝑖𝑗)3

𝑁

∑
𝑛=1

𝑘𝑛 (𝑇 𝑖𝑗)×

× (𝑈 𝑖𝑗
𝑛 −𝐵𝑛 (𝑇 𝑖𝑗)𝑑𝑛) .

(31)

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ
ЭКСПЕРИМЕНТОВ. РЕШЕНИЕ ТИПА

БЕГУЩЕЙ ВОЛНЫ
Для тестирования представленной методики

использовалось аналитическое решение системы
уравнений спектральной диффузии (17), построен-
ное в работе [10]. В системе единиц [10] 𝑐 = 3, σ = 1.
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Аналитическое решение построено для внутрен-
ней энергии среды, плотности энергии равновес-
ного излучения и коэффициента поглощения, взя-
тых в следующем виде:

𝐸(𝑇) = 𝐴𝑇 4,

𝑈ν𝑝 =
𝑝ν3

exp(ν/𝑇) − 1
,

𝑘ν =
𝑘ν exp(ν/𝑇)

4(exp(ν/𝑇) − 1)𝑚+1 .

(32)

Решение задачи (17) в постановке [10] имеет вид

𝑇(𝑥, 𝑡) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(𝑎𝑥 + 𝑏𝑐𝑡 + 𝑇 ∗)1/𝑚 , 𝑎𝑥 + 𝑏𝑐𝑡 > 0,
𝑇 ∗, 𝑎𝑥 + 𝑏𝑐𝑡 ⩽ 0,

(33)

где 𝑇 ∗ –– начальная температура прогреваемой из-
лучением среды.

𝑈ν = 𝑅𝑈ν𝑝, 𝑊ν = 𝑐𝑞𝑈ν𝑝. (34)

Решение (33) при значениях констант

𝐴 = 𝑚 = 𝑏 = 𝑞 = 1, 𝑘 = 4,

𝑅 = 2, 𝑎 = −3, 𝑝 = 15
π4

(35)

соответствует следующим начальным и краевым
условиям

𝑇(𝑥, 0) = 𝑇 ∗ > 0, (36)

𝑈𝑛(𝑥, 0) = 30
π4

ν3
𝑛

exp
ν𝑛

𝑇 ∗
− 1

,

𝑊𝑛(𝑥, 0) = 15𝑐
π4

ν3
𝑛

exp
ν𝑛

𝑇 ∗
− 1

,
(37)

𝑈𝑛(0, 𝑡) = 30
π4

ν3
𝑛

exp
ν𝑛

𝑐𝑡 + 𝑇 ∗
− 1

,

𝑊𝑛(0, 𝑡) = 15𝑐
π4

ν3
𝑛

exp
ν𝑛

𝑐𝑡 + 𝑇 ∗
− 1

,
(38)

𝑈𝑛(𝐿, 𝑡) = 30
π4

ν3
𝑛

exp
ν𝑛

𝑐𝑡 − 3𝐿 + 𝑇 ∗
− 1

,

𝑊𝑛(𝐿, 𝑡) = 15𝑐
π4

ν3
𝑛

exp
ν𝑛

𝑐𝑡 − 3𝐿 + 𝑇 ∗
− 1

.
(39)

Для решения уравнений (26)–(28) необходимо
задать на расчетной сетке начальные значения ин-

вариантов Римана:

𝐼1
𝑛(𝑥, 0) = 𝑐√

3α𝑛
𝑈𝑛(𝑥, 0) +𝑊𝑛(𝑥, 0) =

= (1 + 2√
3α𝑛
) 15𝑐

π4
ν3

𝑛

exp
ν𝑛

𝑇 ∗
− 1

,

𝐼2
𝑛(𝑥, 0) = − 𝑐√

3α𝑛
𝑈𝑛(𝑥, 0) +𝑊𝑛(𝑥, 0) =

= (1 − 2√
3α𝑛
) 15𝑐

π4
ν3

𝑛

exp
ν𝑛

𝑇 ∗
− 1

.

(40)

Соответствующие краевые условия для инвари-
антов задаются на левой и правой границах 𝑥 = 0,
𝑥 = 𝐿:

𝐼1
𝑛(0, 𝑡) = (1 + 2√

3α𝑛
) 15𝑐

π4
ν3

𝑛

exp
ν𝑛

𝑐𝑡 + 𝑇 ∗
− 1

, (41)

𝐼2
𝑛(𝐿, 𝑡) = (1 − 2√

3α𝑛
) 15𝑐

π4
ν3

𝑛

exp
ν𝑛

𝑐𝑡 − 3𝐿 + 𝑇 ∗
− 1

. (42)

Решение тестовой задачи выполнено на отрезке
0 < 𝑥 < 3 для интервала времени 0 < 𝑡 < 2. Шаги по
пространству и времени ℎ = 10−2 и τ = 10−4. Диапа-
зон частот ν ∈ [6, 20] был разбит на 14 равных еди-
ничных интервалов. Фоновое значение температу-
ры 𝑇 ∗ = 0.1.

На рис. 1 показаны результаты расчетов на мо-
мент времени 𝑡 = 2 с разными значениями пара-
метра α𝑛, который полагался одинаковым для всех
спектральных групп.

Рис 1. Радиационная волна. Внутренняя энергия 𝐸: 1 –– ана-
литическое решение, α = 1; 2 –– α = 0.1; 3 –– α = 0.02; 4 ––
α = 0.01.

В [7] было указано, что нелинейный коррек-
тирующий фактор может приводить к нефизич-
ным радиационным скачкам либо вызывать чис-
ленные неустойчивости. Разработанная методика
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вполне допускает возможность использования пе-
ременного параметра стабилизации в расчетах сре-
ды с различной прозрачностью для разных участ-
ков спектра, однако выполненные нами численные
эксперименты показали, что применение постоян-
ного параметра α в достаточно широком спектраль-
ном диапазоне обеспечивает хорошую практиче-
скую точность и вычислительную устойчивость.

При проведении расчетов использовалась ча-
стично аналитическая аппроксимация лучистых
потоков, полученная в предположении постоян-
ства коэффициентов уравнений в пределах сеточ-
ной ячейки ([3, с. 112–113]). В отличие от дру-
гих часто применяемых способов коррекции пото-
ков диффузионного типа, например, посредством
фактора Эддингтона [4], данный подход являет-
ся более универсальным, т.к. позволяет без какой-
либо предварительной настройки правильно опи-
сать теплообмен излучением между оптически тол-
стыми горячими слоями и оптически прозрачными
холодными.

При α = 1 (кривая 1) численное решение близко
к аналитическому, соответствующие графики визу-
ально не различимы, погрешность в равномерной
норме не превышает 3%.

В окрестности фронта радиационной волны
наблюдается экспоненциально уменьшающийся
“предвестник”, происхождение которого обуслов-
лено использованием схемы сквозного счета без
явного выделения фронта.

При уменьшении α (кривые 2, 3, 4) видно, что
форма фронта и скорость его распространения от-
личаются от исходной, что позволяет использовать
параметр α для коррекции диффузионного прибли-
жения в оптически плотной среде.

При этом следует отметить, что разница ре-
шений 1–4 в интегральной норме не превышает
2.5%, что указывает на то, что на фронте содержит-
ся незначительная доля энергии излучения, мало
влияющая на общий энергобаланс.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе предложена методика ре-

шения системы моментных уравнений лучистого
переноса энергии в приближении 𝑃1 в задачах для
сред с переменной непрозрачностью, а именно ––
добавление стабилизирующего множителя в про-
изводной по времени потока излучения. Вычис-
лительные эксперименты показывают, что предло-
женный метод подавления нефизических эффек-
тов в схеме метода характеристик с интерполяцией
дает удовлетворительные по точности и физически
корректные результаты в случае сред с переменной
непрозрачностью.

Построенная схема может быть обобщена
для двумерной и трехмерной по простран-

ству постановки, например, с применением
интерполяционно-характеристического метода [3]
или метода характеристических трубок [11]. Метод
имеет хорошие перспективы для использования на
локально-адаптивных декартовых сетках, однако
переменность размеров ячеек такой сетки (их
разная оптическая толщина) может оказаться се-
рьезной проблемой и потребовать дополнительных
исследований для ее решения.

Дальнейшим направлением развития предло-
женной методики является разработка критериев
выбора корректирующего параметра для много-
групповой спектральной модели.

Отдельно следует отметить возможность ис-
пользования предлагаемой методики для решения
уравнения переноса излучения в рамках модели
квазидиффузии [3].
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We consider interpolation-characteristic scheme approximating approximation to the radiative transfer
equations corresponding to the 𝑃1 model. The explicit finite-difference scheme is corrected by special term
adjusting the rate of radiation energy transfer. Such correction can reduce the influence of non-physical
effects when calculating radiative heat transfer in a medium with non-uniform opacity.
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Работа продолжает исследования, начатые
в статье [1]. Используется модификация метода
Зигеля–Шидловского [2], [3] для полиадиче-
ских чисел [4] и подход, предложенный в работе
В. Х Салихова [5]. Пусть 𝑇1, … , 𝑇𝑚 –– попарно
взаимно простые натуральные числа. Рассмот-
рим последовательности целых чисел 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑛 ,
𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚, удовлетворяющие услови-
ям 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑛 = 𝑎(𝑘,𝑗)
𝑛+𝑇𝑗

, 𝑗 = 1, … , 𝑚, 𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗, 𝑛 = 0, 1, ….
Потребуем выполнения следующих условий:

1. Для каждого 𝑗 = 1, … , 𝑚 пусть 𝑎(1,𝑗)
𝑛 = 1 для

всех 𝑛.
2. Для каждого 𝑗 = 1, … , 𝑚 пусть векторы

(𝑎(𝑘,𝑗)
0 , … , 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑇𝑗−1
), 𝑘 = 2, … , 𝑇𝑗 линейно независимы

с вектором (𝑎(1,𝑗)
0 , … , 𝑎(1,𝑗)

𝑇𝑗−1
) = (1, … , 1).

Обозначим

𝐹𝑗,𝑘(𝑧) =
∞

∑
𝑛=0

𝑎(𝑘,𝑗)
𝑛 𝑛!𝑧𝑛, 𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚. (1)

Отметим, что для любого 𝑗 = 1, … , 𝑚 выполнено ра-
венство

𝐹𝑗,1(𝑧) = Φ(𝑧) =
∞

∑
𝑛=0

𝑛!𝑧𝑛.

1Московский государственный университет им. М. В. Ло-
моносова, Москва, Россия

*E-mail: vgchirskii@yandex.ru

Ряд Φ(𝑧) = ∑∞
𝑛=0 𝑛!𝑧𝑛 принято называть рядом

Эйлера.
Теорема 1. Пусть целые числа 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑛 , 𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗,
𝑗 = 1, … , 𝑚 удовлетворяют сформулированным выше
условиям. Тогда ряды 𝐹𝑗,𝑘(𝑧), 𝑘 = 2, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚
алгебраически независимы над ℂ(𝑧) с рядом Эйлера
Φ(𝑧) = ∑∞

𝑛=0 𝑛!𝑧𝑛 и для любого целого алгебраическо-
го числа γ ≠ 0 ряды 𝐹𝑗,𝑘(γ), 𝑘 = 2, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚
бесконечно алгебраически независимы с Φ(γ).

Поясним термин: бесконечно алгебраически
независимы. Пусть γ ≠ 0 принадлежит алгебраи-
ческому полю 𝕂 конечной степени над полем ℚ.
При условиях теоремы для любого простого числа
𝑝 рассматриваемые ряды 𝐹𝑗,𝑘(γ) сходятся в любом
пополнении 𝕂𝑣 поля 𝕂 по нормированию 𝑣, про-
должающему 𝑝-адическое нормирование поля ℚ.

Суммы этих рядов в поле 𝕂𝑣 обозначаем
(𝐹𝑗,𝑘(γ))(𝑣). Это означает, что можно рассмотреть
прямое произведение всех таких полей 𝕂𝑣. Беско-
нечная алгебраическая независимость означает,
что для любого отличного от нуля многочлена с
целыми коэффициентами

𝑃 (𝑥1,𝑇1, … 𝑥𝑇1,𝑇1, 𝑥2,𝑇2, … , 𝑥𝑇2,𝑇2 … , 𝑥2,𝑇𝑚, … , 𝑥𝑇𝑚,𝑇𝑚)

существует бесконечное множество простых чи-
сел 𝑝 и нормирований 𝑣 поля 𝕂, продолжающих
𝑝–адическое нормирование поля ℚ таких, что в по-
ле 𝕂𝑣 выполняется неравенство
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𝑃 ((𝐹1,𝑇1(γ))
(𝑣) , … , (𝐹𝑇1,𝑇1(γ))

(𝑣) , (𝐹2,𝑇2(γ))
(𝑣) , … ,

(𝐹𝑇2,𝑇2(γ))
(𝑣) , … , (𝐹2,𝑇𝑚(γ))

(𝑣) , … ,
(𝐹𝑇𝑚,𝑇𝑚(γ))

(𝑣)) ≠ 0.

Доказательство теоремы существенно использует
результаты статьи [1]. Основой являются тожде-
ства, аналогичные доказанным в [1]. Пусть 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑛 ––
целые числа с условием 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑛+𝑇𝑗
= 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑛 . Ряды 𝐹𝑗,𝑘(𝑧),
определенные равенствами (1) можно представить
в виде

𝐹𝑗,𝑘(𝑧) =
∞

∑
𝑛=0

𝑎(𝑘,𝑗)
𝑛 𝑛!𝑧𝑛 =

𝑇𝑗−1

∑
𝑙=0

𝑎(𝑘,𝑗)
𝑙

∞

∑
𝑠=0
(𝑙+𝑠𝑇𝑗)!𝑧𝑙+𝑠𝑇𝑗. (2)

Как и в статье [1], обозначим

𝑓𝑗,0(𝑧) =
∞

∑
𝑠=0
(𝑧𝑇𝑗)𝑇𝑗𝑠 ⋅ (1)𝑠 ⋅ ( 1

𝑇𝑗
)

𝑠
⋅ … ⋅ (

𝑇𝑗 − 1
𝑇𝑗
)

𝑠
, (3)

при 𝑙 = 0, 1, … , 𝑇𝑗 − 2,

𝑓𝑗,𝑙(𝑧) =
∞

∑
𝑠=0
(𝑠𝑇𝑗)𝑇𝑗𝑠 ⋅ (1)𝑠 ⋅ ( 1

𝑇𝑗
+ 1)

𝑠
⋅ … ×

×( 𝑙
𝑇𝑗
+ 1)

𝑠
( 𝑙 + 1

𝑇𝑗
)

𝑠
⋅ … ⋅ (

𝑇𝑗 − 1
𝑇𝑗
)

𝑠
,

(4)

𝑓𝑗,𝑇𝑗−𝑙(𝑧) =
∞

∑
𝑠=0
(𝑠𝑇𝑗)𝑇𝑗𝑠 ⋅ (1)𝑠 ⋅ ( 1

𝑇𝑗
+ 1)

𝑠
⋅ … ×

×(
𝑇𝑗 − 1

𝑇𝑗
+ 1)

𝑠
,

(5)

где символ Похгаммера (γ)𝑛 определяется равен-
ствами (γ)0 = 1, (γ)𝑛 = γ(γ+1)… (γ+𝑛−1)при 𝑛 ⩾ 1. В
статье [1] установлены тождества: при 𝑙 = 1, … , 𝑇−1

𝑙!(𝑇)𝑇 𝑠 ⋅ (1)𝑠 ⋅ (1
𝑇
+ 1)

𝑠
⋅ … ⋅ (1

𝑇
+ 1)

𝑠
×

×( 𝑙 + 1
𝑇
)

𝑠
⋅ … ⋅ (𝑇 − 1

𝑇
)

𝑠
= (𝑙 + 𝑠𝑇)!.

(6)

При 𝑙 = 0

(𝑇)𝑇 𝑠 ⋅ (1)𝑠 ⋅ (1
𝑇
)

𝑠
⋅ … ⋅ (𝑇 − 1

𝑇
)

𝑠
= (𝑇 𝑠)!. (7)

Таким образом, при 𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗 из равенств (2)––(7)
получаем:

𝐹𝑗,𝑘(𝑧) =
𝑇𝑗−1

∑
𝑙=0

𝑎(𝑘,𝑗)
𝑙 𝑙!𝑓𝑗,𝑙(𝑧) (8)

Линейную эквивалентность над полем ℂ(𝑧) конеч-
ных наборов рядов 𝑆1, 𝑆2 обозначаем символом
𝑆1 ∼ 𝑆2.

Лемма 1 (Лемма 1 из [1]). Для любого 𝑗 = 1, … , 𝑚

{𝑓𝑗,0(𝑧), … , 𝑓𝑗,𝑇𝑗−1(𝑧)} ∼ {𝑓𝑗,0(𝑧), … , 𝑓 (𝑇𝑗−1)
𝑗,0 (𝑧)} .

Обозначим Φ(𝑧) =
∞
∑
𝑛=0

𝑛!𝑧𝑛 –– ряд Эйлера.

Лемма 2 (Лемма 2 из [1]). Для любого 𝑗 = 1, … , 𝑚

𝑓𝑗,0(𝑧) =
1
𝑇𝑗

𝑇𝑗−1

∑
𝑟=0

Φ (ζ𝑗
𝑟𝑧) , где ζ𝑗 = exp(2𝜋𝑖

𝑇𝑗
) .

Обозначим Ψ(𝑧) = 𝑧Φ(𝑧).
Лемма 3 (Лемма 3 из [1]). Для любого 𝑗 = 1, … , 𝑚

{𝑓𝑗,0(𝑧), … , 𝑓𝑗,𝑇𝑗−1(𝑧)}∼{Ψ(ζ𝑗
𝑟𝑧), 𝑟 = 0, 1, … , 𝑇𝑗 − 1} .

Доказательства этих лемм совпадают с доказа-
тельствами лемм из [1] с точностью до обозначе-
ний.

Рассмотрим при каждом 𝑗 = 1, … , 𝑚 эквива-
лентные системы векторов {𝑓𝑗,0(𝑧), … , 𝑓𝑗,𝑇𝑗−1(𝑧)} ∼
∼ {Ψ (ζ𝑗

𝑟𝑧) , 𝑟 = 0, 1, … , 𝑇𝑗 − 1} и, соответственно,
{𝑓𝑗,1(𝑧), … , 𝑓𝑗,𝑇𝑗(𝑧)} ∼ {Ψ (ζ𝑗

𝑟𝑧) , 𝑟 = 0, 1, … , 𝑇𝑗 − 1},
так как набор {𝐹𝑗,1(𝑧), … , 𝐹𝑗,𝑇𝑗(𝑧)} ввиду (8) линей-
но эквивалентен набору {𝐹𝑗,0(𝑧), … , 𝐹𝑗,𝑇𝑗(𝑧)}.

Заметим, что 𝐹𝑗,1(𝑧) = Φ(𝑧), Ψ (ζ𝑗
0𝑧) = Ψ(𝑧) =

= 𝑧Φ(𝑧). Поэтому

{𝐹𝑗,2(𝑧), … , 𝐹𝑗,𝑇𝑗(𝑧)}∼{Ψ (ζ𝑗
𝑟𝑧) , 𝑟 = 0, 1, … , 𝑇𝑗 − 1} .

Следовательно,

{𝐹1,1(𝑧), 𝐹1,2(𝑧), … , 𝐹1,𝑇1(𝑧), 𝐹2,2(𝑧), … ,
𝐹2,𝑇2(𝑧), … , 𝐹𝑚,2(𝑧), … , 𝐹𝑚,𝑇𝑚(𝑧)} ∼

∼ {Ψ(𝑧), Ψ(ζ1
1𝑧), … , Ψ(ζ1

𝑇1−1𝑧), … ,
Ψ(ζ𝑚

1𝑧), … , Ψ(ζ𝑚
𝑇𝑚−1𝑧)} .

(9)

В статье [1] была доказана следующая теорема:
Пусть 𝛼1, … , 𝛼𝑁 –– различные числа, отличные от

0. Тогда формальные степенные ряды Ψ (𝛼1𝑧) , …,
Ψ (𝛼𝑁𝑧) алгебраически независимы над полем ℂ(𝑧).

Применим эту теорему к набору рядов {Ψ(𝑧) ,
Ψ(ζ1

1𝑧), …, Ψ(ζ1
𝑇1−1𝑧), …, Ψ(ζ𝑚

1𝑧), …, Ψ(ζ𝑚
𝑇𝑚−1𝑧)}.

Если для некоторых 𝑘, 𝑗, 𝑟 < 𝑇𝑗, 𝑠 < 𝑇𝑘 выпол-
няется равенство ζ𝑗

𝑟 = ζ𝑘
𝑠, то 2𝜋𝑖𝑟

𝑇𝑗
= 2𝜋𝑖𝑠

𝑇𝑘
и 𝑟

𝑠 =
𝑇𝑗
𝑇𝑘

, что
противоречит условию взаимной простоты чисел
𝑇𝑗 и 𝑇𝑘. Следовательно, наборы (9) состоят из рядов,
алгебраически независимых над ℂ(𝑧). Первая часть
теоремы доказана.

Доказательство второй части начнем с замеча-
ния о том, что все рассматриваемые ряды 𝐹𝑗,𝑘(𝑧)
входят в класс рядов 𝐹(ℚ, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑑). Для ряда, име-

ющего вид
∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑛!𝑧𝑛 это означает, что выполнены
следующие условия:
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1. Все коэффициенты 𝑎𝑛 принадлежат полю ℚ
и ∣𝑎𝑛∣ ⩽ exp(𝑐1𝑛) для всех 𝑛.

2. Существует последовательность нату-
ральных чисел 𝑑𝑛 = 𝑑0,𝑛𝑑𝑛 такая, что 𝑑𝑛𝑎𝑘 ∈ ℤ,
𝑛 = 0, 1, 2, …, 𝑘 = 0, 1, … , 𝑛, причем для любого 𝑛
число 𝑑0,𝑛 делится только на простые числа 𝑝 ⩽ 𝑐2𝑛
и степень, в которой число 𝑝 входит в разложение
числа 𝑑0,𝑛 на простые множители, обозначаемая
𝑜𝑟𝑑𝑝𝑑0,𝑛, удовлетворяет неравенству

𝑜𝑟𝑑𝑝𝑑0,𝑛 ⩽ 𝑐3 (log𝑝 𝑛 + 𝑛
𝑝2) .

Очевидно, что в рассматриваемом случае
𝑐2 = 𝑐3 = 0, 𝑑 = 1, а в качестве 𝑐1 можно взять
ln(max{∣𝑎(𝑘,𝑗)

𝑙 ∣, 𝑗=1, … , 𝑚, 𝑘=0, … , 𝑇𝑗 − 1, 𝑙 = 0, … , 𝑇𝑗−1}).
Заметим, что ряды 𝑓𝑗,𝑘(𝑧), 𝑗 = 1, … , 𝑚,

𝑘 = 0, … , 𝑇𝑗 − 1 составляют решение системы
дифференциальных уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦′
𝑗,𝑘 = (𝑘 + 1)

𝑦𝑗,𝑘+1 − 𝑦𝑗,𝑘

𝑧
.𝑘 = 0, … , 𝑇𝑗 − 2,

𝑦′
𝑗,𝑇𝑗−1 =

𝑇𝑗

𝑧𝑇𝑗+1(𝑇𝑗 − 1)!
(𝑦𝑗,0 − 1) −

𝑇𝑗

𝑧
⋅ 𝑦𝑗,𝑇𝑗−1.

(10)

Поскольку для любого 𝑗 = 1, … , 𝑚 совокупность
рядов {𝐹𝑗,1(𝑧), … , 𝐹𝑗,𝑇𝑗(𝑧)} линейно эквивалентна
совокупности рядов {𝑓𝑗,0(𝑧), … , 𝑓𝑗,𝑇𝑗−1(𝑧)}, причем
любой ряд 𝐹𝑗,𝑘(𝑧) является линейной комбинацией
рядов 𝑓𝑗,0(𝑧), … , 𝑓𝑗,𝑇𝑗−1(𝑧) с коэффициентами –– це-
лыми числами, ряды 𝐹𝑗,1(𝑧), … , 𝐹𝑗,𝑇𝑗(𝑧) для любого
𝑗 = 1, … , 𝑚 составляют решение системы линейных
дифференциальных уравнений с коэффициентами
из ℂ(𝑧), имеющими, ввиду (10), полюс только в точ-
ке 𝑧 = 0. При этом для каждого 𝑗 = 1, … , 𝑚 вы-
полняется равенство 𝐹𝑗,1(𝑧) = Φ(𝑧). Поэтому и ря-
ды 𝐹𝑗,𝑘(𝑧), 𝑘 = 2, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚 и ряд Эйле-
ра 𝐹𝑗,1(𝑧) = Φ(𝑧) составляют решение системы из
𝑇1 + … + 𝑇𝑚 + 1 − 𝑚 линейных дифференциальных
уравнений с коэффициентами из ℂ(𝑧), имеющими
полюс только в точке 𝑧 = 0. Осталось применить
теорему 3 из статьи [6]:

Пусть 𝐹-ряды 𝑔1(𝑧), … , 𝑔𝑟(𝑧) составляют реше-
ние системы линейных дифференциальных уравнений

с коэффициентами из ℂ(𝑧) и алгебраически независи-
мы над ℂ(𝑧). Тогда для любого целого алгебраическо-
го числа γ ≠ 0 и отличного от особых точек этой си-
стемы ряды 𝑔1(γ), … , 𝑔𝑟(γ) бесконечно алгебраически
независимы.

Теорема полностью доказана.
Сделаем заключительные замечания. Рассмот-

рение взаимно простых чисел 𝑇1, … , 𝑇𝑚 позволяет
получить 𝑇1+…+𝑇𝑚+1−𝑚 алгебраически независи-
мых над ℂ(𝑧)рядов, выбирая 𝑇 2

1 +…+𝑇 2
𝑚−(𝑇1+...+𝑇𝑚)

вместо (𝑇1 +… + 𝑇𝑚)2 − (𝑇1 + ... + 𝑇𝑚) целых чисел.
Это соображение можно использовать при вычис-
лительных экспериментах, упомянутых в [7] и эко-
номном построении наборов независимых псевдо-
случайных чисел.
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INFINITE ALGEBRAIC INDEPENDENCE OF POLYADIC SERIES WITH
PERIODIC COEFFICIENTS

V. G. Chirskii𝑎
𝑎Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia

Presented by Academician of the RAS A. L. Semenov

Consider sequences of integers 𝑎(𝑘,𝑗)
𝑛 , 𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚 such that 𝑎(𝑘,𝑗)

𝑛 = 𝑎(𝑘,𝑗)
𝑛+𝑇𝑗

, 𝑗 = 1, … , 𝑚,

𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗, 𝑛 = 0, 1, …, and consider the series 𝐹𝑗,𝑘(𝑧) =
∞
∑
𝑛=0

𝑎(𝑘,𝑗)
𝑛 𝑛!𝑧𝑛, 𝑘 = 1, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚. The con-

ditions are established under which the set of series 𝐹𝑗,𝑘(𝑧), 𝑘 = 2, … , 𝑇𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚 and the Euler series

Φ(𝑧) =
∞
∑
𝑛=0

𝑛!𝑧𝑛 are algebraically independent over ℂ(𝑧) and for any algebraic integer γ ≠ 0, their values at

the point γ are infinitely algebraically independent.

Keywords: polyadic numbers, infinite algebraic independence.
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Рассматривается задача генерации с заданной точностью волн Толлмина–Шлихтинга (ведущих
собственных мод) и оптимальных возмущений с помощью оптимального вдува–отсоса на примере
течения Пуазейля в канале квадратного сечения и гармонического по продольному направлению
вдува–отсоса через стенки канала. Задача сводится к решеню задач оптимального управления для
линеаризованных уравнений динамики вязкой несжимаемой жидкости. Впервые показано, что
генерация оптимального возмущения при помощи вдува–отсоса значительно более затратна, чем
генерация ведущей моды.

Ключевые слова: линейная система управления, течение в канале, вдув–отсос, ведущая мода, опти-
мальное возмущение, матричная экспонента, выпуклое программирование.
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1. В декартовых координатах (x, y, z) рассмот-
рим течение Пуазейля [1] в бесконечном вдоль x
канале квадратного сечения Σ = {(y, z) ∶ −1 < y < 1,
−1 < z < 1}. Нас будет интересовать генерация ма-
лых возмущений этого течения с помощью гар-
монического по x с заданным продольным волно-
вым числом α ⩾ 0 оптимального вдува–отсоса че-
рез стенки канала. Вектор сгенерированного воз-
мущения скорости и отвечающее ему возмущение
давления в рассматриваемом случае представимы
в виде:

v′(x, y, z, 𝑡) = Real{v(y, z, 𝑡)eiαx} ,

p′(x, y, z, 𝑡) = Real{p(y, z, 𝑡)eiαx} ,
(1)

где v и p –– комплекснозначные амплитуды, i ––
мнимая единица. Подставляя (1) в линеаризован-
ные относительно основного течения уравнения
движения вязкой несжимаемой жидкости, можно

1Институт прикладной математики им. М. В. Келдыша
РАН, Москва, Россия

2Институт вычислительной математики им. Г. И. Мар-
чука РАН, Москва, Россия

3Московский государственный университет им. М. В. Ло-
моносова, Москва, Россия

*E-mail: kirill.demyanko@yandex.ru
**E-mail: yumnech@yandex.ru

***E-mail: ivan.chechkin@math.msu.ru

получить следующие уравнения для амплитуд этих
возмущений:

𝜕v
𝜕𝑡
= −(V ⋅ ∇) v − (v ⋅ ∇0)V −∇p + 1

Re
Δv,

∇ ⋅ v = 0,
(2)

которые будем рассматривать в области Σ с гранич-
ными условиями:

v(±1, 𝑧, 𝑡) = (0, η±
v (𝑧, 𝑡), 0)T , v(𝑦, ±1, 𝑡) = (0, 0, η±

w(𝑦, 𝑡))T .

Здесь η+v , η−v , η+w, η−w –– моделирующие вдув–отсос
достаточно гладкие функции, принимающие нуле-
вые значения при значениях ±1 первого аргумента,
V –– вектор скорости течения Пуазейля, Re –– число
Рейнольдса, определенное по максимальной ско-
рости течения Пуазейля и полувысоте канала,

∇ = (iα,
𝜕
𝜕y

,
𝜕
𝜕z
)

T
, ∇0 = (0,

𝜕
𝜕y

,
𝜕
𝜕z
)

T
, Δ = ∇T∇.

а T означает операцию транспонирования.
Для амплитуд вектора скорости и управления

будем использовать следующие нормы:

⎛
⎝∫

Σ

v∗v𝑑𝑦𝑑𝑧
⎞
⎠

1/2

, (3)
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⎛
⎜
⎝

1

∫
−1

(η+∗w η+w + η−∗w η−w)𝑑𝑦 +
1

∫
−1

(η+∗v η+v + η−∗v η−v )𝑑𝑧
⎞
⎟
⎠

1/2

, (4)

где ∗ означает операцию транспонирования и ком-
плексного сопряжения.

2. Аппроксимируем по пространству систе-
му (2) методом коллокаций [2] на смещенных сет-
ках (узлы Гаусса–Лобатто –– для аппроксимации
компонент скорости и узлы Гаусса –– для давления),
как это описано в работе [3]. Получим систему
обыкновенных дифференциальных и алгебраиче-
ских уравнений следующего вида:

𝑑v
𝑑𝑡
= (𝐽1 +

1
Re

𝐽2) v +𝐺p +𝐶vη, 𝐹v +𝐶pη = 0 (5)

с матрицами 𝐽1, 𝐽2 ∈ ℂ𝑛v×𝑛v, 𝐺 ∈ ℂ𝑛v×𝑛p, 𝐹 ∈ ℂ𝑛p×𝑛v,
𝐶v ∈ ℂ𝑛v×𝑛𝑐, 𝐶p ∈ ℂ𝑛p×𝑛𝑐, где 𝑛v = 3𝑛y𝑛z, 𝑛p = (𝑛y + 1)×
×(𝑛z + 1), 𝑛𝑐 = 2(𝑛y+𝑛z), а 𝑛y и 𝑛z –– числа внутренних
узлов, используемых для аппроксимации компо-
нент скорости по y и z соответственно. Здесь v и p ––
векторы значений во внутренних узлах амплитуд
компонент скорости и давления, соответственно,
η –– дискретный аналог управления –– вектор значе-
ний амплитуд нормальных к стенкам канала ком-
понент скорости в граничных узлах, исключая уз-
лы в углах сечения канала. Матрица 𝐺 является дис-
кретным аналогом градиента, матрицы 𝐽1, 𝐽2 и 𝐹 ––
дискретными аналогами операторов переноса, Ла-
пласа и дивергенции с нулевыми граничными усло-
виями, соответственно, а матрицы 𝐶v и 𝐶p поз-
воляют учесть ненулевые граничные условия для
компонент скорости, нормальных к стенкам ка-
нала. Используя квадратурные формулы с весами
Гаусса–Лобатто, дискретные аналоги норм (3) и (4)
можно представить в виде ∥𝐸v∥2 и ∥𝐸ηη∥2 соответ-
ственно, где 𝐸 и 𝐸η –– диагональные, положительно
определенные матрицы. Эти нормы мы будем ис-
пользовать для оценки отклонения решения от це-
ли и затрат на генерацию заданного возмущения.

Систему дифференциальных и алгебраических
уравнений (5) можно редуцировать [4] к эквива-
лентной системе обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений вида

𝑑𝑥
𝑑𝑡
= 𝐴𝑥 +𝐶ξ, (6)

При этом, v = 𝑋𝑥 + 𝑌 ξ, η = 𝐸−1
η ξ. Здесь 𝐴, 𝐶, 𝑋, 𝑌 ––

некоторые матрицы размеров 𝑛×𝑛, 𝑛×𝑛𝑐, 𝑛v ×𝑛 и 𝑛v ×
𝑛𝑐, соответственно, 𝑛 = 𝑛v − 𝑛p + 𝑑, а 𝑑 = 1 при α > 0
и 2 при α = 0.

Отметим, что поскольку профиль скорости ос-
новного течения является четной функцией y и z,
то решение задачи Коши для системы (2) можно
свести к отдельному поиску решений, обладающих
определенными симметриями относительно осей

сечения канала [3]. Для определенности, следуя ра-
ботам [6, 7], будем рассматривать далее решения
со следующими четностями компонент скорости
и давления: (−+,++,−−,−+), где первый плюс (ми-
нус) означает четность (нечетность) соответству-
ющей переменной по y, а второй –– по z. Описан-
ная аппроксимация системы (2) сохраняет симмет-
рии решений. Поэтому, полученную после аппрок-
симации систему можно свести к системе вида (6)
с векторами 𝑥 и ξ, имеющими примерно вчетверо
меньшее число компонент, чем без учета четности.

3. Решение задачи Коши для системы (6) с на-
чальным значением 𝑥(0) = 0 существует, един-
ственно и представимо в виде формулы Коши:

𝑥(𝑇) =
𝑇

∫
0

𝑊(𝑡)ξ(𝑡)𝑑𝑡,

где
𝑊(𝑡) = exp{(𝑇 − 𝑡)𝐴}𝐶.

Грамиан управляемости 𝑃(∞), где

𝑃(𝑇) =
𝑇

∫
0

𝑊(𝑡)𝑊(𝑡)∗ 𝑑𝑡, (7)

в данном случае является очень плохо обусловлен-
ной матрицей в силу малоранговости матрицы 𝐶.
Поэтому, будем решать приближенные задачи оп-
тимального управления следующего вида.

Задано 𝑇 > 0, вектор 𝑥𝑇 и допустимая погреш-
ность ε ⩾ 0. Найти определенную в интервале [0, 𝑇]
функцию ξ(𝑡) такую, что

ξ ∈ 𝐿2 ∶
XXXXXXXXXXXXX

𝑇

∫
0

𝑊(𝑡)ξ(𝑡)𝑑𝑡 − 𝑥𝑇

XXXXXXXXXXXXX2

⩽ ε∥𝑥𝑇∥2,

∥ξ∥𝐿2
→min.

(8)

Пусть 𝐷 –– квадратная диагональная положи-
тельно определенная матрица отвечающая 𝑚 мак-
симальным собственным значениям матрицы 𝑃(𝑇),
𝑈 –– прямоугольная матрица, столбцы которой об-
разуют ортонормированную систему соответству-
ющих собственных векторов.

Утверждение 1. Пусть ε0=∥(𝐼−𝑈𝑈∗)𝑥𝑇∥2 / ∥𝑥𝑇∥2.
Тогда решение задачи (8) при ε0 ⩽ ε < 1 существует,
единственно и представимо в виде ξ(𝑡) =𝑊(𝑡)∗𝑈γ,
где γ –– решение оптимизационной задачи

γ ∈ ℂ𝑚 ∶ ∥𝐷γ −ψ∥2 ⩽ δ ∥ψ∥2, (𝐷γ, γ)→ min,

с ψ = 𝑈∗𝑥𝑇, δ =
√
(ε2 − ε2

0) / (1 − ε2
0).

Таким образом решение рассматриваемой зада-
чи приближенного оптимального управления сво-
дится к простейшей задаче выпуклого програм-
мирования. В качестве 𝑚 будем выбирать макси-
мальное целое число, при котором отношение ми-
нимального диагонального элемента матрицы 𝐷

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 519 2024



20 ДЕМЬЯНКО и др.

к максимальному больше либо равно машинной
точности. В качестве 𝑇 будем выбирать минималь-
ное положительное число, обеспечивающее неиз-
менность у ε0 трех значащих десятичных цифр с ро-
стом 𝑇.

4. Известно, что течение Пуазейля в кана-
ле квадратного сечения является асимптотически
устойчивым по Ляпунову при любом конечном
числе Рейнольдса [3, 5], иными словами линей-
ное критическое число Рейнольдса для этого те-
чения равно бесконечности. Далее мы рассмотрим
в качестве целей для задачи оптимального управле-
ния волну Толлмина–Шлихтинга, то есть ведущую
(наименее затухающую) моду, и оптимальное воз-
мущение, обладающие указанной выше симметри-
ей. Следуя работам [6, 7], мы будем рассматривать
течение Пуазейля с Re = 3000 и генерировать веду-
щую моду и оптимальное возмущение с волновым
числом α = 0.1, а также, для сравнения, с α = 0 и 1.

Необходимый для этого расчет амплитуды ве-
дущей моды сводится к вычислению собственно-
го вектора матрицы 𝐴, отвечающего собственному
значению с максимальной действительной частью,
который мы вычислим с помощью QR алгорит-
ма [8]. Расчет оптимального возмущения с помо-
щью алгоритма [9] сводится к вычислению норми-
рованного правого сингулярного вектора [9] мат-
ричной экспоненты exp{𝑡𝐴}, отвечающего ее мак-
симальному сингулярному числу, в момент време-
ни, при котором достигается максимум этого син-
гулярного числа.

Система (2) аппроксимировалась описанным
выше способом на сетке с 𝑛y = 𝑛z = 40. Допол-
нительные расчеты, результаты которых мы здесь
приводить не будем, показали, что данное число
узлов обеспечивает сходимость результатов по ша-
гу сетки с достаточно высокой точностью. После
учета симметрий и алгебраической редукции бы-
ла сформирована система (6) с квадратной матри-
цей 𝐴 порядка 780 и прямоугольной матрицей 𝐶
размера 780 × 40. Все результаты вычислений при-
водятся далее округленными до трех значащих де-
сятичных цифр.

В таблице 1 представлены затраты на генера-
цию целей при различных значениях ε, то есть
значения 𝐿2 нормы соответствующих оптимальных
управлений. Видно, что затраты на генерацию оп-
тимального возмущения значительно выше затрат
на генерацию ведущей моды. Более того, при вы-
бранных значениях α и 𝑇 генерация оптимально-
го возмущения с допустимыми погрешностями ε =
10−7, 10−5 и 10−4 соответственно невозможна, по-
скольку они меньше соответствующих неустрани-
мых погрешностей ε0. Для указанных в таблице
значений α и 𝑇 эти погрешности равны соответ-
ственно 2.56 × 10−8, 1.16 × 10−6, 3.62 × 10−5 для ве-

дущей моды и 1.85 × 10−3, 6.76 × 10−2, 7.23 × 10−1 для
оптимального возмущения.

Результаты расчетов, представленные в табли-
це 1, позволяют сделать вывод, что затраты на
создание оптимального возмущения с помощью
вдува–отсоса выше затрат на создание ведущей мо-
ды примерно в 104 раз, а оптимальное возмущение
с высокой точностью вообще не удалось создать.

Таблица 1. Затраты на генерацию ведущей моды и оптималь-
ного возмущения с волновыми числами α = 0 (при 𝑇 = 1500),
а также 0.1 и 1 (при 𝑇 = 500) при заданной допустимой по-
грешности ε

α ε Ведущая
мода

Оптимальное
возмущение

0 10−1

1.86 × 10−3

10−7

5.77 × 10−2

1.08 × 10−1

2.89 × 10−1

2.13 × 102

1.98 × 103

−
0.1 10−1

6.78 × 10−2

10−5

1.21
1.45
7.19

6.76 × 104

1.28 × 105

−
1 9 × 10−1

7.24 × 10−1

10−4

5.52 × 10−1

2.06
5.02 × 102

1.04 × 103

7.86 × 105

−
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The problem of generating the Tollmien-Schlichting waves (leading eigenmodes) and optimal disturbances
with a given accuracy using optimal blowing–suction is considered with the example of Poiseuille flow in a
duct of square cross-section and streamwise-harmonic blowing-suction through the duct walls. The prob-
lem is reduced to solving optimal control problems for the linearized governing equations of viscous incom-
pressible media. It is shown for the first time that generating the optimal disturbances using blowing–suction
is much more expensive than generating the leading modes.
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1. ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Широко используется расстояние Хэмминга

между двумя словами одинаковой длины в фик-
сированном конечном алфавите. Часто рассматри-
ваются слова не обязательно равной длины, как
и операции, характерные для рассматриваемого
приложения; операции последовательно преобра-
зуют одно данное слово в другое; набор опера-
ций заранее выбран и фиксирован в зависимости
от приложения. Расстоянием между двумя слова-
ми называют длину самой короткой последователь-
ности допустимых операций, которая преобразует
одно слово в другое. Более того, обычно каждой
операции приписано строго положительное раци-
ональное число, называемое ценой операции. Со-
ответственно расстояние определяется как мини-
мум суммы цен операций, которые последователь-
но преобразуют данные слова, одно в другое. Это
расстояние не обязательно симметрично, и назы-
вается редакционным расстоянием или расстояни-
ем Левенштейна. Задача кратчайшего преобразо-
вания состоит в построении эффективного алго-
ритма для нахождения этого минимума и, главное,
самой последовательности операций, на которой
минимум достигается. Эта задача решена многими

1Институт проблем передачи информации им. А. А. Хар-
кевича РАН, Москва, Россия

2Московский государственный университет им. М. В. Ло-
моносова, Москва, Россия

*E-mail: gorbunov@iitp.ru
**E-mail: lyubetsk@iitp.ru

алгоритмами в духе динамического программиро-
вания с квадратичным временем работы, [1, гла-
ва 11]. Цепочка операций, которая доставляет ми-
нимум, называется кратчайшей. Эффективность
понимается как доказательство точности алгорит-
ма (или нетривиальной верхней оценки его по-
грешности) вместе с доказательством низкой сте-
пени полиномиальной оценки времени его рабо-
ты. В приложениях задача кратчайшего преобра-
зования часто возникает для конечных графов,
определяемых фиксированным свойством, вместо
слов. Например, для ориентированных нагружен-
ных графов, состоящих из цепей и циклов, рас-
смотренная в [2], и для нагруженных корневых де-
ревьев, рассмотренная в данной работе. Набор опе-
раций, которые преобразуют граф, естественно, за-
висит от рассматриваемого приложения и от гра-
фов, которые рассматриваются.

В данной работе такой алгоритм построен для
корневых деревьев, у которых все вершины поме-
чены буквами или знаком “−”; эти пометки назы-
ваются соответственно типом или делецией в той
вершине, к которой они однозначно приписаны.
Даны сами нагруженные деревья и матрица, со-
стоящая из произвольных рациональных чисел,
которые выражают сходство двух типов (соответ-
ствие: тип-тип) и штрафы за соответствия тип-
делеция (и наоборот) и делеция-делеция. Сходство
типов может выражаться любым числом, но штра-
фы обычно задаются неположительным числом.
Штраф может зависеть от типа и положения вер-
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шины на дереве. В биоинформатических прило-
жениях такие деревья часто называют клеточны-
ми (cell lineage tree). В [3] для первых двух из рас-
смотренных ниже трех операций предложена ком-
пьютерная программа, названная mDELTA [4], ко-
торая решает задачу кратчайшего преобразования.
Отсутствие третьей операции существенно: напри-
мер, без нее лист преобразуется обязательно в лист,
что не всегда выполняется в прикладных задачах.
В данной работе, разрешая в задаче кратчайшего
преобразования все три операции, мы опишем точ-
ный квадратичной сложности алгоритм, который
существенно отличается от алгоритма в mDELTA.
По аналогии с алгоритмами для слов, в задаче пре-
образования деревьев говорят, что алгоритм строит
выравнивание двух исходных деревьев при данных
ценах операций.

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПЕРАЦИЙ НАД
КОРНЕВЫМИ ДЕРЕВЬЯМИ

Над деревом разрешены следующие три опе-
рации, в которых 𝑥 и 𝑦 обозначают любые типы
или делецию, рис. 1. Любая цепочка 𝐺 операций ––
изоморфно вкладывает каждое предыдущее дерево
в последующее.

1. На ребро (𝑥, 𝑦) добавить вершину-делецию
вместе с ее листом-делецией, рис. 1 (операция 1).
Подчеркнем, что все операции состоят в расшире-
нии исходного дерева 𝑇 некоторым числом новых
делеций, приписанных новым вершинам в дереве 𝑇,
которые расположены выше его корня 𝑟, ниже него
и несравнимо с 𝑟 (принято, что деревья растут вниз
от корня).

2. Выше корня 𝑟 добавить новый корень-
делецию вместе с его листом-делецией, рис. 1
(операция 2). Ниже 𝑟 ничего не меняется.

3. В вершине (включая корень или лист), поме-
ченной 𝑥, пометку 𝑥 заменить на делецию и инци-
дентно ей выше добавить новую вершину с помет-
кой 𝑥 и инцидентным ей листом-делецией. Выше
новой пометки 𝑥 и ниже соответствующей новой
делеции ничего не меняется, рис. 1 (операция 3).

Итак, задачу преобразования деревьев можно
переформулировать как следующую задачу вырав-
нивания. Даны два бинарных дерева 𝑇1 и 𝑇2. Ука-
занными тремя операциями преобразовать 𝑇1 и 𝑇2
в бинарные деревья 𝑇 ′

1 и 𝑇 ′
2 , 𝑇1 ⊆ 𝑇 ′

1 , 𝑇2 ⊆ 𝑇 ′
2 , кото-

рые без учета их пометок (т.е. топологически) изо-
морфны между собой так, что достигает максиму-
ма качество пары {𝑇 ′

1 , 𝑇 ′
2 } или, иными словами, ка-

чество изоморфизма 𝑓: 𝑇 ′
1 → 𝑇 ′

2 , которые обозна-
чим 𝐻(𝑇1, 𝑇2) = 𝐻(𝑓). Качеством называется сум-
ма (по изоморфизму всех вершин в 𝑇 ′

1 и 𝑇 ′
2 ) сходств

тип-тип плюс штрафы за тип-делеция (или наобо-
рот) и делеция-делеция. В нашем алгоритме каче-
ство вычисляется по индукции. Эти две цепочки

Рис 1. (1) На ребро (𝑥, 𝑦) добавлена вершина-делеция вме-
сте с ее листом-делецией. (2) Выше корня 𝑟 добавлен но-
вый корень-делеция вместе с его листом-делецией. Ни-
же 𝑟 ничего не меняется. (3) В вершине (включая корень
или лист), помеченной 𝑥, пометка 𝑥 заменена на делецию
и инцидентно ей выше добавлена новая вершина с помет-
кой 𝑥 и инцидентным ей листом-делецией. Выше нового
положения 𝑥 и ниже соответствующей новой делеции ни-
чего не меняется.

операций 𝑇1 → 𝑇 ′
1 и 𝑇2 → 𝑇 ′

2 , расширения исход-
ных деревьев 𝑇1 и 𝑇2 до 𝑇 ′

1 и 𝑇 ′
2 вместе с изоморфиз-

мом 𝑓: 𝑇 ′
1 → 𝑇 ′

2 называются выравниванием деревьев
𝑇1 и 𝑇2. Решение задачи выравнивания тривиально
влечет решение задачи преобразования: преобра-
зуем 𝑇1 в 𝑇 ′

1 , переходим по 𝑓 к 𝑇 ′
2 и удаляем все до-

бавленные алгоритмом новые делеции и вершины,
объединяя соответствующие ребра.

3. АЛГОРИТМ ВЫРАВНИВАНИЯ
Опишем алгоритм в предположении, что в мат-

рице сходств делеция-делеция имеет нулевую цену,
а тип-делеция (и наоборот) имеют одну цену, ко-
торая не зависит от типа и расположения на дере-
вьях. Это не уменьшает общности алгоритма и до-
казательства. Результат замены в дереве 𝑇 корнево-
го типа на делецию назовем упрощением 𝑇 и обозна-
чим 𝑇 −.

Итак, даны два корневых бинарных дерева 𝑇1
и 𝑇2. Рассмотрим множество 𝐷1 деревьев, которое
состоит из всех поддеревьев в 𝑇1 и их упрощений;
аналогично определяется множество 𝐷2. Пусть 𝑅,
𝑆 ∈ 𝐷𝑖, 𝑖 = 1 или 2; 𝑅 содержится в 𝑆, 𝑅 ⊆ 𝑆, ес-
ли 𝑅 –– поддерево в 𝑆 или упрощение поддерева
из 𝑆. Для единообразия удобнее считать, что каж-
дый лист каждого дерева в 𝐷𝑖 дополнен двумя до-
черними пустыми поддеревьями с пустыми ребра-
ми к листу (на рисунках такие пустые продолже-
ния листьев не показаны). Деревом делеций назо-
вем любое дерево, в котором все пометки деле-
ции, кроме пустых поддеревьев. Определим множе-
ство 𝑃 (неупорядоченных) пар, состоящих из дере-
вьев 𝑅1 ∈ 𝐷1 и 𝑅2 ∈ 𝐷2 вместе с частичным поряд-
ком на парах: {𝑅1, 𝑅2} ⩽ {𝑆1, 𝑆2}, если 𝑅1 содержит-
ся в 𝑆1 ∈ 𝐷1 и 𝑅2 содержится в 𝑆2 ∈ 𝐷2. Фиксируем
любой линейный порядок, продолжающий частич-
ный порядок на парах {𝑅1, 𝑅2}. Алгоритм выполня-
ет прямую и обратную индукции по этому линей-
ному порядку.

Начало индукции. Обозначим 𝑘(𝑅) число вер-
шин в дереве 𝑅, которые помечены типами, умно-
женное на штраф тип-делеция из матрицы сходств.
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Рис 2. Преобразования 𝑅1 → 𝑅′
1 и 𝑅2 → 𝑅′

2 пары {𝑅1, 𝑅2}, вычисления качеств 𝐻(𝑅1, 𝑅2)и ссылки, на каком преобразовании
достигается максимум этих качеств.

Если 𝑅1 и 𝑅2 оба пустые, то качество 𝐻(𝑅1, 𝑅2) = 0
и 𝑅′

1, 𝑅′
2 и их изоморфизм 𝑓 пустые. Если одно из

𝑅1 и 𝑅2 –– делеция с двумя пустыми поддеревьями
и ведущими в них пустыми ребрами (пусть это 𝑅1),
а второе непустое, то качество 𝐻(𝑅1, 𝑅2) = 𝑘(𝑅2)
и 𝑅′

1 –– дерево делеций, топологически изоморфное
𝑅2, и 𝑅′

2 = 𝑅2. По индукции на прямом ходе вы-
числяются только качества и приводится ссылка,
на каком преобразовании (см. ниже индуктивный
шаг) достигается их максимум, а на обратном ходе
строятся сами изоморфные расширения 𝑇 ′

1 и 𝑇 ′
2 .

Индуктивный шаг. Пусть {𝑅1, 𝑅2} текущая па-
ра непустых деревьев в 𝑃. Алгоритм вычисляет
качество 𝐻(𝑅1, 𝑅2) каждого из 7 преобразований
(𝑅1, 𝑅2) → (𝑅′

1, 𝑅′
2), перечисленых ниже на рис. 2,

и создает ссылку на то из них (включая его аргумен-
ты), на котором качество максимально до тех пор,
пока выполняется 𝑅1 < 𝑇1 или 𝑅2 < 𝑇2. После это-
го, обратным ходом индукции от пары (𝑇1, 𝑇2) до
начала индукции алгоритм вычисляет сами деревья
𝑅′

1 = 𝑇 ′
1 и 𝑅′

2 = 𝑇 ′
2 и при желании их изоморфизм 𝑓.

Пусть 𝑥 и 𝑦 –– пометки корней в 𝑅1 и 𝑅2. На
рис.2 сверху показаны текущие деревья {𝑅1, 𝑅2},
а снизу –– их преобразования {𝑅′

1, 𝑅′
2}. Обозначим 𝑐𝑥𝑦

сходство пометок 𝑥 и 𝑦 в матрице сходств, включая
штрафы. Результат (⋅)′ определяется индукцией по
указанному линейному порядку; у дерева (𝑆−)′ ко-
рень помечен делецией.

a) В 𝑅1 и 𝑅2 дочерние поддеревья суть 𝐴 и 𝐵,
𝐶 и 𝐷 от корней в 𝑅1 и 𝑅2, соответственно, рис. 2a;
поддеревья 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 все пустые или все непу-
стые (отметим, что случай, когда, например, 𝐴 и 𝐵

пустые, а 𝐶 и 𝐷 непустые, применением к 𝑥 опе-
рации 3 сводится к случаю 𝑏 ниже). Положим
𝐻 (𝑅1, 𝑅2) = 𝐻 (𝐴, 𝐶) + 𝐻 (𝐵, 𝐷) + 𝑐𝑥𝑦. Аналогич-
но вычислим 𝐻 (𝐴, 𝐷) + 𝐻 (𝐵, 𝐶) + 𝑐𝑥𝑦, и оконча-
тельно положим 𝐻 (𝑅1, 𝑅2) равным максимуму по
этим двум вариантам. Ссылка указывает, на каком
из 7 преобразований и каких его аргументах, дости-
гается максимум. По индукции известны {𝐴′, 𝐶′}
и {𝐵′, 𝐷′}, которые подвешиваем согласно рис. 2а.
Изоморфизм 𝑓: 𝑅′

1 → 𝑅′
2 равен объединению изо-

морфизмов 𝑓1 и 𝑓2, дополненному сопоставлением
𝑥 → 𝑦. Эти данные не используются на прямом хо-
де. Все вершины в 𝑇1 присутствуют в 𝑇 ′

1 с теми же
пометками; в вершинах 𝑇 ′

1 ниже 𝑇1-листьев и вы-
ше 𝑇1-корня или несравнимо с ним присутствуют
только делециии; аналогично для 𝑇2 и всех 7 преоб-
разований. Это используется в доказательстве Тео-
ремы 1.

b) Для деревьев 𝑅1 и 𝑅2 положим 𝐴 = 𝑅1 и 𝐵,
𝐶 –– дочерние поддеревья в 𝑅2 от его корня 𝑦,
рис. 2b; поддеревья 𝐴, 𝐵, 𝐶 непустые. Положим
𝐻(𝑅1, 𝑅2) =𝐻(𝐴−, 𝐵) + 𝑐𝑥𝑦 + 𝑘(𝐶). Аналогично вы-
числим 𝐻(𝐴−, 𝐶) + 𝑐𝑥𝑦 + 𝑘(𝐵) и два варианта ка-
честв 𝐻(𝑅2, 𝑅1). Здесь используется обозначение:
{𝑅2, 𝑅1}–– пара, у которой 𝑅2 есть новое 𝐴, подве-
шеное к 𝑦 и объединение бывших 𝐵 и 𝐶, а 𝑅1 есть
прежнее 𝐴 с корнем 𝑥, разделенное на новые дочер-
ние 𝐵 и 𝐶. Окончательно положим 𝐻(𝑅1, 𝑅2) рав-
ным максимуму по этим четырем вариантам. Здесь
к 𝑥 применяется 3-я операция и подвешиваются
(𝐴−)′ и −𝐶, а к 𝑦 подвешиваются 𝐵′ и 𝐶. Изомор-
физм 𝑓: 𝑅′

1 → 𝑅′
2 определяется как выше.
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c) Для деревьев 𝑅1 и 𝑅2 положим 𝐴 = 𝑅1
и 𝐵 = 𝑅2, рис. 2c; деревья 𝐴 и 𝐵 непустые. Положим
𝐻(𝑅1, 𝑅2) = 𝑐𝑥𝑦 + 𝑘(𝐴−) + 𝑘(𝐵−). Здесь к 𝑥 и 𝑦 при-
меняется 3-я операция и подвешиваются 𝐴−, −𝐵,
−𝐴, 𝐵−. Изоморфизм 𝑓: 𝑅′

1 → 𝑅′
2 тривиален.

d) Пусть хотя бы одна из пометок 𝑥 и 𝑦 не
делеция. Для деревьев 𝑅1 и 𝑅2 положим 𝐴 = 𝑅1
и 𝐵 = 𝑅2, рис. 2d; деревья 𝐴 и 𝐵 непустые. Положим
𝐻(𝑅1, 𝑅2) =𝐻(𝐴−, 𝐵−) + 𝑐𝑥𝑦. Здесь к 𝑥 и 𝑦 применя-
ется 3-я операция и подвешиваются (𝐴−)′ и (𝐵−)′.
Изоморфизм 𝑓: 𝑅′

1 → 𝑅′
2 определен по индукции.

e) Для деревьев 𝑅1 и 𝑅2 рассмотрим дочерние
𝐴, 𝐵 от корня в 𝑥 и положим 𝐶 = 𝑅2 с корнем
в 𝑦, рис.2e; поддеревья 𝐴, 𝐵, 𝐶 непустые. Поло-
жим 𝐻(𝑅1, 𝑅2) =𝐻(𝐴, 𝐶) + 𝑐𝑥− + 𝑘(𝐵). Аналогично
вычислим 𝐻(𝐵, 𝐶) + 𝑐𝑥− + 𝑘(𝐴) и два варианта для
𝐻(𝑅2, 𝑅1). Здесь, как и в (b), используется обозна-
чение: 𝑅2, 𝑅1 –– пара, у которой 𝑅2 есть прежнее 𝐶
с корнем 𝑦, разделенное на новые дочерние 𝐴 и 𝐵,
а 𝑅1 есть новое 𝐶, подвешеное к 𝑥 и объеденение
бывших 𝐴 и 𝐵. Здесь к 𝑦 применяется 2-я операция
и подвешиваются 𝐴′, 𝐵, 𝐶′, 𝐶. Окончательно по-
лагаем 𝐻(𝑅1, 𝑅2) равным максимуму по этим четы-
рем вариантам. Изоморфизм 𝑓: 𝑅′

1 → 𝑅′
2 определен

по индукции.

f) Пусть 𝑥 не делеция. Для деревьев 𝑅1 и 𝑅2 по-
ложим 𝐴 = 𝑅1 и 𝐵 = 𝑅2, рис. 2f; деревья 𝐴 и 𝐵 непу-
стые. Положим 𝐻(𝑅1, 𝑅2) =𝐻(𝐴−, 𝐵) + 𝑐𝑥−. Анало-
гично вычислим 𝐻(𝐴, 𝐵−) + 𝑐𝑥−, и окончательно
положим 𝐻(𝑅1, 𝑅2) равным максимуму по этим
двум вариантам. Здесь к 𝑥 применяется 3-я опера-
ция, а к 𝑦 применяется 2-я и подвешиваются (𝐴−)′
и 𝐵′. Изоморфизм 𝑓: 𝑅′

1 → 𝑅′
2 определен по индук-

ции.

g) Для деревьев 𝑅1 и 𝑅2 положим 𝐴 = 𝑅1
и 𝐵 = 𝑅2, рис. 2g; деревья 𝐴, 𝐵 непустые. Положим
𝐻(𝑅1, 𝑅2) = 𝑘(𝐴) + 𝑘(𝐵). Здесь к 𝑥 применяется 3-я
операция, к 𝑦 применяется 2-я и подвешиваются
𝐴−, −𝐵, −𝐴, 𝐵. Изоморфизм 𝑓: 𝑅′

1 → 𝑅′
2 тривиален.

По окончанию прямого хода алгоритма, обрат-
ным ходом алгоритма от {𝑇1 = 𝑅1, 𝑇2 = 𝑅2} согласно
расставленным на прямом ходе ссылкам образуем
𝑇 ′

1 = 𝑅′
1, 𝑇 ′

2 = 𝑅′
2.

Замечание 1. Выравнивания связных частей ис-
ходных деревьев (не обязательно поддеревьев) вы-
полнятся следующим образом. На прямом ходу лю-
бое отрицательное качество пары 𝑝 ∈ 𝑃 заменим на
число 0. После обратного хода из полученного изо-
морфизма 𝑓 удалим все 𝑓-изоморфные поддере-
вья с качеством 0; и качество сужения изоморфиз-
ма 𝑓 на связные части исходных деревьев равно ис-
ходному качеству.

4. ТОЧНОСТЬ АЛГОРИТМА И ПРИМЕР ЕГО
РАБОТЫ

Теорема 1. Алгоритм строит выравнивание 𝑇 ′
1

и 𝑇 ′
2 двух деревьев 𝑇1 и 𝑇2 с максимальным качеством

изоморфизма. Деревья 𝑇 ′
1 и 𝑇 ′

2 –– изоморфные расши-
рения деревьев 𝑇1 и 𝑇2. Время работы алгоритма квад-
ратично от размера исходных данных.

Набросок доказательства. Индукцией по па-
рам {𝑅1, 𝑅2} покажем, что наш алгоритм строит
изоморфизм 𝑓0: 𝑅′

1 → 𝑅′
2 максимального качества.

Пусть 𝑓: 𝑅″
1 → 𝑅″

2 –– какой-то изоморфизм макси-
мального качества и 𝐺1, 𝐺2 суть последовательно-
сти операций, расширяющих 𝑅1 до 𝑅″

1 и 𝑅2 до 𝑅″
2 .

Покажем, что 𝐻(𝑓) =𝐻(𝑓0). Если одно из 𝑅1 и 𝑅2 ––
делеция с двумя пустыми поддеревьями, то равен-
ство очевидно. Пусть 𝑟1 и 𝑟2 –– корни в 𝑅1 и 𝑅2 и так-
же вершины в 𝑅″

1 и 𝑅″
2 , для которых 𝑓(𝑟1) = 𝑟2. Под-

деревья с корнями 𝑟1 и 𝑟2 изморфны, обозначим
их соответственно также 𝑟1 и 𝑟2, дополнения под-
деревьев 𝑅″

1 /𝑟1 и 𝑅″
2 /𝑟2, состоящие из одних де-

леций, также изоморфны. Было условлено, что со-
ответствие делеция-делеция имеет штраф 0, поэто-
му 𝐻(𝑓) =𝐻(𝑓 ↾ 𝑟1); ограничение 𝑓 ↾ 𝑟1 обозначим
снова 𝑓. Пусть 𝑢1 и 𝑢2, 𝑢3 и 𝑢4 –– корни дочерних под-
деревьев от вершин 𝑟1 и 𝑟2 и одновременно сами
эти поддеревья в 𝑅″

1 и 𝑅″
2 . В силу изоморфности

𝑓(𝑢1) = 𝑢3 и 𝑓(𝑢2) = 𝑢4 или наоборот (пусть выпол-
няется первый случай). Получим изоморфизмы 𝑓1:
𝑅″

1 ↾ 𝑢1 → 𝑅″
2 ↾ 𝑢3 и 𝑓2: 𝑅″

1 ↾ 𝑢2 → 𝑅″
2 ↾ 𝑢4, т.е. 𝑓 есть

объединение 𝑓1 и 𝑓2 вместе с 𝑟1 → 𝑟2.
Обозначим 𝑣𝑖 = 𝐺−1

1 (𝑢𝑖) и 𝑣𝑖 = 𝐺−1
2 (𝑢𝑖) (для

𝑖 = 1 или 2 и 𝑖 = 3 или 4). Пусть 𝑆𝑖 –– поддеревья
в 𝑅1 и 𝑅2 от 𝑣𝑖. Последовательность опера-
ций 𝐺𝑖 преобразует дерево 𝑆𝑖 в дерево 𝑅″

1 ↾ 𝑢𝑖.
Так что пары {𝑆1, 𝑆3} и {𝑆2, 𝑆4}, которые стро-
го меньше {𝑅1, 𝑅2}, теми же 𝐺𝑖 порождают
{𝑅″

1 ∣𝑢1, 𝑅″
2 ∣𝑢3} и {𝑅″

1 ∣𝑢2, 𝑅″
2 ∣𝑢4}. Изоморфизмы 𝑓1:

𝑅″
1 ↾ 𝑢1 → 𝑅″

2 ↾ 𝑢3 и 𝑓2: 𝑅″
1 ↾ 𝑢2 → 𝑅″

2 ↾ 𝑢4 имеют
максимальное качество, так как иначе можно
заменить 𝑆1 и 𝑆3 на другие поддеревья, которые
породят изоморфные поддеревья с большим ка-
чеством вместо 𝑅″

1 ↾ 𝑢1 и 𝑅″
2 ↾ 𝑢3; и аналогично

заменим 𝑆2 и 𝑆4. По предположению индукции
𝐻(𝑓1) и 𝐻(𝑓2) равны качествам изоморфизмов,
построенных алгоритмом, на парах {𝑅′

1∣𝑢1, 𝑅′
2∣𝑢3}

и {𝑅′
1∣𝑢2, 𝑅′

2∣𝑢4}, откуда 𝐻(𝑓) =𝐻(𝑓0).
Предположим 𝑓(𝑟1) = 𝑑 ≠ 𝑟2. Возможны три слу-

чая.
1) Вершина 𝑑 расположена выше 𝑟2 и тогда яв-

ляется делецией. Снова обозначим 𝑢𝑖 дочерние вер-
шины от 𝑟1 и 𝑑. Тогда у 𝑑 в 𝑅″

2 ровно одно дочер-
нее поддерево 𝐷 (пусть с корнем 𝑢4) –– дерево деле-
ций, которое изоморфно дочернему поддереву 𝑅 от
𝑟1 в 𝑅″

2 . Качество этого изоморфизма 𝑓2 равно 𝑘(𝑅).
Пусть 𝑢1 –– дочерняя вершина от 𝑟1, не лежащая в 𝑅,
а 𝑢3 –– дочерняя вершина от 𝑑, не лежащая в 𝐷. Де-
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Рис 3. (a) Исходные деревья 𝑇1 и 𝑇2. (b) Сходства типов 1 и штрафы −1. Добавлены делеции и (красным) ребра, после чего
получены топологически изоморфные деревья 𝑇 ′

1 и 𝑇 ′
2 . (c) Cходство типа с собою 4 и с другим типом −3, штраф за делецию

−2. Добавлены делеции и (красным) ребра, после чего получены топологически изоморфные деревья 𝑇 ′
1 и 𝑇 ′

2 .

ревья от 𝑢1 и 𝑢3 𝑓1-изоморфны, а 𝑓 есть объедине-
ние 𝑓1 и 𝑓2 вместе с 𝑟1 → 𝑑. Повторим рассуждения
для случая 𝑓(𝑟1) = 𝑟2, проведенные там для 𝑢1, и по-
лучим соответствующее 𝑆1, а 𝑆3 = 𝑅2. Здесь {𝑆1, 𝑆3}
строго меньше {𝑅1, 𝑅2}.

2) Вершина 𝑑 не сравнима с 𝑟2 и тогда является
делецией. Тогда изоморфизм 𝑓 переводит все вер-
шины из 𝑅1 в делеции и 𝐻(𝑓) = 𝑘(𝑅1) + 𝑘(𝑅2), как
для преобразования (g) на рисунке 2g. Поскольку
𝐻(𝑓0) ⩾ 𝑘(𝑅1) + 𝑘(𝑅2), получим 𝐻(𝑓) =𝐻(𝑓0).

3) Вершина 𝑑 ниже 𝑟2. Изоморфизм 𝑓 сохраня-
ет отношение порядка на дереве, поэтому 𝑓−1(𝑟2)––
делеция, расположенная выше 𝑟1. Этот случай сим-
метричен случаю 1.

Итак, 𝐻(𝑓) =𝐻(𝑓0), т.е. алгоритм точен. Его
время работы квадратично от размера исходных де-
ревьев, поскольку таково число пар в 𝑃, а обработка
каждой пары занимает константное время.

Примеры. 1) Даны деревья 𝑇1 и 𝑇2, показанные
на рис. 3a, вершины которых помечены типами 𝑎,
𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 (пустые поддеревья в листьях не пока-
заны). Числа в матрице сходств равны 1 (тип-тип)
и −1 (тип-делеция). Результат 𝑇 ′

1 и 𝑇 ′
2 работы алго-

ритма показан на рис. 3b. Качество изоморфизма
9 − 4 = 5.

2) Даны те же деревья 𝑇1 и 𝑇2. Сходство ти-
па с собою 4 и с другим типом −3, штраф за тип-
делеция (и наоборот) −2. Обратный ход алгоритма
начинается с пары {𝑇1 = 𝑅1, 𝑇2 = 𝑅2} и (ранее полу-
ченной) ссылки 𝑎1 (поддеревья 𝐴 и 𝐶, 𝐵 и 𝐷). На 2-м
шаге для первой полученной пары {𝑅1 = 𝐴, 𝑅2 = 𝐶}
была ссылка 𝑏3 на новую пару {𝑅1, 𝑅2}, где 𝑅1 = 𝐶
(новое 𝐴) и 𝑅2 –– дерево c корнем 𝑎 и листьями 𝑎 и 𝑐
(новое дочернее 𝐵). Для второй пары первого ша-
га {𝑅1 = 𝐵, 𝑅2 = 𝐷} была ссылка 𝑒4 на новую пару
{𝑅1, 𝑅2}, где 𝑅1 –– дерево c корнем 𝑓 и листьями
𝑓 и 𝑑 (новое дочернее 𝐵) и 𝑅2 = 𝐵 (новое 𝐶), кото-
рое в данном случае совпадает с 𝑅1. Дальнейший
ход алгоритма тривиален: везде была ссылка 𝑎1. Ре-
зультат алгоритма показан на рис. 3c: выравнива-
ние (по изоморфизму) имеет 6 одинаковых типов,
1 неравный тип и 8 соответствий тип-делеция. Ка-
чество изоморфизма 24 − 3 − 16 = 5.

Замечание 2. Легко модифицировать алгоритм
для политомических исходных деревьев так, что он
будет выдавать пару их бинарных разрешений по-
литомичности максимального качества. Для пары
вершин {𝑥, 𝑦} соответственно из 𝑇1 и 𝑇2 (в поряд-
ке от листьев к корню) рассмотрим непустое мно-
жество 𝑋 дочерних ребер для 𝑥 и 𝑌 для 𝑦. Мно-
жество 𝑋 порождает поддерево в 𝑇1, являющееся
частью 𝑇1, расположенной ниже ребер из 𝑋, а ес-
ли ∣𝑋∣ > 1, то включающее и сами эти ребра с их
верхним концом; аналогично для 𝑌. Упрощением
множества 𝑋 назовем упрощение этого поддере-
ва. Если 𝑋 или 𝑌 одноэлементно, то поддеревья,
порождаемые 𝑋 и 𝑌, имеют бинарные разреше-
ния максимального качества, которые известны по
индукции. Иначе разобьем эти два множества на
непустые 𝑀1 и 𝑀2, 𝑀3 и 𝑀4. Рассмотрим огра-
ничения 𝑇1 и 𝑇2 от вершин 𝑥 и 𝑦 соответствен-
но на 𝑀1 и 𝑀2, 𝑀3 и 𝑀4. Алгоритм перебирает
пары множеств 𝑋, 𝑌 и их упрощений в порядке
возрастания мощности 𝑋, а при одинаковой мощ-
ности 𝑋 –– по возрастанию мощности 𝑌; для фик-
сированных 𝑋, 𝑌 перебор выполняется в порядке
(𝑋−, 𝑌 −), (𝑋−, 𝑌), (𝑋, 𝑌 −), (𝑋, 𝑌). Для каждой па-
ры (𝑋, 𝑌) в любом порядке перебираются все па-
ры их разбиений; остальные три пары рассматри-
ваются аналогично. Пусть 𝑋∗ обозначает 𝑋 или 𝑋−.
По индукции известны бинарные разрешения мак-
симального качества для пар ограничений с корня-
ми от 𝑥 и 𝑦 на, соответственно, (𝑀1, 𝑀3), (𝑀1, 𝑀4),
(𝑀2, 𝑀3), (𝑀2, 𝑀4), (𝑀1, 𝑌 ∗), (𝑀2, 𝑌 ∗), (𝑋∗, 𝑀3),
(𝑋∗, 𝑀4), (𝑋−, 𝑌 ∗), (𝑋∗, 𝑌 −). Выберем из всех пар
разбиений, перебирая для каждого из них описан-
ные в алгоритме преобразования, рис. 2, разбиение
максимального качества и получим пару бинарных
разрешений максимального качества для поддере-
вьев, порождаемых 𝑋 и 𝑌. Взяв для {𝑥, 𝑦} наиболь-
шие 𝑋 и 𝑌, получим бинарное разрешение макси-
мального качества поддеревьев от 𝑥 и от 𝑦, и так
дойдем до пары корней исходных деревьев 𝑇1 и 𝑇2.

Здесь перебираются четверки подмножеств, от-
куда возникает верхняя оценка 24𝑘 времени обра-
ботки одной пары вершин, где 𝑘 –– максимальное
число дочерних вершин при вершине дерева. Квад-
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ратичное время алгоритма для бинарного случая
умножается на число порядка 24𝑘.

Задача преобразования политомических упоря-
доченных деревьев (у нас деревья неупорядочены)
широко изучалась, многочисленные ссылки приве-
дены, например, в [5]. Для нее известен алгоритм
решения, точный и с кубическим временем рабо-
ты; в [5] показано, что при одном предположении
это время нельзя существенно улучшить.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В этой заметке мы изучаем условия, при ко-

торых пара сжатий в гильбертовом пространстве
с ядерной разностью имеет вещественозначную
интегрируемую функцию спектрального сдвига на
единичной окружности 𝕋. Мы также рассматрива-
ем случай пар диссипативных операторов.

Напомним, что в работе физика И. М. Лиф-
шица [10] для пары самосопряжённых операторов
{𝐴0, 𝐴1} в гильбертовом пространстве с ядерной
разностью была введена функция спектрального
сдвига ξ = ξ𝐴0,𝐴1

на вещественной прямой ℝ и от-
крыта формула следов

trace(𝑓(𝐴1) − 𝑓(𝐴0)) = ∫
ℝ

𝑓 ′(𝑡)ξ𝐴0,𝐴1
(𝑡)𝑑𝑡 (1.1)

для достаточно хороших функций 𝑓 на ℝ.
Позже М. Г. Крейн дал строгое математическое

обоснование этой формулы и показал, что в случае
ядерности оператора 𝐴1−𝐴0 функция спектрально-
го сдвига должна быть интегрируемой веществен-
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Санкт-Петербург, Россия

2Берлин, Германия
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нозначной функцией на ℝ и формула следов (1.1)
имеет место для достаточно хороших функций 𝑓.

С другой стороны, Крейн заметил в [6], что
правая часть формулы (1.1) определена для произ-
вольной липшицевой функции 𝑓 и поставил зада-
чу описать максимальный класс функций 𝑓, для ко-
торых формула следов (1.1) имеет место для произ-
вольных самосопряжённых операторов с ядерной
разностью. В частности, М. Г. Крейном был задан
вопрос, можно ли распространить формулу сле-
дов (1.1) на класс липшицевых функций.

Оказалось, однако, что это не так. Действитель-
но, Ю. Б. Фарфоровская показала, что существуют
липшицева функция 𝑓, самосопряжённые операто-
ры 𝐴0 и 𝐴1 такие, что 𝐴1−𝐴0 ∈ 𝑆1, но 𝑓(𝐴1)−𝑓(𝐴0) /∈
/∈ 𝑆1

1.
Задача М. Г. Крейна была полностью решена

в работе [14], в которой было показано, что мак-
симальный класс функций 𝑓, при которых форму-
ла следов (1.1) имеет место для произвольных са-
мосопряжённых операторов с ядерной разностью,
совпадает с классом операторно липшицевых функ-
ций (см. обзор [2], в котором содержится обширная
информация об операторно липшицевых функци-
ях).

1символом 𝑆1 обозначается класс ядерных операторов,
см. [5]
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В работе М. Г. Крейна [7] для пар унитарных
операторов с ядерной разностью построена функ-
ция спектрального сдвига, которая является веще-
ственнозначной интегрируемой функцией на еди-
ничной окружности 𝕋 и был получен аналог фор-
мулы следов (1.1).

Перейдём теперь к формуле следов для функ-
ций от сжатий с ядерной разностью. Напомним,
что оператор 𝑇 в гильбертовом пространстве назы-
вается сжатием, если ∥𝑇∥ ⩽ 1.

Напомним также, что функциональное исчис-
ление Сёкефальви-Надя–Фойаша (см. [17]) для
сжатия 𝑇 в гильбертовом пространстве сопоставля-
ет каждой функции 𝑓 из диск-алгебры CA функцию
𝑓(𝑇) от 𝑇; причём такое функциональное исчисле-
ние

𝑓 ↦ 𝑓(𝑇), 𝑓 ∈ CA,

линейно и мультипликативно. При этом имеет ме-
сто неравенство фон Неймана

∥𝑓(𝑇)∥ ⩽ ∥𝑓∥CA

def= max{∣𝑓(ζ)∣ ∶ ∣ζ∣ ⩽ 1}, 𝑓 ∈ CA.

Для обобщения формулы следов Лифшица–
Крейна на случай функций от сжатий было пред-
принято много попыток. Речь идёт о том, чтобы
для пары сжатий {𝑇0, 𝑇1} с ядерной разностью, до-
казать существование интегрируемой функции ξна
окружности 𝕋, при которой имела бы место форму-
ла следов

trace(𝑓(𝑇1) − 𝑓(𝑇0)) = ∫
𝕋

𝑓 ′(ζ)ξ(ζ)dζ (1.2)

для достаточно хороших функций 𝑓 (например, для
аналитических полиномов 𝑓). Такую функцию ξ
естественно называть функцией спектрального сдви-
га для пары сжатий {𝑇0, 𝑇1}. Следует отметить, что
если такая функция ξ существует, то она отнюдь не
единственна. Действительно, легко видеть, что мы
можем прибавить к такой функции ξ произволь-
ную функцию из класса Харди 𝐻1 и получим новую
функцию спектрального сдвига.

Такие же задачи являются актуальными и для
пар максимальных диссипативных операторов. На-
помним, что плотно определённый оператор 𝐿 на-
зывается диссипативным, если Im(𝐿𝑥, 𝑥) ⩾ 0 для
любого вектора 𝑥 из области определения D(𝐿)
оператора 𝐿. Диссипативный оператор 𝐿 называет-
ся максимальным, если у него нет собственного дис-
сипативного расширения.

Для знакомства с историей вопроса, начнём
с работы Х. Лангера [9] 1965 года, из результатов
которой вытекает существование интегрируемой
функции спектрального сдвига при условии, что
спектры сжатий лежат в открытом единичном кру-
ге 𝔻. Упомянем также работы Рыбкина [15, 16], Ада-
мяна и Найдхардта [1], а также работу М. Г. Крей-

на [8]. Отметим, что в работе [16] при дополнитель-
ных предположениях на пару сжатий Рыбкин по-
казал существование A-интегрируемой комплекс-
нозначной функции спектрального сдвига, которая
не обязательно интегрируема по Лебегу.

Подчеркнём здесь, что в работе Адамяна и Най-
дхардта [1] существование вещественной интегри-
руемой функции спектрального сдвига для пары
сжатий {𝑇0, 𝑇1} доказано при более сильном усло-
вии, чем ядерность разности 𝑇1 − 𝑇0, а именно при
условии

∑
𝑘⩾0

𝑠𝑘(𝑇1 − 𝑇0) log (1 + (𝑠𝑘(𝑇1 − 𝑇0))−1) <∞ (1.3)

(предполагается, что функция 𝑥 ↦ 𝑥 log(1 + 𝑥−1)
принимает значение 0 при 𝑥 = 0). Из нашей тео-
ремы 2.2 в § 2 легко вытекает, что условие (1.3) не
является необходимым для существования веще-
ственной интегрируемой функции спектрального
сдвига.

Остававшаяся нерешённой в течение многих
лет задача получения аналога формулы следов
Лифшица–Крейна для функций от сжатий была
полностью решена в работе [12] (см. также рабо-
ту [11], в которой формула следов была получена
при дополнительном предположении). Другое ре-
шение этой задачи получено в работе [13]. Более то-
го, в работах [12] и [13] описан максимальный класс
функций 𝑓, для которых формула следов (1.2) имеет
место для произвольных пар сжатий с ядерной раз-
ностью. Этот класс совпадает с классом операторно
липшицевых функций, аналитических в круге 𝔻.

Известно (см. [12]), что для сжатий с ядерной
разностью не всегда существует интегрируемая ве-
щественнозначная функция спектрального сдви-
га. Тем не менее, как отмечено в [13], пара сжа-
тий с ядерной разностью всегда имеет веществен-
нозначную A-интегрируемую функцию спектраль-
ного сдвига.

В этой заметке мы аннонсируем достаточное
условие для того, чтобы пара сжатий с ядерной раз-
ностью обладала вещественнозначной интегрируе-
мой функцией спектрального сдвига. Недавно в ра-
боте Чаттопадхиая и Синхи [3] было показано, что
если 𝑇0 и 𝑇1 –– сжатия с ядерной разностью и 𝑇0 ––
строгое сжатие, т.е. ∥𝑇0∥ < 1, то у пары {𝑇0, 𝑇1} суще-
ствует интегрируемая вещественнозначная функ-
ция спектрального сдвига. В этой заметке, разви-
вая идеи работы [13], мы существенно улучшаем ре-
зультат работы [3]. Этому будет посвящён § 2.

Здесь также уместно упомянуть, что в рабо-
те [13] показано, что если 𝑇 –– сжатие, а 𝑈 –– уни-
тарный оператор такие, что 𝑈 − 𝐼 ∈ 𝑆1, то па-
ра {𝑇 , 𝑈𝑇} имеет вещественную интегрируемую
функцию спектрального сдвига (см. лемму 9.1),
а если 𝑇 –– сжатие, а 𝑋 –– сжатие такое, что 𝑋 ⩾ 0
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и 𝐼 −𝑋 ∈ 𝑆1, то пара {𝑇 , 𝑋𝑇} имеет чисто мни-
мую интегрируемую функцию спектрального сдви-
га (см. лемма 9.2).

Формула следов Лифшица–Крейна была также
обобщена в работах [12] и [13] на случай функций
от максимальных диссипативных операторов. Если
𝐿0 и 𝐿1 –– максимальные диссипативные операто-
ры с ядерной разностью, то, как показано в рабо-
тах [12] и [13], существует интегрируемая функция
спектрального сдвига ξ на вещественной прямой ℝ
такая, что имеет место формула следов

trace(𝑓(𝐿1) − 𝑓(𝐿0)) = ∫
ℝ

𝑓 ′(𝑡)ξ(𝑡)d𝑡 (1.4)

по крайней мере для рациональных функций 𝑓
с полюсами в открытой нижней полуплоскости.

С другой стороны, если вместо условия
𝐿1 −𝐿0 ∈ 𝑆1 мы наложим резольвентное условие

(i𝐼 +𝐿1)−1 − (i𝐼 +𝐿0)−1 ∈ 𝑆1,

то существует функция спектрального сдвига ξна ℝ
такая, что

∫
ℝ
∣ξ(𝑡)∣ (1 + 𝑡2)−1

d𝑡 <∞ (1.5)

и формула следов (1.4) имеет место для рациональ-
ных функций 𝑓 с полюсами в открытой нижней по-
луплоскости (см. [13]).

В § 3 этой заметке мы займёмся вопросом суще-
ствования вещественной функции спектрального
сдвига для пар диссипативных операторов.

2. ВЕЩЕСТВЕННОЗНАЧНЫЕ
ИНТЕГРИРУЕМЫЕ ФУНКЦИИ

СПЕКТРАЛЬНОГО СДВИГА ДЛЯ СЖАТИЙ
Чтобы сформулировать достаточное условие

существования вещественнозначной интегрируе-
мой функции спектрального сдвига, нам понадо-
бятся понятия дефектных операторов сжатий. Если
𝑇 –– сжатие, его дефектные операторы определяют-
ся равенствами

𝐷𝑇
def= (𝐼 − 𝑇 ∗𝑇)1/2, и 𝐷𝑇 ∗

def= (𝐼 − 𝑇 𝑇 ∗)1/2.

Для получения основного результата этого па-
раграфа нам понадобится следующая лемма, в ко-
торой символом 𝑆𝑝 обозначен класс Шаттена–фон
Неймана, см. [5].

Лемма 2.1. Пусть 0 < 𝑝 <∞. Предположим, что
𝑇0 и 𝑇1 –– сжатия в гильбертовом пространстве та-
кие, что

Ker 𝐷𝑇0 = {0} (2.1)

и

(𝑇1 − 𝑇0)𝐷−2α
𝑇0

∈ 𝑆𝑝 и (𝑇 ∗1 − 𝑇 ∗0 )𝐷−2α
𝑇 ∗0

∈ 𝑆𝑝 (2.2)

для некоторого числа α из ( 1
2 , 1]. Тогда

𝐷𝑇1 −𝐷𝑇0 ∈ 𝑆𝑝 и 𝐷𝑇 ∗1 −𝐷𝑇 ∗0 ∈ 𝑆𝑝. (2.3)

Легко видеть, что каждое из включений в (2.2)
влечёт, что 𝑇1 − 𝑇0 ∈ 𝑆𝑝. Отметим также, что
Ker 𝐷𝑇0 = {0} в том и только в том случае, когда
Ker 𝐷𝑇 ∗0 = {0}, и, стало быть, условие (2.1) может
быть заменено условием Ker 𝐷𝑇 ∗0 = {0}.

Следующее утверждение –– основной результат
этого параграфа.

Теорема 2.2. Предположим, что 𝑇1 и 𝑇0 –– сжа-
тия, удовлетворяющие условиям (2.1) и (2.2) при 𝑝 = 1.
Тогда пара {𝑇0, 𝑇1} обладает вещественнозначной ин-
тегрируемой функцией спектрального сдвига.

Идея доказательства. Для того, чтобы выве-
сти теорему 2.2 из леммы 2.1, мы воспользуем-
ся матричной унитарной дилатацей Шеффера. Ес-
ли 𝑇 –– сжатие в гильбертовом пространствеH рас-
смотрим унитарный оператор 𝑈 [𝑇] в простран-
стве ℓ2

ℤ(H) =⨁𝑗∈ℤH𝑗, H𝑗 = H, двусторонних H-
значных последовательностей, см. [17], Ch. 1, § 5
(см. также работу [13], в которой дилатации Шеф-
фера использовались в связи с функциями спек-
трального сдвига для сжатий). При этом простран-
ство H отождествляется с подпространством по-
следовательностей вида {𝑣𝑛}𝑛∈ℤ таких, что 𝑣𝑗 = 0
при 𝑗 ≠ 0. Оператор 𝑈 [𝑇] определяется операторной
матрицей

𝑈 [𝑇] =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⋱ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋰
⋯ 0 𝐼 0 0 0 0 0 ⋯
⋯ 0 0 𝐼 0 0 0 0 ⋯
⋯ 0 0 0 𝐷𝑇 −𝑇 ∗ 0 0 ⋯
⋯ 0 0 0 𝑇 𝐷𝑇 ∗ 0 0 ⋯
⋯ 0 0 0 0 0 𝐼 0 ⋯
⋯ 0 0 0 0 0 0 𝐼 ⋯
⋰ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

. (2.4)

В этой матрице матричный элемент 𝑇 занимает по-
зицию (0, 0). Другими словами, матричные элемен-
ты 𝑈 [𝑇]𝑗,𝑘 операторной матрицы 𝑈 [𝑇] определяются
равенствами

𝑈 [𝑇]0,0 = 𝑇 , 𝑈 [𝑇]0,1 = 𝐷𝑇 ∗, 𝑈 [𝑇]−1,0 = 𝐷𝑇,

𝑈 [𝑇]−1,1 = −𝑇 ∗, 𝑈 [𝑇]𝑗,𝑗+1 = 𝐼 при 𝑗 ≠ 0, −1,

в то время как остальные матричные элементы рав-
ны 0.

Легко видеть, что 𝑈 [𝑇] –– унитарная дилатация
сжатия 𝑇. Ясно, что если сжатия 𝑇0 и 𝑇1 удовлетво-
ряют условиям леммы 2.1 при 𝑝 = 1, то унитар-
ные операторы операторы 𝑈 [𝑇0] и 𝑈 [𝑇1] имеют ядер-
ную разность и, стало быть, они имеют веществен-
ную интегрируемую функцию спектрального сдви-
га. Нетрудно также убедиться в том, что функция
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спектрального сдвига для пары {𝑈 [𝑇0], 𝑈 [𝑇1]} явля-
ется также функцией спектрального сдвига и для
исходной пары сжатий {𝑇0, 𝑇1}, откуда и вытекает
утверждение теоремы 2.2. ∎

Напомним, что по теореме Б. Сёкефальфи-
Надя–Фояша (см. [17]) спектральная мера мини-
мальной унитарной дилатации вполне неунитарно-
го сжатия должна быть взаимно абсолютно непре-
рывной по отношению к мере Лебега на окруж-
ности. И, хотя матричная дилатация Шеффера не
обязана быть минимальной, тем не менее, её спек-
тральная мера всё равно должна быть взаимно аб-
солютно непрерывной с мерой Лебега (см. [13],
следствие 10.2).

Замечание. Очевидно, что в случае, когда
∥𝑇0∥ < 1, пара {𝑇0, 𝑇1} удовлетворяет условиям
теоремы 2.2 и, стало быть, теорема 2.2 усиливает
результат работы [3], упомянутый во введении.

Следствие 2.3. Пусть 𝑇 и 𝑋 –– сжатия такие,
что 𝑋 ⩾ 0 и 𝐼 −𝑋 ∈ 𝑆1. Предположим, что выполне-
ны условия

Ker 𝐷𝑇 = {0}
и

(𝐼 −𝑋)𝑇 𝐷−2α
𝑇 ∈ 𝑆1 и 𝑇 ∗(𝐼 −𝑋)𝐷−2α

𝑇 ∗ ∈ 𝑆1

для некоторого числа α из ( 1
2 , 1]. Тогда пара {𝑇 , 𝑋𝑇}

имеет как вещественную интегрируемую функцию
спектрального сдвига, так и чисто мнимую интегри-
руемую функцию спектрального сдвига.

Действительно, первая часть заключения след-
ствия –– непосредственное следствие теоремы 1,
в то время как вторая часть составляет содержание
леммы 9.2 работы [13], упомянутой во введении.

Отметим также, что если ξ –– вещественная
функция спектрального сдвига, а iη –– чисто мни-
мая функция спектрального сдвига, то функция ξ−
iη входит в класс Харди 𝐻1. При этом гармониче-
ски сопряжённые функции ξ̃и η̃интегрируемы. Ес-
ли же в дополнении к этому ξ ⩾ 0, то функция ξ удо-
влетворяет условию Зигмунда

∫
𝕋
ξ(ζ) log(1 + ξ(ζ))d𝑚(ζ) <∞.

Напомним в связи с этим, что в работах [11] и [12]
отмечено, что если пара сжатий с ядерной разно-
стью обладает комплекснозначной функцией спек-
трального сдвига, которая удовлетворяет условию
Зигмунда, то существует и вещественная интегри-
руемая функция спектрального сдвига.

В заключение параграфа отметим, что доказа-
тельство леммы 2.1 основано на следующем утвер-
ждении.

Лемма 2.4. Пусть 0 < 𝑝 < ∞ и α ∈ ( 1
2 , 1]. Предпо-

ложим, что 𝑋 и 𝑌 –– операторы в гильбертовом про-
странстве такие, что 0 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝐼, 0 ⩽ 𝑌 ⩽ 𝐼 и Ker 𝑋 =
{0}. Если 𝑌 − 𝑋 ∈ 𝑆𝑝 и оператор (𝑌 − 𝑋)𝑋−α продол-
жается до оператора класса 𝑆𝑝, то 𝑌 1/2 −𝑋1/2 ∈ 𝑆𝑝.

3. СЛУЧАЙ ДИССИПАТИВНЫХ ОПЕРАТОРОВ
В этом параграфе мы укажем достаточное усло-

вие на пару {𝐿0, 𝐿1} максимальных диссипативных
операторов с ядерной разностью для существова-
ния вещественнозначной функции спектрального
сдвига. Тем не менее, наше условие приводит к су-
ществованию вещественнозначной функции спек-
трального сдвига ξ, которая удовлетворяет усло-
вию (1.5). Оказывается, что при наших предполо-
жениях вещественнозначная интегрируемая функ-
ция спектрального сдвига не обязана существовать.
Более того, такой функции не может быть при усло-
вии trace(𝐿1 −𝐿0) /∈ ℝ.

Всюду в этом параграфе мы используем обозна-
чение

𝑉 def= 𝐿1 −𝐿0.

Теорема 3.1. Пусть 𝐿0 и 𝐿1 –– ограниченные дис-
сипативные операторы такие, что 𝑉 = 𝐿1 − 𝐿0 ∈ 𝑆1
и Ker Im 𝐿0 = {0}. Тогда, если

(𝐿1 −𝐿0)(Im 𝐿0)−1 ∈ 𝑆1, (3.1)

то пара {𝐿0, 𝐿1} обладает вещественнозначной
функцией спектрального сдвига ξ, которая удовле-
творяет условию

∫
ℝ
∣ξ(𝑡)∣(1 + 𝑡2)−1 d𝑡 <∞. (3.2)

Заметим, что согласно теореме 5.6 работы [11]
для ограниченных диссипативных операторов 𝐿0
и 𝐿1 при условии 𝑉 ∈ 𝑆1 всегда (т.е. без усло-
вия (3.1)) существует интегрируемая комплексно-
значная функция спектрального сдвига ξ. Более то-
го в работе [13] (см. теорему 9.6 и следствие 9.7) бы-
ло показано, что интегрируемая комплекснознач-
ная функция спектрального сдвига существует для
пар диссипативных операторов с ядерной разно-
стью даже без предположения их ограниченности.
При этом, если оператор 𝑉 диссипативен, то мож-
но выбрать функцию спектрального сдвига ξ, удо-
влетворяющую неравенству Im ξ ⩾ 0. Если же опе-
ратор 𝑉 самосопряжён, то функция спектрального
сдвига ξ может быть выбрана вещественнозначной,
в то время как, если 𝑉 = −𝑉 ∗, то её можно выбрать
чисто мнимой.

Теорема 3.1 дополняет этот результат, показы-
вая, что при условии (3.1) всегда (т.е. даже без
предположения самосопряжённости оператора 𝑉)
можно выбрать функцию спектрального сдвига ве-
щественной, удовлетворяющей условию (3.2), но не
обязательно интегрируемой. В частности, в случае,
когда 𝑉 = −𝑉 ∗, для пары {𝐿0, 𝐿1} при условии (3.1)
существует чисто мнимая суммируемая функция
спектрального сдвига ξ1, а также вещественная не
обязательная суммируемая функция спектрально-
го сдвига ξ2, удовлетворяющая условию (3.2).
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Как показывает следующая теорема, интегри-
руемая вещественнозначная функция спектраль-
ного сдвига существует далеко не всегда.

Теорема 3.2. Пусть {𝐿0, 𝐿1}–– пара диссипатив-
ных операторов, удовлетворяющая условиям теоре-
мы 3.1. Предположим, что trace(𝐿1 −𝐿0) /∈ ℝ. Тогда
пара {𝐿0, 𝐿1} не может иметь интегрируемой веще-
ственнозначной функции спектрального сдвига.

Более того, если оператор 𝑉 диссипативен, то
условие trace(𝐿1 − 𝐿0) ∈ ℝ эквивалентно условию
существования интегрируемой вещественнозначной
функции спектрального сдвига.
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THE REALITY OF SPECTRAL SHIFT FUNCTIONS FOR CONTRACTIONS
AND DISSIPATIVE OPERATORS
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Recently the authors of this note solved a famous problem that remained open during many years and proved
that for arbitrary contractions on Hilbert space with trace class difference there exists an integrable spectral
shift function, for which an analogue of the Lifshits—Krein trace formula holds. Similar results were also
obtained for pairs of dissipative operators. It turns out that in contrast with the case of self-adjoint or unitary
operators, it can happen that there is no real-valued integrable spectral shift function. In this note we state
results that give sufficient conditions for the existence of a real-valued integrable spectral shift function for
pairs of contractions and pairs of dissipative operators.
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1. Метод Монте-Карло традиционно исполь-
зуется для исследования многомерных неоднород-
ных процессов переноса частиц различной приро-
ды путем численного моделирования их случай-
ных траекторий, взаимодействующих с элементами
среды. Алгоритмы моделирования и оценки тре-
буемых функционалов существенно усложняются,
если необходимо также учитывать взаимодействия
частиц, влияющих на ансамбль траекторий. В част-
ности, такая необходимость существенна для ре-
шения задач теории разреженных газов и задач
о развитии эпидемий на основе SEIR моделей, ко-
торые будут рассматриваться далее в качестве те-
стовых для проверки получаемых оценок искомо-
го смещения. Эти задачи описываются нелинейны-
ми интегро-дифференциальными (для разрежен-
ных газов, см. раздел 4) и системами дифферен-
циальных уравнений (SEIR модель, см. раздел 5),
которые получаются в предположении асимптоти-
ческой (по начальной численности) с сохранением
по времени хаотизации процесса (chaos propagation
hypothesis), то есть ослабления корреляции взаимо-
действующих частиц.
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С физической точки зрения процесс тако-
го типа можно рассматривать как “нелинейный”
марковский процесс с переходной плотностью,
определяемой состоянием системы, т. е. решени-
ем нелинейной задачи в исходный момент време-
ни 𝑡. Такие процессы можно моделировать при-
ближенно дискретно шагами Δ𝑡 с соответствующей
оптимизацией. Для разреженных газов это метод
Бёрда [1], для SEIR модели, например, дискрет-
ная по времени стохастическая схема, аналогич-
ная дифференциальной схеме Рунге––Кутты. Одна-
ко существенно более эффективными могут быть
развивающиеся в последнее время алгоритмы, в ко-
торых моделируется 𝑁-частичный ансамбль по-
парно взаимодействующих частиц и вычисляется
одночастичная плотность распределения, которая
при выполнении определенных условий дает ре-
шение рассматриваемой нелинейной задачи при
𝑁 → ∞. Отметим, что такой алгоритм, сформули-
рованный ранее для приближенного решения урав-
нения Больцмана, реализуется в частном случае
сравнительно недавно сформулированного подхо-
да “игра среднего поля” (mean field game). Возни-
кающую при этом погрешность можно рассматри-
вать как смещение статистических оценок реше-
ния. Целью настоящей работы является исследо-
вание такого смещения для нелинейных кинетиче-
ских уравнений.

2. Численные эксперименты, проведенные
в работах [2, 3] авторов настоящей статьи, по-
казали, что в указанных выше тестовых задачах
смещение 𝑁-частичной оценки функционала
от решения базового уравнения имеет порядок
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величины 1/𝑁 и, по-видимому, связано с тем,
что реализуется осреднение коррелированных
значений вследствие взаимодействия траекторий.
Это можно пояснить тем, что стандартная стати-

стическая оценка дисперсии D𝑁 =
𝑁
∑
𝑖=1
(ξ𝑖 − 𝑥̄𝑁)2/𝑁

смещена на величину σ2/𝑁 вследствие того, что
𝑁
∑
𝑖=1
(ξ𝑖 − 𝑥̄𝑁) = 0.

В монографии [4] (п. 27.7) приведено более об-
щее утверждение о порядке 𝑂(1/𝑁) смещения до-
статочно гладкой функции 𝐻(𝑚𝑁) от центрально-
го выборочного момента 𝑚𝑁 относительно значе-
ния 𝐻(μ), где μ = lim𝑁→∞ 𝑚𝑁 в смысле сходимо-
сти по распределению. В п.27.8 этой же моногра-
фии указано на обобщения этого утверждения для
векторной выборки. При этом требуется условие
∣𝐻∣ < 𝐶𝑁𝑝, 𝑝 > 0.

Однако, для задач теории разреженных га-
зов последнее условие не выполняется вследствие
неограниченности модуля ∣v∣ скорости частицы.
Однако, имея ввиду достаточно быстрое убывание
“хвоста” δ(𝑣δ) = P(∣v∣ > 𝑣δ) распределения пере-
менной ∣v∣, можно предположить непрерывную за-
висимость изучаемых функционалов (включая ис-
комый 𝑥̃) от δ в точке δ = 0 при использовании
ограничения: если ∣v∣ > 𝑣δ, то ∣v∣ :=𝑣δ. Это свой-
ство задачи, легко проверяемое (см. далее раз-
дел 4) с помощью зависимых испытаний, назовем
“δ-непрерывностью”. Оно (при выполнении нера-
венства ∣𝐻∣ < 𝐶𝑁𝑝 для достаточно малого значения
δ) согласно [4], как показано далее, дает порядок
𝑂(1/𝑁) изучаемого смещения, однако, это не до-
статочно для оценки соответствующего коэффици-
ента γ в выражении γ/𝑁 для искомого смещения.
Значение функционала для δ-ограниченного рас-
пределения назовем δ-значением. Полуэвристиче-
ские оценки коэффициента γ получаются далее
с помощью конечного ряда Тейлора.

Рассмотрим для 𝑁 = 1, 2, … семейство вектор-
ных случайных процессов

ξ𝑖 = ξ𝑖(𝑡) > 0, 𝑖 = 1, … , 𝑁, 𝑡 ≥ 0. (1)

Предполагается, что для фиксированных 𝑡 и 𝑁 слу-
чайные величины ξ𝑖(𝑡) одинаково распределены с
Eξ𝑖(𝑡) < +∞, σ2

𝑁 = σ2
𝑁(𝑡) = Dξ𝑖(𝑡) ÐÐÐ→

𝑁→∞
σ2(𝑡) < +∞ и

в смысле сходимости по распределению

𝑥̄𝑁 =
1
𝑁

𝑁

∑
𝑖=1

ξ𝑖 ÐÐÐ→
𝑁→∞

𝑥̃ < +∞, E𝑥̄𝑁 ≠ 𝑥̃, (2)

где 𝑥̃ = 𝑥̃(𝑡)–– некоторая искомая средняя харак-
теристика бесконечного ансамбля взаимодейству-
ющих траекторий (1). Случайные величины ξ𝑖(0)

предполагаются независимыми. Справедливы со-
отношения

D𝑥̄𝑁 =
1

𝑁2D
𝑁

∑
𝑖=1

ξ𝑖 =
σ2

𝑁

𝑁2

𝑁

∑
𝑖,𝑗=1

𝑟𝑖,𝑗, ∣𝑟𝑖,𝑗∣ ≤ 1, 𝑟𝑖,𝑖 = 1,

и

D𝑥̄𝑁 =
σ2

𝑁 + ε𝑁

𝑁
, ∣ε𝑁∣ < +∞. (3)

Здесь σ2
𝑁 –– “одночастичная” дисперсия и ε𝑁 =𝑁×

×D𝑥̄𝑁 − σ2
𝑁; предполагается, что

ε𝑁

σ2
𝑁
ÐÐÐ→
𝑁→∞

0 (4)

вследствие хаотизации процесса (см. раздел 1).
Теорема. Если для семейства (1) выполняется

условие δ-непрерывности, то соответственно [4]
(п. 27.8) асимптотически при 𝑁→∞ выполняется
соотношение

E𝑥̄𝑁 ∼ 𝑥̃ +𝑂( 1
𝑁
) . (5)

Доказательство теоремы следует из того, что со-
гласно указанному в [4] (п. 27.8) обобщению теоре-
мы из [4] (п. 27.7) имеем: E𝑥̄δ,𝑁 − 𝑥̃δ = 0 + 𝑂(1/𝑁)
и вследствие δ-непрерывности существует такое δ,
что выполняются соотношения: 𝑥̃ − 𝑥̃δ = 𝑜(1/𝑁)
и E𝑥̄𝑁 −E𝑥̄δ,𝑁 = 𝑜(1/𝑁).

Приведенное доказательство показывает, что
оценку смещения можно считать удовлетворитель-
ной, если ее модуль существенно превосходит ве-
личину 𝑥̄𝑁 − 𝑥̄δ,𝑁 (см. далее раздел 4).

Согласно (5) и (2) имеем

E𝑥̄𝑁 = 𝑥̃ + γ
𝑁
+ 𝑜( 1

𝑁
) . (6)

Отсюда получаем оценку

γ = 𝑁1𝑁2

𝑁1 −𝑁2
[E𝑥̄𝑁2 − E𝑥̄𝑁1 + 𝑜(max( 1

𝑁1
,

1
𝑁2
))] .

Если положить 𝑁1 = 2𝑁2, то получаем

γ = 2𝑁2 [E𝑥̄𝑁2 − E𝑥̄𝑁1 + 𝑜( 1
𝑁2
)] = γ̃ + 𝑜(1). (7)

Таким образом, величина 𝑁2 должна быть до-
статочно большой; она определяется на основе ана-
лиза численных результатов.

3. Далее другим полуэвристическим способом
определяется коэффициент γ в оценке E𝑥̄𝑁 ≈ 𝑥̃+
+γ/𝑁, который практически подтверждается ре-
зультатами расчетов для тестовой задачи, связан-
ной с решением нелинейного уравнения Больцма-
на (см. раздел 4).
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Разлагая 𝑥̄2
𝑁 в конечный ряд Тейлора в точке

с координатами ξ𝑖 = 𝑥̃, 𝑖 = 1, … , 𝑁, получаем равен-
ства:

𝑥̄2
𝑁 = 𝑥̃2 +

2𝑥̃
𝑁

𝑁

∑
𝑖=1
(ξ𝑖 − 𝑥̃) +

1
𝑁2

𝑁

∑
𝑖,𝑗=1
(ξ𝑖 − 𝑥̃) (ξ𝑗 − 𝑥̃) =

= 2 𝑥̃ 𝑥̄𝑁 − 𝑥̃2 + (𝑥̄𝑁 − 𝑥̃)2 ,

E𝑥̄2
𝑁 = 2𝑥̃ E𝑥̄𝑁 − 𝑥̃2 +D𝑥̄𝑁 + (E𝑥̄𝑁 − 𝑥̃)2 ,

E𝑥̄𝑁 =
E𝑥̄2

𝑁 + 𝑥̃2

2𝑥̃
−

σ2
𝑁(1 + ε𝑁/σ2

𝑁)
2𝑥̃𝑁

−
(E𝑥̄𝑁 − 𝑥̃)2

2𝑥̃
. (8)

Для оценки коэффициента γ в первой дроби
из (8) на основе соотношений (2), (3), (4) использу-
ем приближение: E𝑥̄2

𝑁 ≈ 𝑥̃2 +σ2
𝑁/𝑁. Это дает оценку

E𝑥̄𝑁 ≈ 𝑥̃ −
ε𝑁

2𝑥̃𝑁
+ 𝑜(

1
𝑁
) , (9)

которая практически удовлетворительно согласует-
ся с результатами расчетов для основной тестовой
задачи (см. раздел 4) и соответствует несмещен-
ности оценки 𝑥̄𝑁 для независимой выборки (когда
ε𝑁 = 0).

4. Далее будет рассматриваться задача об од-
нородной по пространству релаксации простого
однокомпонентного газа. В этом случае уравне-
ние Больцмана [5] записывается с использовани-
ем условной плотности вероятности 𝑤 перехода па-
ры скоростей взаимодействующих частиц от (v′, v′

1)
к (v, v1).

Плотность 𝑤(v′, v′
1∣v, v1) и дифференциальное

сечение рассеяния частиц σ(ℎ, Ω) связаны следую-
щим соотношением (см., например, [5]):

𝑤(v′, v′
1 ∣v, v1 ) = ρσ(ℎ, Ω) δ1(

(v − v1)2 − (v′ − v′
1)2

2
)×

× δ3(
v + v1 − (v′ + v′

1)
2

) ,

которое следует из того, что скорости (v′, v′
1)

и (v, v1) удовлетворяют законам сохранения
импульса и энергии при столкновении. Здесь
ℎ = ∣v − v1∣–– модуль относительной скорости стал-
кивающихся частиц, Ω –– телесный угол поворота
относительной скорости при столкновении, δ1
и δ3 –– одно- и трехмерная дельта-функции, соот-
ветственно: ∫ δ1(ℎ)𝑑ℎ = 1, ∫ δ3(v + v1)𝑑(v + v1) = 1,
ρ –– плотность среды.

Как указано в [5], модельный процесс стоха-
стической кинетики системы из 𝑁 частиц пред-
ставляет собой однородную цепь Маркова, перехо-
ды в которой осуществляются в результате элемен-
тарных парных взаимодействий. Плотность рас-
пределения времени между элементарными взаи-
модействиями в системе определяется состоянием

системы и является экспоненциальным. Участок
𝑁-частичной траектории, соответствующей пря-
молинейному движению всех частиц между дву-
мя последовательными элементарными взаимо-
действиями, называется свободным пробегом систе-
мы. Вероятность элементарного взаимодействия
в системе 𝑁 частиц за время 𝑑𝑡 равна ν(𝑉)𝑑𝑡, где

ν(𝑉) =
1

𝑁 − 1

𝑁−1
∑
𝑖=1

𝑁
∑

𝑗=𝑖+1
∫ 𝑤(v𝑖, v𝑗∣v′

𝑖 , v′
𝑗) 𝑑v′

𝑖 𝑑v′
𝑗 =

=
1

𝑁 − 1

𝑁−1
∑
𝑖=1

𝑁
∑

𝑗=𝑖+1
𝑎(v𝑖, v𝑗) =

1
𝑁 − 1

𝑁−1
∑
𝑖=1

𝑁
∑

𝑗=𝑖+1
ρ ℎ𝑖𝑗 σ𝑡(ℎ𝑖𝑗),

𝑉 –– 3𝑁-мерный вектор, компонентами которого
являются скорости частиц ансамбля, а σ𝑡(ℎ) =
= ∫ σ(ℎ, Ω) 𝑑Ω.

Вероятность того, что столкновение в систе-
ме 𝑁 частиц реализует пара частиц с номера-
ми 𝑖 и 𝑗 равна 𝑎(v𝑖, v𝑗)/ν(𝑉), причем распределение
новых скоростей частиц (v𝑖, v𝑗) определяется диф-
ференциальным сечением столкновения пары

𝑘(v𝑖, v𝑗 → v′
𝑖 , v′

𝑗) = 𝑤(v′
𝑖 , v′

𝑗 ∣v𝑖, v𝑗 ) [ρ ℎ𝑖𝑗 σ𝑡(ℎ𝑖𝑗)]−1 ,

а скорости остальных частиц не изменяются. Время
свободного пробега системы распределено с экспо-
ненциальной плотностью 𝑝(𝑡) = ν(𝑉) exp(−𝑡 ν(𝑉)).
Известно, что предельная при 𝑁 → ∞ плотность
𝑓(𝑡, v) “одночастичного” распределения скорости
удовлетворяет уравнению Больцмана [5]:

𝜕
𝜕𝑡

𝑓(𝑡, v) = ∫ [𝑓(𝑡, v′)𝑓(𝑡, v′
1) − 𝑓(𝑡, v)𝑓(𝑡, v1)]×

× 𝑤(v′, v′
1 ∣v, v1 )𝑑v′𝑑v′

1𝑑v1.

В [2] для простой модельной задачи были впер-
вые получены результаты, позволяющие пред-
положить, что погрешность оценки 𝑓(𝑡, v) в
𝑁-частичном алгоритме имеет порядок 𝑂(𝑁−1)
(хотя эвристически можно было ожидать порядок
𝑂(𝑁−1/2)).

В качестве теста численно моделировалась (как
указано выше) однородная по пространству сто-
хастическая релаксация газа из псевдомаксвеллов-
ских молекул [2] для начального распределения
скоростей 𝑁 частиц, при котором известно точное
решение 𝑓(𝑡, v) уравнения Больцмана (соответству-
ющего 𝑁 =∞, см. [2, 6]).

Статистически оценивалось значение функци-
онала

𝑧(𝑡) = 1
11!! ∫

𝑓(𝑡, v)∣v∣10 𝑑v = (1 − β𝑒−λ𝑡)4[1 + 4β𝑒−λ𝑡]

при β = 0.4, λ = 1/6. Следовательно, здесь ξ𝑖(𝑡) =
= ∣v𝑖(𝑡)∣10/11!!, 𝑖 = 1, ..., 𝑁. Подробно алгоритм мо-
делирования изложен в [2], где были проведены
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предварительные расчеты. Результаты реализован-
ного при выполнении настоящей работы модели-
рования представлены в таблице 1. Они показыва-
ют практическую целесообразность использования
здесь формул (7) и (9).

Символом 𝑛 в таблице 1 обозначено число
независимых реализаций 𝑁-частичного ансамбля.
Отметим, что возможное верхнее приближение
γ ≈ σ2

𝑁/(2𝑥̄𝑁), например, для 𝑡 = 12 дает сильно за-
вышенное значение γ̃ ≈ 55.

В первом столбце таблицы 1 приводится оцен-
ка δ-значение 𝑥̃ = 𝑥̃δ для δ = P(max

𝑖
∣𝑣𝑖∣ > 6), свя-

занное с тем, что компоненты скорости 𝑣𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3
для 𝑡 = 0 и 𝑡 = +∞ имеют распределение, близкое
стандартному нормальному. В соответствующем δ-
алгоритме при ∣𝑣𝑖∣ > 6 делается замена: ∣𝑣𝑖∣ ↦ 6,
𝑖 = 1, 2, 3. Полученное значение ∣𝑥̃−𝑥̃δ∣ обеспечивает
здесь справедливость теоремы из пункта 2, так как
оно существенно меньше модуля смещения. Отме-
тим, что этого всегда можно достичь, если выпол-
няется условие δ-непрерывности; при этом в (5)
фактически добавляется слагаемое 𝑜(1/𝑁). В трех
последних столбцах таблицы 1 приведены оцен-
ки величины −γ, обозначенные номерами формул,
по которым они вычислялись, то есть в последнем
столбце дано “точное” значение −2000(𝑥̄2000 − 𝑥̃);
для реализации формулы (7) были проведены до-
полнительно расчеты при 𝑁2 = 1000.

5. Далее рассматривается смещение оценок
в стохастической SEIR модели эпидемиологиче-
ского процесса (см., например, [3, 7]). Для по-
строения тренда такого процесса обычно использу-
ются дифференциальные SEIR модели, в которых
индивидуумы (элементы) разбиваются на груп-
пы (типы): восприимчивые (𝑆), инфицированные
с симптомами (𝐼), инфицированные без симпто-
мов (𝐸), выздоровевшие (𝑅), умершие (𝐷); полная
популяция 𝑛 = 𝑆 + 𝐼 +𝐸 +𝑅 +𝐷 (см., например, [7],
и указанную там литературу). Таким образом фак-
тически реализуется SEIRD модель. Соответству-
ющие системы дифференциальных уравнений по-
лучаются из локального баланса, что вполне обос-
новано в линейном варианте задачи, когда груп-
пы не взаимодействуют, но испытывают превра-
щения с изменением типа. При наличии взаимо-
действий (например, инфицирования больными)
фактически используется эвристическое предпо-
ложение об асимптотической (по начальной чис-
ленности) некоррелированности взаимодействую-
щих групп (“каждый с каждым”), которое дает из-
вестные системы нелинейных дифференциальных
уравнений, в частности, уравнение, определяющее
изменение величины 𝑆(𝑡)

𝑑𝑆
𝑑𝑡
= −(𝑎𝐼𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)

𝑛
+ 𝑎𝐸𝑆(𝑡)𝐸(𝑡)

𝑛
) ,

где 𝑡 –– время в днях (см, например, [3, 7] и лите-
ратуру в этих статьях). Отметим, что в [8] доказа-
на сходимость по распределению при 𝑛 → ∞ функ-
циональных характеристик эпидемии к решению
дифференциальных SEIR-уравнений в естествен-
ном предположении о том, что реализуется слу-
чайный марковский пуассоновский процесс рож-
дения и гибели с превращениями и взаимодействи-
ем групп. Трудоемкость соответствующего числен-
ного моделирования растет как 𝑛2 [3]; построенная
в [3] и обоснованная в настоящей работе оценка
смещения дает возможность использования стоха-
стической SEIR-модели для больших 𝑛.

6. Далее строится смещение для специально
сформулированной стохастической 𝑁-частичной
SEIR-модели. Определим стохастическую модель
следующим образом:

𝑀 = 𝑛𝑁 –– моделируемая начальная числен-
ность, где 𝑛 –– базовая начальная численность с за-
данным распределением по группам, а 𝑁 = 1, 2, … .

Соответствующие начальные данные получа-
ются из базовых умножением на 𝑁, а получаемые
результаты делятся на 𝑁.

Результативная статистическая (по реализаци-
ям модели) оценка числа выявленных инфициро-
ванных обозначается 𝑓(𝑖, 𝑁), где 𝑖 –– номер дня, 𝑖 =
0 для 23.03.20. Достаточно ясно, что таким об-
разом сформулировано многомерное обобщение
𝑁-частичной модели, в которой каждая “частица”
при 𝑡 = 0 совпадает с базовой совокупностью чис-
ленности 𝑛, а дальнейшая стохастическая эволю-
ция объединенной системы реализуется, как ука-
зано выше. Именно для такой модели в [8] фак-
тически доказано, что E𝑓(𝑖, 𝑁) ÐÐÐ→

𝑁→∞
𝑓dif (𝑖), где

𝑓dif (𝑖)–– это сумма соответствующих значений 𝐼(𝑡𝑖)
и 𝐸(𝑡𝑖) компонент решения SEIR-системы диффе-
ренциальных уравнений (см. [3, 7]), которое стро-
илось в [3] по схеме Рунге––Кутты с достаточно
большой точностью. Статистическая оценка вели-
чины E𝑓(𝑖, 𝑁) (МК-среднее) далее обозначена че-
рез ̃𝑓(𝑖, 𝑁). Здесь ξ𝑖(𝑡) из (1) –– это случайное чис-
ло выявленных инфицированных лдя 𝑖-той “части-
цы” в момент времени 𝑡. Соотношение (5) в дан-
ном случае следует непосредственно из указан-
ной в разделе 2 теоремы Крамера, так как здесь
𝐻(𝑚𝑁) ≡ 𝑚𝑁 ≤ 1 вследствие использования схемы
Бернулли для построения оценки.

В [3] проверялось, что величина смещения
δ𝑓(𝑖, 𝑁) = ̃𝑓(𝑖, 𝑁) − 𝑓dif (𝑖) оценивается величиной
γ𝑖/𝑁 по аналогии с многочастичной статистиче-
ской оценкой для решения нелинейного уравнения
Больцмана (см. пункт 4). С этой целью были про-
ведены расчеты методом Монте-Карло для вариан-
тов задачи с 𝑀 = 𝑛𝑁𝑘, 𝑁𝑘 = 2𝑘−1, 𝑘 = 1, 2, 3, 4, 5, при-
чем число независимых вычислительных экспери-
ментов для построения МК-среднего при фикси-
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Таблица 1. Значения оценок функционала 𝑥̃(𝑡) = 𝑧(𝑡) и статистические погрешности (одна σ)

𝑡 𝑁1 = 2000, 𝑛 = 107,
δ-значение 𝑁1 = 2000, 𝑛 = 107 Точное

решение −γ, (7) −γ, (9) −γ, (6)

0 0.33696 ± 0.00001 0.33696 ± 0.00001 0.33696 −0.032 0.004 −0.003
1 0.45051 ± 0.00002 0.45051 ± 0.00002 0.45055 0.114 0.206 0.081
2 0.55583 ± 0.00003 0.55583 ± 0.00003 0.55593 0.233 0.517 0.190
3 0.64817 ± 0.00004 0.64817 ± 0.00003 0.64839 0.443 0.893 0.427
4 0.72582 ± 0.00004 0.72582 ± 0.00004 0.72625 0.684 1.258 0.855
5 0.78926 ± 0.00005 0.78927 ± 0.00005 0.78980 1.139 1.589 1.066
6 0.83971 ± 0.00006 0.83971 ± 0.00005 0.84043 1.120 1.931 1.431
7 0.87918 ± 0.00006 0.87919 ± 0.00006 0.88000 1.435 2.249 1.628
8 0.90952 ± 0.00006 0.90952 ± 0.00006 0.91046 1.758 2.460 1.884
9 0.93261 ± 0.00006 0.93262 ± 0.00006 0.93363 1.849 2.673 2.003
10 0.94993 ± 0.00007 0.94994 ± 0.00007 0.95106 1.624 2.819 2.247
11 0.96291 ± 0.00007 0.96292 ± 0.00007 0.96408 2.140 2.956 2.318
12 0.97257 ± 0.00007 0.97258 ± 0.00007 0.97374 2.310 3.022 2.311

рованном значении 𝑘 равнялось 25−𝑘⋅104. Таким об-
разом полное начальное число “частиц” в каждом
варианте равнялось 16 ⋅ 104 и, по-видимому, вслед-
ствие слабой зависимости “частиц” среднеквадра-
тические погрешности σ(𝑖, 𝑘) оценок ̃𝑓(𝑖, 𝑁𝑘) ока-
зались весьма близкими, т.е. σ(𝑖, 𝑘) ≈ σ̃𝑖. Это сдела-
ло целесообразной следующую безвесовую средне-
квадратическую оценку:

γ𝑖 =
5

∑
𝑘=2
( ̃𝑓(𝑖, 𝑁𝑘) − 𝑓dif (𝑖))/𝑁𝑘 ⋅

⎛
⎝

5

∑
𝑘=2

1/𝑁2
𝑘
⎞
⎠

−1

. (10)

При этом было учтено, что функциональная зави-
симость вида γ/𝑁 практически точно реализуется,
начиная с 𝑁 = 2. Однако расчеты показали, что удо-
влетворительна оценка: ̃𝑓(𝑖, 1) − 𝑓dif (𝑖) ≈ γ𝑖.

Результаты, полученные для стохастической
модели SEIR эпидемии COVID-19 в Новосибирске
с 23.03.2020 по 21.06.2020 приведены в таблице 2,
где γ –– оценка вида (10), γ̃ = −σ2

𝑁/(2𝑥̄𝑁).

Таблица 2. Оценки для стохастической SEIR модели эпиде-
мии COVID-19

Номер
дня σ2

𝑁 𝑥̄𝑁 γ γ̃

40 576 40 −0.48 −7.2
50 1312 60 −1.6 −10.9
70 4000 120 −9.5 −16.7
80 5152 150 −18 −17.2
90 5088 176 −27 −14.5

Таким образом показано, что и в стохасти-
ческой SEIR-модели смещение основной оценки

имеет порядок 𝑂(1/𝑁), причем выражение смеще-
ния (9) может быть вполне удовлетворительным.
В то же время использованная на основе резуль-
татов из [3] оценка γ̃ = −σ2

𝑁/(2𝑥̄𝑁) до 𝑖 = 70 да-
ет существенное завышение модуля коэффициен-
та при 1/𝑁; дальнейшее уравнивание оценок, по-
видимому, связано с относительным ростом вели-
чины 𝐼(𝑡) +𝐸(𝑡).

В заключение можно констатировать, что
проведенные теоретические и численные иссле-
дования подтвердили порядок 𝑂(1/𝑁) смещения
𝑁-частичных статистических оценок решений
нелинейных кинетических уравнений и дали
оценки соответствующих коэффициентов.
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1. ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА
РЕЗУЛЬТАТОВ

Рассмотрим двумерную сферу

𝕊2 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ ℝ3 ∶ 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + 𝑥2
3 = 1}

и обозначим через Diff(𝕊2) пространство всех диф-
феоморфизмов 2-сферы с 𝐶1-топологией.

Гладкой дугой в пространстве Diff(𝕊2) называют
семейство {ϕ𝑡} диффеоморфизмов 2-сферы 𝕊2, со-
ставляющих диффеотопию Φ ∶ 𝕊2 × [0, 1] → 𝕊2, то
есть

Φ(𝑥, 𝑡) = ϕ𝑡(𝑥), 𝑥 ∈ 𝕊2, 𝑡 ∈ [0, 1],

при этом говорят, что дуга {ϕ𝑡} соединяет диффео-
морфизмы ϕ0 и ϕ1.

1Национальный исследовательский университет “Высшая
школа экономики”; Международная лаборатория динамиче-
ских систем и приложений, Нижний Новгород, Россия

*E-mail: maati@mail.ru
**E-mail: olga-pochinka@yandex.ru

***E-mail: ktsaplina11@mail.ru

Диффеоморфизмы 𝑓, 𝑔 ∈ Diff(𝕊2) называются
топологически сопряженными, если существует та-
кой гомеоморфизм ℎ ∶ 𝕊2 → 𝕊2, что ℎ𝑓 = 𝑔ℎ.

Диффеоморфизм 𝑓 ∈ Diff(𝕊2) называется
структурно устойчивым, если он обладает такой
окрестностью 𝑈 ⊂ Diff(𝕊2), что любой диффео-
морфизм 𝑔 ∈ 𝑈 топологически сопряжен с 𝑓.

Отношение связанности гладкой дугой опре-
деляет отношение эквивалентности на множе-
стве Diff(𝕊2) и разбивает его на два класса эк-
вивалентности, состоящие из сохраняющих, ме-
няющих ориентацию диффеоморфизмов, соответ-
ственно [1]. Каждый класс отображений содержит
структурно устойчивые диффеоморфизмы (напри-
мер, сдвиги на единицу времени градиентных по-
токов типичной функции Морса). Очевидно, что
в общем случае дуга, соединяющая два диффео-
топных структурно устойчивых диффеоморфизма,
претерпевает бифуркации, разрушающие струк-
турную устойчивость. В этом направлении осо-
бый интерес представляет собой вопрос о суще-
ствовании дуги, не меняющей своих качественных
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свойств при малых шевелениях (устойчивой дуги),
вошедший в список 50 важнейших проблем дина-
мических систем Дж. Палиса и Ч. Пью [2] под но-
мером 33.

Согласно [3], гладкая дуга φ𝑡 называется устой-
чивой, если она является внутренней точкой класса
эквивалентности относительно следующего отно-
шения: дуги {φ𝑡}, {φ′

𝑡 } называются сопряженными,
если существуют гомеоморфизмы ℎ: [0, 1] → [0, 1],
𝐻𝑡: 𝕊2 → 𝕊2 такие, что 𝐻𝑡φ𝑡 = φ′

ℎ(𝑡)𝐻𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1], и 𝐻𝑡
непрерывно зависит от 𝑡.

Вообще говоря, диффеотопные структурно
устойчивые диффеоморфизмы 2-сферы не соеди-
няются устойчивой дугой [4]. В настоящей работе
рассмотрены простейшие структурно устойчивые
диффеоморфизмы 2-сферы — диффеоморфиз-
мы “источник-сток”. Такие диффеоморфизмы
имеют в точности две неподвижные точки: сток
и источник, орбиты остальных точек асимптоти-
чески стремятся к стоку в прямом и к источнику
в обратном времени. Сохраняющие (меняющие)
ориентацию диффеоморфизмы “источник-сток”
попарно топологически, но не гладко, сопряжены
(см., например, [5]).

Основным результатом настоящей работы яв-
ляется конструктивное доказательство следующей
теоремы.

Теорема 1. Любые два сохраняющих (меняющих)
ориентацию диффеоморфизма “источник-сток” со-
единяются гладкой дугой, состоящей из диффеомор-
физмов “источник-сток”.

Аналогичный результат для сохраняющих ори-
ентацию 3-диффеоморфизмов “источник-сток”
получен Хр. Бонатти, В. Гринесом, В. Медведевым
и О. Починкой [6]. Заметим, что полученный
результат не допускает непосредственного обоб-
щения на сферы размерности большей трех,
ввиду возможного существования на таких сферах
нескольких гладких структур. Так, в работе [6]
показано, что при 𝑛 = 6 существуют диффеомор-
физмы рассматриваемого класса, которые не могут
быть соединены устойчивой дугой.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ФАКТЫ
Для любого подмножества 𝑋 топологического

пространства 𝑌 будем обозначать через 𝑖𝑋 ∶ 𝑋→ 𝑌
отображение включения.

Для любого непрерывного отображения
ϕ ∶ 𝑋→ 𝑌 линейно связных топологических
пространств 𝑋, 𝑌 будем обозначать через ϕ∗:
π1(𝑋) → π1(𝑌)–– индуцированный отображением ϕ
гомоморфизм.

𝐶𝑟-вложением (𝑟 ⩾ 0) многообразия 𝑋 в много-
образие 𝑌 называется отображение λ ∶ 𝑋→ 𝑌 такое,
что λ ∶ 𝑋→ λ(𝑋)–– 𝐶𝑟-диффеоморфизм. При этом

𝐶0-вложение называют топологическим вложением,
а 𝐶𝑟-вложение (𝑟 > 0) –– гладким вложением.

Два непрерывных отображения ϕ0 ∶ 𝑋→ 𝑌
и ϕ1 ∶ 𝑋→ 𝑌 называются гомотопными, если суще-
ствует непрерывное отображение Φ ∶ 𝑋 × [0, 1] → 𝑌
такое, что Φ(𝑥, 0) = ϕ0(𝑥), Φ(𝑥, 1) = ϕ1(𝑥). Отоб-
ражение Φ называется гомотопией отображений
ϕ0 и ϕ1. Если для каждого 𝑡 ∈ [0, 1] отображение
ϕ𝑡(𝑥) = Φ(𝑥, 𝑡) является вложением топологи-
ческого пространства 𝑋 в топологическое про-
странство 𝑌, то вложения ϕ0 и ϕ1 называются
изотопными, отображение Φ –– изотопией, а од-
нопараметрическое семейство вложений {ϕ𝑡}––
дугой, соединяющей вложение ϕ0 с вложением ϕ1.
Если 𝑋 и 𝑌 –– гладкие многообразия, и изотопия Φ
является гладким отображением, то Φ называют
диффеотопией, а дугу {φ𝑡} называют гладкой.

Носителем изотопии Φ (дуги {ϕ𝑡} ) называется
множество

𝑠𝑢𝑝𝑝{ϕ𝑡} = 𝑐𝑙{𝑥 ∈ 𝑋 ∶ ϕ𝑡(𝑥) ≠ ϕ0(𝑥)
для некоторого 𝑡 ∈ (0, 1]}.

Гладкая дуга {φ𝑡} называется гладким произведе-
нием гладких дуг {ϕ𝑡} и {ψ𝑡} таких, что ϕ1 = ψ0, ес-

ли φ𝑡 = {
ϕτ(2𝑡), 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1

2 ,
ψτ(2𝑡−1), 1

2 ⩽ 𝑡 ⩽ 1,
где τ ∶ [0, 1] → [0, 1]––

гладкое монотонное отображение такое, что τ(𝑠)=0
для 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 1

3 и τ(𝑠) = 1 для 2
3 ⩽ 𝑠 ⩽ 1. Будем писать

φ𝑡 = ϕ𝑡 ∗ψ𝑡.

Обозначим через Diff(𝑋) пространство всех
диффеоморфизмов гладкого многообразия 𝑋 с 𝐶1-
топологией. Если 𝑋 –– ориентируемое многообра-
зие, то обозначим через Diff+(𝑋), Diff−(𝑋) мно-
жество всех сохраняющих и меняющих ориен-
тацию диффеоморфизмов, соответственно, и для
любого подмножества 𝐴(𝑋) ⊂ Diff(𝑋) положим
𝐴±(𝑋) = 𝐴(𝑋) ∩ Diff±(𝑋).

Предложение 1 (Теорема Тома о продолжении
изотопии, [7], Theorem 5.8). Пусть 𝑌 –– гладкое мно-
гообразие без края, 𝑋 –– гладкое компактное подмно-
гообразие многообразия 𝑌 и {ϕ𝑡 ∶ 𝑋→ 𝑌 , 𝑡 ∈ [0, 1]}––
гладкая дуга такая, что ϕ0 –– отображение включе-
ния 𝑋 в 𝑌. Тогда для любого компактного множе-
ства 𝑍 ⊂ 𝑌, содержащего множество ⋃

𝑡∈[0,1]
φ𝑡(𝑋), су-

ществует гладкая дуга {φ𝑡} ⊂ Diff(𝑌) такая, что
φ0 = 𝑖𝑑, φ𝑡∣𝑋 = ϕ𝑡∣𝑋 для каждого 𝑡 ∈ [0, 1] и φ𝑡∣𝑌/𝑍 = 𝑖𝑑.

Предложение 2 ([8], Lemma de fragmentation).
Пусть 𝑈 = {𝑈𝑗}–– открытое покрытие замкнутого
многообразия 𝑋 и φ ∶ 𝑋 → 𝑋 –– диффеотопный тож-
дественному отображению диффеоморфизм. Тогда
существует разложение диффеоморфизма φ в компо-
зицию конечного числа диффеотопных тождествен-
ному отображению диффеоморфизмов

φ = ϕ𝑞 … ϕ2ϕ1
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таких, что 𝑠𝑢𝑝𝑝{ϕ𝑖,𝑡} ⊂ 𝑈𝑗(𝑖), 𝑖 ∈ {1, … , 𝑞}, где
𝑈𝑗(𝑖) ∈ 𝑈 и {ϕ𝑖,𝑡}–– гладкая дуга, соединяющая тож-
дественное отображение с диффеоморфизмом ϕ𝑖.

3. ГРУППЫ КЛАССОВ ОТОБРАЖЕНИЙ
Группой классов отображений (mapping class

group) топологического пространства 𝑋 называется
группа классов эквивалентности гомеоморфиз-
мов 𝑋 с точностью до изотопии. Если 𝑋 –– гладкое
многообразие, то –– группу классов эквивалент-
ности диффеоморфизмов 𝑋 с точностью до
диффеотопии обозначим через π0(Diff(𝑋)).

Предложение 3 ([1]). Группа классов отображе-
ний сферы π0(Diff(𝕊2)) ≅ ℤ2. При этом, классы сов-
падают с множествами Diff+(𝕊2) и Diff−(𝕊2), соот-
ветственно.

Для доказательства основного результата нам
также понадобятся группы классов отображений
двумерного тора 𝕋 2 и бутылки Клейна 𝕂2.

Предложение 4 ([9]). Группа классов отобра-
жений двумерного тора π0(Diff(𝕋 2)) ≅ 𝐺𝐿(2, ℤ).
При этом классы совпадают с множествами
{ℎ ∈ Diff(𝕋 2) ∶ ℎ∗ = 𝐴 ∈ 𝐺𝐿(2, ℤ)}.

Для описания представителя в каждом клас-
се π0(Diff(𝕂2)) представим 𝕂2, как фактор-
пространство 𝐶/∼, где 𝐶 = {(𝑒𝑖2πθ, 𝑡): θ ∈ [0, 1],
0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1} и ∼ –– минимальное отношение эквива-
лентности, удовлетворяющее условию:

(𝑒𝑖2πθ, 0) ∼ (𝑒𝑖2π(1−θ), 1).

Пусть 𝑝 ∶ 𝐶 → 𝕂2 –– естественная проекция. Опре-
делим диффеоморфизмы ᾱ, β̄ ∶ 𝐶→ 𝐶 формулами

ᾱ(𝑒𝑖2πθ, 𝑡) = (𝑒𝑖2πθ, 1 − 𝑡),

β̄(𝑒𝑖2πθ, 𝑡) = {(𝑒
𝑖2πθ, 𝑡), 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1

2 ,
(𝑒𝑖(2πθ+4π𝑡)), 𝑡) , 1

2 < 𝑡 ⩽ 1.
(1)

Положим α = 𝑝ᾱ𝑝−1, β = 𝑝β̄𝑝−1 ∶ 𝕂2 → 𝕂2.
Предложение 5 ([10]). Группа классов отображе-

ний бутылки Клейна π0(Diff(𝕂2)) ≅ ℤ2 × ℤ2. При
этом, представителями в каждом из четырех клас-
сов являются диффеоморфизмы 𝑖𝑑, α, β, αβ, соответ-
ственно.

4. ЛОКАЛЬНО МОДЕЛЬНЫЕ
ДИФФЕОМОРФИЗМЫ

Напомним, что через Diff(𝕊2) мы обозначи-
ли множество всех диффеоморфизмов двумерной
сферы

𝕊2 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ ℝ3 ∶ 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + 𝑥2
3 = 1}.

В силу предложения 3 группа π0(Diff(𝕊2)) состо-
ит из двух классов эквивалентности Diff+(𝕊2) и
Diff−(𝕊2)–– сохраняющих и меняющих ориента-
цию диффеоморфизмов 2-сферы, соответственно.

Обозначим через 𝐽(𝕊2) ⊂ Diff(𝕊2) множество
всех диффеоморфизмов “источник-сток” и через
𝑁𝑆(𝕊2) ⊂ 𝐽(𝕊2)–– те из них, которые имеют источ-
ник и сток, соответственно в северном 𝑁(0, 0, 1)
и южном 𝑆(0, 0,−1) полюсах.

Определим модельный диффеоморфизм 𝑔± ∈
∈ 𝑁𝑆±(𝕊2) формулой:

𝑔±(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (
4𝑥1

5 − 3𝑥3
,

4𝑥2

±(5 − 3𝑥3)
,

5𝑥3 − 3
5 − 3𝑥3

) .

Заметим, что на 𝕊2/{𝑁} диффеоморфизм 𝑔±
гладко сопряжен линейному диффеоморфизму
плоскости ̄𝑔± ∈ Diff±(ℝ2), заданному формулой:

̄𝑔±(𝑥1, 𝑥2) = (
𝑥1

2
, ±

𝑥2

2
) .

Именно, ̄𝑔± = 𝜗𝑁𝑔±𝜗−1
𝑁 , где 𝜗𝑁 ∶ 𝕊2/{𝑁} → ℝ2 ––

стереографическая проекция, определенная фор-
мулой

𝜗𝑁(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (
𝑥1

1 − 𝑥3
,

𝑥2

1 − 𝑥3
) . (2)

Назовем диффеоморфизм ℎ ∈ 𝑁𝑆(𝕊2) локально
модельным диффеоморфизмом сферы 𝕊2, если су-
ществуют окрестности 𝑈 𝑁

ℎ , 𝑈 𝑆
ℎ точек 𝑁, 𝑆, для ко-

торых ℎ∣𝑈 𝑁
ℎ ∪𝑈 𝑆

ℎ
= 𝑔∣𝑈 𝑁

ℎ ∪𝑈 𝑆
ℎ

, где 𝑔 ∈ {𝑔+, 𝑔−}. Обозначим
через 𝐸𝑔 ⊂ 𝑁𝑆(𝕊2) множество локально модельных
диффеоморфизмов 2-сферы.

Лемма 1. Для любого диффеоморфизма ℎ ∈ 𝐸𝑔 су-
ществует единственный гомеоморфизм γℎ ∶ 𝕊2 → 𝕊2

со следующими свойствами:
● γℎℎ = 𝑔γℎ;
● γℎ∣𝑈 𝑁

ℎ
= 𝑖𝑑;

● γℎ∣𝕊2/𝑆 –– диффеоморфизм.

Доказательство. Поскольку любой диффеомор-
физм ℎ ∈ 𝐸𝑔 совпадает с диффеоморфизмом 𝑔
в окрестности 𝑈 𝑁

ℎ точки 𝑁, то положим γℎ∣𝑈 𝑁
ℎ
= 𝑖𝑑.

Так как γℎ должен сопрягать диффеоморфизм ℎ
с диффеоморфизмом 𝑔 на всей сфере 𝕊2, то

γℎℎ𝑘(𝑥) = 𝑔𝑘γℎ(𝑥), 𝑥 ∈ 𝕊2, 𝑘 ∈ ℤ. (3)

Поскольку для любой точки 𝑥 ∈ 𝕊2/{𝑆} существует
𝑘 ∈ ℤ такое, что ℎ−𝑘(𝑥) ∈ 𝑈 𝑁

ℎ , то

γℎ(𝑥) = 𝑔𝑘ℎ−𝑘(𝑥), 𝑥 ∈ 𝕊2/{𝑆}. (4)

По непрерывности построенный диффеоморфизм
продолжается на точку 𝑆 условием γℎ(𝑆) = 𝑆.

Положим 𝑉 = 𝕊2/{𝑁, 𝑆}. Обозначим через ̂𝑉𝑔
пространство орбит действия диффеоморфизма 𝑔
на 𝑉 и через 𝑝𝑔 ∶ 𝑉→ ̂𝑉𝑔 естественную проекцию. По
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построению поверхность ̂𝑉𝑔 гомеоморфна бутылке
Клейна 𝕂2, если 𝑔 = 𝑔− и гомеоморфна тору 𝕋 2, если
𝑔 = 𝑔+. Пусть 𝑎 = 𝜗−1

𝑁 (𝑂𝑥1) и 𝑏 = 𝜗−1
𝑁 (𝕊1) кривые на

𝑉. По построению замкнутая кривая 𝑏 является об-
разующей фундаментальной группы π1(𝑉). Опреде-
лим образующие фундаментальной группы π1( ̂𝑉𝑔)
формулами

̂𝑎𝑔 = 𝑝𝑔(𝑎), ̂𝑏𝑔 = 𝑝𝑔(𝑏). (5)

Естественная проекция 𝑝𝑔 ∶ 𝑉→ ̂𝑉𝑔 индуциру-
ет эпиморфизм η𝑔 ∶ π1( ̂𝑉𝑔) → ℤ следующим обра-
зом. Пусть ̂𝑐 –– некоторая петля в ̂𝑉𝑔 такая, что

̂𝑐(0) = ̂𝑐(1) = 𝑥̂0. Согласно теореме о монодромии
(см., например, [11]), существует единственный
путь 𝑐 в 𝑉 с началом в точке 𝑥0 = 𝑐(0) ∈ 𝑝−1

𝑔 (𝑥̂0), яв-
ляющийся поднятием пути ̂𝑐. Поэтому существу-
ет единственное 𝑘 ∈ ℤ такое, что 𝑥1 = 𝑐(1) = 𝑔𝑘(𝑥0)
и корректно определено (то есть не зависит от вы-
бора петли в классе [ ̂𝑐]) отображение η𝑔, заданное
формулой η𝑔([ ̂𝑐]) = 𝑘. По построению

η𝑔([ ̂𝑎𝑔]) = 1, η𝑔([ ̂𝑏𝑔]) = 0. (6)

Для любого 𝑟 ∈ ℝ положим ̄𝐵𝑟 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2:
𝑥2

1 + 𝑥2
2 ≤ 𝑟2}, ̄𝐾𝑟 = 𝑐𝑙( ̄𝐵𝑟/ ̄𝐵 𝑟

2
), 𝐵𝑟 = 𝜗−1

𝑁 ( ̄𝐵𝑟), 𝐾𝑟 =
= 𝜗−1

𝑁 ( ̄𝐾𝑟). Тогда для любого диффеоморфизма
ℎ ∈ 𝐸𝑔 существует действительное число 𝑟ℎ > 0,
такое что ℎ∣𝐵𝑟ℎ

= 𝑔∣𝐵𝑟ℎ
. Откуда следует, что

γℎ𝑔∣𝐵𝑟ℎ
= 𝑔γℎ∣𝐵𝑟ℎ

. (7)

Из соотношения (7) единственным образом опре-
деляется диффеоморфизм νℎ ∶ 𝑉 → 𝑉, коммутирую-
щий с диффеоморфизмом 𝑔

νℎ𝑔 = 𝑔νℎ (8)

и совпадающий с γℎ на 𝐵𝑟ℎ, то есть

νℎ∣𝐵𝑟ℎ
= γℎ∣𝐵𝑟ℎ

. (9)

Тогда (см., например, [11, Теорема 5.5]), существу-
ет единственный сохраняющий ориентацию диф-
феоморфизм ̂νℎ ∶ ̂𝑉𝑔 → ̂𝑉𝑔, для которого диффеомор-
физм νℎ является накрывающим, то есть

̂νℎ𝑝𝑔 = 𝑝𝑔νℎ. (10)

В следующей лемме описывается действие полу-
ченного диффеоморфизма на образующих.

Лемма 2. Диффеоморфизм ̂νℎ индуцирует изомор-
физм ̂νℎ∗ ∶ π1( ̂𝑉𝑔) → π1( ̂𝑉𝑔) со следующими свойства-
ми:

1. η𝑔 ̂νℎ∗([ ̂𝑎𝑔]) = 1;
2. ̂νℎ∗([𝑏̂𝑔]) = [ ̂𝑏𝑔].

Доказательство. Непосредственно из определения
эпиморфизма η𝑔 и формулы (10) получаем, что

η𝑔 ̂νℎ∗([ ̂𝑐]) = η𝑔([ ̂𝑐]). (11)

Тогда η𝑔 ̂νℎ∗([ ̂𝑎𝑔]) = η𝑔([ ̂𝑎𝑔]) и, следовательно, в си-
лу (6), η𝑔 ̂νℎ∗([ ̂𝑎𝑔]) = 1. Поскольку π1(𝑉) = ⟨𝑏⟩ = {𝑏𝑛:
𝑛 ∈ ℤ}, то νℎ∗([𝑏]) = [𝑏]. Откуда, в силу (5) и (11),
̂νℎ∗[ ̂𝑏𝑔] = [ ̂𝑏𝑔].

Пусть ℎ ∈ 𝐸𝑔 и 𝑤 ∶ 𝕊2 → 𝕊2 –– диффеоморфизм
сферы, тождественный вне некоторого кольца 𝐾𝑟,
𝑟 < 𝑟ℎ

2 . Положим

𝑤̂ = 𝑝𝑔𝑤(𝑝𝑔∣𝐾𝑟/𝜕𝐵𝑟)
−1(𝑥̂). (12)

По построению 𝑤ℎ ∈ 𝐸𝑔 и следующая лем-
ма выражает связь между диффеоморфизмами ̂ν𝑤ℎ
и ̂νℎ.

Лемма 3. ̂ν𝑤ℎ = ̂νℎ𝑤̂−1.

Доказательство. Из формулы (10) следует, что

̂ν𝑤ℎ(𝑥̂) = 𝑝𝑔ν𝑤ℎ(𝑝𝑔∣𝐾𝑟/𝜕𝐵𝑟)
−1(𝑥̂), 𝑥̂ ∈ ̂𝑉𝑔. (13)

Тогда 𝑥 = (𝑝𝑔∣𝐾𝑟/𝜕𝐵𝑟)−1(𝑥̂) ∈ 𝐾𝑟. Непосредственно
проверяется, что диффеоморфизмы 𝑤ℎ и ℎ совпа-
дают на всей сфере 𝕊2, за исключением внутренно-
сти кольца 𝐾2𝑟 и, следовательно, 𝑟𝑤ℎ = 𝑟ℎ, 𝑈 𝑁

𝑤ℎ = 𝑈 𝑁
ℎ .

Тогда из формул (9) и (13) следует, что

̂ν𝑤ℎ(𝑥̂) = 𝑝𝑔γ𝑤ℎ(𝑥). (14)

Пусть 𝑘 ∈ ℤ такое число, что (𝑤ℎ)−𝑘(𝑥) ∈ 𝑈 𝑁
ℎ . Тогда

из формулы (4) следует, что

γ𝑤ℎ(𝑥) = 𝑔𝑘(𝑤ℎ)−𝑘(𝑥). (15)

Поскольку диффеоморфизмы (𝑤ℎ)−1 и ℎ−1 совпа-
дают на всей сфере 𝕊2, за исключением внутренно-
сти кольца 𝐾𝑟, то

(𝑤ℎ)−𝑘 = ℎ−𝑘𝑤−1 (16)

Подставляя (16) в (15), учитывая формулу (9), полу-
чим, что

γ𝑤ℎ(𝑥) = 𝑔𝑘ℎ−𝑘𝑤−1(𝑥) = γℎ𝑤−1(𝑥) = νℎ𝑤−1(𝑥). (17)

Подставляя (17) в (14), учитывая формулы (10)
и (12), получаем, что

̂ν𝑤ℎ(𝑥̂) = 𝑝𝑔νℎ𝑤−1(𝑥) = 𝑝𝑔νℎ(𝑝𝑔∣𝐾𝑟/𝜕𝐵𝑟)−1×

×𝑝𝑔𝑤−1(𝑝𝑔∣𝐾𝑟/𝜕𝐵𝑟)−1(𝑥̂) = ̂νℎ𝑤̂−1(𝑥̂).

Лемма 4. Любой диффеоморфизм ℎ ∈ 𝐸𝑔 соединя-
ется гладкой дугой {ϕ𝑡} ⊂ 𝑁𝑆(𝕊2) с диффеоморфиз-
мом 𝑔.
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Доказательство. Из леммы 1 следует, что гомео-
морфизм γℎ, совпадающий на 𝐵𝑟ℎ с диффеоморфиз-
мом νℎ ∶ 𝑉→ 𝑉, является диффеоморфизмом всю-
ду, кроме, возможно, точки 𝑆. Тогда, если νℎ глад-
ко продолжается на точку 𝑆 так, что νℎ(𝑆) = 𝑆,
то, в силу предложения 3, существует гладкая дуга
{ρ𝑡} ⊂ Diff+(𝕊2) такая, что ρ0 = νℎ, ρ1 = 𝑖𝑑. Тогда ис-
комая дуга ϕ𝑡 определяется формулой

ϕ𝑡 = ρ−1
𝑡 𝑔ρ𝑡.

Случай, когда отображение νℎ не является глад-
ким в точке 𝑆 разобьем на два подслучая, в зави-
симости от класса диффеотопии отображения ̂νℎ ∶

̂𝑉𝑔 → ̂𝑉𝑔: I) ̂νℎ диффеотопен тождественному отоб-
ражению, II) ̂νℎ не диффеотопен тождественному
отображению.

В случае I), используя рассуждения выше до-
статочно построить дугу ℎ𝑡, соединяющую диффео-
морфизм ℎ с диффеоморфизмом ℎ1 таким, что νℎ1 ––
диффеоморфизм.

Выберем открытое покрытие 𝑈 = {𝑈1,⋯, 𝑈𝑞}
пространства орбит ̂𝑉𝑔 такое, что 𝑝−1

𝑔 (𝑈𝑖) ⊂ 𝐾𝑟𝑖

для некоторого 𝑟𝑖 ∈ ℝ. По лемме о фрагмента-
ции (предложение 2), существует разложение диф-
феоморфизма ̂νℎ в композицию конечного чис-
ла диффеотопных тождественному отображению
диффеоморфизмов

̂νℎ = 𝑤̂𝑞 … 𝑤̂2𝑤̂1

таких, что 𝑠𝑢𝑝𝑝{𝑤̂𝑖,𝑡} ⊂ 𝑈𝑗(𝑖), 𝑖 ∈ {1, … , 𝑞}, где
𝑈𝑗(𝑖) ∈ 𝑈 и {𝑤̂𝑖,𝑡}–– гладкая дуга, соединяющая
тождественное отображение с диффеоморфизмом
𝑤̂𝑖.

Пусть 𝑤𝑖,𝑡: 𝕊2→𝕊2 –– диффеоморфизм сфе-
ры, тождественный вне кольца 𝐾𝑟𝑗(𝑖) и опре-
деленный на кольце 𝐾𝑟𝑗(𝑖) формулой 𝑤𝑖,𝑡(𝑥) =
= (𝑝𝑔∣𝐾𝑟𝑗(𝑖)/𝜕𝐵𝑟𝑗(𝑖)

)−1𝑤̂𝑖,𝑡𝑝𝑔(𝑥). При этом, не уменьшая
общности, будем считать, что значения 𝑟𝑗(𝑖) вы-
браны так, что 𝑟𝑗(𝑖+1) <

𝑟𝑗(𝑖)
2 , 𝑖 = 1, … , 𝑞 и 𝑟𝑗(1) < 𝑟ℎ

2 .
Покажем, что ℎ𝑡 = 𝑤𝑞,𝑡 … 𝑤1,𝑡ℎ ∶ 𝕊2 → 𝕊2 –– искомая
дуга.

Действительно, по построению ℎ𝑡 ∈ 𝐸𝑔 для
любого 𝑡 ∈ [0, 1]. В силу леммы 3, ̂νℎ1 = ̂νℎ𝑤̂−1

1 ×
×𝑤̂−1

2 … 𝑤̂−1
𝑞 = 𝑖𝑑. Из чего вытекает, что νℎ1 = 𝑔𝑛

для некоторого 𝑛 ∈ ℕ и, следовательно, νℎ1 ––
диффеоморфизм.

В случае II), используя рассуждения выше до-
статочно построить дугу ℎ𝑡, соединяющую диффео-
морфизм ℎ с диффеоморфизмом ℎ1 таким, что ̂νℎ1

диффеотопен тождественному отображению. Рас-
смотрим два возможных случая: 1) 𝑔 = 𝑔+, 2) 𝑔 = 𝑔−.

В случае 1) ̂𝑉𝑔 ≅ 𝕋 2. Из предложения 4 и лем-
мы 2 вытекает, что изоморфизм, индуцированный

диффеоморфизмом ̂νℎ задан матрицей (1 𝑛0
0 1 ) ∈

∈ 𝐺𝐿(2, ℤ), где 𝑛0 ≠ 0. Зафиксируем 𝑟 < 𝑟ℎ
2 ∈ ℝ и за-

дадим диффеоморфизм μ ∶ ℝ→ [0, 1] формулой

μ(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑥 ⩾ 𝑟,

1 −
⎛
⎜
⎝

1 + 𝑒
𝑟3( 3𝑟

4 −𝑥)
8(𝑥− 𝑟

2 )
2(𝑥−𝑟)2

⎞
⎟
⎠

−1

, 𝑟
2 < 𝑥 < 𝑟,

1, 𝑥 ⩽ 𝑟
2

.

Рис 1. График функции μ(𝑥)

Рассмотрим на плоскости ℝ2 полярные коорди-
наты (ρ, φ)и зададим диффеоморфизм θ̄𝑛0,𝑡: ℝ2 → ℝ2

формулой

θ̄𝑛0,𝑡(ρ𝑒𝑖φ) = ρ𝑒𝑖(φ+2𝑛0π𝑡μ(ρ)).

Пусть θ𝑛0,𝑡 = 𝜗−1
𝑁 θ̄𝑛0,𝑡𝜗𝑁 ∶ 𝕊2/{𝑆} → 𝕊2/{𝑆}. Тогда

θ𝑛0,𝑡 гладко продолжается на 𝕊2 условием θ𝑛0,𝑡(𝑆) = 𝑆
и ℎ𝑡 = θ𝑛0,𝑡ℎ –– искомая дуга.

Рис 2. Кривые 𝑎𝑡 = ⋃
𝑛∈ℕ

ℎ𝑛
𝑡 (𝑎 ∩ 𝑈 𝑁

ℎ ) для 𝑡 = 0, 1
2 , 1.

В случае 2) ̂𝑉𝑔 ≅ 𝕂2. Тогда из предложения 5
и леммы 2 следует, что изоморфизм, индуциро-
ванный диффеоморфизмом ̂νℎ принадлежит классу
отображения β. Тогда ℎ𝑡 = θ1,𝑡ℎ –– искомая дуга (на
рисунке изображены кривые 𝑎𝑡 = ⋃

𝑛∈ℕ
ℎ𝑛

𝑡 (𝑎 ∩ 𝑈 𝑁
ℎ ) для

𝑡 = 0, 1
2 , 1).

5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1
Рассмотрим сохраняющие (меняющие) ори-

ентацию диффеоморфизмы “источник-сток”,
𝑓, 𝑓 ′ ∈ 𝐽(𝕊2). Покажем, что существует дуга, кото-
рая целиком состоит из диффеоморфизмов класса
𝐽(𝕊2), их соединяющая. Для этого в лемме ниже мы
построим дуги, соединяющие диффеоморфизмы
𝑓, 𝑓 ′ c локально модельными диффеоморфизмами
ℎ𝑓, ℎ𝑓 ′ ∈ 𝐸𝑔+ (ℎ𝑓, ℎ𝑓 ′ ∈ 𝐸𝑔−). Тогда искомая дуга бу-
дет являться произведением построенных гладких
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дуг с дугами, соединяющими диффеоморфизмы
ℎ𝑓, ℎ𝑓 ′ с модельным диффеоморфизмом 𝑔+ (𝑔−),
существование последних следует из леммы 1.

Лемма 5. Любой диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝐽(𝕊2) со-
единяется гладкой дугой {ϕ𝑡} ⊂ 𝑁𝑆(𝕊2) с диффео-
морфизмом ℎ ∈ 𝐸𝑔.

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐽(𝕊2) и неблуждающее
множество диффеоморфизма 𝑓 состоит из источ-
ника α и стока 𝜔. Согласно [12] существует глад-
кая дуга {𝐻𝑡 ∈ Diff+(𝕊2)} со следующими свой-
ствами: 𝐻0 = 𝑖𝑑, 𝐻1(𝑁) = α и 𝐻1(𝑆) = 𝜔. Тогда
𝐻−1

𝑡 𝑓𝐻𝑡 –– гладкая дуга, соединяющая диффеомор-
физм 𝑓 с диффеоморфизмом 𝐻−1

1 𝑓𝐻1 ∈ 𝑁𝑆(𝕊2).
В силу вышесказанного, не уменьшая общно-

сти будем считать, что 𝑓 ∈ 𝑁𝑆(𝕊2). Тогда, для
доказательства леммы, достаточно построить ду-
гу {ϕ𝑡} ⊂ 𝑁𝑆(𝕊2), соединяющую диффеоморфизм
𝑓 ∈ 𝑁𝑆(𝕊2) с диффеоморфизмом ℎ ∈ 𝐸𝑔. Мы пока-
жем, как построить дугу {ϕ𝑆

𝑡 } ⊂ 𝑁𝑆(𝕊2), соединя-
ющую диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝑁𝑆(𝕊2) с диффеомор-
физмом ℎ𝑆 ∈ 𝑁𝑆(𝕊2), совпадающим с 𝑓 в окрест-
ности полюса 𝑁 и с 𝑔 –– в окрестности полюса 𝑆.
Аналогично строится дуга {ϕ𝑁

𝑡 } ⊂ 𝑁𝑆(𝕊2), соеди-
няющая диффеоморфизм ℎ𝑆 с диффеоморфизмом
ℎ ∈ 𝐸𝑔. Тогда искомая дуга –– {ϕ𝑡 = ϕ𝑆

𝑡 ∗ ϕ𝑁
𝑡 }.

Для построения дуги {ϕ𝑆
𝑡 } положим ̄𝑓 = 𝜗𝑁 ×

×𝑓𝜗−1
𝑁 ∶ ℝ2 → ℝ2. Тогда диффеоморфизм ̄𝑓 является

сжатием к гиперболической точке 𝑂. В силу леммы
Фрэнкса [13], [14] можно считать, что диффеомор-
физм ̄𝑓 в некоторой окрестности точки 𝑂 совпадает
с линейным отображением 𝑄̄ ∶ ℝ2 → ℝ2, заданным
матрицей 𝑄, которая либо является диагональной,

либо имеет вид ( α β
−β α ) , где 0 < α2 + β2 < 1. Если

𝑄̄ = ̄𝑔, то лемма доказана. В противном случае, в си-
лу [15, Предложение 5.4] существует дуга 𝑄̄𝑡 ∶ ℝ2 →
ℝ2 из линейных сжатий к гиперболической точке 𝑂,
заданных матрицами 𝑄𝑡 такая, что 𝑄̄𝑡( ̄𝐵𝑟) ⊂ 𝑖𝑛𝑡 ̄𝐵𝑟
для любого 𝑟 > 0 и 𝑄̄0 = 𝑄̄, 𝑄̄1 = ̄𝑔. Рассмотрим дугу
{ξ𝑡 = 𝑄̄𝑡𝑄̄−1} ⊂ Diff+(ℝ2), которая соединяет тожде-
ственное отображение ξ0 = 𝑖𝑑 с диффеоморфизмом
ξ1 = ̄𝑔𝑄̄−1, соответственно. Выберем положитель-
ные числа 𝑟1 > 𝑟2 так, что

̄𝑓 ∣ ̄𝐵𝑟1
= 𝑄̄∣ ̄𝐵𝑟1

, 𝑄̄( ̄𝐵𝑟1) ⊂ ̄𝐵𝑟2.

Тогда, в силу предложения (1), существует дуга
{Ξ𝑡} ⊂ Diff+(ℝ2) такая, что Ξ0 = 𝑖𝑑, Ξ𝑡∣𝑄̄( ̄𝐵𝑟1)

= ξ𝑡∣𝑄̄( ̄𝐵𝑟1)

и Ξ𝑡∣ℝ2/ ̄𝐵𝑟1
= 𝑖𝑑∣ℝ2/ ̄𝐵𝑟1

. Тогда {ϕ̄𝑆
𝑡 = Ξ𝑡 ̄𝑓}–– искомая ду-

га.
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CONSTRUCTION OF SMOOTH “SOURCE-SINK” ARCS IN THE SPACE OF
DIFFEOMORPHISMS OF A TWO-DIMENSIONAL SPHERE

Е. V. Nozdrinova𝑎, О. V. Pochinka𝑎, E. V. Tsaplina𝑎

𝑎National Research University Higher School of Economics, International Laboratory of Dynamical Systems
and Applications, Nizhny Novgorod, Russia

Presented by Academician of the RAS D. V. Treschev

It is well known that the mapping class group of the two-dimensional sphere 𝕊2 is isomorphic to the
group ℤ2 = {−1,+1}. At the same time, the class +1 (−1) contains all orientation-preserving (orientation-
reversing) diffeomorphisms and any two diffeomorphisms of the same class are diffeotopic, that is, they are
connected by a smooth arc of diffeomorphisms. On the other hand, each class of maps contains structurally
stable diffeomorphisms. It is obvious that in the general case, the arc connecting two diffeotopic struc-
turally stable diffeomorphisms undergoes bifurcations that destroy structural stability. In this direction, it is
particular interesting in the question of the existence of a connecting them stable arc ”— an arc pointwise
conjugate to arcs in some of its neighborhood. In general, diffeotopic structurally stable diffeomorphisms
of the 2-sphere are not connected by a stable arc. In this paper, the simplest structurally stable diffeomor-
phisms (“source-sink” diffeomorphisms) of the 2-sphere are considered. The non-wandering set of such
diffeomorphisms consists of two hyperbolic points: the source and the sink. In this paper, the existence of
an arc connecting two such orientation-preserving (orientation-reversing) diffeomorphisms and consisting
entirely of “source-sink” diffeomorphisms is constructively proved.

Keywords: “source-sink” diffeomorphism, smooth arc, stable arc.
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ского источника, возникающего при обтекании прямого крыла самолета с выпущенной механи-
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1. ВВЕДЕНИЕ
С развитием, как наземных, так и воздушных

транспортных средств, актуальность оценки про-
изводимого ими шума и, соответственно, иссле-
дований, направленных на снижение этого шума,
только растет. В большей мере это касается граж-
данского авиационного транспорта. Рост парка са-
молетов и количества совершаемых ими рейсов
неуклонно повышает негативное шумовое воздей-
ствие на окружающую среду вблизи аэродромов
и прилегающих к ним населенных пунктов.

Одним из широко используемых методов ис-
следования акустических источников, генерируе-
мых самолетом в процессе полёта, является бим-
форминг. Смысл данного метода состоит в вос-
произведении в пространственной области само-

1Институт прикладной математики им. М. В. Келдыша
Российской академии наук, Москва, Россия

2Московский физико-технический институт (националь-
ный исследовательский университет), Долгопрудный, Россия

*E-mail: gplaxin@mail.ru
**E-mail: kozubskaya@imamod.ru

***E-mail: sofronov.il@mipt.ru

лета распределенного источника на основе обра-
ботки данных наземных измерений создаваемого
им акустического поля. Исследованиям аэроаку-
стических характеристик самолета с использовани-
ем бимформинга посвящено большое количество
работ (см., например, [1], [2], [3]).

Бурный рост производительности современ-
ных суперкомпьютеров существенным образом
повысил возможности вычислительного экспе-
римента и, в частности, сделал его пригодным
для исследования сложных турбулентных течений
воздуха вблизи самолета. Получаемый в ходе
вычислительного эксперимента большой объем
пространственно-временных численных данных,
по определению, включает подробную информа-
цию о физике исследуемых процессов. К способам
получения такой информации, а именно ин-
формации о генерируемых течением акустических
источниках, можно отнести развиваемый авторами
статьи метод численного бимформинга [4], [5], [6].

В данной работе мы кратко формулируем об-
щую математическую постановку задачи числен-
ного бимформинга для источников монопольного
и дипольного типов, а также используем алгорит-
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мы численного бимформинга [4]–[6] для решения
одной, характерной для авиационной промышлен-
ности, задачи, а именно для нахождения источ-
ников монопольного и дипольного типов по дан-
ным вычислительного эксперимента по турбулент-
ному обтеканию сегмента трехкомпонентного пря-
мого крыла с выпущенной механизацией. В насто-
ящей статье численный бимформинг применяется
для анализа данных суперкомпьютерных расчетов
этого кейса, приведенных в работе [7].

Статья состоит из трех разделов. В параграфе 2
кратко излагается теория, и приводятся основные
элементы алгоритмов численного бимформинга.
В параграфе 3 описана постановка эксперимен-
та, к данным которого в дальнейшем применяется
бимформинг. Параграф 4 посвящен рассмотрению
результатов численного бимформинга, выполнен-
ного на основе данных суперкомпьютерного расче-
та задачи обтекания сегмента крыла 30P30N.

2. АЛГОРИТМ ЧИСЛЕННОГО
БИМФОРМИНГА

Задача бимформинга (БФ) рассматривается
в частотной области 𝑒𝑖2π𝑓𝑡, где 𝑓 –– произвольная
точка анализируемого спектра. Функция источни-
ка отыскивается на некоторой ограниченной по-
верхности 𝑆 ⊂ ℝ3, задаваемой дельта-функцией δ𝑆.
Обозначим через 𝑄(𝑥) ∈ ℂ, 𝑥 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3} ∈ 𝑆,
интенсивность монопольного источника, а через
𝐹𝑙 (𝑥) ∈ ℂ, 𝑙 = 1, 2, 3, интенсивность дипольного
момента в направлении декартовой координаты 𝑥𝑙.
Тогда акустическое давление 𝑃 (𝑥) в среде, движу-
щейся вдоль координаты 𝑥1 с числом Маха M∞ < 1,
описывается уравнением Гельмгольца

𝑘2𝑃 +Δ𝑃 − 2𝑖𝑘M∞
𝜕𝑃
𝜕𝑥1

−M2
∞

𝜕2𝑃
𝜕𝑥2

1
=

= −𝑄δ𝑆 − div (Fδ𝑆) ,
(1)

где F ≡ {𝐹1, 𝐹2, 𝐹3}, 𝑘 = 2π𝑓/𝑐 –– волновое число, 𝑐 ––
скорость звука.

В алгоритме численного БФ [4], [5] функ-
ция источника представлена своими значениями
s = (𝑠1, 𝑠2, ..., 𝑠𝑁 )𝑇 на некоторой сетке на 𝑆 с чис-
лом узлов 𝑁. Микрофоны общим числом 𝑀 за-
даются на некоторой поверхности 𝐷, см. рис. 5.
Вычисление матрицы T𝑎 переноса излучения век-
тора источника s в вектор данных микрофонов
d = (𝑑1, 𝑑2, ..., 𝑑𝑀 )𝑇 для получения связи d = T𝑎𝑠 про-
водится согласно конечно-элементному подходу:
вначале значения s восполняются до непрерыв-
ной на 𝑆 функции (как правило, по кусочно-
линейному базису), и затем эта функция свора-
чивается на вспомогательной мелкой сетке на 𝑆
с фундаментальными решениями, соответствую-
щими либо монопольному, либо дипольному ис-
точникам в (1). Эти фундаментальные решения

имеют вид (для простоты приведен случай M∞ = 0):

𝐺 (𝑥) = 1
4π

𝑒−𝑖𝑘𝑥

𝑥
−монополь,

𝐺(𝑙) (𝑥) = 𝜕
𝜕𝑥𝑙

𝐺 (𝑥) − диполь.

Для нахождения источника s в численном БФ
используется условие минимизации отклонения
акустического поля T𝑎s от замеренных на микрофо-
нах данных d̃:

∥d̃ − T𝑎s∥
2
2 + γ ∥s∥22 → min

s
, (2)

где второе слагаемое добавляется, если возникает
необходимость регуляризации. Решение задачи (2)
имеет вид

s = (T ∗
𝑎 T𝑎 + γ𝐼)−1 T ∗

𝑎 d̃ (3)
При наличии достаточного числа микрофонов,

𝑀 ≫ 𝑁, число обусловленности матрицы T ∗
𝑎 T𝑎,

влияющее на точность нахождения s и на чувстви-
тельность к уровню шума в d̃, зависит, в основ-
ном, от трех факторов: типа источника, расстоя-
ния микрофонов от источников, и шага сетки для
аппроксимации функции источника. Для источни-
ка монопольного типа в [4] показано, что для рас-
стояния 𝐻 между параллельными плоскостями 𝑆
и 𝐷 и для квадратной сетки с шагом ℎ, на кото-
рой задан s, выполнение отношений в диапазонах
3 <𝐻/λ < 30 и 0.6 < ℎ/λ < 1.5, где λ = (1 −M2

∞)𝑐/𝑓,
обеспечивает необходимую точность и устойчи-
вость; регуляризация при этом не требуется, т.е.,
γ = 0. Примерно те же границы для этих отноше-
ний сохраняются и для источника дипольного ти-
па [6] (после исключения неединственности из-за
наличия ядра оператора поверхностной диверген-
ции в правой части (1), порождаемого нормальной
составляющей ротора произвольной функции).

3. ТУРБУЛЕНТНОЕ ОБТЕКАНИЕ ПРЯМОГО
МОДЕЛЬНОГО КРЫЛА САМОЛЕТА

С ВЫПУЩЕННОЙ МЕХАНИЗАЦИЕЙ
3.1. Постановка задачи и физический эксперимент

В качестве задачи, характерной для авиаци-
онной промышленности и важной с точки зре-
ния необходимости идентификации создаваемого
летательным аппаратом акустического источника,
будем рассматривать задачу об исследовании шу-
ма от турбулентного обтекания прямого модель-
ного крыла с выпущенной механизацией. Эта за-
дача представляет собой известный тестовый слу-
чай для валидации численных алгоритмов и име-
ет в литературе название аэродинамического про-
филя 30P30N [3]. В работе [3] представлена пол-
ная физическая постановка задачи и приведены де-
тальные результаты проведенных авторами экспе-
риментальных исследований.
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Приведем здесь лишь краткое описание зада-
чи. Профиль исследуемого прямого крыла 30P30N
(рис. 1) с выпущенной механизацией, что соот-
ветствует режиму посадки, состоит из предкрыл-
ка, крыла и закрылка. Длину хорды сложенно-
го крыла в режиме крейсерского полета обозна-
чим 𝐿𝑐ℎ. Углы отклонения предкрылка δ𝑠 и закрыл-
ка δ𝑓 равны 30○, а длины хорд предкрылка 𝑐𝑠 и за-
крылка 𝑐𝑓 равны 0.15𝐿𝑐ℎ и 0.3𝐿𝑐ℎ соответственно.
Данная геометрическая конфигурация строго за-
фиксирована с точностью до абсолютных величин,
которые в рассматриваемом эксперименте имеют
следующие значения: 𝐿𝑐ℎ = 300 мм, ширина крыла
1036 мм.

Рис 1. Конфигурация профиля 30P30N.

На прямое крыло, расположенное в аэродина-
мической трубе под углом атаки α𝑔 = 19.5○, набега-
ет поток воздуха со скоростью 𝑈∞ ≈ 45 м/с. Число
Рейнольдса, рассчитанное по скорости 𝑈∞ и хорде
крыла 𝐿𝑐ℎ, составляет Re = 0.9⋅106, а число Маха на-
бегающего потока M∞ ≈ 0.15. Интенсивность тур-
булентности потока аэродинамической трубы без
фильтрации принимает значения ниже 0.5% и ни-
же 0.15% при применении высокочастотного про-
пускного фильтра.

В результате выполненных экспериментальных
исследований, полный объем которых представлен
в работе [3], было, в частности, обнаружено, что
шум, генерируемый при обтекании крыла и изме-
ренный в дальнем от крыла поле, является широко-
полосным и содержит несколько тональных компо-
нент, соответствующим в безразмерном виде чис-
лам Струхаля St ≈ 11, 15, 21, 27.

3.2. Вычислительный эксперимент
Численное моделирование задачи 30P30N вы-

полнялось многими авторами. Отдельно отметим
статью [8], где собраны и проанализированы чис-
ленные результаты, полученные разными группами
исследователей. В качестве исходных данных для
разработанного нами метода численного бимфор-
минга для последующей идентификации акустиче-
ского источника будем использовать результаты су-
перкомпьютерных расчетов, подробно описанные
в статье [7].

Параметры потока в эксперименте [7] отлича-
ются от приведенных в пар. 3.1 при описании фи-
зического эксперимента. Длина хорды крыла здесь
составляет 𝐿𝐶𝐹 𝐷

𝑐ℎ = 457 мм, скорость набегающего
потока, соответствующая числу Маха M𝐶𝐹 𝐷

∞ = 0.17,

равна 𝑈 𝐶𝐹 𝐷
∞ = 58 м/с, а число Рейнольдса, рассчи-

танное по скорости потока и хорде крыла, равно
Re𝐶𝐹 𝐷 = 1.7 ⋅ 106. При сравнении результатов вы-
числительного эксперимента по обтеканию крыла,
расположенного под углом атаки α𝐶𝐹 𝐷 = 5.5○, и фи-
зического эксперимента в аэродинамический трубе
(пар. 3.1), можно заметить высокий уровень сход-
ства, что позволяет в дальнейшем сравнивать аэро-
акустические свойства рассматриваемого профиля
по результатам вычислений и измерений.

Для проведения расчетов в [7] использова-
лась расчетная область для сегмента крыла длиной
(1/9)𝐿𝑐ℎ по размаху с периодическими граничны-
ми условиями на краях сегмента. Область заполня-
лась неструктурированной смешанно-элементной
сеткой размерностью 34.9 млн узлов со слоя-
ми призматических элементов вблизи поверхности
обтекаемого крыла. Моделирование проводилось
с использованием гибридного RANS-LES подхо-
да IDDES [9] и EBR схемы повышенной точно-
сти [10], реализованных в программном комплек-
се NOISEtte. Полученное в ходе вычислительного
эксперимента мгновенное поле производной дав-
ления по времени показано на рис. 2, где отчётливо
видны места расположения искомых акустических
источников. Это зоны между предкрылком и кры-
лом, крылом и закрылком, а также в районе зад-
ней кромки закрылка. При этом первый из этих ис-
точников, а именно, источник между предкрылком
и крылом, является самым мощным.

Рис 2. Акустическое поле вблизи профиля 30P30N.

Акустическое излучение в дальнем поле моде-
лировалось с помощью интегрального метода Фок-
са Уилльямса––Хокингса [11] на основе накоплен-
ных нестационарных данных на окружающей про-
филь поверхности. Эти же данные мы будем ис-
пользовать при применении метода численного
бимформинга для идентификации образующегося
при обтекании акустического источника (см. па-
раграф 4). Представленные в работе [7] результаты
по ближнему и дальнему полю полностью соответ-
ствуют экспериментальным данным [12]. При этом
в спектрах пульсаций давления, построенных для
всех контрольных точек дальнего поля, явно про-
сматриваются тональные компоненты при числах
Струхаля St ≈ 11, 16, 22, 27, что говорит о хорошем
согласовании результатов расчетов с эксперимен-
тальными измерениями.
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4. ПРИМЕНЕНИЕ ЧИСЛЕННОГО
БИМФОРМИНГА ДЛЯ ИДЕНТИФИКАЦИИ

АКУСТИЧЕСКОГО ИСТОЧНИКА,
СОЗДАВАЕМОГО ПРЯМЫМ МОДЕЛЬНЫМ

КРЫЛОМ С ВЫПУЩЕННОЙ
МЕХАНИЗАЦИЕЙ

4.1. Общие замечания
В данной работе мы проводим численный бим-

форминг на частотах St < 35, что соответствует дли-
нам волн λ > 0.168𝐿𝑐ℎ, превышающим поперечный
размер 0.111𝐿𝑐ℎ сегмента крыла 30P30N, рассмот-
ренного в работе [7] и результаты обтекания ко-
торого служат для генерации данных на микро-
фонах. Поэтому, хотя обтекание является трехмер-
ным, указанное ограничение длин звуковых волн
для анализа означает исключение из простран-
ственного спектра по 𝑥3 всех частот, кроме нуле-
вой. Фактически постановка задачи бимформинга
сводится к двумерному случаю прямого крыла бес-
конечного размаха. При этом функции монополь-
ных источников и компонент дипольного момен-
та зависят только от координат (𝑥1, 𝑥2), а компо-
нента дипольного момента вдоль 𝑥3 отсутствует. Та-
ким образом, в алгоритме численного бимформин-
га мы здесь используем не поверхность, а ее проек-
цию на плоскость (𝑥1, 𝑥2), т.е., линию источников
вдоль хорды; такой переход от трехмерной задачи
бимформинга к двумерной обосновывается в [4].
Также и микрофоны расположены на линии: весь
эллипс или его нижняя часть (рис. 3).

Рис 3. Геометрические конфигурации: область источника 𝑆,
полный контур микрофонов, нижние микрофоны.

4.2. Описание геометрических конфигураций
численного бимформинга.

Область источника мы представляем в виде
ломаной линии 𝑆, которая состоит из трех зве-
ньев, соответствующих трем элементам профиля
(рис. 3).Это сделано для лучшего согласования но-

сителя источника с геометрией профиля. При этом
для функции источника на 𝑆 ставятся условия пе-
риодичности по 𝑥3 в соответствии с граничными
условиями задачи обтекания, параграф 3.2.

Для выбора области расположения микрофо-
нов, т.е., точек, в которых записываются дан-
ные вычислительного эксперимента, мы исполь-
зуем некоторый эллиптический в плане цилиндр
с осью 𝑥3, см. рис. 3. При этом в случае источни-
ка монопольного типа данные берутся от микро-
фонов, расположенных в нижней части поверхно-
сти цилиндра, поскольку нам необходимо иденти-
фицировать источники звука, находящиеся именно
под профилем (звук от источников над профилем,
очевидно, не доходит до земли, т.к., экранируется
крылом, и нам не интересен). В случае источни-
ка дипольного типа ситуация с микрофонами бо-
лее сложная. Для достаточно высокой частоты зву-
ка она, по-видимому, похожа на монопольный слу-
чай, и микрофоны нужно также располагать сни-
зу. Для более низких частот, рассматриваемых нами
в этой статье, анализ вычислительных эксперимен-
тов, указывает на то, что микрофоны следует рас-
полагать снизу и сверху, т.е., на всей поверхности
цилиндра.

В соответствии с результатами численных те-
стов для анализа устойчивости алгоритма мы рас-
сматриваем здесь только те постановки задач чис-
ленного бимформинга, которые продемонстриро-
вали хорошую точность нахождения функции ис-
точника. Это задача для монополя в конфигурации
“нижние микрофоны”, содержащей 179 микрофо-
нов, и задача для вертикальной и горизонтальной
компонент диполя в конфигурации “микрофоны
по всему контуру” с 550 микрофонами.

4.3. Источник монопольного типа.
Для этой задачи используется конфигурация

“нижние микрофоны” и рассматривается безраз-
мерная частота St = 26.7, что приблизительно со-
ответствует частоте 4000 Гц из эксперимента [3],
для которой приведены сравнивающиеся результа-
ты, а также одной из тональных компонент шума,
генерируемого при обтекании исследуемого крыла,
см. параграф 3. На рис. 4a изображено полученное
численным бимформингом распределение функ-
ции источника, преобразованной в уровни звуко-
вого давления на референсном расстоянии 1/

√
4π м

[13] от узлов сетки источника, вдоль хорды про-
филя. На рис. 4b представлено то же распределе-
ние функции источника, но на поверхности сег-
мента профиля (данный рисунок приводится для
более удобного сравнения полученного результа-
та с результатами из [3]). Видно, что, несмотря на
большую относительную невязку δ = 0.78, получен-
ный в результате источник ожидаемо показывает
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наибольшую интенсивность на предкрылке. При
сравнении полученного решения с представленны-
ми в работе [3] результатами традиционного бим-
форминга, примененного к данным эксперимен-
та (пар. 3.1), наблюдается хорошая согласованность
между обоими решениями. Основной пик функ-
ции источника в этих решениях находится на пред-
крылке, при этом разница в пиковых интенсивно-
стей составляет не более 4 дБ. Однако, имеется раз-
личие интенсивностей в области закрылка, где ре-
шение численного бимформинга имеет заметные
дополнительные пики.

(a)

(b)

Рис 4. Функция монопольным источника, полученная чис-
ленным бимформингом. Распределение вдоль хорды про-
филя (a) и на поверхности сегмента (b), преобразованное
в уровни звукового давления.

4.4. Источник дипольного типа с вертикальной
и горизонтальной компонентами момента.

Здесь отыскивается источник дипольного типа
в конфигурации “микрофоны по всему контуру”
для той же частоты St = 26.7. Полученная относи-
тельная невязка составляет δ = 0.62, что может гово-

рить о более точной (по сравнению с монопольным
представлением) аппроксимации реального источ-
ника вычисленным. Функция источника для вер-
тикальной и горизонтальной компонент представ-
лены на рис. 5a, а полученные векторы дипольно-
го момента в условном масштабе изображены на
рис. 5b.

(a)

(b)

Рис 5. Полученные интенсивности вертикальной и гори-
зонтальной компонент (a) и векторы дипольного момен-
та (b).

4.5. Анализ пространственного акустического поля
для найденного источника дипольного типа.

Задача для вертикальной и горизонтальной
компонент диполя в конфигурации “микрофоны
по всему контуру” была решена также для часто-
ты St = 15, которая также соответствует одной из то-
нальных компонент шума, и затем по найденно-
му источнику было посчитано акустическое поле
в прямоугольнике [−2, 2] × [−2, 2] на равномерной
сетке 150 × 150 (с применением алгоритмов из [5]).
Полученное поле давления (рис. 6) оказалось каче-
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ственно похожим на результат, приведенный в [14]
(рис. 19а, слева). В [14] поле вычислялось с помо-
щью преобразования Фурье, примененного к ре-
зультатам CFD моделирования с теми же парамет-
рами потока, что и в вычислительном эксперимен-
те, к данным которого нами применяется числен-
ный бимформинг, параграф 3.2.

Рис 6. Акустическое поле давления, вычисленное по най-
денному источнику дипольного типа, St = 15.

Отметим наличие на рис. 6 дипольной дорожки
контура профиля. Это, очевидно, следствие того,
что задача бимформинга формулируется в свобод-
ном пространстве, без присутствия профиля, заме-
няя последний на поверхность источников.

Наблюдаемое хорошее сходство полей акусти-
ческого давления на рис. 6, и результатом, при-
веденном в [14], может служить подтверждением
практической применимости предложенной нами
задачи численного бимформинга для вертикальной
и горизонтальной компонент диполя в конфигура-
ции “микрофоны по всему контуру”.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статье дается формулировка метода чис-

ленного бимформинга в его общей математиче-
ской постановке, подразумевающей возможность
рассмотрения источников разных типов –– моно-
польного, дипольного и смешанного монопольно-
дипольного. Работоспособность нового метода де-
монстрируется на задаче об идентификации рас-
пределенного акустического источника, формиру-
ющегося при взаимодействии набегающего воз-
душного потока с модельным прямым крылом са-
молета с выпущенной механизацией, соответству-
ющей режиму посадки.

Полученные результаты свидетельствуют о се-
рьезном потенциале численного бимформинга как
метода анализа данных суперкомпьютерного моде-
лирования сложных турбулентных течений вблизи

летательных аппаратов и их элементов с целью ло-
кализации возникающих акустических источников
и определения их амплитудно-частотных свойств.
Это достигается за счет применения в разрабаты-
ваемом авторами алгоритме численного бимфор-
минга произвольного количества движущихся вме-
сте с обтекаемым объектом произвольно располо-
женных виртуальных микрофонов, а также за счет
возможности рассмотрения коррелированных рас-
пределенных источников. Предложенные способы
дискретизации рассмотренных вариантов отыски-
ваемой функции источника обеспечивают един-
ственность и численную устойчивость решений
возникающих обратных задач. Остающийся произ-
вол в конкретном выборе между монопольным, ди-
польным и смешанным представлением источника
определяется особенностями конкретной приклад-
ной задачи, целями исследования и наличием до-
полнительной априорной информации.

Успешное применения метода численного бим-
форминга для идентификации акустического ис-
точника на крыле самолета с выпущенной механи-
зацией говорит о том, что этот метод может быть
использован при решении промышленных задач
аэроакустики, связанных с созданием летательных
аппаратов с улучшенными акустическими свой-
ствами.
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Предлагается аналитический приближенный метод вычисления многомерных интегралов от ана-
литических подынтегральных функций, использующий аппроксимацию последних степенным
рядом. Применение данного подхода трансформирует исходную систему нелинейных уравнений
с интегральными компонентами в систему уравнений с полиномиальной левой частью. Развива-
ется аналитический метод решения данного класса нелинейных уравнений, использующий аб-
страктные степенные ряды. Разработана последовательная рекуррентная процедура для аналити-
ческого решения указанного класса нелинейных уравнений.

Ключевые слова: интегральные компоненты, аналитичекие функции, степенные ряды Тейлора––
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1. ВВЕДЕНИЕ

Во многих задачах тестирования и генериро-
вания данных с заданными свойствами [1, 2], ма-
шинного обучения [4, 5, 8], и прогнозирования
[6, 7] возникают математические модели, сформу-
лированные в терминах систем уравнений с инте-
гральными компонентами от аналитических функ-
ций. Уравнения подобного класса являются ос-
новой некоторых задач математической статисти-
ки и оценивания [9], энтропийной эконометри-
ки [10], прогнозирования ценообразования фи-
нансовых инструментов [11] и др.

Вычисление многомерных интегралов и после-
дующее решение уравнений с неизвестными свой-
ствами представляет собой серьезную проблему,
как алгоритмическую, так и ресурсную [12–15].

В данной работе развивается аналитический
метод приближенного решения нелинейных урав-
нений с интегральнными компонентами, основан-
ный на использовании степенных рядов. Разра-
ботаны правила вычисления многомерных инте-
гралов от аналитических функций и рекуррентная
процедура решения систем нелинейных с полино-
миальной левой частью.

1Федеральный исследовательский центр “Информатика
и управление” РАН, Москва, Россия

2Институт проблем управления РАН, Москва, Россия
*E-mail: popkov@isa.ru

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим класс нелинейных уравнений от-

носительно вектора x, содержащих интегральные
компоненты по параметрам a следующего вида:

∫
A

ψ(𝑓𝑗(a, x))𝑑a = 0, 𝑗 = 1, 𝐽. (1)

В этих уравнениях:
● ψ(𝑓𝑗)–– аналитическая функция от перемен-

ных 𝑓𝑗, принимающих значения в 𝑅1, и ψ(0) = ψ0;
● 𝑓𝑗(a, x)–– полиномы по двум группам пе-

ременных: x ∈ 𝑅𝑛 и a ∈ A ⊂ 𝑅𝑟, степени 𝑞(𝑗),
и 𝑓𝑗(0, 0) = 0 для всех 𝑗 = 1, 𝐽;

● множество A–– 𝑟-мерный параллелепипед
в 𝑅𝑟 со сторонами (𝑏 − 𝑎), и объемом 𝑣 = (𝑏 − 𝑎)𝑟.

Особенность рассматриваемого класса нели-
нейных уравнений состоит в том, в них входят, так
называемые, интегральные компоненты –– опреде-
ленные многомерные интегралы 𝑟-го порядка по
множеству A. Используя специфику многомерно-
го интегрирования, а именно, простую конфигура-
цию множеств определения интегралов, свойство
аналитичности подинтегральных функций и поли-
номиальную структуру функций 𝑓𝑗 разработан ме-
тод аналитического вычисления многомерных ин-
тегралов и последующего аналитического решения
системы уравнений с полиномиальными нелиней-
ностями. Развиваемый метод основан на степен-
ном представлении аналитических функций и ис-
пользовании абстрактных степенных рядов [16, 17].
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3. АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД
МНОГОМЕРНОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Поскольку функция ψ(𝑓𝑗)–– аналитическая от
скалярной переменной 𝑓𝑗, то ее можно представить
сходящимся на бесконечной числовой оси степен-
ным рядом Тейлора-Маклорена:

ψ(𝑓𝑗) = ψ0 +
∞

∑
𝑠=1

1
𝑠!

𝑑𝑠ψ
𝑑𝑓 𝑠

𝑗
∣0 𝑓 𝑠

𝑗 . (2)

В частности, если ψ(𝑓𝑗) = exp(𝑓𝑗), то

ψ(𝑓𝑗) = exp(𝑓𝑗) = 1 +
∞

∑
𝑠=1

(−1)𝑠

𝑠!
𝑓 𝑠

𝑗 . (3)

Если используется конечное число членов ря-
да, равное 𝑆(𝑖), то ошибка аппроксимации δ𝑆 =
= ∣ exp(𝑓𝑗) −∑𝑆(𝑗)

𝑠=1 ●∣ оценивается следующим нера-
венством [18]:

δ𝑆 =
ν

1 − ν
, ν = 𝑀

𝑆(𝑗) + 1
< 1, −𝑀 ⩽ 𝑓𝑗 ⩽ 𝑀. (4)

По определению функции 𝑓𝑗(a, x) заданы полино-
мами степени 𝑞(𝑗). Последние построены из век-
торов, компоненты которых состоят из лексикогра-
фически упорядоченных произведений компонент
векторов a и x:

𝑓𝑗(a, x) =
𝑞(𝑗)

∑
𝑘=1

∑
(ℎ1+ℎ2+⋯+ℎ𝑟)=𝑘

𝑎ℎ1
1 ⋯𝑎ℎ𝑟

𝑟 𝐵(𝑖)ℎ1,…,ℎ𝑟
+

+ ∑
(𝑡1+𝑡2+⋯+𝑡𝑛)=𝑘

𝑥𝑡1
1⋯𝑥𝑡𝑛

𝑛 𝐶(𝑖)𝑡1,…,𝑡𝑛
+

+ ∑
(ℎ1+ℎ2+⋯+ℎ𝑟)+(𝑡1+⋯+𝑡𝑛)=𝑘

(𝑎ℎ1
1 ⋯𝑎ℎ𝑟

𝑟 )×

×(𝑥𝑡1
1⋯𝑥𝑡𝑛

𝑛 )𝐷(𝑖)ℎ1,…,ℎ𝑟;𝑡1,…,𝑡𝑛
.

(5)

В этом равенстве 𝐵(𝑗)ℎ1,…,ℎ𝑟
, 𝐶(𝑗)𝑡1,…,𝑡𝑛

, 𝐷(𝑗)ℎ1,…,ℎ𝑟;𝑡1,…,𝑡𝑛
–– за-

данные коэффициенты.
Совмещая равенства (2), (6), получим полином,

который имеет следующую структуру:

ψ(𝑓𝑗(a, x)) = ψ0 −
𝑟

∑
𝑚=1

𝑎𝑚 ̃𝐴(𝑗)𝑚 +
𝑛

∑
𝑙=1

𝑥𝑙 ̃𝐵(𝑗)𝑙 +

+
𝑟

∑
(𝑚1,𝑚2)=1

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2
̃𝐴(𝑗)𝑚1,𝑚2

+
𝑛

∑
(𝑙1,𝑙2)=1

𝑥𝑙1 𝑥𝑙2
̃𝐵(𝑗)𝑙1,𝑙2

+

+
𝑟,𝑛

∑
𝑚1=1,𝑙1=1

𝑎𝑚1 𝑥𝑙1
̃𝐶(𝑗)𝑚1,𝑙1

+⋯ +…

+(
𝑟

∑
𝑚=1

𝑎𝑚 ̃𝐴(𝑗)𝑚 +
𝑛

∑
𝑙=1

𝑥𝑙 ̃𝐵(𝑗)𝑙 +

+
𝑟

∑
(𝑚1,𝑚2)=1

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2
̃𝐴(𝑗)𝑚1,𝑚2

+
𝑛

∑
(𝑙1,𝑙2)=1

𝑥𝑙1 𝑥𝑙2
̃𝐵(𝑗)𝑙1,𝑙2

+

+
𝑟,𝑛

∑
𝑚1=1,𝑙1=1

𝑎𝑚1 𝑥𝑙1
̃𝐶(𝑗)𝑚1,𝑙1

+⋯+)2 +…

(6)

В этом выражении коэффициенты ̃𝐴(𝑗), ̃𝐵(𝑗), ̃𝐶(𝑗),
… формируются из коэффициентов 𝐵(𝑗)ℎ1,…,ℎ𝑟

, 𝐶(𝑗)𝑡1,…,𝑡𝑛
,

𝐷(𝑗)ℎ1,…,ℎ𝑟;𝑡1,…,𝑡𝑛
и коэффициентов ряда (3).

Из выражения (6) следует, что многомерный
интеграл в (1) трансформируются в произведение
одномерных интегралов от простых (степенных)
функций следующего вида:

𝐼𝑘(ℎ1, … , ℎ𝑟) = ∫
A

𝑎ℎ1⋯𝑎ℎ𝑟
𝑟 𝑑𝑎1⋯𝑑𝑎𝑟 =

= ∫
𝑏

𝑎
⋯∫

𝑏

𝑎
𝑎ℎ1⋯𝑎ℎ𝑟

𝑟 𝑑𝑎1⋯𝑑𝑎𝑟,
𝑟

∑
𝑗=1

ℎ𝑗 = 𝑘.
(7)

Если все показатели (ℎ1, … , ℎ𝑟) ⩾ 1, то

𝐼𝑘(ℎ1, … , ℎ𝑟) =
𝑟

∏
𝑗=1

𝑏ℎ𝑗+1 − 𝑎ℎ𝑗+1

ℎ𝑗 + 1
. (8)

Если среди показателей ℎ𝑗, 𝑝 показателей
(ℎ𝑡1, … ℎ𝑡𝑝) = 0, то

𝐼𝑘(ℎ1, … , ℎ𝑟) =
𝑟−𝑝

∏
𝑗=1

𝑏ℎ𝑗+1 − 𝑎ℎ𝑗+1

ℎ𝑗 + 1
× (𝑏 − 𝑎)𝑝. (9)

4. АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

С ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ ЛЕВОЙ ЧАСТЬЮ
В результате решения проблемы многомерного

интегрирования левая часть системы уравнений (1)
приобретает полиномиальную форму степени 𝑞:

𝑞

∑
𝑘=1

𝐵[𝑘] x[𝑘] = Ψ0, (10)

где:
● компоненты векторов x[𝑘] представляют со-

бой лексикографически упорядоченные произве-
дения 𝑥ℎ1⋯𝑥ℎ𝑛

𝑛 , где ℎ1 +⋯ + ℎ𝑛 = 𝑘; размерность век-
торов x[𝑘] равна 𝑤(𝑘);

● матрица 𝐵[𝑘], размером (𝐽 × 𝑤(𝑘));
● вектор Ψ0 имеет размерность, равную 𝐽 –– ко-

личеству уравнений в системе (1); его компоненты
не зависят от переменной x.
Аналитическое решение этого уравнения будем ис-
кать, формируя метод, адаптирующий и развива-
ющий подход, основанный на свойствах абстракт-
ных степенных рядов и неявных функций [16, 19,
17].

Определим семейство систем уравнений следу-
ющего вида:

Φ(x, ε)=𝐵[1] x[1] + ε
𝑞

∑
𝑘=2

𝐵[𝑘]x[𝑘] = Ψ0, 0⩽ε⩽1. (11)
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Пусть неявная функция x(ε), определяемая уравне-
нием (11) для ε ∈ [0, 1], единственна и аналитиче-
ская [16].

При ε = 0 имеем, так называемую, порождаю-
щую систему:

𝐵[1] x[1] = Ψ0. (12)

Здесь x[1] = x ∈ 𝑅𝑛, и матрица 𝐵[1] имеет размер
(𝐽 × 𝑛). Решение порождающей системы будем на-
зывать базовым решением

x(●) = (𝐵(1))−1 Ψ0. (13)

При ε = 1 имеем исходную систему (10). Если
0 ⩽ ε ⩽ 1, то решения систем этого семейства за-
висят от параметра ε, т.е. решения x∗ = x∗(ε). По-
скольку левая часть в уравнении (10) полиномиаль-
ная функция степени 𝑞, то она имеет 𝑞 производ-
ных, т.е. является аналитической функцией.

В силу свойств неявной функции Φ(x, ε), обо-
значенных выше, будем искать решение этой си-
стемы уравнений в виде абстрактного степенного
ряда по параметру ε, т.е.

x∗ = x(●)+ε x(𝐼)+ε2x(𝐼𝐼)+⋯ = x(●)+ ∑
𝑖=𝐼,𝐼𝐼,…

ε𝑖x(𝑖), (14)

где x(●) –– базовое решение, x(𝑖) –– 𝑖-ая коррекция
к базовому решению.

Для получения соответствующих коррекций
к базовому решению подставим ряд (14) в уравне-
ния (10) и рассмотрим следующую систему уравне-
ний:

0 = 𝐵[1]
⎛
⎝

x(●) +∑
𝑖

ε𝑖 x(𝑖)
⎞
⎠
+

+ε
𝑞

∑
𝑘=2

𝐵[𝑘]
⎛
⎝

x(●) +∑
𝑖

ε𝑖 x(𝑖)
⎞
⎠

[𝑘]

.
(15)

Переформатируем ее, учитывая определение базо-
вого решения x(●) и расположив члены в левой ча-
сти по степеням параметра ε:

0 = ε (𝐵[1] x(𝐼) +𝐵[2] x(●) ⊗ x(●))+
+ε2 (𝐵(1) x(𝐼𝐼) +𝐵[2] (x(●) ⊗ x(●) + 2 x(●) ⊗ x(𝐼)))+
+ε3 (𝐵[1] x(𝐼𝐼𝐼) + 2 𝐵(2) (x𝐼 ⊗ x(𝐼) + x(●) ⊗ x𝐼𝐼) +
+ 3 𝐵[3] (x(●) ⊗ x𝐼 ⊗ x𝐼 + x(●) ⊗ x(●) ⊗ x𝐼))+

+⋯⋯+ .
(16)

Здесь символ ⊗ означает кронекерово произведе-
ние векторов (матриц). Для того чтобы ряд в (16)
обращался в ноль при любых значениях ε ∈ [0, 1]
необходимо обращение в ноль его коэффициентов.
Отсюда получаем систему рекуррентных уравне-
ний, определяющих соответствующие коррекции
базисного решения.

Таким образом, доказана, с учетом теоремы 20.1
и 20.2 [16], следующая

Теорема 1. Пусть в уравнении (11) якобиан функ-
ции Φ(x, ε) по переменной x не вырожден, т.е.

det 𝑀(x, ε) ≠ 0, для всех x ∈ 𝑅𝑛, ε ∈ [0, 1], (17)

где

𝑀(x, ε) = [𝜕Φ
𝜕x
] . (18)

Тогда решение уравнения (11) определяется рядом (14)
при ε = 1 и коррекции базового решения в (14) опреде-
ляются следующей последовательностью рекуррент-
ных уравнений:

x(𝐼) = (𝐵[1])−1 𝐵[2] x(●) ⊗ x(●),
x(𝐼𝐼) = (𝐵[1])−1 𝐵[2] (x(●) ⊗ x(●) + 2 x(●) ⊗ x((𝐼))),

x(𝐼𝐼𝐼) = (𝐵[1])−1 [2 𝐵(2) (x(𝐼) ⊗ x(𝐼) + x(●) ⊗ x(𝐼𝐼)) +
+3 𝐵[3] (x(●) ⊗ x(𝐼) ⊗ x(𝐼) + x(●) ⊗ x(●) ⊗ x(𝐼))] ,
… … … …

(19)

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Развит аналитический метод вычисления мно-

гомерных интегралов и разработана рекуррентная
процедура решения систем нелинейных уравнений
с полиномиальной левой частью.
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The paper proposes an analytical approximate method for calculating multidimensional integrals of analytic
integrand functions, using the approximation of the latter by a power series. This approach lets transform-
ing the original system of nonlinear equations with integral components into a system of equations with a
polynomial left-hand side. To solve equations of this class we developed an analytical method. A sequential
recurrent procedure has been developed for the analytical solution of this class of nonlinear equations.

Keywords: integral components, analytic functions, Taylor”– Macloren power series, implicit functions,
parametric families of nonlinear equations.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В математике известны многие результаты, свя-

зывающие логику и вероятности. Большинство та-
ких результатов относится к реляционному языку
первого порядка. Вероятно, наиболее известным из
них является закон нуля и единицы для логики пер-
вого порядка. Он утверждает, что любое свойство
случайных 𝑛-арных отношений имеет асимптоти-
ческую вероятность, равную нулю или единице, ес-
ли оно определимо в языке первого порядка. При-
мером являются свойства случайных графов. Закон
нуля и единицы доказан независимо в работах [1]
и [2].

Закон нуля и единицы выполняется и для ря-
да неклассических логик, таких как модальные ло-
гики. Халперн и Капрон [3] доказали закон ну-
ля и единицы для модальных логик в несколь-
ких классах моделей Крипке. В их статье [3] так-
же утверждалось выполнение закона нуля и еди-
ницы для общезначимости в классе всех конечных
шкал Крипке, а также в конечных шкалах логик
T, S4, S5. Часть этих результатов впоследствии бы-
ла опровергнута: Ле Барс [7] опубликовал пример
формулы, не имеющей асимптотической вероят-
ности в классе всех конечных шкал; Вербрюгге [5]
представила формулу, которая общезначима в по-
чти всех S4-шкалах, но не выводится из аксиомати-

1Московский физико-технический институт (Националь-
ный исследовательский университет), Москва, Россия

*E-mail: vnvdvc@gmail.com

ки, данной в статье [3]. Исправления были опубли-
кованы в [6]. Также Ле Барс [4] опроверг закон ну-
ля и единицы для выполнимости модальных фор-
мул в конечных шкалах Крипке. Выполнимость мо-
дальных формул является частным случаем пред-
ложений экзистенциального монадического языка
второго порядка, для которого известен ряд других
отрицательных результатов [8, 9].

Известны примеры классов конечных шкал
Крипке, в которых закон нуля и единицы для об-
щезначимости модальных формул выполнен. Вер-
брюгге [5] показала, что для логики GL закон ну-
ля и единицы выполняется как для шкал, так и для
моделей, и представила аксиоматические системы
для формул, истинных асимптотически почти на-
верное.

Изучение множества предложений, которые
верны в данной случайной структуре с вероятно-
стью, стремящейся к единице, или почти досто-
верной логики, представляет не меньший интерес.
Гайфман [10] получил аксиоматизацию почти до-
стоверной логики первого порядка в графе Радо ––
модели счетного случайного графа. Также известен
ряд подобных результатов в модальной логике. Хал-
перн и Капрон [3] доказали, что почти достоверная
логика в классе моделей Крипке совпадает с логи-
кой Карнапа K𝐶. Горанко и Капрон [11] доказали
нормальность и представили полную аксиомати-
ку для почти достоверной логики случайной счет-
ной шкалы Крипке. Затем Горанко [12] использо-
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вал этот результат для изучения почти достоверной
логики в классе всех конечных шкал Крипке. Пол-
ная аксиоматизация этой логики остается откры-
той проблемой.

В заключении статьи [12], Горанко поднимает
вопрос о характеризации почти достоверных ло-
гик различных подклассов класса всех конечных
шкал Крипке. В этой статье мы исследуем хорновы
классы шкал Крипке. Класс шкал называется хор-
новым, если он опредеяется множеством предложе-
ний первого порядка вида

∀𝑥1, … , 𝑥𝑛 (𝑥𝑖1𝑅𝑥𝑗1 ∧… ∧ 𝑥𝑖𝑘𝑅𝑥𝑗𝑘 → 𝑥𝑚𝑅𝑥𝑙) .

Мы рассматриваем хорновы классы, которые так-
же являются модально определимыми. Этим свой-
ством обладают классы многих известных модаль-
ных логик, например T, K4, S4, K5, S5.

Если F –– хорнов класс, то для любой шкалы
Крипке 𝐹 существует шкала из классаF , отношение
которой содержит отношение 𝐹 . Шкала с мини-
мальным по включению отношением, удовлетво-
ряющая этим условиям, называетсяF-замыканием
шкалы 𝐹 . Мы используем F-замыкание случайной
шкалы Крипке, чтобы определить почти достовер-
ную логику хорнова класса F .

Задача данной работы –– исследовать общие
свойства почти достоверных логик хорновых
классов, а также законы нуля и единицы и почти
достоверные логики для классов псевдотранзитив-
ных и псевдоевклидовых шкал.

1.1. Определения
1.1.1. Модальная логика.
Определение 1. Пусть 𝑃 𝑉 –– счетное множество

пропозициональных переменных. Определим модаль-
ный языкML как множество всех формул, удовле-
творяющих БНФ-выражению

φ ∶∶= ⊥ ∣ 𝑝 ∣ (φ1 → φ2) ∣ ◻φ,

где 𝑝 ∈ 𝑃 𝑉 ; φ, φ1, φ2 ∈ML.
Символы булевых операций ∨, ∧ и ¬ опре-

деляются стандартным образом как сокращения;
обозначение ◇φ является сокращением формулы
¬ ◻ ¬φ.

Определение 2. Шкалой Крипке называется
пара 𝐹 = (𝑊 , 𝑅), где 𝑊 –– непустое множество,
𝑅 ⊆ 𝑊 × 𝑊. Модель Крипке 𝑀 = (𝐹 , 𝑉) состоит из
шкалы Крипке 𝐹 и оценки 𝑉 ∶ 𝑃 𝑉→ 2𝑊, где 2𝑊 ––
множество всех подмножеств 𝑊.

Определение 3. Пусть 𝑀 = (𝑊 , 𝑅, 𝑉)–– модель
Крипке. Отношение 𝑀, 𝑤 ⊧ φ, где 𝑤 ∈ 𝑊 и φ ∈ML,
определяется индуктивно:

1. 𝑀, 𝑤 /⊧ ⊥;
2. 𝑀, 𝑤 ⊧ 𝑝 ⟺ 𝑤 ∈ 𝑉(𝑝);
3. 𝑀, 𝑤 ⊧ (φ1 → φ2) ⟺ 𝑀, 𝑤 /⊧ φ1 или

𝑀, 𝑤 ⊧ φ2;

4. 𝑀, 𝑤 ⊧ ◻φ ⟺ ∀𝑤′ ∈ 𝑊
(𝑤𝑅𝑤′ ⟹ 𝑀, 𝑤 ⊧ φ).

Определение 4. Формула φ ∈ML общезначима
в шкале Крипке 𝐹 = (𝑊 , 𝑅), если она выполнена
для каждого элемента 𝑊 при любой оценке 𝑉:

𝐹 ⊧ φ ⟺ ∀𝑉 ∶ 𝑃 𝑉→ 2𝑊 ∀𝑤 ∈ 𝑊 ((𝐹 , 𝑉), 𝑤 ⊧ φ) .

Определение 5. Пусть F –– класс шкал Крипке.
Модальной логикой класса F называется множество
формул

Log(F) = {φ ∈ 𝑀𝐿 ∣ ∀𝐹 ∈ F (𝐹 ⊧ φ)}.

Определение 6. Пусть Γ ⊆ML–– множество
модальных формул. Класс шкал Fr(Γ), определяемый
множеством формул Γ ⊆ML–– это класс всех шкал,
в которых общезначимы все формулы множества Γ.

Определение 7. Множество 𝐿 ⊆ML называет-
ся нормальной модальной логикой, если:

1. 𝐿 содержит все классические тавтологии;
2. ◻(𝑝→ 𝑞) → (◻𝑝→ ◻𝑞) ∈ 𝐿;
3. 𝐿 замкнуто относительно правил вывода:

(MP) Если φ ∈ 𝐿 и φ→ ψ ∈ 𝐿, то ψ ∈ 𝐿;
(Gen) Если φ ∈ 𝐿, то ◻φ ∈ 𝐿.
(Sub) Если φ ∈ 𝐿, 𝑝 ∈ 𝑃 𝑉 , ψ ∈ ML, то

φ[ψ/𝑝] ∈ 𝐿, где φ[ψ/𝑝] определяется как
формуда, полученная заменой всех вхож-
дений переменной 𝑝 в формуле φ на фор-
мулу ψ.

Минимальная нормальная модальная логика
обозначается K. Известно, что K является логикой
класса всех шкал Крипке. Следующее предложение
прямо следует из определения K.

Предложение 8. Множество формул 𝐿 является
нормальной модальной логикой тогда и только тогда,
когда K ⊆ 𝐿 и 𝐿 замкнуто относительно правил вы-
вода MP и Gen.

1.1.2. Случайные шкалы.
Определение 9. Пусть 𝑊𝑛 = {1, … , 𝑛}, где 𝑛 ∈ ℕ.

Обозначим через F𝑛 класс всех шкал Крипке на
множестве 𝑊𝑛:

F𝑛 = {(𝑊𝑛, 𝑅) ∶ 𝑅 ⊆ 𝑊𝑛 × 𝑊𝑛}.

Определение 10. Пусть 𝑛 ∈ ℕ. Случайная шкала
𝐹 𝑟

𝑛 –– это случайный элемент множестваF𝑛 с равно-
мерным распределением.

Для любой фиксированной шкалы 𝐹 = (𝑊𝑛, 𝑅),

P{𝐹 𝑟
𝑛 = 𝐹} = 2−𝑛2

.

Случайное событие происходит почти наверное, ес-
ли его вероятность равна 1. Последовательность
случайных событий 𝐴𝑛 происходит асимптотически
почти наверное, если lim𝑛→∞ P(𝐴𝑛) = 1.
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Определение 11. Пусть 𝑚 ∈ ℕ. Шкала Крип-
ке 𝐹 = (𝑊 , 𝑅) обладаем свойством 𝐸𝑥𝑡𝑚, если
для любых различных 𝑥1, …, 𝑥𝑚 ∈ 𝑊 и любых
𝐼, 𝐽 ⊆ {1, … , 𝑚} существуют 𝑦0, 𝑦1 ∈ 𝑊, такие что
𝑦0�𝑅𝑦0, 𝑦1𝑅𝑦1, и для 𝑖 = 0, 1 верно:

1. 𝑥𝑗𝑅𝑦𝑖 тогда и только тогда, когда 𝑗 ∈ 𝐼;
2. 𝑦𝑖𝑅𝑥𝑗 тогда и только тогда, когда 𝑗 ∈ 𝐽 .
Предложение 12. [12] Для любого 𝑚 ∈ ℕ случай-

ная шкала 𝐹 𝑟
𝑛 обладает свойством 𝐸𝑥𝑡𝑚 асимптоти-

чески почти наверное.
1.1.3. Хорновы замыкания.
Определение 13. [13] Универсальным хорновым

предложением называется предложение на языке
первого порядка с одним двуместным предикатным
символом 𝑅 вида

∀𝑥1, … , 𝑥𝑛 (𝑥𝑖1𝑅𝑥𝑗1 ∧… ∧ 𝑥𝑖𝑘𝑅𝑥𝑗𝑘 → 𝑥𝑚𝑅𝑥𝑙) , (1)

где 𝑛 > 0, 0 ⩽ 𝑘 <∞ и 𝑖1, …, 𝑖𝑘, 𝑗1, …, 𝑗𝑘, 𝑚,
𝑙 ∈ {1, … , 𝑛}.

Определение 14. Класс шкал Крипке F называ-
ется хорновым классом, если существует множество
хорновых предложений H , такое что F является
классом всех шкал, удовлетворяющих 𝐻 для любо-
го 𝐻 ∈H.

Определение 15. Модальная логика 𝐿 является
хорновой, если Fr(𝐿)–– хорнов класс.

Многие известные модальные логики являются
хорновыми, например минимальная модальная ло-
гика K, логика всех рефлексивных шкал T, логика
всех транзитивных шкал K4.

Определение 16. Пусть F –– хорнов класс
шкал Крипке, 𝐹 = (𝑊 , 𝑅)–– шкала. Определим
F-замыкание шкалы 𝐹 как шкалу F′ = (𝑊 , 𝑅′),
где 𝑅′ ⊆ 𝑊 × 𝑊 –– минимальное по включению
отношение, удовлетворяющее условиям:

1. 𝑅 ⊆ 𝑅′;
2. (𝑊 , 𝑅′) ∈ F .
Определение 17. Если 𝐿 –– хорнова модальная

логика, то Fr(𝐿)-замыкание шкалы Крипке назы-
вается ее 𝐿-замыканием.

Определение 18. Для любого хорнова класса F
и любой шкалы 𝐹 , F-замыкание шкалы 𝐹 суще-
ствует.

Доказательство. Пусть 𝐹 = (𝑊 , 𝑅). Обозначим че-
рез R множество всех отношений 𝑅′ ⊆ 𝑊 × 𝑊, та-
ких что 𝑅 ⊆ 𝑅′ и (𝑊 , 𝑅′) ∈ F .

Заметим, что для любого хорнова предложе-
ния 𝐻 максимальное отношение 𝑊 × 𝑊 удовлетво-
ряет 𝐻, так как оно удовлетворяет правой части лю-
бой импликации вида (1). Тогда 𝑊 × 𝑊 ∈R, так
чтоR ≠ ∅.

Пусть 𝑅∗ =⋂R. Тогда 𝑅 ⊆ 𝑅∗. Покажем, что
(𝑊 , 𝑅∗) ∈ F . Пусть H–– множество универсаль-
ных хорновых предложений, определяющее F .
Рассмотрим любое предложение 𝐻 ∈H. Пусть

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑊 удовлетворяет левой части импликации
в 𝐻. Тогда (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅′ для любого 𝑅′ ∈R, по-
скольку (𝑊 , 𝑅′) удовлетворяет 𝐻. Таким образом,
(𝑥, 𝑦) ∈ ⋂𝑅′∈R𝑅′ = 𝑅∗, что и требовалось.

По построению 𝑅∗, 𝑅∗ ⊆ 𝑅′ для любого 𝑅′ ∈R.
Следовательно, (𝑊 , 𝑅∗) является F-замыканием
𝐹 .

Обозначим F-замыкание шкалы 𝐹 символом
𝐹F ; если F = Fr(Γ) для некоторой логики Γ ⊆ML,
то мы также будем обозначать его 𝐹Γ.

1.1.4. Почти достоверные логики.
Определение 19. Пусть F –– хорнов класс шкал

Крипке.
1. Формула φ ∈ML называется асимптоти-

чески почти достоверной в классе F , если 𝐹 𝑟
𝑛
F ⊧ φ

асимптотически почти наверное. Обозначение:
𝐹 𝑟

𝑛
F ⊧as φ.

2. Почти достоверной логикой классаF называ-
ется множество формул

Logas(F) = {φ ∈ML ∶ 𝐹 𝑟
𝑛
F ⊧as φ}.

3. Если 𝐿 — хорнова нормальная логика, то по-
чти достоверная логика Logas(F) обозначается 𝐿as.

Пример 20. Класс KF всех шкал Крипке являет-
ся хорновым классом,KF = Fr(K), и для любой шкалы
Крипке 𝐹 верно 𝐹K = 𝐹 . Тогда по определению

Kas = {φ ∈ML ∶ 𝐹 𝑟
𝑛 ⊧as φ}.

2. ОБЩИЕ СВОЙСТВА ПОЧТИ
ДОСТОВЕРНЫХ ЛОГИК

В этом разделе мы докажем несколько общих
свойств логики Logas(F) для произвольного хорно-
ва класса F .

Предложение 21. Для любого хорнова класса F ,
Log(F) ⊆ Logas(F).

Доказательство. По определению хорнова замы-
кания, каждое наблюдаемое значение случайной
шкалы 𝐹 𝑟

𝑛
F является шкалой, принадлежащей F .

Пусть φ ∈ Log(F), тогда φ общезначима в любой
шкале F . Так как 𝐹 𝑟

𝑛
F ∈ F почти наверное, то так-

же 𝐹 𝑟
𝑛
F ⊧ φ почти наверное. Тогда по определению

φ ∈ Logas(F).

Предложение 22. Logas(F) — нормальная мо-
дальная логика.

Доказательство. Пусть φ ∈ K. Тогда φ общезначи-
ма в любой шкале Крипке. В частности, φ общезна-
чима в любом наблюдаемом значении 𝐹 𝑟

𝑛
F для лю-

бого 𝑛 ∈ ℕ. Тогда 𝐹 𝑟
𝑛
F ⊧as φ. В силу произвольности

φ ∈ 𝐾, 𝐾 ⊆ Logas(F).
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Покажем, что Logas(F) замкнута относитель-
но правил вывода. Доказательство аналогично для
обоих правил вывода, так что мы приведем его
только для Modus ponens.

Пусть φ ∈ Logas(F) и φ→ ψ ∈ Logas(F). Для
любого 𝑛 ∈ ℕ обозначим 𝐴𝑛 и 𝐵𝑛 множества на-
блюдаемых значений 𝐹 𝑟

𝑛
F , в которых общезна-

чимы формулы φ и φ→ ψ, соответственно. То-
гда P (𝐹 𝑟

𝑛
F ∈ 𝐴𝑛) → 1 и P (𝐹 𝑟

𝑛
F ∈ 𝐵𝑛) → 1 при 𝑛→∞.

Следовательно,

lim
𝑛→∞

P (𝐹 𝑟
𝑛
F ∈ 𝐴𝑛 ∩ 𝐵𝑛) = lim

𝑛→∞
(1 − P (𝐹 𝑟

𝑛
F ∈ 𝐴𝑐

𝑛 ∪ 𝐵𝑐
𝑛))

⩽ lim
𝑛→∞
(1 − (P (𝐹 𝑟

𝑛
F /∈ 𝐴𝑛)+

+P (𝐹 𝑟
𝑛
F /∈ 𝐵𝑛)))

= 1 − lim
𝑛→∞

P (𝐹 𝑟
𝑛
F /∈ 𝐴𝑛)−

− lim
𝑛→∞

P (𝐹 𝑟
𝑛
F /∈ 𝐵𝑛)

= 1 − 0 − 0 = 1.

Пусть 𝐹 ∈ 𝐴𝑛 ∩𝐵𝑛. Тогда 𝐹 ⊧ φ и 𝐹 ⊧ φ→ ψ. По
правилу вывода MP, 𝐹 ⊧ ψ. Тогда ψ общезначима
в 𝐴𝑛 ∩ 𝐵𝑛. Так как 𝐹 𝑟

𝑛
F почти наверное, 𝐹 𝑟

𝑛
F ⊧as ψ,

что и требовалось доказать.

Горанко установил связь между почти достовер-
ной логикой Kas класса всех конечных шкал Крипке
и почти достоверной логикой MLr случайной счет-
ной шкалы Крипке [12]. Мы покажем, что такая же
связь имеет место для произвольной хорновой ло-
гики.

Определение 23. 1. Определим модальные
формулы

(a) MLr
2 ∶= ◻2𝑝→ 𝑝;

(b) MLr
3 ∶= ◻2𝑝→ ◻3𝑝;

(c) MLr
4 ∶= 𝑝→ ◻2 ◇2 𝑝.

2. Определим семейство модальных формул

𝑀𝑂𝐷𝐸𝑋𝑇𝑛 ∶=
𝑛

⋀
𝑖=1
◇2(𝑝𝑖 ∧ ◻𝑞𝑖) → ◇2

𝑛

⋀
𝑖=1
(◇𝑝𝑖 ∧ 𝑞𝑖) ,

где 𝑛 ∈ ℕ.
3. Определим модальную логику

MLr = K +MLr
2 +MLr

3 +MLr
4 + {𝑀𝑂𝐷𝐸𝑋𝑇𝑛}𝑛∈ℕ.

Логика MLr вводится в статье [11] как почти до-
стоверная логика случайной счетной шкалы Крип-
ке.

Следующее предложение дает семантические
условия общезначимости логики MLr. С помощью
этих условий мы покажем, что MLr не конечно ак-
сиоматизируема.

Обозначение. ∇𝑊 =𝑊 × 𝑊 ; ∇𝑛 = ∇𝑊𝑛 для любо-
го 𝑛 ∈ ℕ.

Предложение 24. [12] Пусть 𝐹 = (𝑊 , 𝑅)— шка-
ла Крипке. Если 𝑅2 = ∇𝑊, то 𝐹 ⊧ {MLr

2, MLr
3,

MLr
4}.

Лемма 25. Пусть 𝐹 = (𝑊 , 𝑅) — шкала Крипке,
такая что 𝑅2 = 𝑊 × 𝑊, и пусть 𝑚 ∈ ℕ. Семейство
формул 𝑀𝑂𝐷𝐸𝑋𝑇𝑚 общезначимо в 𝐹 тогда и только
тогда, когда для любых 𝑥1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝑊 выполнено

𝑚

⋂
𝑗=1
(𝑅(𝑥𝑗) ∩ 𝑅−1(𝑥𝑗)) ≠ ∅. (2)

Это условие означает, что для любых 𝑥1, … , 𝑥𝑚
существует точка 𝑦, которая 𝑅-достижима из всех
точек 𝑥1, … , 𝑥𝑛, и все эти точки 𝑅-достижимы из 𝑦.
Это частный случай свойства 𝐸𝑥𝑡𝑚.

Доказательство. Пусть 𝑅2 = ∇𝑊. Предположим,
что условие (2) выполнено в 𝐹 . Пусть 𝑉 — оценка
на шкале 𝐹 , 𝑥 ∈ 𝐹 , и

𝐹 , 𝑉 , 𝑥 ⊧
𝑚

⋀
𝑖=1

◇2(𝑝𝑖 ∧ ◻𝑞𝑖).

Тогда существуют 𝑥1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝑊, такие что
𝑥𝑖 ∈ 𝑉(𝑝𝑖) и 𝑅(𝑥𝑖) ⊆ 𝑉(𝑞𝑖) для любого 𝑖 = 1, … , 𝑚. По
условию (2) существует 𝑦 ∈ ∩𝑚

𝑖=1 (𝑅(𝑥𝑖) ∩ 𝑅−1(𝑥𝑖)) .
Так как 𝑦 ∈ 𝑅(𝑥𝑖), имеем 𝑦 ∈ 𝑉(𝑞𝑖), а из 𝑦 ∈ 𝑅−1(𝑥𝑖)
следует 𝐹 , 𝑉 , 𝑦 ⊧ ◇𝑝𝑖 для любого 𝑖. Тогда 𝐹, 𝑉,
𝑦 ⊧ ◇𝑝𝑖 ∧ 𝑞𝑖 для всех 𝑖. Наконец, поскольку 𝑅2 = ∇𝑊,
имеем 𝑦 ∈ 𝑅2(𝑥), следовательно

𝐹 , 𝑉 , 𝑥 ⊧ ◇2
𝑚

⋀
𝑖=1
(◇𝑝𝑖 ∧ 𝑞𝑖) .

Так как 𝑉 и 𝑥 выбраны произвольно, 𝑀𝑂𝐷𝐸𝑋𝑇𝑚
общезначимы в 𝐹 .

Обратно, предположим, что условие (2) не вы-
полнено в 𝐹, тогда существуют 𝑥1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝑊, такие
что

𝑚

⋂
𝑖=1
(𝑅(𝑥𝑖) ∩ 𝑅−1(𝑥𝑖)) = ∅. (3)

Так как 𝑅2 = ∇𝑊, существует 𝑥 ∈ 𝑊, такой что
𝑥1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝑅2(𝑥). Определим оценку 𝑉: положим
𝑉(𝑝𝑖) = {𝑥𝑖} и 𝑉(𝑞𝑖) = 𝑅(𝑥𝑖) для всех 𝑖 = 1, … , 𝑚. То-
гда

𝐹 , 𝑉 , 𝑥 ⊧
𝑚

⋀
𝑖=1

◇2(𝑝𝑖 ∧ ◻𝑞𝑖).

Пусть 𝐹 , 𝑉 , 𝑦 ⊧ 𝑞𝑖 для любого 𝑖 = 1, … , 𝑚. То-
гда 𝑦 ∈ ⋂𝑚

𝑖=1 𝑅(𝑥𝑖) по построению оценки 𝑉.
Согласно (3), 𝑦 /∈ 𝑅−1(𝑥𝑗) для некоторого 𝑗.
Тогда 𝐹 , 𝑉 , 𝑦 /⊧ ◇𝑝𝑗. Следовательно, формула
⋀𝑚

𝑖=1 (◇𝑝𝑖 ∧ 𝑞𝑖) не верна в 𝑦. Отсюда следует, что

𝐹 , 𝑉 , 𝑥 /⊧ ◇2
𝑚

⋀
𝑖=1
(◇𝑝𝑖 ∧ 𝑞𝑖) .
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Тогда 𝐹 , 𝑉 , 𝑥 /⊧ 𝑀𝑂𝐷𝐸𝑋𝑇𝑚, так что 𝑀𝑂𝐷𝐸𝑋𝑇𝑚 не
общезначима в 𝐹 .

Предложение 26. Для любого 𝑛 ∈ ℕ существу-
ет шкала Крипке 𝐹𝑛, в которой общезначимы
MLr

2, MLr
3, MLr

4 и 𝑀𝑂𝐷𝐸𝑋𝑇𝑗 для всех 𝑗 < 𝑛, но
𝐹𝑛 /⊧ 𝑀𝑂𝐷𝐸𝑋𝑇𝑛.

Доказательство. Пусть 𝐹𝑛=(𝑊𝑛,𝑅), где 𝑅=∇𝑛/𝐼𝑑𝑊𝑛.
Для любого 𝑖 = 1, … , 𝑛, 𝑅2(𝑤𝑖) = 𝑅(𝑊𝑛/{𝑤𝑖}) =

=𝑊𝑛, так что 𝑅2 = ∇𝑛. Следовательно, 𝐹𝑛 ⊧
⊧ {MLr

2, MLr
3, MLr

4}.
Пусть 𝑈 ⊆ 𝑊𝑛, ∣𝑈∣ < 𝑛. Тогда для любого

𝑢 ∈ 𝑈, 𝑅(𝑢) = (𝑅−1(𝑢)) =𝑊𝑛/{𝑢}, так что

⋂
𝑢∈𝑈

𝑅(𝑢) ∩ 𝑅−1(𝑢) =⋂
𝑢∈𝑈

𝑊𝑛/{𝑢} =𝑊𝑛/𝑈 ≠ ∅.

Следовательно, 𝐹𝑛 удовлетворяет условию (2) при
𝑚 < 𝑛, так что 𝑀𝑂𝐷𝐸𝑋𝑇𝑚 общезначима в 𝐹𝑛 для лю-
бого 𝑚 < 𝑛.

Заметим, что

𝑛

⋂
𝑖=1

𝑅(𝑤𝑖) ∩ 𝑅−1(𝑤𝑖) =
𝑛

⋂
𝑖=1

𝑊𝑛/{𝑤𝑖} =𝑊𝑛/𝑊𝑛 = ∅,

так что 𝐹𝑛 не удовлетворяет (2) при 𝑚 = 𝑛, откуда
следует 𝐹𝑛 /⊧ 𝑀𝑂𝐷𝐸𝑋𝑇𝑛.

Следствие 27. MLr не конечно аксиоматизируе-
ма.

Докажем, что MLr ⊆ Logas(F) для любого хор-
нова класса F . Горанко доказал это для класса всех
конечных шкал Крипке.

Лемма 28. [12] Случайная шкала 𝐹 𝑟
𝑛 = (𝑊𝑛, 𝑅)

удовлетворяет условию 𝑅2 = ∇𝑛 асимптотически по-
чти наверное.

Лемма 29. Пусть 𝐹 = (𝑊 , 𝑅)–– шкала Крипке.
Если 𝑅2 = ∇𝑊 и 𝑅′ ⊆ ∇𝑊 –– любое отношение на 𝑊,
такое что 𝑅 ⊆ 𝑅′, то 𝐹 ′ = (𝑊 , 𝑅′) ⊧ MLr.

Доказательство. Достаточно показать, что форму-
лы MLr

2, MLr
3, MLr

4 и {𝑀𝑂𝐷𝐸𝑋𝑇𝑛}𝑛∈ℕ общезна-
чимы в 𝐹 ′. Поскольку 𝑅′2 ⊇ 𝑅2 = ∇𝑊, модаль-
ность◻2 эквивалентна универсальной модальности
в 𝐹 ′. Следовательно, формулы MLr

2, MLr
3, MLr

4
общезначимы в 𝐹 ′.

Так как 𝑅′2 = ∇𝑊, для любого 𝑛 ∈ ℕ форму-
ла 𝑀𝑂𝐷𝐸𝑋𝑇𝑛 общезначима в 𝐹 ′ тогда и только то-
гда, когда 𝐹 ′ удовлетворяет (2). Это условие сохра-
няется при расширении отношения 𝑅 ∶

𝑅′ ⊇ 𝑅 ⟹
𝑛

⋂
𝑗=1

𝑅′(𝑥𝑗) ∩ 𝑅′−1(𝑥𝑗) ⊇

⊇
𝑛

⋂
𝑗=1

𝑅(𝑥𝑗) ∩ 𝑅−1(𝑥𝑗) ≠ ∅.

Так как 𝐹 ⊧ {𝑀𝑂𝐷𝐸𝑋𝑇𝑛}𝑛∈ℕ, 𝐹 удовлетворяет
условию (2) для любого 𝑛 ∈ ℕ. Тогда 𝐹 ′ также
удовлетворяет (2), следовательно 𝐹 ′ ⊧ 𝑀𝑂𝐷𝐸𝑋𝑇𝑛
для любого 𝑛 ∈ ℕ.

Предложение 30. Для любого хорнова класса F ,
MLr ⊆ Logas(F).

Доказательство. Пусть F — хорнов класс. Так как
отношение шкалы 𝐹 𝑟

𝑛
F является надмножеством

отношения в 𝐹 𝑟
𝑛 , логика MLr общезначима в 𝐹 𝑟

𝑛
F то-

гда, когда она общезначима в 𝐹 𝑟
𝑛 . Тогда для любого

𝑛 ∈ ℕ,
P{𝐹 𝑟

𝑛
F ⊧ MLr} ⩾ P{𝐹 𝑟

𝑛 ⊧ MLr},

и поскольку 𝐹 𝑟
𝑛 ⊧as MLr,

lim
𝑛→∞

P{𝐹 𝑟
𝑛
F ⊧ MLr} ⩾ lim

𝑛→∞
P{𝐹 𝑟

𝑛 ⊧ MLr} = 1,

так что 𝐹 𝑟
𝑛
F ⊧as MLr.

Общие результаты, полученные в этом разделе,
позволяют получить частичные аксиоматизации
для логик почти достоверных формул в хорновых
классах. Примером могут служить хорновы клас-
сы рефлексивных, симметричных и рефлексивно-
симметричных шкал.

3. ПСЕВДОТРАНЗИТИВНЫЕ ЛОГИКИ
В этом разделе мы покажем, что для любого хор-

нова класса, логика которого псевдотранзитивна,
выполнен закон нуля и единицы. Логика почти до-
стоверных формул в таких классах совпадает с S5.

Обозначение. Определим сокращения модаль-
ных формул:

◇0φ = φ, ◇𝑖+1φ = ◇◇𝑖 φ, 𝑖 > 1.

Определение 31. Логика 𝐿 называется 𝑚-
псевдотранзитивной, если она содержит формулу
◇𝑚𝑝 → ◇𝑝, где 𝑚 ⩾ 2, и псевдотранзитивной, если
она 𝑚-псевдотранзитивна для какого-либо 𝑚 ⩾ 2.

Пример 32. Логика всех транзитивных шкал
K4 = K +◇◇ 𝑝→◇𝑝 является минимальной
2-псевдотранзитивной логикой.

Легко видеть, что формула ◇𝑚𝑝 → ◇𝑝 общезна-
чима в шкале 𝐹 = (𝑊 , 𝑅) тогда и только тогда, ко-
гда 𝑅𝑚 ⊆ 𝑅. Это условие является хорновым, так как
задается формулой:

∀𝑥0, … , 𝑥𝑚 (𝑥0𝑅𝑥1, … , 𝑥𝑚−1𝑅𝑥𝑚 → 𝑥0𝑅𝑥𝑚) .

Предложение 33. Для любой псевдотранзитив-
ной хорновой логики 𝐿 асимптотически почти навер-
ное выполнено 𝐹 𝑟

𝑛
𝐿 = (𝑊𝑛, ∇𝑛) .
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Доказательство. По предложению 12, шкала
𝐹 𝑟

𝑛 = (𝑊𝑛, 𝑅) асимптотически почти наверное
удовлетворяет условию 𝐸𝑥𝑡2, из которого следует,
что для любой пары различных точек 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑊𝑛
существует рефлексивная точка 𝑧 ∈ 𝑊𝑛, которая со-
единяет их в 𝐹 𝑟

𝑛 : 𝑥𝑅𝑧 и 𝑧𝑅𝑦. Так как 𝑧 рефлексивна,
𝑧𝑅𝑘𝑧 для любого 𝑘 ⩾ 0, так что 𝑥𝑅𝑘+2𝑦 для любого 𝑘.
Аналогично, из свойства 𝐸𝑥𝑡1 вытекает, 𝑥𝑅𝑘+2𝑦
выполнено при 𝑥 = 𝑦 для любого 𝑘 ⩾ 0. Следова-
тельно, ∇𝑛 ⊆ 𝑅𝑚 для любого 𝑚 ⩾ 2 асимптотически
почти наверное.

Пусть логика 𝐿 𝑚-псевдотранзитивна. Обозна-
чим через 𝑅 отношение шкалы 𝐹 𝑟

𝑛
𝐿. Тогда 𝑅 ⊆ 𝑅

и 𝑅𝑚 ⊆ 𝑅. Асимптотически почти наверное имеем

∇𝑛 ⊆ 𝑅𝑚 ⊆ 𝑅𝑚 ⊆ 𝑅,

так что 𝐹 𝑟
𝑛

𝐿 = (𝑊𝑛, ∇𝑛) = (𝑊𝑛, ∇𝑛) асимптотически
почти наверное.

Докажем, что 𝐿as = S5 для любой псевдотран-
зитивной хорновой логики, с помощью леммы о p-
морфизме.

Определение 34. Пусть 𝐹 =(𝑊 ,𝑅) и 𝐺=(𝑊 ′,𝑅′)
— шкалы Крипке. Сюрьекция 𝑓 ∶ 𝑊→𝑊 ′ называ-
ется p-морфизмом из 𝐹 в 𝐺, если для любого 𝑥 ∈ 𝑊
верно 𝑓(𝑅(𝑥)) = 𝑅′(𝑓(𝑥)).

Лемма 35. [14] Пусть 𝐹 и 𝐺 — шкалы Крип-
ке. Если существует p-морфизм из 𝐹 в 𝐺, то
Log(𝐹) ⊆ Log(𝐺).

Лемма 36. Log(𝑊𝑛, ∇𝑛) ⊆ Log(𝑊𝑚, ∇𝑚) для лю-
бых 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ, 𝑛 ⩾ 𝑚.

Доказательство. Если 𝑛 ⩾ 𝑚, то существует сю-
рьекция 𝑓 ∶ 𝑊𝑛 →𝑊𝑚. Тогда для любого 𝑥 ∈ 𝑊𝑛,

𝑓(∇𝑛(𝑥)) = 𝑓(𝑊𝑛) =𝑊𝑚 = ∇𝑚(𝑓(𝑥)),

так что 𝑓 является p-морфизмом. Тогда утвержде-
ние верно по лемме 35.

Теорема 37. Для любой псевдотранзитивной хор-
новой логики 𝐿,

𝐿as = S5.

Доказательство. Заметим, что из предложения 33
следует 𝐹 𝑟

𝑛
𝐿 ⊧as S5, так как ∇𝑛 — отношение экви-

валентности. Таким образом, S5 ⊆ 𝐿as.
Покажем, что 𝐿as ⊆ S5. Известно, что

S5 = Log{(𝑊𝑛, ∇𝑛)}𝑛∈ℕ. Если φ /∈ S5, то (𝑊𝑚, ∇𝑚) /⊧ φ
для некоторого 𝑚 ∈ ℕ. Тогда по предложению 33
и лемме 36, 𝐹 𝑟

𝑛
𝐿 /⊧ φ асимптотически почти навер-

ное. Тогда φ /∈ 𝐿as.

Теорема 38. Пусть 𝐿 — псевдотранзитивная
хорнова логика. Тогда для 𝐹 𝑟

𝑛
𝐿

выполнен закон нуля и
единицы:

∀φ ∈ML lim
𝑛→∞

P (𝐹 𝑟
𝑛

𝐿 ⊧ φ) ∈ {0, 1}.

Доказательство. По теореме 37, для любая форму-
ла φ ∈ S5 общезначима в 𝐹 𝑟

𝑛
𝐿 асимптотически по-

чти наверное.
Предположим, φ /∈ S5. Так как S5 =

= Log{(𝑊𝑛, ∇𝑛)}𝑛∈ℕ, для некоторого 𝑚 ∈ ℕ вы-
полнено (𝑊𝑚, ∇𝑚) /⊧ φ. По лемме 36, (𝑊𝑛, ∇𝑛) /⊧ φ
для любого 𝑛 ⩾ 𝑚. Тогда при 𝑛 ⩾ 𝑚,

P (𝐹 𝑟
𝑛

𝐿 /⊧ φ) ⩾ P (𝐹 𝑟
𝑛

𝐿 = (𝑊𝑛, ∇𝑛)) → 1, 𝑛→∞

по предложению 33, так что P (𝐹 𝑟
𝑛

𝐿 ⊧ φ) → 0 при
𝑛→∞.

4. ПСЕВДОЕВКЛИДОВЫ ЛОГИКИ
В этом разделе мы установим аналогичные ре-

зультаты для псевдоевклидовых логик.
Определение 39. Логика 𝐿 называется 𝑚-

псевдоевклидовой, если она содержит формулу

◇𝑚 ◻ 𝑝→ ◻𝑚𝑝,

где 𝑚 ⩾ 1, и псевдоевклидовой, если она является 𝑚-
псевдоевклидовой для какого-либо 𝑚 ⩾ 1.

Пример 40. Логика K5 = K+◇◻ 𝑝→ ◻𝑝 является
минимальной 1-псевдоевклидовой логикой.

Логика шкалы (𝑊 , 𝑅)𝑚-псевдоевклидова тогда
и только тогда, когда

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑊 (𝑧𝑅𝑚𝑥, 𝑧𝑅𝑚𝑦→ 𝑥𝑅𝑦) . (4)

Заметим, что для любого 𝑚 ∈ ℕ данное условие яв-
ляется хорновым.

Предложение 41. Для любого 𝑚 ∈ ℕ случайная
шкала 𝐹 𝑟

𝑛 = (𝑊𝑛, 𝑅) асимптотически почти наверное
удовлетворяет условию:

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑊𝑛 ∃𝑧 ∈ 𝑊𝑛 (𝑧𝑅𝑚𝑥 ∧ 𝑧𝑅𝑚𝑦) .

Доказательство. Данное условие выполнено, если
для любых 𝑥 и 𝑦 существует рефлексивная точка 𝑧,
такая что 𝑧𝑅𝑦 и 𝑧𝑅𝑦. Тогда это условие следует из
свойств 𝐸𝑥𝑡1 и 𝐸𝑥𝑡2, которыми шкала 𝐹 𝑟

𝑛 облада-
ет асимптотически почти наверное по предложе-
нию 12.

Предложение 42. Для любой псевдоевклидовой
хорновой логики 𝐿 асимптотически почти наверное
выполнено 𝐹 𝑟

𝑛
𝐿 = (𝑊𝑛, ∇𝑛).

Доказательство. Пусть 𝐿 –– 𝑚-псевдоевклидова
хорнова логика, 𝑚 ∈ ℕ. Обозначим через 𝑅 и 𝑅
отношения шкал 𝐹 𝑟

𝑛 и 𝐹 𝑟
𝑛

𝐿 соответственно. По
предложению 41 асимптотически почти наверное
для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑊𝑛 существует 𝑧 ∈ 𝑊𝑛, такая что
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑚(𝑧). По определению замыкания, 𝑅 ⊆ 𝑅,
так что 𝑅𝑚 ⊆ 𝑅𝑚, следовательно 𝑧𝑅𝑚𝑥 и 𝑧𝑅𝑚𝑦. Так
как шкала 𝐹 𝑟

𝑛
𝐿 псевдоевклидова, отсюда следу-

ет 𝑥𝑅𝑦. В силу произвольности 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑊𝑛, имеем
𝑅 = ∇𝑛.

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 519 2024



ПОЧТИ ДОСТОВЕРНЫЕ МОДАЛЬНЫЕ ЛОГИКИ 63

Теорема 43. Пусть 𝐿 –– псевдоевклидова хорнова
логика. Тогда 𝐿as = S5.

Доказательство. Аналогично теореме 37, данная
теорема следует из утверждения 41.

Теорема 44. Пусть 𝐿 –– псевдоевклидова хорнова
логика. Тогда для 𝐹 𝑟

𝑛
𝐿

выполнен закон нуля и единицы:

∀φ ∈ML lim
𝑛→∞

P (𝐹 𝑟
𝑛

𝐿 ⊧ φ) ∈ {0, 1}.

Доказательство. Аналогично теореме 38.

5. ЛОГИКИ Tas, KBas, TBas

В этом разделе мы рассмотрим примеры хорно-
вых логик, для которых почти достоверная логика
замыкания не равна S5.

Определение 45. Определим модальные логики
1. T = K +◇𝑝→ 𝑝;
2. KB = K +◇◻ 𝑝→ 𝑝;
3. TB = K +◇𝑝→ 𝑝 +◇◻ 𝑝→ 𝑝.
Логики T, KB, TB хорновы: они опреде-

ляют классы рефлексивных, симметричных
и рефлексивно-симметричных шкал, соот-
ветственно. Для их замыканий справедливы
равенства:

(𝑊 , 𝑅)
T
= (𝑊 , 𝑅 ∪ 𝐼𝑑𝑊);

(𝑊 , 𝑅)
KB
= (𝑊 , 𝑅 ∪ 𝑅−1);

(𝑊 , 𝑅)
TB
= (𝑊 , 𝑅 ∪ 𝑅−1 ∪ 𝐼𝑑𝑊),

где (𝑊 , 𝑅)–– любая шкала Крипке; 𝑅−1 = {(𝑎, 𝑏) ∈
∈ 𝑊 × 𝑊 ∣ 𝑏𝑅𝑎}.

Заметим, что логика S5 псевдотранзитивна
и псевдоевклидова. Мы докажем, что Tas, KBas

и TBas не обладают обоими свойствами.
Предложение 46. Логики Tas, KBas, TBas не псев-

дотранзитивны.

Доказательство. Пусть фиксированная шкала
𝐹 = (𝑊𝑛, 𝑅) обладает свойством 𝐸𝑥𝑡2. Рассмотрим
произвольную 𝑥 ∈ 𝑊𝑛. По свойству 𝐸𝑥𝑡2 существу-
ет точка 𝑦 ∈ 𝑊𝑚, такая что 𝑥𝑅𝑦, 𝑦𝑅𝑦 и 𝑦�𝑅𝑥. Далее,
по свойству 𝐸𝑥𝑡2 найдется 𝑧 ∈ 𝑊𝑛, такая что 𝑦𝑅𝑧,
𝑥�𝑅𝑧, 𝑧�𝑅𝑥, 𝑧�𝑅𝑦. В частности, 𝑧 ≠ 𝑥 и 𝑧 ≠ 𝑦.

Пусть 𝑆 –– любое из отношений 𝑅 ∪ 𝐼𝑑𝑊𝑛,
𝑅 ∪ 𝑅−1, 𝑅 ∪ 𝑅−1 ∪ 𝐼𝑑𝑊. Тогда для любого 𝑚 ⩾ 2
выполнено 𝑥𝑆𝑚𝑧 и 𝑥�𝑆𝑧. Следовательно, 𝑆𝑚 /⊆ 𝑆, так
что логика шкалы (𝑊𝑛, 𝑆) не 𝑚-псевдотранзитивна
для любого 𝑚 ⩾ 2.

По предложению 12, шкала 𝐹 𝑟
𝑛 обладает свой-

ством 𝐸𝑥𝑡2 асимптотически почти наверное. Таким
образом, асимптотически почти наверное фор-
мула ◇𝑚𝑝→◇𝑝 опровергается в 𝐹 𝑟

𝑛
𝐿 для любой

𝐿 ∈ {T, KB, TB}, откуда и следует требуемое утвер-
ждение.

Предложение 47. Логики Tas, KBas, TBas не псев-
доевклидовы.

Доказательство. Пусть 𝐹 = (𝑊𝑛, 𝑅) обладает свой-
ством 𝐸𝑥𝑡2. Тогда найдутся 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑊𝑛, такие что 𝑦�𝑅𝑧
и 𝑧�𝑅𝑦. По свойству 𝐸𝑥𝑡2 существует точка 𝑥 ∈ 𝑊𝑛,
такая что 𝑥𝑅𝑥, 𝑥𝑅𝑦, 𝑥𝑅𝑧, 𝑦�𝑅𝑥, 𝑧�𝑅𝑥.

Пусть 𝑆 ∈ {𝑅 ∪ 𝐼𝑑𝑊𝑛, 𝑅 ∪ 𝑅−1, 𝑅 ∪ 𝑅−1 ∪ 𝐼𝑑𝑊},
тогда для любого 𝑚 ∈ ℕ имеем 𝑥𝑆𝑚𝑦, 𝑥𝑆𝑚𝑧, но 𝑦�𝑆𝑧,
так что логика шкалы (𝑊𝑛, 𝑆) не псевдоевклидова.

Так как случайная шкала 𝐹 𝑟
𝑛 обладает свой-

ством 𝐸𝑥𝑡2 асимптотически почти наверное по
предложению 12, аналогично предыдущему пред-
ложению заключим, что Tas, KBas, TBas не псевдо-
евклидовы.

6. РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ
Мы показали, что S5 является почти достовер-

ной логикой любого класса, определяемого псве-
дотранзитивной или псевдоевклидовой хорновой
логикой, и для этих классов справедлив закон ну-
ля и единицы. Примерами таких логик являют-
ся известные системы K4 и K5. Наш результат де-
монстрирует то, как сильные условия псевдоев-
клидовости и псевдотранзитивности существенно
упрощают комбинаторное поведение шкал. В на-
шей модели почти все псевдотранзитивные или
псевдоевклидовы шкалы имеют максимальное от-
ношение ∇𝑛. Таким образом, псевдотранзитивные
и псевдоевклидовы замыкания стирают различия
между промежуточными логиками, такими как S4
и K45. Представляет интерес описание множества
всех хорновых логик, для которых S5 является по-
чти достоверной логикой.

Более слабые хорновы логики, такие как
логика рефлексивных шкал T, симметричных
шкал KB и рефлексивно-симметричных шкал TB,
демонстрируют сложное поведение. Мы показали,
что Tas, KBas и TBas не псевдотранзитивны и не
псевдоевклидовы. Частичные аксиоматизации
этих логик можно получить по утверждению 30,
однако проблема их полной аксиоматизаци оста-
ется открытой. В статье [12], посвященной почти
достоверной логике всех конечных шкал, высказы-
вается предположение, что эта логика не конечно
аксиоматизируема и, возможно, даже не рекур-
сивно аксиоматизируема. Так как распределение
T-, KB-, и TB-замыкания шкалы 𝐹 𝑟

𝑛 тесно связано
с распределением самой 𝐹 𝑟

𝑛 , мы предполагаем,
что те же проблемы имеют место и для почти
достоверных логик соответствующих классов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Изучается игровая задача о сближении кон-
фликтно управляемой системы в конечномерном
евклидовом пространстве в фиксированный мо-
мент времени [1, 2]. Формулировка задачи и ме-
тоды ее решения рассматриваются в рамках тео-
рии позиционных дифференциальных игр, создан-
ной Н. Н. Красовским и А. И. Субботиным [1, 2].
Условия, наложенные на систему, не предполагают,
вообще говоря, выполнение ситуации существова-
ния седловой точки в так называемой маленькой
игре [2, стр. 56], и задача изучается в постановке,
допускающей дискриминацию одного игрока дру-
гим: предполагается, что второй игрок информаци-
онно дискриминирует первого игрока, решающего
задачу.

Ключевым компонентом разрешающей кон-
струкции задачи о сближении является множе-
ство разрешимости 𝑊 0 задачи и основное вни-
мание в работе уделено проблеме выделения 𝑊 0

в пространстве позиций конфликтно управляемой
системы. Выяснение возможности выделения 𝑊 0

в игровых задачах о сближении –– актуальная про-

1Институт математики и механики им. Н. Н. Красовско-
го Уральского отделения Российской академии наук, Екатерин-
бург, Россия

*E-mail: ushak@imm.uran.ru
**E-mail: tam@imm.uran.ru

***E-mail: ale10919@yandex.ru

блема теории позиционных дифференциальных
игр [2–5].

Множество 𝑊 0 наделено важным характери-
стическим свойством –– свойством минимаксной
𝑢-стабильности (см. [2–6]). Эффективное описа-
ние этого свойства значительно облегчает выделе-
ние (или приближенное вычисение) 𝑊 0 в ряде кон-
кретных задач о сближении. В связи с этим в ра-
боте особое внимание уделено описанию и ана-
лизу унификационных конструкций минимаксной
𝑢-стабильности [7, 8], дополняющих исследования
Н. Н. Красовского [9, 10] по унификации диффе-
ренциальных игр. Применение этих конструкций
в ряде конкретных задач весьма эффективно при
выделении множеств 𝑊 0 и в некоторых задачах да-
ет возможность выделить 𝑊 0 точно.

Работа посвящена в основном вопросам при-
ближеннного вычисления множеств 𝑊 0. В связи
с этим вводится дуальная система к исходной кон-
фликтно управляемой системе, отвечающая обрат-
ному времени. Определяется максимаьный мини-
максный 𝑢-стабильный тракт 𝑍0, соответствующий
дуальной системе, и представляющий собой поня-
тие, двойственное к мосту 𝑊 0. С привлечением
унификационной схемы, основанной на аксиомах
А.1–А.3, вводятся А-системы –– конечные наборы
множеств в фазовом пространстве ℝ𝑚, отвечающие
конечным разбиениям Γ промежутка [𝑡0, ϑ], на ко-
тором рассматривается задача о сближении. Обос-
новывается сходимость А-систем к 𝑍0 при измель-
чении разбиения Γ, что является основанием для
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привлечения А-систем к приближенному решению
задач о сближении.

Разрешающие конструкции, представленные
в работе, являются дополнением к унификацион-
ным моделям Н. Н. Красовского [9, 10] в теории
дифференциальных игр; они представляют собой
некоторое развитие упомянутых моделей, полез-
ное при решении конкретных игровых задач. Они
также близки к некоторым конструкциям, приме-
ненным А. И. Субботиным в созданной им теории
минимаксных решений уравнений Гамильтона-
Якоби [12]. Постановка задачи о сближении и про-
блематика ее исследования имеют одними из ис-
точников работы В. Флеминга [13], Л. С. Понтря-
гина [14, 15], а также примыкают к работам сотруд-
ников и коллег Л. С. Понтрягина [16–19]. По своей
тематике работа близка к [20–25].

2. ИГРОВАЯ ЗАДАЧА О СБЛИЖЕНИИ
На промежутке времени [𝑡0, ϑ], 𝑡0 < ϑ <∞ задана

конфликтно управляемая система

𝑑𝑥
𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣), 𝑢 ∈ 𝑃 , 𝑣 ∈ 𝑄; (1)

здесь 𝑥 –– фазовый вектор системы из ℝ𝑚, 𝑢 и 𝑣 ––
управления первого и второго игроков соответ-
ственно, 𝑃 и 𝑄 –– компакты в евклидовых простран-
ствах ℝ𝑝 и ℝ𝑞.

Система (1) стеснена условиями
A. Вектор-функция 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) определена,

непрерывна на [𝑡0, ϑ] × ℝ𝑚 × 𝑃 × 𝑄, и для любой
ограниченной замкнутой области 𝐷 ⊂ [𝑡0, ϑ] × ℝ𝑚

найдется такая постоянная 𝐿 = 𝐿(𝐷) ∈ (0, ∞), что

∥𝑓(𝑡, 𝑥(1), 𝑢, 𝑣) − 𝑓(𝑡, 𝑥(2), 𝑢, 𝑣)∥ ⩽ 𝐿∥𝑥(1) − 𝑥(2)∥,
(𝑡, 𝑥(𝑖), 𝑢, 𝑣) ∈ 𝐷 × 𝑃 × 𝑄, 𝑖 = 1, 2;

B. Найдется такая постоянная γ ∈ (0, ∞), что

∥𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣)∥ ⩽ γ(1 + ∥𝑥∥),
(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣) ∈ [𝑡0, ϑ] × ℝ𝑚 × 𝑃 × 𝑄;

здесь ∥𝑓∥–– норма вектора 𝑓 в евклидовом про-
странстве.

Условия A, B охватывают, в частности, широ-
кий класс управляемых систем (1), для которых
условие седловой точки в маленькой игре не выпол-
няется.

Учитывая это, сформулируем задачу о сближе-
нии для первого игрока в минимаксной постанов-
ке [2–6], согласно которой преимущество в инфор-
мационном плане предоставляется второму игроку:
первый игрок, пытаясь предусмотреть неприятный
для него выбор управлений вторым игроком и ни-
велировать их, как бы сознательно ущемляет себя.

Сформулируем задачу о сближении систе-
мы (1), стоящую перед первым игроком, распоря-
жающимся выбором 𝑢 ∈ 𝑃.

Пусть (𝑡∗, 𝑥∗) ∈ [𝑡0, ϑ] × ℝ𝑚, 𝑀 ∈ comp(ℝ𝑚),
где comp(ℝ𝑚)–– пространство компактов в ℝ𝑚 с ха-
усдорфовой метрикой.

Задача 1 (см. [2, 3, 6]). Первому игроку требу-
ется определить позиционную стратегию 𝑢∗(𝑡, 𝑥),
(𝑡, 𝑥) ∈ [𝑡0, ϑ] × ℝ𝑚, гарантирующую ему приведе-
ние конечной точки 𝑥[ϑ] движения 𝑥[𝑡], 𝑥[𝑡∗] = 𝑥∗
системы (1) на 𝑀 какова бы ни была контрстрате-
гия 𝑣(𝑡, 𝑥, 𝑢), (𝑡, 𝑥, 𝑢) ∈ [𝑡0, ϑ] × ℝ𝑚 × 𝑃 второго игро-
ка.

Движение 𝑥[𝑡], 𝑥[𝑡∗] = 𝑥∗ понимается здесь
в рамках минимаксной постановки (см. [2, 3]).
Строгая формулировка задачи 1 и относящихся
к ней понятий приводится в [2, 3]. В настоящей
работе основное внимание фокусируется на изу-
чении свойства минимаксной 𝑢-стабильности ––
ключевого в вопросах описания и конструирова-
ния множеств разрешимости 𝑊 0 в задачах 1.

3. МИНИМАКСНАЯ 𝑢-СТАБИЛЬНОСТЬ
В ЗАДАЧЕ 1 (УНИФИКАЦИОННАЯ

МОДЕЛЬ)
В этом параграфе представим унификацион-

ную модель минимаксной 𝑢-стабильности [7–11],
дополняющую унификационную модель
Н. Н. Красовского [9, 10]: в рамках этой моде-
ли опишем минимаксные 𝑢-стабильные тракты
и мосты в задаче 1.

Учитывая условия задачи 1, заключаем, что
множество 𝑊 0 и все компоненты разрешающей
конструкции можно поместить в некоторую за-
мкнутую цилиндрическую область 𝐷 = [𝑡0, ϑ]×
×𝐵(0; 𝑅), где 𝐵(0, 𝑅) = {𝑏 ∈ ℝ𝑚 ∶ ∥𝑏∥ ⩽ 𝑅},
𝑅 ∈ (0, ∞). Именно эта область 𝐷 упоминает-
ся в тексте.

Приведем описание минимаксных 𝑢-стабиль-
ных мостов и трактов в задаче 1.

Минимаксная 𝑢-стабильность непустого за-
мкнутого множества 𝑊 ⊂ 𝐷 означает его слабую
инвариантность относительно некоторого набора
дифференциальных включений (д.в.), естествен-
ным образом связанных с системой (1) при помощи
некоторого ℒ-набора многозначных отображений.

ℒ-набор определим в достаточно общей аксио-
матической форме условий А.1–А.3.

Для этого введем гамильтониан системы (1) ––
функцию

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑙) =max
𝑢∈𝑃

min
𝑣∈𝑄
⟨𝑙, 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣)⟩, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, 𝑙 ∈ ℝ𝑚;

здесь ⟨𝑙, 𝑓⟩–– скалярное произведение векторов 𝑙 и 𝑓
из ℝ𝑚.

Введенный гамильтониан 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑙) адекватен
минимаксной постановке задачи 1.
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Пусть (𝑡, 𝑥)↦ 𝐺(𝑡, 𝑥) ⊂ ℝ𝑚, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷 –– непре-
рывное в хаусдорфовой метрике многозначное
отображение; здесь 𝐺(𝑡, 𝑥)–– выпуклый компакт
в ℝ𝑚, удовлетворяющий 𝐹(𝑡, 𝑥) = co{𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣):
𝑢 ∈ 𝑃 , 𝑣 ∈ 𝑄} ⊂ 𝐺(𝑡, 𝑥), где co{𝑓}–– выпуклая
оболочка множества {𝑓}.

Пусть также заданы множество Ψ элементов ψ
и набор {𝐹ψ ∶ ψ ∈ Ψ} многозначных отображений
𝐹ψ: (𝑡, 𝑥)↦ 𝐹ψ(𝑡, 𝑥) ⊂ ℝ𝑚, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, удовлетворяю-
щий условиям

А.1. Множество 𝐹ψ(𝑡, 𝑥) выпукло, замкнуто в ℝ𝑚

при любых (𝑡, 𝑥, ψ) ∈ 𝐷 × Ψ и 𝐹ψ(𝑡, 𝑥) ⊂ 𝐺(𝑡, 𝑥);
A.2. Найдется функция ω∗(δ) ↓ 0, δ ↓ 0, удовле-

творяющая

𝑑(𝐹ψ(𝑡∗, 𝑥∗), 𝐹ψ(𝑡∗, 𝑥∗)) ⩽ ω∗(∣𝑡∗ − 𝑡∗∣ + ∥𝑥∗ − 𝑥∗∥),
ψ ∈ Ψ, (𝑡∗, 𝑥∗), (𝑡∗, 𝑥∗) ∈ 𝐷;

A.3. Справедливо равенство

min
ψ∈Ψ

ℎ𝐹ψ(𝑡,𝑥)(𝑙) =𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑙), (𝑡, 𝑥, 𝑙) ∈ 𝐷 × 𝑆;

здесь 𝑆 = {𝑙 ∈ ℝ𝑚 ∶ ∥𝑙∥ = 1}; ℎ𝐹(𝑙) =max
𝑓∈𝐹
⟨𝑙, 𝑓⟩,

𝐹 ∈ comp(ℝ𝑚); comp(ℝ𝑚)–– пространство компак-
тов в ℝ𝑚 с хаусдорфовой метрикой 𝑑(𝐹∗, 𝐹 ∗)=
=max(ℎ(𝐹∗, 𝐹 ∗),ℎ(𝐹 ∗, 𝐹∗)), ℎ(𝐹∗,𝐹 ∗)=max

𝑓∗∈𝐹∗
ρ(𝑓∗, 𝐹 ∗),

ρ(𝑓∗, 𝐹 ∗) = min
𝑓∗∈𝐹∗

∥𝑓∗ − 𝑓∗∥.
Приведем примеры ℒ-наборов.
Пример 1 (см. [2, 3]). Набор {𝐹𝑣(⋅) ∶ 𝑣(⋅) ∈ 𝑉}, где

𝐹𝑣(⋅)(𝑡, 𝑥) = cl co{𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣(𝑢)) ∶ 𝑢 ∈ 𝑃}, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷,
𝑉 –– совокупность всех измеримых по Борелю
функций 𝑣(𝑢) ∈ 𝑄, 𝑢 ∈ 𝑃, cl co{𝑓}–– замыкание
множества co{𝑓}.

Пример 2 (см. [9, 10]). Набор {𝐺𝑙 ∶ 𝑙 ∈ 𝑆}, где
𝐺𝑙(𝑡, 𝑥) = {𝑓 ∈ 𝐺(𝑡, 𝑥) ∶ ⟨𝑙, 𝑓⟩ ⩽ 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑙)}, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷,
𝐹(𝑡, 𝑥) ⊂ 𝐺(𝑡, 𝑥) = 𝐵(0; 𝐾), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷, 𝐾 ∈ (0, ∞).

Векторы 𝑙 ∈ 𝑆 из примера 2 трактуем как свое-
образные управления второго игрока, подменяю-
щие в задаче 1 контруправления 𝑣(𝑢) ∈ 𝑄, 𝑢 ∈ 𝑃 вто-
рого игрока.

Опишем свойство минимаксной 𝑢-стабиль-
ности на языке ℒ-набора {𝐹ψ ∶ ψ ∈ Ψ}.

Пусть 𝑥∗ ∈ ℝ𝑚, 𝑋∗ и 𝑋∗ — множества в ℝ𝑚,
(𝑡∗, 𝑡∗) ∈ Δ = {(η∗, η∗) ∈ [𝑡0, ϑ] × [𝑡0, ϑ] ∶ η∗ ⩽ η∗},
ψ ∈ Ψ.

Введем д.в. на [𝑡0, ϑ]

𝑑𝑥
𝑑𝑡

∈ 𝐹ψ(𝑡, 𝑥), 𝑥 ∈ ℝ𝑚, ψ ∈ Ψ. (2)

Полагаем 𝑋ψ(𝑡∗, 𝑡∗, 𝑥∗)–– множество дости-
жимости (м.д.) в момент 𝑡∗ д.в. (2) с начальной
точкой 𝑥∗, отвечающей моменту 𝑡∗; 𝑋ψ(𝑡∗, 𝑡∗, 𝑋∗) =
= ⋃

𝑥∗∈𝑋∗
𝑋ψ(𝑡∗, 𝑡∗, 𝑥∗); 𝑋−1

ψ (𝑡∗, 𝑡∗, 𝑋∗) = {𝑥∗ ∈ ℝ𝑚:

𝑋ψ(𝑡∗, 𝑡∗, 𝑥∗) ∩ 𝑋∗ ≠ ∅}.

Пусть 𝑊 –– непустое множество в 𝐷, 𝑊(𝑡) =
= {𝑥 ∈ ℝ𝑚 ∶ (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑊}, 𝑡 ∈ [𝑡0, ϑ] и 𝑇 = {𝑡 ∈ [𝑡0, ϑ]:
𝑊(𝑡) ≠ ∅}.

Определение 1 (см. [7, 8, 11]). Замкнутое множе-
ство 𝑊 ⊂ 𝐷 назовем минимаксным 𝑢-стабильным
мостом в задаче 1, если 𝑊(ϑ) ⊂ 𝑀 и 𝑊(𝑡∗) ⊂
⊂ π(𝑡∗, 𝑡∗, 𝑊(𝑡∗)) =̇ ⋂

ψ∈Ψ
𝑋−1

ψ (𝑡∗, 𝑡∗, 𝑊(𝑡∗)), (𝑡∗, 𝑡∗) ∈ Δ,

𝑡∗ ∈ 𝑇.
Наряду с определением 1 приведем перво-

начальное определение минимаксной 𝑢-стабиль-
ности (см. [2, 3]), выраженное в терминах ℒ-набора
из примера 1.

Определение 2 (см. [2, 3]). Замкнутое мно-
жество 𝑊 ⊂ 𝐷 назовем минимаксным 𝑢∗-ста-
бильным мостом в задаче 1, если 𝑊(ϑ) ⊂ 𝑀
и 𝑊(𝑡∗) ⊂ π∗(𝑡∗, 𝑡∗, 𝑊(𝑡∗)) =̇ ⋂

𝑣(⋅)∈𝑉
𝑋−1

𝑣(⋅)(𝑡∗, 𝑡∗, 𝑊(𝑡∗)),

(𝑡∗, 𝑡∗)∈Δ, 𝑡∗ ∈ 𝑇.
Справедливо следующее утверждение.
Теорема 1 (см. [8]). Определения 1 и 2 экви-

валентны в том смысле, что непустое замкнутое
множество 𝑊 ⊂ 𝐷 есть минимаксный 𝑢-стабильный
мост в задаче 1 тогда и только тогда, когда 𝑊 –– ми-
нимаксный 𝑢∗-стабильный мост в задаче 1.

Множество разрешимости 𝑊 0 в задаче 1 есть
максимальный минимаксный 𝑢∗-стабильный мост
в задаче 1 (см. [2, 3]). Из теоремы 1 следует, что
𝑊 0 –– максимальный минимаксный 𝑢-стабильный
мост в задаче 1. Таким образом, минимаксная
𝑢-стабильность есть фактически (с учетом ра-
венства 𝑊 0(ϑ) =𝑀) характеристическое свойство
множеств разрешимости 𝑊 0 в задачах 1, являю-
щееся поэтому ключевым при их выделении. При
выделении множества 𝑊 0 в конкретных задачах 1
возникают трудности, обусловленные, в частно-
сти, тем, что процедура выделения множества 𝑊 0

осуществляется в направлении убывающего време-
ни 𝑡 от целевого множества 𝑀 =𝑊 0(ϑ) с исполь-
зованием свойства минимаксной 𝑢-стабильности,
выраженного в терминах множеств достижимости
𝑋ψ(𝑡∗, 𝑡∗, 𝑥∗), ψ ∈ Ψ, (𝑡∗, 𝑡∗) ∈ Δ, соответствующих
возрастающему времени 𝑡. Такое несоответствие
(во времени) приводит к необходимости обраще-
ния времени 𝑡 и записи свойства минимаксной 𝑢-
стабильности в понятиях, отвечающих обратному
времени.

Введем обратное время τ = 𝑡0 + ϑ − 𝑡, 𝑡 ∈ [𝑡0, ϑ]
и представим систему (1) в обратном времени
τ ∈ [𝑡0, ϑ]

𝑑𝑧
𝑑τ
= ℎ(τ, 𝑧, 𝑢, 𝑣) = −𝑓(𝑡0 + ϑ − τ, 𝑧, 𝑢, 𝑣),
(τ, 𝑧) ∈ 𝐷, 𝑢 ∈ 𝑃 , 𝑣 ∈ 𝑄.

(3)

Систему (3) называем дуальной к системе (1).
Сопоставим системе (3) на промежутке [𝑡0, ϑ] д.в.
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𝑑𝑧
𝑑τ

∈ 𝐻ψ(τ, 𝑧) = −𝐹ψ(𝑡0 + ϑ − τ, 𝑧),
(τ, 𝑧) ∈ 𝐷, ψ ∈ Ψ.

(4)

Введем обозначения, относящиеся к системе
(3) и д.в. (4).

Пусть 𝑧∗ ∈ ℝ𝑚, 𝑍∗ ⊂ ℝ𝑚; Δ∗ = {𝜁∗, 𝜁∗) ∈ [𝑡0, ϑ]×
×[𝑡0, ϑ] ∶ 𝑡0 ⩽ 𝜁∗ ⩽ 𝜁∗ ⩽ ϑ}, ψ ∈ Ψ.

Полагаем
𝑍ψ(τ∗, τ∗, 𝑧∗)–– м.д. в момент τ∗ д.в. (4) с начальной
точкой 𝑧∗;
𝑍ψ(τ∗, τ∗, 𝑍∗) = ⋃

𝑧∗∈𝑍∗
𝑍ψ(τ∗, τ∗, 𝑧∗)–– м.д. в мо-

мент τ∗ д.в. (4) с начальным множеством 𝑍∗;
𝑍(τ∗, τ∗, 𝑍∗) = ⋂

ψ∈Ψ
𝑍ψ(τ∗, τ∗, 𝑍∗)–– множество сов-

местной (по всем ψ ∈ Ψ) достижимости в момент τ∗
д.в. (4) с начальным множеством 𝑍∗.

Пусть 𝑍 –– непустое множество в 𝐷, 𝑍(τ) =
={𝑧 ∈ ℝ𝑚 ∶ (τ, 𝑧) ∈ 𝑍}, τ ∈ [𝑡0, ϑ] и 𝑇 ∗ = {τ ∈ [𝑡0, ϑ]:
𝑍(τ) ≠ ∅}.

Определение 3. Замкнутое множество 𝑍 ⊂ 𝐷
назовем минимаксным 𝑢-стабильным трактом си-
стемы (3), если

𝑍(τ0) = 𝑍(𝑡0) ⊂ 𝑀 и 𝑍(τ∗) ⊂ 𝑍(τ∗, τ∗, 𝑍(τ∗)),
(τ∗, τ∗) ∈ Δ∗, τ∗ ∈ 𝑇 ∗.

(5)
Пусть 𝑊 –– минимаксный 𝑢-стабильный мост

в задаче 1. Тогда равенство 𝑍(τ) =𝑊(𝑡), 𝑡 + τ = 𝑡0 + ϑ
определяет минимаксный 𝑢-стабильный тракт
𝑍 = ⋃

𝑧∈𝑇 ∗
(τ, 𝑍(τ)) системы (3). Обратно, если 𝑍 ––

минимаксный 𝑢-стабильный тракт системы (3),
то равенство 𝑊(𝑡) = 𝑍(τ), 𝑡 + τ = 𝑡0 + ϑ определяет
минимаксный 𝑢-стабильный мост 𝑊 = ⋃

𝑡∈𝑇
(𝑡, 𝑊(𝑡))

в задаче 1.
Таким образом, установлено взаимнооднознач-

ное соответствие между мостами 𝑊 и тракта-
ми 𝑍. Поскольку существует максимальный 𝑢-
стабильный мост 𝑊 0 –– множество разрешимости
задачи 1 (см. [2, 3]), то существует максимальный
(по включению) минимаксный 𝑢-стабильный тракт
𝑍0 системы (3), удовлетворяющий 𝑍0(τ) = 𝑊 0(𝑡),
τ + 𝑡 = 𝑡0 + ϑ, τ ∈ [𝑡0, ϑ].

4. А-СИСТЕМЫ {𝑍Γ(τ𝑖) ∶ τ𝑖 ∈ Γ}
И {𝑊̃ Γ(𝑡𝑗) ∶ 𝑡𝑗 ∈ Γ} В ℝ𝑚

Теорема 1 представляет собой теоретическое
обоснование возможности применения ℒ-наборов
{𝐹ψ ∶ ψ ∈ Ψ} для выделения (точного или прибли-
женного) в 𝐷 множеств разрешимости 𝑊 0 в кон-
кретных задачах 1. Множество 𝑍0 более приемле-
мо (приспособлено) для выделения в 𝐷, чем 𝑊 0,
так как его выделение (выделение сечений 𝑍0(τ))
совпадает с направлением эволюции множеств
𝑍(τ∗, τ∗, 𝑍(τ∗)), τ ∈ [τ∗, ϑ].

В этом параграфе обсудим проблему прибли-
женных вычислений множества 𝑍0 в рамках общей
постановки задачи 1. Приближенное вычисление
множеств 𝑍0 предполагает дискретизацию (пуан-
тилизацию) пространства [𝑡0, ϑ]×ℝ𝑚 (множества 𝐷)
и входящих в задачу 1 ограничений 𝑃 и 𝑄 на управ-
ления игроков. Дискретизация может быть вопло-
щена в различных схемах. Здесь предпочтена схема
раздельной дискретизации: сначала дискретизиру-
ется промежуток времени [𝑡0, ϑ], а затем фазовое
пространство ℝ𝑚 систем (1), (3) и ограничения 𝑃
и 𝑄.

Здесь описана схема, относящаяся к первому
этапу дискретизации –– дискретизации промежут-
ка [𝑡0, ϑ].

Введем двоичное разбиение Γ = {τ0 = 𝑡0, τ1, …,
τ𝑖, … , τ𝑁 = ϑ} промежутка [𝑡0, ϑ], τ𝑖+1 − τ𝑖 = Δ =
= Δ(Γ) =𝑁−1(ϑ − 𝑡0), 𝑖 = 0, 𝑁 − 1, 𝑁 = 2𝑟, 𝑟 ∈ ℕ.

Разбиению Γ сопоставим ниже А-систему
{𝑍Γ(τ𝑖) ∶ τ𝑖 ∈ Γ} множеств в ℝ𝑚, предназначенную
для аппроксимации множества 𝑍0. А-система
{𝑍Γ(τ𝑖) ∶ τ𝑖 ∈ Γ} составляет теоретическую базу
для формирования алгоритмов приближенного
вычисления 𝑍0 в задаче 1.

Определению А-системы {𝑍Γ(τ𝑖) ∶ τ𝑖 ∈ Γ} пред-
пошлем введение некоторых вспомогательных
“промежуточных” систем множеств в ℝ𝑚, которые
мы не предполагаем конструировать. Опишем эти
системы, также отвечающие разбиению Γ.

Сопоставим разбиению Γ систему {𝑍0(τ𝑖):
τ𝑖 ∈ Γ} временных сечений множества 𝑍0, а так-
же систему {𝑍Γ(τ𝑖) ∶ τ𝑖 ∈ Γ}, где 𝑍Γ(τ0) =𝑀,
𝑍Γ(τ𝑖) = 𝑍(τ𝑖, τ𝑖−1, 𝑍Γ(τ𝑖−1)), τ𝑖 ∈ Γ.

Справедливы включения 𝑍0(τ𝑖) ⊂ 𝑍Γ(τ𝑖),
τ𝑖 ∈ Γ.

Обратимся к двоичным разбиениям Γ(𝑛) =
= {τ(𝑛)0 = 𝑡0, τ(𝑛)1 , … , τ(𝑛)𝑖 , … , τ(𝑛)𝑁(𝑛) = ϑ}, 𝑁(𝑛) = 2𝑁−1,
𝑛 ∈ ℕ.

Каждому Γ(𝑛), по аналогии с Γ, сопоставим си-
стему {𝑍(𝑛)(τ(𝑛)𝑖 ) ∶ τ(𝑛)𝑖 ∈ Γ(𝑛)}множеств 𝑍(𝑛)(τ(𝑛)𝑖 ) =
= 𝑍Γ(𝑛)(τ(𝑛)𝑖 ) в ℝ𝑚, где 𝑍(𝑛)(τ(𝑛)0 ) =𝑀, 𝑍(𝑛)(τ(𝑛)𝑖 ) =
= 𝑍(τ(𝑛)𝑖 , τ(𝑛)𝑖−1, 𝑍(𝑛)(τ(𝑛)𝑖−1)), 𝑖 = 1, 𝑁(𝑛).

Для любого τ∗ ∈ Γ(𝑛), 𝑛 ∈ ℕ справедливы

𝑍0(τ∗) ⊂ 𝑍(𝑛)(τ∗), 𝑍(𝑘)(τ∗) ⊂ 𝑍(𝑛)(τ∗),
𝑘, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 < 𝑘. (6)

Из определения 𝑍0 следует, что максимальное
по включению множество {τ ∈ [𝑡0, ϑ] ∶ 𝑍0(τ) ≠ ∅}
есть некоторый отрезок 𝑇 ∗ = [𝑡0, ̂𝑡] в [𝑡0, ϑ].

Пусть τ∗ ∈ 𝑇 ∗ –– двоичный момент в [𝑡0, ϑ].
Из (6) следует сходимость последовательности
{𝑍(𝑛)(τ∗)} к компакту 𝑍◻(τ∗) = ⋂

𝑛∈ℕ
𝑍(𝑛)(τ∗) в хау-

сдорфовой метрике.
Определение множества 𝑍◻(τ∗) распростра-

ним на другие моменты τ∗ ∈ 𝑇 ∗. Пусть τ∗ ∈ 𝑇 ∗ ––
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недвоичный момент в [𝑡0, ϑ]. Полагаем 𝑡𝑛(τ∗) =
=max{τ(𝑛)𝑖 ∈ Γ(𝑛) ∶ τ(𝑛)𝑖 < τ∗} и 𝑍◻(τ∗) = {𝑧∗ ∈ ℝ𝑚:
(τ∗, 𝑧∗) = lim

𝑛→∞
(𝑡𝑛(τ∗), 𝑧(𝑛)∗ ), (𝑡𝑛(τ∗), 𝑧(𝑛)∗ ) ∈ Γ(𝑛)×

×𝑍(𝑛)(𝑡𝑛(τ∗)), 𝑛 ∈ ℕ}.
Вместе с тем определено множество 𝑍◻ =

= ⋃
τ∗∈𝑇 ∗

(τ∗, 𝑍◻(τ∗)) ⊂ 𝐷.

Компакт 𝑍◻ представим в виде 𝑍◻ = lim
𝑛→∞

𝑍◻(𝑛),

𝑍◻(𝑛) = ⋃
τ(𝑛)𝑖 ∈𝑇 ∗

(τ(𝑛)𝑖 , 𝑍(𝑛)(τ(𝑛)𝑖 )), 𝑛 ∈ ℕ, где сходи-

мость понимается в хаусдорфовой метрике.
Лемма 1. Множества 𝑍0 и 𝑍◻ совпадают.
Учитывая лемму 1, к проблеме выделения трак-

та 𝑍0 в 𝐷 можем подойти, вычисляя его прибли-
женно как “промежуточные” системы {𝑍(𝑛)(τ(𝑛)𝑖 ):
τ(𝑛)𝑖 ∈ Γ(𝑛)} согласно рекуррентным соотношениям
𝑍(𝑛)(τ(𝑛)𝑖 ) = 𝑍(τ(𝑛)𝑖 , τ(𝑛)𝑖−1, 𝑍(𝑛)(τ(𝑛)𝑖−1)). Однако даже
в относительно простых конкретных задачах 1 мно-
жества 𝑍(𝑛)(τ(𝑛)𝑖 , τ(𝑛)𝑖−1, 𝑍(𝑛)(τ(𝑛)𝑖−1)), 𝑖 ∈ 1, 𝑁(𝑛) невоз-
можно вычислить (точно), т.е. описать аналити-
чески. Это вызывает осознание необходимости
трансформации множеств вида 𝑍(τ∗, τ∗, 𝑍∗) в мно-
жества, более приемлемые для вычислений и при
этом достаточно близкие к 𝑍(τ∗, τ∗, 𝑍∗).

В связи с этим осуществим первый этап дискре-
тизации, направленной на приближенное вычис-
ление множеств 𝑍0 в задаче 1, –– введем А-систему
{𝑍Γ(τ𝑖) ∶ τ𝑖 ∈ Γ}.

Пусть Γ = {τ0 = 𝑡0, τ1, … , τ𝑖, … , τ𝑁 = ϑ}–– дво-
ичное разбиение промежутка [𝑡0, ϑ], [τ𝑖, τ𝑖+1]–– про-
межуток разбиения Γ, (τ𝑖, 𝑧(𝑖)) и (τ𝑖, 𝑍(𝑖))–– точка
и множество в 𝐷, ψ ∈ Ψ.

Введем на [τ𝑖, τ𝑖+1) д.в.

𝑑𝑧
𝑑τ

∈ 𝐻ψ(τ𝑖, 𝑧(𝑖)) +𝜑∗(Δ)𝐵1,
𝑧(τ𝑖) = 𝑧(𝑖), ψ ∈ Ψ;

(7)

здесь Δ = Δ(Γ); 𝜑∗(δ) = ω∗((1 +𝐾)δ), δ > 0,
𝐾 =max{∥𝑓∥ ∶ 𝑓 ∈ 𝐺(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷}; 𝐵1 = 𝐵(0; 1) ⊂
⊂ ℝ𝑚.

Полагаем 𝑍Γ(τ𝑖+1, τ𝑖, 𝑧(𝑖)) = 𝑧(𝑖) +Δ𝐻ψ(τ𝑖, 𝑧(𝑖))+
+ω(Δ)𝐵1 –– м.д. в момент τ𝑖+1 д.в. (7) с начальной
точкой 𝑧(𝑖); 𝑍Γ

ψ(τ𝑖+1, τ𝑖, 𝑍(𝑖)) = ⋃
𝑧(𝑖)∈𝑍(𝑖)

𝑍Γ
ψ(τ𝑖+1, τ𝑖, 𝑧(𝑖));

𝑍Γ(τ𝑖+1, τ𝑖, 𝑍(𝑖)) = ⋂
ψ∈Ψ

𝑍Γ
ψ(τ𝑖+1, τ𝑖, 𝑍(𝑖)); здесь обозна-

чено ω(δ) = δ𝜑∗(δ), δ > 0.
Определение 4. А-системой {𝑍Γ(τ𝑖) ∶ τ𝑖 ∈ Γ}

в ℝ𝑚, отвечающей разбиению Γ промежутка [𝑡0, ϑ],
назовем набор множеств

𝑍Γ(τ0) =𝑀, 𝑍Γ(τ𝑖) = 𝑍Γ(τ𝑖, τ𝑖−1, 𝑍Γ(τ𝑖−1)), 𝑖 ∈ 1, 𝑁.

Справедливы включения 𝑍0(τ𝑖) ⊂ 𝑍Γ(τ𝑖) ⊂
⊂ 𝑍Γ(τ𝑖), τ𝑖 ∈ Γ, из которых следует, что А-система

{𝑍Γ(τ𝑖): τ𝑖 ∈ Γ} мажорирует систему {𝑍0(τ𝑖):
τ𝑖 ∈ Γ}–– набор сечений тракта 𝑍0.

Вернемся к двоичным разбиениям Γ(𝑛), 𝑛 ∈ ℕ.
А-систему, отвечающую разбиению Γ(𝑛), за-

пишем в виде {𝑍(𝑛)(τ(𝑛)𝑖 ) ∶ τ(𝑛)𝑖 ∈ Γ(𝑛)}, 𝑍(𝑛)(τ(𝑛)𝑖 ) =
= 𝑍Γ(𝑛)(τ(𝑛)𝑖 ), 𝑛 ∈ ℕ.

Полагаем 𝑇 ∗ = {τ ∈ [𝑡0, ϑ] ∶ 𝑍0(τ) ≠ ∅}.
Определение 5. Обозначим

𝒵 0 = {(τ∗, 𝑧∗) ∈ 𝐷 ∶ (τ∗, 𝑧∗) = lim
𝑛→∞
(𝑡𝑛(τ∗), 𝑧𝑛),

(𝑡𝑛(τ∗), 𝑧𝑛) ∈ (𝑡𝑛(τ∗), 𝑍(𝑛)(𝑡𝑛(τ∗))), 𝑛 ∈ ℕ}.

Справедливы соотношения 𝒵 0(τ(𝑛)0 ) =𝑀;
𝑍0(τ∗) ⊂ 𝑍(𝑛)(τ∗) при τ∗ ∈ 𝑇 ∗ ∩ Γ(𝑛), 𝑛 ∈ ℕ, из
которых при недвоичных τ∗ ∈ 𝑇 ∗ следует 𝑍0(τ∗) ⊂
⊂ 𝒵 0(τ∗). В итоге, 𝑍0 ⊂ 𝒵 0.

Кроме того, 𝒵 0(τ∗) ⊂ 𝑍(τ∗, τ∗, 𝒵 0(τ∗)),
(τ∗, τ∗) ∈ Δ∗, откуда следует 𝒵 0 ⊂ 𝑍0.

Из включений 𝑍0 ⊂ 𝒵 0, 𝒵 ⊂ 𝑍0 следует утвер-
ждение.

Лемма 2. Множества 𝑍0 и 𝒵 0 совпадают.
Объединяя леммы 1 и 2, получаем
Теорема 2. Множества 𝑍0, 𝑍◻ и 𝒵 0 совпадают.
Заметим, что 𝒵 0 представимо в виде 𝒵 0 =

= lim
𝑛→∞

𝒵 0(𝑛), 𝒵 0(𝑛) = ⋃
τ(𝑛)𝑖 ∈𝑇 ∗

(τ(𝑛)𝑖 , 𝑍(𝑛)(τ(𝑛)𝑖 )), 𝑛 ∈ ℕ.

В теореме 2 обоснована возможность привле-
чения к решению конкретных задач 1 А-систем
{𝑍Γ(τ𝑖) ∶ τ𝑖 ∈ Γ} для приближенного вычисления
трактов 𝑍0.

От разрешающих конструкций задачи 1, отвеча-
ющих обратному времени τ, перейдем к разрешаю-
щим конструкциям, отвечающим прямому време-
ни 𝑡.

Для этого введем разбиение Γ(𝑛)∗ = {𝑡
(𝑛)
0 = 𝑡0, 𝑡(𝑛)1 ,

… , 𝑡(𝑛)𝑗 , … , 𝑡(𝑛)𝑁(𝑛) = ϑ}, 𝑡(𝑛)𝑗 = 𝑡0 + ϑ − τ(𝑛)𝑖 , 𝑗 ∈ 0, 𝑁(𝑛).
Определение 6. А-системой {𝑊̃ (𝑛)(𝑡(𝑛)𝑗 ) ∶ 𝑡(𝑛)𝑗 ∈

∈ Γ(𝑛)∗ } в ℝ𝑚, отвечающей разбиению Γ(𝑛)∗ проме-
жутка [𝑡0, ϑ], назовем набор множеств 𝑊̃ (𝑛)(𝑡(𝑛)𝑗 ) =
= 𝑍(𝑛)(τ(𝑛)𝑖 ), 𝑡(𝑛)𝑗 = 𝑡0 + ϑ − τ(𝑛)𝑖 , 𝑗 =𝑁(𝑛) − 𝑖, 𝑖 =𝑁(𝑛),
𝑁(𝑛) − 1, … , 0.

Справедливо предельное соотношение 𝑊 0 =
= lim

𝑛→∞
𝑊 0(𝑛), 𝑊 0(𝑛) = ⋃

𝑡(𝑛)𝑗 ∈𝑇

(𝑡(𝑛)𝑗 , 𝑊̃ (𝑛)(𝑡(𝑛)𝑗 )); здесь

𝑇 = {𝑡 ∈ [𝑡0, ϑ] ∶ 𝑊 0(𝑡) ≠ ∅}.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Работа посвящена изучению задачи о сближе-

нии конфликтно управляемой системы в ℝ𝑚 с ком-
пактом 𝑀 в конечный момент времени ϑ из [𝑡0, ϑ]
(задача 1). Для системы не предполагается, вообще
говоря, выполнение условия седловой точки в ма-
ленькой игре. В связи с этим задача 1 сформули-
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рована в работе как минимаксная игровая зада-
ча о сближении, стоящая перед первым игроком;
в этой задаче он применяет позиционные страте-
гии, а второй игрок обладает информационным
преимуществом –– применяет контрстратегии. Ми-
нимаксная постановка игровых задач введена в тео-
рию позиционных дифференциальных игр в пер-
вой половине 70-х годов XX в. в работах [2–4,6].
Концепция унификации дифференциальных игр,
введенная Н. Н. Красовским в [9, 10] в середине
70-х годов XX в., находится в тесной связи с иссле-
дованием игровых задач в мнимаксной постанов-
ке. Минимаксный подход в дифференциальных иг-
рах значительно расширил круг исследуемых задач.
В этот круг вошли многие задачи, в которых кон-
фликтно управляемые системы зависят нелинейно
от управлений игроков.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Современный этап развития государства и об-

щества характеризуется высокой турбулентностью
социально-экономических, политических и даже
климатических процессов, происходящих как в ми-
ровом сообществе, так и в стране. Высокие тем-
пы цифровизации оказывают существенное влия-
ние на развитие всех сфер общества. Цифровиза-
ция и цифровые технологии обладают высоким по-
тенциалом для обеспечения экономического роста
страны, развития социальных и политических ком-
муникаций, являются платформой для реализации
новых бизнес-идей. В то же время развитие циф-
ровых технологий определяет для государства и об-
щества появление новых угроз и рисков, связан-
ных с расширением цифрового пространства (“ин-

1Московский государственный университет им. М. В. Ло-
моносова, Москва, Россия

*E-mail: shamolin@rambler.ru

фоцыганство”, неуправляемый рост информаци-
онной ренты, мифологизация общественного со-
знания и др.) Перед государством и обществом воз-
никает необходимость реагирования на существу-
ющие вызовы и угрозы, реализации мер прогнози-
рования, превентивного управления и нивелиро-
вания негативных последствий.

Целью исследования является определение вза-
имосвязи и распространения новых цифровых тех-
нологий и явлений в социально-экономической
и политической сферах России (на примере инфор-
мационного бизнеса). Основными задачами иссле-
дования является определение взаимосвязи меж-
ду уровнем социально-экономических ожиданий
определенных социальных групп и бизнес-целями
собственников-инфлюенсеров информационного
контента; описание функционирования информа-
ционного бизнеса в России; определение возмож-
ностей и направлений его моделирования и госу-
дарственного регулирования.
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В рамках данного исследования особое внима-
ние уделяется четкому определению инфобизнеса,
его отличительным характеристикам и возможно-
стям математического моделирования этого явле-
ния.

2. РАСПРОСТРАНЕНИЕ НОВЫХ ЦИФРОВЫХ
ТЕХНОЛОГИЙ И ЯВЛЕНИЙ

В СОЦИАЛЬНО-ЭКОНОМИЧЕСКОЙ СФЕРЕ
Мир меняется, мир меняется стремительно,

изменяясь не только количественно, но и каче-
ственно. Мир не просто стоит на пороге оче-
редной “великой трансформации”, он находится
в самом эпицентре изменений, связанных с про-
мышленной революцией в нано-, био- и цифро-
вых технологиях [1]. Технологическое развитие все-
гда осуществлялось неравномерными темпами ––
этапы технологических стагнаций сменялись пе-
риодами бурного технологического роста [2]; со-
временное развитие ознаменуется субреволюцией
искусственного интеллекта [3]. С созданием ин-
теллекта, значительно превосходящим человече-
ский, может наступить стадия сингулярности, ко-
гда развитие технологий уподобится развитию Все-
ленной в момент Большого взрыва [4]. Развитие
и применение цифровых технологий придает силь-
ный импульс развитию социально-экономических
систем, формирует фундамент новых социально-
экономических отношений, обеспечивает эконо-
мический рост и повышение благосостояния лю-
дей [5]. Всеобщая цифровизация, с одной стороны,
является мощным фактором развития новых поли-
тических, социально-экономических сфер и про-
цессов, с другой стороны, порождает определенные
вызовы и угрозы для общества, так как глобаль-
ные цифровые технологии устанавливают инфор-
мационные связи, по которым информация пере-
дается всем участникам этого процесса [6]. Циф-
ровые технологии не всегда являются нейтраль-
ными, могут приводить к увеличению существую-
щего неравенства [7]. Проблема воздействия ин-
формационных технологий на общество заключа-
ется, в том числе, в появлении вместо привычных
институтов государственной власти новых порта-
лов нетократической власти, основанных на со-
здании сетевых пирамид [8]. Общество разделя-
ется на две группы –– нетократов (“изобретатель-
ные изощренные манипуляторов, которые возво-
дят в ранг искусства создание сетевых связей”)
и консьюмериата (consumer+proletariat) –– сети по-
требителей информационных продуктов. Особен-
ностью нетократической власти является децен-
трализация, рассредоточение, абстрактность, экс-
клюзивное право на информацию [8]. Сложивша-
яся к настоящему времени асимметрия в экономи-
ческом, политическом, культурном и других аспек-

тах развития государств породила парадигму фор-
мирования цифрового суверенитета и защиты на-
циональных интересов [9], недопущение цифро-
вой монополизации рынка [10], усиления роли го-
сударственного регулирования информационного
пространства [11].

Развитие цифрового пространства для реали-
зации бизнес-решений рассматривается в трудах
ряда исследователей. Многие исследователи отме-
чают ряд качественных изменений, которые несут
в себе как цифровые технологии, так и “перенос”
процесса реализации бизнес-идей в информаци-
онное пространство –– рост и реализация иннова-
ционных предпринимательских идей [12], разви-
тие рынка труда и решение проблем самозаня-
тости [13], развитие интеллектуального предпри-
нимательства [14, 15] и рынка образовательных
услуг [16, 17].

Однако, количество и качество существую-
щих исследований проблематики информацион-
ного бизнеса не позволяют определить это направ-
ление как изученное, по крайне мере в россий-
ской научной литературе. Так, по запросу “ин-
формационный бизнес” и “бизнес в информаци-
онной среде” в Научной электронной библиоте-
ке e-library, было подобрано не более 80 публика-
ций, из которых только 18 –– полноценные научные
статьи из рецензируемых журналов. Проблемати-
ка информационного бизнеса представляет собой
глубокую научную лакуну, требующую осмысления
с различных позиций и научных концепций. Необ-
ходимо понимание того, как экономически раз-
вивается информационный бизнес, за счет каких
управленческих и маркетинговых решений форми-
руются основные экономических показателей дея-
тельности –– выручка, прибыль, издержки [18, 19],
как формируется информационная рента [20, 21].
Необходимо понимание и того, как формулировать
и реализовывать различные экономические, соци-
альные, институциональные нормы при регулиро-
вании информационного бизнеса для избежания
таких негативных явлений как “инфоцыганство”,
“интеллектуальное загрязнение общества”, “про-
дажа воздуха (airselling)” [22–25]. Также в аспек-
те развития бизнеса в информационной среде важ-
ным является вопрос о формировании и использо-
вании информационной ренты. В информацион-
ной среде в настоящее время можно наблюдать та-
кое явление как “плохой поиск ренты”, а не “хоро-
ший поиск прибыли” [21]. То есть, происходит раз-
мещение ресурсов в инфосреде, которое направле-
но на достижение цели в виде получения прибы-
ли, но при этом вместо генерации общественного
благосостояния могут генерироваться потери об-
щества.
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3. ОСОБЕННОСТИ ФУНКЦИОНИРОВАНИЙ
ИНФОРМАЦИОННОГО БИЗНЕСА

В РОССИИ
3.1. Операционализация понятия “инфобизнес”
В общем виде под инфобизнесом можно по-

нимать бизнес-идеи, реализуемые в информацион-
ной среде; это “бизнес, который сформирован на
основе информации” [19, с. 29]. Информационный
бизнес синтезирует в себе торговлю, производство,
информационную и маркетинговую среды [15].

Авторами исследования была проведена опе-
рационализация категории “инфобизнес” с целью
определения направлений и параметров моделиро-
вания и регулирования.

Определение. Инфобизнес –– это предпринима-
тельская деятельность, основанная на создании
и продаже информационных продуктов и услуг
в цифровой среде с целью получения прибыли, ха-
рактеризующаяся обещанием быстрых результатов
и использованием активных методов мотивации
и вовлечения аудитории.

Ключевые характеристики инфобизнеса: ком-
мерческая направленность, цифровая среда рас-
пространения, информационный продукт как ос-
новной товар, масштабируемость бизнес-модели,
низкие входные барьеры, обещание быстрых ре-
зультатов, активные методы мотивации и вовлече-
ния.

Сравнение инфобизнеса с онлайн-образованием
и просветительской деятельностью (таблица 1).

Феномен “инфоцыганства”. Инфоцыганство
представляет собой крайнюю форму инфобизнеса,
характеризующуюся необоснованными обеща-
ниями, манипулятивными техниками продаж
и низким качеством предоставляемой инфор-
мации. Грань между законным инфобизнесом
и инфоцыганством часто размыта и определяется
этичностью ведения бизнеса, реалистичностью
обещаний и качеством предоставляемых услуг.

3.2. Формирование и развитие рынка
информационного бизнеса в России

Объем рынка информационного бизнеса
в России в 2022 году составил 130 млрд рублей1.
В 2023 году произошел резкий рост рынка до
266 млрд рублей. На 2024 год прогнозный объ-
ем рынка информационного бизнеса составляет
300 млрд рублей2, при этом аналитики отмечают за-

1Беднее на миллиарды: как инфобизнесмены выжи-
вают на обрушившемся рынке https://pro.rbc.ru/demo/
624563cf9a7947bd140fb572?ysclid=lub0rk3jsf889973551

2Инфобизнес в России показывает довольно высо-
кий прирост https://rg.ru/2023/12/03/infosgovor.html?ysclid=
lub0qhdk3r381217369

медление темпов прироста рынка на уровне 22%3.
У крупных игроков информационного бизнеса
во втором квартале 2024 года показатели выручки
и ее динамики были следующие: Skyeng –– 3220 млн
рублей (+14, 39%), Skillbox –– 2450 млн рублей
(+2.08%), Корпорация Синергия –– 2403.5 млн
рублей (+56, 31%), Яндекс Практикум –– 1800 млн
рублей (+33, 33%), GetCourse –– 1600 млн рублей
(+64, 27%)4. По данным платформы масштаби-
рования онлайн школ GetCourse в 2022 году
оборот онлайн образовательных курсов только
на этой платформе составил 95 млрд рублей,
продемонстрировав значительную динамику всех
количественных показателей работы онлайн школ
(таблица 2). Среди наиболее востребованных
курсов можно выделить курсы по приобретению
профессиональных навыков, увеличению доходов,
улучшению здоровья, психологии, эзотерике.

Росту рынка способствует как интерес населе-
ния к доступному образовательному, развлекатель-
ному и информационному контенту, так и общий
рост благосостояния населения. За последние 5 лет
произошел значительный рост ВВП на душу насе-
ления (с 741097.4 рублей в 2019 году до 1176687.4 руб-
лей в 2023 году)5. В структуре потребительских рас-
ходов населения расходы на развлечение составля-
ют 2.4%, расходы на обучение –– 1.5% (рис. 1). При
этом, расходы на дополнительное образование со-
ставляют 0.8% от всех затрат населения и формиру-
ют больше половины всех расходов на обучение.

По данным Росстата наблюдается рост в расче-
те на душу населения объема платных услуг насе-
лению, услуг системы образования, электронных
услуг и сервисов (рис. 2).

В целом, можно проследить общие мотивы
приобретения продуктов (как правило учебных
онлайн-курсов) в информационной среде, а не
в классических учебных заведениях: отсутствие
в учебных заведениях курсов по интересующим те-
мам, необходимость точечного узконаправленно-
го знания, необходимость ускоренного и заочно-
го обучения, очень широкие знания в классических
учебных заведениях [24].

Продукт информационного бизнеса в целом
разнообразен, и его можно классифицировать по
определенным признакам:

1) по форме создаваемого информационного
контента: текст, аудио, видео, изображение;

2) по степени участия покупателя и продавца
в момент приобретения продукта: off-line продукт
и on-line продукт;

3Edtech-рынок растет, но темпы пока замер-
ли на 22% https://edtechs.ru/analitika-i-intervyu/
edtech-rynok-rastet-no-tempy-poka-zamerli-na-22/

4Там же
5https://rosstat.gov.ru/statistics/accounts
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Таблица 1. Сравнение инфобизнеса с онлайн-образованием и просветительской деятельностью

Характеристика Инфобизнес Онлайн-образование Просветительская
деятельность

Основная цель Получение прибыли Передача знаний
и навыков

Распространение знаний
и идей

Регулирование Минимальное Часто подлежит
лицензированию

Варьируется, часто мини-
мальное

Структура кон-
тента

Гибкая, ориентиро-
ванная на спрос

Следует учебным пла-
нам

Разнообразная, часто неси-
стематизированная

Сертификация Редко предостав-
ляет официальные
сертификаты

Часто завершает-
ся официальным
дипломом или серти-
фикатом

Обычно не предоставляет
официальных документов

Продолжитель-
ность

Краткосрочные курсы
и программы

Средне- и долгосроч-
ные программы

Варьируется от кратких сес-
сий до длительных курсов

Обещание резуль-
татов

Часто обещает быст-
рые и значительные
результаты

Реалистичные обеща-
ния, основанные на
учебном плане

Обычно не дает конкретных
обещаний результатов

Методы вовлече-
ния

Активные, часто
с элементами марке-
тинга

Академические, с эле-
ментами интерактив-
ности

Разнообразные, часто зави-
сят от личности просвети-
теля

Целевая аудито-
рия

Ориентация на плате-
жеспособную аудито-
рию

Студенты, специали-
сты, желающие повы-
сить квалификацию

Широкие слои населения,
заинтересованные в само-
развитии

Customization Высокая степень пер-
сонализации

Ограниченная персо-
нализация

Варьируется, часто низкая

Монетизация Прямая оплата за кур-
сы/продукты

Плата за обучение,
гранты

Часто бесплатно или за доб-
ровольные пожертвования

Качество контен-
та

Варьируется, часто
зависит от репутации
автора

Обычно высокое,
проверенное

Варьируется, зависит от ис-
точника

Практическая
ориентация

Высокая, фокус на
быстрое применение

Сочетание теории
и практики

Часто теоретическая,
с некоторыми практиче-
скими элементами

Источник: разработано авторами

3) по видам информационного контента: кни-
га, аудиофайлы, вебинары, семинары и мастер-
классы, тренинги, консалтинг, коучинг, интел-
лектуальные карты (это –– хороший пример клас-
сификации продукта инфобизнеса, позволяющий
в дальнейшем провести трехфакторный дисперси-
онный анализ).

Процесс распространение информационного
продукта представляет собой воронку продаж, то
есть несколько стадий маркетингового предложе-
ния и продажи продукта информационного биз-
неса, в результате прохождения которых, доступ
непосредственно к продукту информационного

бизнеса за определенную плату предоставляется
конечному числу потребителей. Переход потреби-
теля с одной стадии на другую мотивируется “ис-
ключительным предложением”, а эффективность
таких переходов для бизнеса называется конверси-
ей (рис. 3).

Для определения эффективности функциони-
рования информационного бизнеса используются
следующие показатели: САС (Customer Acquisition
Cost) –– стоимость привлечения клиента (марке-
тинговые расходы на одного клиента) и AMPPU
(Average Margin per Paying User) –– средний доход
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Таблица 2. Динамика показателей работы онлайн школ на платформе GetCourse

Показатели 2019 2020 2021 2022
Количество отправленных писем, млрд штук 1.9 4.8 8.0 9.5
Количество привлеченных лидов6, млн 32.2 71.0 85.0 63.0
Количество созданных заказов, млн штук 8 19 27 22
Количество оплаченных заказов, млн штук 4.3 12.0 16.0 13.0
Сумма оплаченных заказов, млрд рублей 18.0 46.5 93.0 95.0
Количество созданных тренингов, тыс. штук 100 200 260 239
Количество созданных уроков, млн штук 1.6 3.1 4.6 4.9
Количество ответов на уроках, млн штук 21.0 61.7 82.0 69.0
Количество слушателей, оставивших ответы, млн человек 1.6 4.4 5.4 4.6
Количество созданных страниц, тыс. штук 298 500 840 695
Количество созданных процессов, тыс. штук 88 202 280 383

Источник: https://getcourse.ru/blog/1015833

Рис 1. Структура потребительских расходов населения.
Источник: составлено авторами на основе https://rosstat.gov.ru/statistics/price

с одного клиента. Согласно [18], инфобизнес бу-
дет эффективным, если соотношений между САС
и AMPPU составляет 1:3 или 1:4. То есть, если со-
блюдается соотношение 1:3, то это означает, что

6Лид (в маркетинге) –– это пользователь, который отре-
агировал на рекламную кампанию и через маркетинговые
каналы оставил свой контакт.

полностью окупаются затраты на создание продук-
та и маркетинг (причем, затраты на создание про-
дукта сопоставимы по сумме с затратами на мар-
кетинг) и инфобизнес получает прибыль в размере
100%. В случае получения соотношения 1:4, при-
быль инфобизнеса может достигать 200% за счет
агрессивного маркетинга.
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Рис 2. Динамика изменения объема услуг на душу населения.
Источник: составлено авторами на основе https://rosstat.gov.ru/statistics/accounts; https://rosstat.gov.ru/uslugi

Рис 3. Воронка продаж инфопродукта.
Источник: [16]
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3.3. Возможности и угрозы развития
информационного бизнеса

Авторами было проведено исследование о воз-
можностях и угрозах информационного бизнеса7.
Для этого была разработана анкета опроса и ре-
спондентам были заданы вопросы следующего со-
держания: “Какими информационными ресурсами
и социальными сетями Вы пользуетесь?”, “Сталки-
вались ли Вы когда-либо с так называемым “инфо-
цыганством”?; “Считаете ли Вы, что государство
должно ужесточить контроль за бизнесом в инфор-
мационной среде?”; “Приобретали ли Вы когда-
либо продукты инфобизнеса (учебные курсы, тре-
нинги профессиональных компетенции, психоло-
гические тренинги, марафоны желаний/здоровья
и т.д.) на платной основе?”; “Какими мотивами
Вы руководствовались при приобретении продук-
та инфобизнеса?” и другие. На первом этапе ис-
следования в опросе приняло участие 145 респон-
дентов всех возрастных категорий и был состав-
лен “портрет” потребителя информационного про-
дукта: большую часть потребителей инфопродук-
тов составляют люди в возрасте от 18 до 35 лет
(74.4%), преимущественно женщины (68.9%), на-
емные работники (60.6%) и учащиеся вузов 18.6%.
В ходе опроса выявлена потребность молодого по-
коления (в возрасте от 18 до 35 лет) в получении до-
полнительных знаний из информационной среды,
направленных на формирование актуальных узко-
направленных навыков. Выявлена необходимость
усиления государственного регулирования каче-
ства продукта информационного бизнеса и функ-
ционирования самого бизнеса в информационной
среде (90.3% респондентов ответили, что государ-
ственное регулирование необходимо). Приобрета-
ло информационный продукт 44.8% респондентов.
При этом, сталкивались или слышали об инфо-
цыганстве 75.8% опрошенных. При приобретении
инфопродуктов более трети респондентов не изу-
чали состояние рынка и информацию о продукте
(31%) и у такого же количества респондентов ожи-
дания относительно качества и результата продук-
та не оправдались (30.3%). Пострадало от приоб-
ретения продукта инфобизнеса 9.6% опрошенных
(в основном был нанесен моральный бред и психо-
логическая травма). На втором этапе исследования
планируется изучить виды информационных про-
дуктов и мотивы их приобретения по группам на
основе когортного и кластерного анализа.

Таким образом, можно выделить как ряд воз-
можностей, так и угроз для экономики и общества,
которые несет в себе бизнес в информационной
среде (таблица 3).

7Вызовы информационного бизнеса: угрозы, риски
и возможности https://docs.google.com/forms/d/1m7uu1_
8TmVxViyUJh9yn7CX2IuvCD2pUUv-DQ_wPhGo/edit

3.4. Анализ обещаний быстрых результатов
в инфобизнесе

Одной из ключевых особенностей инфобизне-
са является обещание быстрых и значительных ре-
зультатов. Это отличает его от традиционных обра-
зовательных подходов и часто является основным
мотиватором для потребителей. Однако такие обе-
щания могут создавать нереалистичные ожидания
и влиять на восприятие образования в целом.

Обещания быстрых результатов, характерные
для инфобизнеса, оказывают существенное влия-
ние на ожидания потребителей и общее восприя-
тие образования. С одной стороны, это повыша-
ет мотивацию и вовлеченность учащихся, создавая
ощущение доступности новых навыков и знаний.
Потребители становятся более склонными к экспе-
риментированию с различными образовательны-
ми продуктами, что может расширить их круго-
зор. Однако, с другой стороны, такие обещания мо-
гут формировать нереалистичные ожидания. Ко-
гда быстрые результаты не достигаются, это при-
водит к разочарованию и скептицизму по отноше-
нию к образованию в целом. Возникает риск обес-
ценивания глубокого, систематического обучения
в пользу “быстрых решений”. Кроме того, это вли-
яет на восприятие традиционного образования, ко-
торое может казаться слишком медленным и неэф-
фективным на фоне ярких обещаний инфобизне-
са. В результате может снижаться ценность фунда-
ментальных знаний и долгосрочного развития на-
выков. Таким образом, влияние инфобизнеса на
ожидания потребителей и восприятие образования
носит двойственный характер, создавая как новые
возможности, так и серьезные вызовы для образо-
вательной сферы в целом.

Инфобизнес активно использует различные
психологические техники для мотивации и вовле-
чения аудитории. Эти методы включают в себя: гей-
мификацию; социальное доказательство; ограни-
ченное предложение; персонализацию контента.

Несмотря на критику, некоторые методы, ис-
пользуемые в инфобизнесе, могут быть адаптиро-
ваны и применены в традиционном образовании
для повышения вовлеченности учащихся и эффек-
тивности обучения.

4. ПЕРСПЕКТИВЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
И РЕГУЛИРОВАНИЯ

ИНФОРМАЦИОННОГО БИЗНЕСА
4.1. Эволюция инфобизнеса: от нереалистичных

обещаний к саморегулированию
В последнее время наблюдается тенденция к са-

морегулированию в сфере инфобизнеса. Ассоциа-
ции представителей инфобизнеса призывают сво-
их членов к более реалистичным обещаниям. Хо-
тя это может показаться противоречащим крат-
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Таблица 3. Бизнес в информационной среде: возможности и угрозы

Возможности Угрозы
– Увеличение количества предприни-
мателей и самозанятых в экономике,
создание новых рабочих мест;
– Увеличение доступности и конкрет-
ности образовательных ресурсов (ши-
рокий охват образовательным продук-
том во всех сферах, соответствие каж-
дого продукта уровню развития потре-
бителя, гибкость обучения и т.д.);
– Увеличивается вклад информацион-
ных технологий и продуктов в фор-
мирование национального продукта
и т.д.; – Увеличение активности насе-
ления (предпринимательской, инно-
вационной), в том числе среди людей
“серебряного” возраста;
– Снижение издержек бизнеса при со-
здании продукта и общества на обуче-
ние;
– Снижение экологической нагрузки
на окружающую среду.

– Диспропорции в развитии секторов экономики, фор-
мировании рынка труда; рост безработицы в результате
структурных сдвигов на рынке труда, расширение сектора
неформальной занятости;
– Отсутствие экономической и юридической защиты по-
требителей и виртуальных работников;
– Возникновение неиспользуемой (и неуправляемой) об-
ществом цифровой ренты;
– Мифологизация общественного сознания, рекламное
манипулирование; изменение стиля мышления пользова-
телей и сдвиги в ментальных установках);
– Отсутствие мультипликативного эффекта создания
прибыли за счет роста количества новых предприятий
(после успешных курсов обучения);
– Невозможность учесть потенциал получения налогов;
– Риски возникновения мошеннических схем и кибер-
угроз, связанных с использованием персональных дан-
ных;
– Снижение уровня доверия в обществе (усиление меж-
поколенческих и технократических разрывов между со-
циальными группами).

Источник: составлено авторами

косрочным интересам отрасли, такой подход мо-
жет быть ключевым для долгосрочного выживания
и легитимизации инфобизнеса. Одним из основ-
ных вызовов для инфобизнеса является поиск ба-
ланса между эффективным маркетингом и реали-
стичными обещаниями. Это требует инновацион-
ных подходов к презентации продуктов и услуг, ко-
торые могут привлечь клиентов без использования
манипулятивных техник.

С экономической точки зрения функциониро-
вание бизнеса в информационной среде можно
описать следующим образом: 1) это рынок с низ-
кими входными барьерами; 2) издержки произ-
водства информационного продукта относительно
меньше по сравнению с другими факторами цено-
образования (альтернативными издержками поль-
зователя на получение, например, образования);
3) оценку эффективности бизнеса в информаци-
онной среде можно провести используя подходы
юнит-экономики (практически отсутствуют посто-
янные издержки, амортизация, оценивается доход-
ность отдельной единицы продукта, возникают се-
тевые эффекты); 4) ценообразование зависит от
реального (или планируемого) прироста прибыли
(полезности) пользователя в результате примене-
ния продукта информационного бизнеса; 5) воз-
никновение инфрамаржинальной информацион-
ной ренты (получаемой за счет использования еди-

ниц ресурса с большей степени активности их
рыночного предложения); неудовлетворенные по-
требности в быстрых “вау!”-знаниях (экономика
впечатлений).

Возможности моделирования процессов в ин-
формационном пространстве определяются оцен-
кой реальных масштабов и границ информаци-
онного бизнеса, классификацией и типологизаци-
ей информационного бизнеса с целью дальнейше-
го регулирования; кластеризация информацион-
ного бизнеса как основы определения его влияния
на динамику социально-экономического развития
общества.

В качестве необходимых мер государственно-
го регулирования бизнеса в информационной сре-
де авторы предлагают следующий набор инстру-
ментов государственного воздействия: 1) создание
дополнительных барьеров входа (лицензирование
и профессиональная аккредитация образователь-
ных продуктов, предоставляемых в информацион-
ной среде); изменение структуры спроса (повы-
шение престижности ряда профессий, значимых
для общества; повышение финансовой грамотно-
сти населения); 3) повышение эффективности ра-
боты институтов налогового контроля.
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4.2. Использование математических методов для
оптимизации работы платформы

информационных продуктов
Инфобизнес является инструментом социаль-

ных и политических коммуникаций. Использова-
ние методов математического моделирования поз-
воляет создать программное обеспечение, пред-
ставляющее собой подробную информационную
базу по всем инфопродуктам, например, образова-
тельным курсам, вебинарам, мастерклассам и т.д.
База будет включать в себя как можно больше
информации о каждом продукте, его создателях,
аудитории, возрастных ограничениях, необходи-
мых знаниях. Данная система, во-первых, будет яв-
ляться мерой безопасности и контроля над цифро-
выми продуктами, которые приходят к потребите-
лю, а во-вторых, поспособствует улучшению самих
продуктов и их оптимальной реализации.

Политические и социальные процессы также
поддаются математическому описанию. Язык мате-
матики и язык гуманитарной науки сильно разли-
чается уровнем формализованности. Предлагается
количественный анализ в точки зрения математи-
ки и качественный анализ со стороны любой на-
уки из гуманитарной сферы (рис. 4). Статистиче-
ские модели количественных соотношений позво-
ляют описать эти характеристики математически-
ми средствами. Фундаментом для построения мо-
дели является математическая статистика.

4.3. Дисперсионный анализ как возможность
оптимизировать информационный продукт

Метод дисперсионного анализа [26] в некото-
рых случаях позволяет считать, что выбор обра-
зовательного информационного продукта зависит
от одного фактора –– независимой переменной (на-
пример, от возраста пользователя). Таким образом,
в информационном бизнесе рождается однофак-
торный анализ. Но даже при его проведении воз-
никает огромное количество параметров: и таких,
для которых известны их точные значения, и таких,
для которых существует лишь выборка некоторых
измерений. При этом заметим, что в зависимости
от типа и количества переменных дисперсионный
анализ различают однофакторный и многофактор-
ный (несколько независимых переменных), а также
одномерный и многомерный дисперсионный ана-
лиз (одна или несколько зависимых переменных ––
самих “фазовых” величин). Имеются и более слож-
ные варианты применения дисперсионного анали-
за (когда какие-либо переменные становятся слу-
чайными процессами).

Исходными положениями проводимого анали-
за являются нормальное распределение значений
изучаемого признака в так называемой генераль-
ной совокупности; равенство дисперсий в срав-

ниваемых генеральных совокупностях; случайный
и независимый характер выборки.

При этом применяются некоторое конечное ко-
личество методов (измерений). Пусть с помощью
методов 𝐴𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑚, производится измерение
нескольких параметров 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑛, чьи точные
значения суть 𝑚𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑛. В таком случае ре-
зультаты измерений различных величин различны-
ми методами можно представить следующим обра-
зом (линейная модель):

𝑥𝑖𝑗 = 𝑚𝑖 + 𝑎𝑖𝑗 + 𝑟𝑖𝑗, (1)

где 𝑥𝑖𝑗 –– результат измерения -го параметра по ме-
тоду 𝐴𝑗; 𝑎𝑖𝑗 –– систематическая ошибка измерения
𝑖-го параметра в группе по методу 𝐴𝑗; 𝑟𝑖𝑗 –– случай-
ная ошибка измерения 𝑖-го параметра в группе по
методу 𝐴𝑗.

Тогда естественным образом образуются следу-
ющие четыре случайные величины:

𝑥𝑖𝑗; 𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑖∗ − 𝑥∗𝑗 + 𝑥∗∗; 𝑥𝑖∗ =
1
𝑚

𝑚

∑
𝑗=1

𝑥𝑖𝑗;

𝑥∗𝑗 =
1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑗 ⋅
⎛
⎝

𝑥∗∗ =
1

𝑚𝑛

𝑛,𝑚

∑
𝑖,𝑗=1

𝑥𝑖𝑗
⎞
⎠

.
(2)

При этом их дисперсии можно вычислить по
соответствующим формулам:

𝑠2 = 𝑠2 [𝑥𝑖𝑗] =
1

𝑛𝑚

𝑛,𝑚

∑
𝑖,𝑗=1
(𝑥𝑖𝑗 − 𝑥∗∗)2;

𝑠2
0 = 𝑠2

0 [𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑖∗ − 𝑥∗𝑗 + 𝑥∗∗] =

= 1
𝑛𝑚

𝑛,𝑚

∑
𝑖,𝑗=1
(𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑖∗ − 𝑥∗𝑗 + 𝑥∗∗)2;

𝑠2
1 = 𝑠2

1 [𝑥𝑖∗] =
1
𝑛

𝑛

∑
𝑖=1
(𝑥𝑖∗ − 𝑥∗∗)2;

𝑠2
2 = 𝑠2

2 [𝑥∗𝑗] =
1
𝑚

𝑛

∑
𝑖=𝑗
(𝑥∗𝑗 − 𝑥∗∗)2

(3)

и выполняется следующее тождество: 𝑠2 = 𝑠2
0+𝑠2

1+𝑠2
2.

Процедура дисперсионного анализа состоит
в определении соотношения систематической
(в данном случае межгрупповой) дисперсии
к случайной (в данном случае внутригруппо-
вой) дисперсии в измеряемых данных (критерий
Фишера). В качестве показателя изменчивости
используется сумма квадратов отклонения значе-
ний параметра от среднего. В нашем случае при
моделировании можно используется следующий
результат: общая сумма квадратов от среднего (𝑆tot)
раскладывается на межгрупповую сумму квадратов
(𝑆1) и внутригрупповую сумму квадратов (𝑆2):
𝑆tot = 𝑆1 + 𝑆2.
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Рис 4. Параметры, от которых зависит классификация математической модели.
Источник: составлено авторами

Так, например, у специалистов по продажам
информационных продуктов возникает необходи-
мость установить различия в средних значениях за-
висимой переменной для нескольких категорий од-
ной независимой переменной (фактора). И мы для
информационного бизнеса ставим следующие во-
просы: различаются ли разные части рынка с точки
зрения объема потребления информационного то-
вара? Можно ли говорить о различии оценок тор-
говых марок для разных групп людей, посмотрев-
ших разные рекламные ролики? Как зависит на-
мерение потребителей информационного продук-
та приобрести товар данной торговой марки от раз-
ницы в уровнях цен? Как влияет осведомленность
потребителей о магазине на предпочтения данного
конкретного магазина информационного продук-
та? Ответ на эти и другие вопросы можно получить,
выполнив однофакторный дисперсионный анализ,
элементы которого были предложены выше.

Мы в перспективе при изучении информаци-
онного бизнеса будем прибегать и к моделям дис-
персионного анализа, которые включают два или
больше факторов (несколько независимых пере-
менных). Если набор независимых переменных со-
стоит из категориальных и метрических перемен-
ных, то их следует изучать методом ковариаци-
онного анализа. При этом естественно возникают
как категориальные переменные –– это переменная
с ограниченным числом уникальных значений или

категорий. Метрические же –– это переменные, ко-
торые имеют количественное значение, которое
можно измерить.

Следующие задачи являются сопутствующими
задачами дисперсионного анализа в информаци-
онном бизнесе:

а) как уровень рекламы и уровень цен на ин-
формационный продукт (высокий, средний, низ-
кий) одновременно влияют на продажи продукта;

б) связан ли выбор потребителей данного ин-
формационного продукта с уровнем образования
(ниже среднего, среднее, колледж, высшее) и воз-
растом;

в) как осведомленность о месте продажи дан-
ного информационного продукта (высокая, сред-
няя, низкая) и представление о нем (позитивное,
нейтральное, негативное) влияют на предпочтение
потребителем этого места продажи.

Перечисленные в работе задачи в той или иной
степени нашли свое решение методами анализа.

В качестве наглядных примеров рассмотрим да-
лее два варианта исследования одного и того же
качественного процесса, но с разными цифровы-
ми данными. Возьмем динамику изменения услуг
системы образования в расчете на душу населения
(рис. 2) и проверим влияние фактора продаж на ка-
чество бизнеса на основании пяти измерений для
трех уровней фактора. Составим из них следующую
таблицу 4:
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Таблица 4

Номер измерения (год) Уровень фактора 1 Уровень фактора 2 Уровень фактора 3
1 4.7 4.9 5.2
2 4.1 4.4 4.6
3 5.1 5.3 5.6
4 5.7 6.0 6.2
5 6.7 6.9 7.2

В табл. 4 столбец уровня фактора 2 взят из рис. 2
(база Росстата), а два других уровня фактора 1 и 3
являются дополнением, который показывает раз-
брос количественных характеристик. Подчеркнем,
что мы берем из рис. 2 динамику изменения лишь
услуг системы образования, но не трогаем элек-
тронные услуги и сервисы, а также платные услуги
населения.

Параметры, необходимые для вычисления ве-
личин (1)–(3) также приведены в табл. 4. Далее, вы-
числим вспомогательные суммы:

𝑆𝑔𝑒𝑛 =
3

∑
𝑗=1

𝑃𝑗 −
1

3 ⋅ 5
⎛
⎝

3

∑
𝑗=1

𝑅𝑗
⎞
⎠

2

= 12.35,

𝑆𝑓𝑎𝑐𝑡 =
1
5

3

∑
𝑗=1

𝑅2
𝑗 −

1
3 ⋅ 5
⎛
⎝

3

∑
𝑗=1

𝑅𝑗
⎞
⎠

2

= 0.629,

𝑆𝑟𝑒𝑠𝑡 = 𝑆𝑔𝑒𝑛 − 𝑆𝑓𝑎𝑐𝑡 = 11.72,

которые позволят нам найти факторную и остаточ-
ную дисперсии:

𝑠2
𝑓𝑎𝑐𝑡 =

𝑆𝑓𝑎𝑐𝑡

𝑘1
= 0.314, 𝑠2

𝑟𝑒𝑠𝑡 =
𝑆𝑟𝑒𝑠𝑡

𝑘2
= 0.977,

𝑘1 = 2, 𝑘2 = 12.

Используя упомянутый критерий Фише-
ра, получим наблюдаемое значение критерия:
𝐹𝑜𝑏𝑠 =

𝑠2
𝑓𝑎𝑐𝑡

𝑠2
𝑟𝑒𝑠𝑡
= 0.322, которое ниже критического

значения 𝐹𝑐𝑟𝑖𝑡 = 3.88, взятого для чисел степеней
свободы 𝑘1 = 2, 𝑘2 = 12 при стандартном уровне
значимости α = 0.05.

Таким образом, при рассмотрении динамики
изменения лишь услуг системы образования (без
учета электронных услуг и сервисов, а также плат-
ных услуг) можно сделать вывод о независимости
услуг системы образования от прочих факторов,
влияющих на продажи.

Второй вариант исследования можно провести,
учитывая весь спектр услуг из рис. 2: и электрон-
ные услуги и сервисы, и платные услуги. Опуская
для краткости аналогичные вычисления, придем
к противоположному к первому варианту выводу
относительно зависимости рассматриваемых изме-
рений от прочих факторов.

Как видно, нами рассматриваются продукты,
ориентированные на практику. Например, норми-
рованные оценки позволяют сравнить значения
двух признаков в рядах распределения. Если из-
вестно, что величина распределения осуществля-
ется по нормальному закону, то все вопросы о ее
свойствах можно выявить, зная всего две характе-
ристики: среднюю и стандартное отклонение. Та-
ким образом, мы сможем сравнивать продукты ин-
формационного бизнеса и выявлять их особенно-
сти, при этом мы задействуем небольшое количе-
ство информации.

Также некоторые социально-политические
процессы оптимизируются методами линейного
программирования. Это показано при решении
задачи, например, о достижении максималь-
ного числа слушателей курса с минимальными
расходами. Данные задачи решаются графиче-
скими методами, а также симплекс-методом.
Математическими методами возможно выявить
слабые и сильные стороны каждого продукта
и в дальнейшем составить ряд рекомендаций для
их совершенствования.

Еще одно дополнение про “обработку” учеб-
ных курсов. Каждый курс должен пройти необхо-
димую проверку и получить сертификат соответ-
ствия. Необходимо ввести обязанность повышения
уровня квалификации каждой платформы с про-
веркой на каждом этапе. Это позволит избежать
отсутствия экономической и юридической защиты
потребителей в виртуальном мире. Проверка и вы-
бор курсов можно осуществляться с помощью тео-
рии игр. Теория неантагонистических стратегиче-
ских игр давно стала инструментом в экономиче-
ском анализе. А технология ДРАМАТЕК [27] помо-
гает преодолеть ограничения у теоретико-игрового
подхода к анализу политических процессов и фено-
менов.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Исследование информационного бизнеса как

нового цифрового явления позволило выявить как
положительные моменты, которые несет в себе ин-
фобизнес для развития экономики и общества,
так и отрицательные моменты, связанные со зло-
употреблением со стороны создателей продуктов
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в информационной среде. Самым позитивным мо-
ментом развития рынка информационного бизне-
са является возможность реализации концепции
Lifelong learning (LLL), то есть непрерывного обу-
чения в течение всей жизни. Это можно увидеть
в таких тенденциях как персонализация обучения,
усиление взаимодействия в процессе обучения,
формирование современных цифровых платформ
для онлайн-курсов, расширение доступа к образо-
вательным программам для людей любых возраст-
ных групп, создание сильных персональных брен-
дов и расширение партнерского маркетинга.

В то же время, развитие инфобизнеса несет
в себя и ряд отрицательных моментов с точки зре-
ния национальной, информационной и экономи-
ческой безопасности (возникают угрозы стирания
национального культурного кода, появления мен-
тальных вирусов, разрушения системы гуманитар-
ных ценностей и взаимного доверия, смещения
приоритетов развития). На центральное место вы-
ходит проблема обеспечения когнитивной и мен-
тальной безопасности. Государство подвергается
процессам дестабилизации, дегуманизации, деин-
теллектуализации и др. и становится жертвой воз-
действия вирусных атак, в результате которых на-
циональная ментальная безопасность, как когни-
тивная сфера, находится под угрозой.

Поэтому, моделирование и основанное на его
результатах государственное регулирование бизне-
са в информационной среде является необходи-
мой мерой, направленной на обеспечение устойчи-
вости социально-экономического развития обще-
ства.
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INFOBUSINESS AS A NEW DIGITAL PHENOMENON IN THE
SOCIO-ECONOMIC SPHERE OF RUSSIA: POSSIBILITIES OF

MODELING AND REGULATION
A. S. Voronov𝑎, L. N. Orlova𝑎, M. V. Shamolin𝑎

𝑎Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia
Presented by Academician of the RAS G. I. Savin

Digital technologies are known to have high potential for economic growth, to promote social and politi-
cal communications. They are platforms for the implementation of new business ideas. New digital phe-
nomenon ”— the information business ”— is investigated in the article. How does information business
affect the economy and society? This question determines the main topic for discussion. The following
methods were used in the article: system analysis, content analysis, sociological survey, comparative analy-
sis, cluster analysis, fuzzy logic methods, mathematical modeling. The purpose of the article is to determine
the relationship and spread of new digital technologies and phenomena in the socio-economic and political
spheres of Russia. There are such results as recommendations on the transformation of socio-economic
relations, modeling and state regulation of processes in the information environment in the article. At the
same time, mathematical methods for studying the tasks are proposed.

Keywords: information business, business in the information environment, knowledge economy, unit econ-
omy, information rent, “info-gypsy”, state regulation, digitalization, economic dynamics, transformation
of socio-economic relations.
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