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В статье рассматривается новый метод интерполяции нелинейных функций на отрезке, так на-
зываемый 𝑝-фактор метод интерполяции. Показывается на примере интерполяционного полино-
ма Ньютона, что в случае вырождения аппроксимируемой функции 𝑓(𝑥) в решении, классиче-
ская интерполяция не дает необходимой точности для поиска приближенного решения уравне-
ния 𝑓(𝑥) = 0, в отличие от невырожденного регулярного случая. В свою очередь, использование
𝑝-фактор интерполяционных полиномов для аппроксимации функций с целью получения нуж-
ного приближенного решения уравнения дает необходимый порядок точности по аргументу при
вычислениях. Полученные результаты базируются на конструкциях теории 𝑝-регулярности и ап-
парата 𝑝-фактор операторов, эффективно используемых при исследовании вырожденных отобра-
жений.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В этой статье мы рассматриваем одно из по-

следних применений теории 𝑝-регулярности –– ап-
проксимацию вырожденных функций новым клас-
сом полиномов, так называемыми 𝑝-фактор интер-
поляционными полиномами (или 𝑝-фактор интер-
поляционными полиномами Ньютона). Существу-
ет большое число работ, посвященных аппрокси-
мации и интерполяции функций полиномами (см.,
например, [1–11]). Однако, при интерполяции вы-
рожденных функций может теряться порядок ап-
проксимации аргументов функций. Например, ре-
шения уравнений с исходной функцией и аппрок-
симирующим полиномом могут существенно отли-
чаться и быть на порядок меньше, нежели порядок
приближения функции. Мы это покажем ниже.

Рассмотрим аппроксимацию функции 𝑓(𝑥) ин-
терполяционным полиномом Ньютона, так как
идеологически он является основополагающим для
построения других видов полиномов интерполя-
ции.

1Федеральный исследовательский центр “Информатика
и управление” Российской академии наук, Москва, Россия

2Siedlce University, Faculty of Sciences, Siedlce, Poland
3Systems Research Institute, Polish Academy of Sciences,

Warsaw, Poland
*E-mail: yuri-evtushenko@yandex.ru

**E-mail: prof.tretyakov@gmail.com

2. ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЙ ПОЛИНОМ
НЬЮТОНА

Пусть 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶𝑝+1([𝑎, 𝑏]), где [𝑎, 𝑏] некоторый
отрезок, на котором мы аппроксимируем функцию
𝑓(𝑥). Рассмотрим уравнение

𝑓(𝑥) = 0, (1)

где 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Для некоторого Δ𝑥 > 0 определим точ-
ки 𝑥𝑖, 𝑖 = 0, … , 𝑛 следующим образом:

𝑥0 = 𝑎, 𝑥1 = 𝑥0+Δ𝑥, 𝑥2 = 𝑥1+Δ𝑥, … , 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1+Δ𝑥 = 𝑏.

Пусть 𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖), 𝑖 = 0, … , 𝑛. Задача интерполяции
состоит в построении полинома 𝑊𝑛(𝑥) степени 𝑛
такого, что 𝑊𝑛(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖, 𝑖 = 0, … , 𝑛, и который дает
хорошую аппроксимацию функции 𝑓(𝑥) и ее
аргументов. Здесь имеется ввиду близость аргу-
ментов решения уравнения 𝑊(𝑥) = 0 и 𝑓(𝑥) = 0.
Пусть ε = Δ𝑥 достаточно малое и такое, что
∣𝑓(𝑥) −𝑊𝑛(𝑥)∣ ≤ 𝑐 ε, где 𝑐 > 0 независимая от ε
константа. Предположим, что уравнение 𝑓(𝑥) = 0
имеет решение 𝑥∗ ∈ (𝑎, 𝑏) и уравнение 𝑊𝑛(𝑥) = 0
имеет решение 𝑥̃ ∈ (𝑎, 𝑏). Наша цель, используя
интерполяцию полиномом 𝑊𝑛(𝑥), получить ре-
шение 𝑥̃ с точностью до ∼ ε2 по отношению к 𝑥∗,
т.е.

∣𝑥̃ − 𝑥∗∣ ≤ 𝑐ε2, (2)

5
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где 𝑐 > 0 независимая от ε константа. Таким обра-
зом получить аппроксимацию аргумента решения
𝑥∗ с точностью до ε2. В регулярном случае, т.е. когда
𝑓 ′(𝑥∗) ≠ 0, оценка (2) может быть получена на ос-
нове использования интерполяционных полино-
мов Ньютона с Δ𝑥 = ε, что покажем ниже в теоре-
ме 1.

Однако для вырожденных функций ситуация
сложнее и соотношение (2) может нарушаться су-
щественно. Скажем для функции 𝑓(𝑥) = 𝑥3, 𝑥∗ = 0,

полином Ньютона первой степени 𝑊1(𝑥) =
2
27

ε3+

+ε2𝑥
3

на отрезке [− ε
3

,
2
3

ε], Δ𝑥 = ε, где 𝑎 = − ε
3

, 𝑏 = 2
3

ε.
Погрешность аппроксимации функции будет

∣𝑓(𝑥) −𝑊1(𝑥)∣ ∼ ε3, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], (3)

а 𝑊1(𝑥) = 0 дает 𝑥̃ = −2
9

ε, т.е. ∣𝑥̃ − 𝑥∗∣ ∼ ε. Порядок
аппроксимации по аргументу хуже на 2 единицы
по сравнению с порядком аппроксимации функ-
ции (3).

Напомним, что интерполяционный полином
Ньютона степени 𝑛 с узлами интерполяции

(𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1), … , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛),

определяется, как

𝑊𝑛(𝑥) = α0 + α1(𝑥 − 𝑥0) + α2(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) +…
… + α𝑛(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)… (𝑥 − 𝑥𝑛−1) =

=
𝑛

∑
𝑘=0

α𝑘ω𝑘(𝑥),
(4)

где ω0(𝑥) = 1, ω𝑖(𝑥) = (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)… (𝑥 − 𝑥𝑖−1) =

=
𝑖−1
∏
𝑗=0
(𝑥 − 𝑥𝑗), 𝑖 = 1, … , 𝑛. Коэффициенты α𝑘 называ-

ются разделенными разностями и определяются
соотношениями

α𝑘 = [𝑦0, … , 𝑦𝑘], 𝑘 = 0, 1, … , 𝑛, (5)

где [𝑦𝑘] = 𝑦𝑘, 𝑘 = 0, 1, … , 𝑛,

[𝑦𝑘, … , 𝑦𝑘+𝑗] =
[𝑦𝑘+1, … , 𝑦𝑘+𝑗] − [𝑦𝑘, … , 𝑦𝑘+𝑗−1]

𝑥𝑘+𝑗 − 𝑥𝑘
,

𝑘 = 0, … , 𝑛 − 1, 𝑗 = 1, … , 𝑛 − 𝑘.
В регулярном случае 𝑓 ′(𝑥∗) ≠ 0 будет справед-

лива следующая теорема
Теорема 1. Пусть уравнение 𝑓(𝑥) = 0, 𝑓 ∈

∈ 𝐶2([𝑎, 𝑏]) имеет решение 𝑥∗ ∈ (𝑎, 𝑏), где функция
𝑓 –– регулярна в точке 𝑥∗, т.е. 𝑓 ′(𝑥∗) ≠ 0 и 𝑊𝑛(𝑥)
интерполяционный полином Ньютона для функции
𝑓(𝑥) на отрезке [𝑎, 𝑏], причем ε = Δ > 0 достаточно
малое, так что ∣𝑓(𝑥) −𝑊𝑛(𝑥)∣ ≤ 𝑐1ε.

Тогда уравнение 𝑊𝑛(𝑥) = 0 имеет решение 𝑥 ∈
∈ (𝑎, 𝑏) такое, что ∣𝑥 − 𝑥∗∣ ≤ 𝑐2ε2. Здесь 𝑐1 > 0,
𝑐2 > 0 –– независимые от ε константы.

Доказательство этой теоремы в том или ином
виде можно найти в многочисленной литературе,
например, [1], и аналогично доказательству сходи-
мости метода Ньютона, поэтому мы его опускаем.
Однако для нашего случая 𝑓(𝑥) = 𝑥3, 𝑥∗ = 0, функ-
ция 𝑓(𝑥) вырождена в точке 𝑥∗ = 0 до второго по-
рядка включительно, т.е. 𝑓 (𝑖)(𝑥∗) = 0, 𝑖 = 1, 2, и тео-
рема 1 не будет верна.

Пример 1. Цель данного примера исследовать,
дает ли аппроксимация функции 𝑓(𝑥) интерполя-
ционным полиномом Ньютона с порядком ε оцен-
ку погрешности по аргументу (2). Рассмотрим от-
резок [𝑎, 𝑏], где 𝑎 = −1

3
ε, 𝑏 = 2

3
ε и полином 𝑊1(𝑥) =

= α1 + α2(𝑥 − 𝑥0), а коэффициенты α0 и α1 опреде-
лены по формуле (5). Узлы интерполяции 𝑥0 = 𝑎 =
= −1

3
ε, 𝑥1 = 𝑏 = 2

3
ε. Вычисление коэффициентов да-

ет α0 = 𝑓(𝑥0) = −
ε3

27
, α1 =

𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)
𝑥1 − 𝑥0

= ε2

3
. Сле-

довательно, интерполяционный полином Ньютона
имеет вид:

𝑊1(𝑥) = −
ε3

27
+ ε2

3
(𝑥 + 1

3
ε) = 2ε3

27
+ ε2

3
𝑥

и ∣𝑊1(𝑥) − 𝑓(𝑥)∣ ≤ 𝑐ε, 𝑐 > 0 –– независимая констан-
та, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Решая уравнение 𝑊1(𝑥) = 0, получим

𝑥̃ = −2
9

ε, что не является удовлетворительным, так
как

∣𝑥̃ − 𝑥∗∣ = ∣ − 2
9

ε − 0∣ ≈ ε ≫ ε2,

при малых ε > 0, и оценка (2) не достигается. Таким
образом в вырожденном случае, в отличие от невы-
рожденного –– регулярного, даже если мы имеем
аппроксимацию полиномом порядка ∼ ε, порядок
аппроксимации решения будет только ∼ ε, а не ∼ ε2,
который нам требуется.

Далее введем некоторые понятия и определения
теории 𝑝-регулярности.

3. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ 𝑝-РЕГУЛЯРНОСТИ
Рассмотрим нелинейное уравнение

𝐹(𝑥) = 0𝑚, (6)

где 𝐹(𝑥) достаточно гладкое отображение из ℝ𝑛

в ℝ𝑚, т.е. 𝐹(𝑥) = (𝑓1(𝑥), … , 𝑓𝑚(𝑥))⊤, 𝑓𝑖∶ℝ𝑛 → ℝ1, а 𝑥∗
решение (6). (Вообще говоря, не обязательно тре-
бовать 𝐹(𝑥∗) = 0).

Отображение 𝐹(𝑥) называется регулярным
в точке 𝑥∗, если

Im 𝐹 ′(𝑥∗) = ℝ𝑚 (7)

или, другими словами rank 𝐹 ′(𝑥∗) = 𝑚.
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Отображение 𝐹 называется нерегулярным (ир-
регулярным, вырожденным), если условие (7) не
выполнено. Пусть пространство ℝ𝑚 разложено
в сумму подпространств

ℝ𝑚 = 𝑌1 ⊕ … ⊕ 𝑌𝑝, (8)

где 𝑌1 = Cl (Im 𝐹 ′(𝑥∗)) и 𝑍1 = ℝ𝑚. Через 𝑍2
мы обозначим замкнутое дополнение к 𝑌1 и пусть
𝑃𝑍2 ∶ℝ𝑚 → 𝑍2 оператор проектирования на 𝑍2 па-
раллельно 𝑌1.

Пусть 𝑌2 = Cl (span Im 𝑃𝑍2𝐹 ″(𝑥∗)[⋅]2). В общем
случае определим индуктивно

𝑌𝑖 = Cl (span Im 𝑃𝑍𝑖𝐹
(𝑖)(𝑥∗)[⋅]𝑖) ∈ 𝑍𝑖,

где 𝑍𝑖 –– замкнутое дополнение к подпространству
(𝑌1 ⊕ … ⊕ 𝑌𝑖−1) до 𝑅𝑚, 𝑖 = 2, … , 𝑝 и 𝑃𝑍𝑖 ∶ℝ𝑚 → 𝑍𝑖
оператор проектирования на 𝑍𝑖 параллельно
(𝑌1 ⊕ … ⊕ 𝑌𝑖−1), 𝑖 = 2, … , 𝑝. Окончательно 𝑌𝑝 = 𝑍𝑝.
Порядок 𝑝 выбирается как минимальное число,
для которого выполнено (8).

Определим следующие отображения

𝐹𝑖(𝑥)∶ℝ𝑛 → 𝑌𝑖, 𝐹𝑖(𝑥) = 𝑃𝑌𝑖𝐹(𝑥), 𝑖 = 1, … , 𝑝, (9)

где 𝑃𝑌𝑖 ∶ℝ𝑛 → 𝑌𝑖 –– оператор проектирования на 𝑌𝑖
параллельно (𝑌1 ⊕ … ⊕ 𝑌𝑖−1 ⊕ 𝑌𝑖+1 ⊕ … ⊕ 𝑌𝑝), 𝑖=1,
… , 𝑝. Тогда отображение 𝐹 может быть представ-
лено как 𝐹(𝑥) = 𝐹1(𝑥) +… + 𝐹𝑝(𝑥) (или как 𝐹(𝑥) =
= (𝐹1(𝑥), … , 𝐹𝑝(𝑥))).

Определение 1. Линейный оператор Ψ𝑝(ℎ) ∈
∈ L(ℝ𝑛, 𝑌1 ⊕ … ⊕ 𝑌𝑝), где ℎ ∈ ℝ𝑛, ℎ ≠ 0, определен-
ный как

Ψ(ℎ) = 𝐹 ′
1 (𝑥∗) + 𝐹 ″

2 (𝑥∗)[ℎ] +… + 𝐹 (𝑝)𝑝 (𝑥∗)[ℎ]𝑝−1,

называется 𝑝-фактор оператором, порожденным ℎ.
Рассмотрим следующий нелинейный оператор

Ψ𝑝[⋅]𝑝:

Ψ𝑝[𝑥]𝑝 = 𝐹 ′
1 (𝑥∗) + 𝐹 ″

2 (𝑥∗)[𝑥]2 +… + 𝐹 (𝑝)𝑝 (𝑥∗)[𝑥]𝑝.

Заметим, что Ψ𝑝[𝑥]𝑝 = Ψ𝑝(𝑥)[𝑥].
Определение 2. 𝑝-ядро оператора Ψ𝑝 определим

как множество

𝐻𝑝 = Ker 𝑝Ψ𝑝

такое, что

Ker 𝑝Ψ𝑝 = {ℎ ∈ ℝ𝑛 ∣Ψ𝑝[ℎ]𝑝 = 0}.

Заметим, что Ker 𝑝Ψ𝑝 =
𝑝

⋂
𝑘=1

Ker 𝑘𝐹 (𝑘)𝑘 (𝑥∗), где

Ker 𝑘𝐹 (𝑘)𝑘 (𝑥∗) = {ξ ∈ ℝ𝑛 ∣𝐹 (𝑘)𝑘 (𝑥∗)[ξ]𝑘 = 0}–– 𝑘-ядро
оператора 𝐹 (𝑘)𝑘 (𝑥∗)[⋅]𝑘.

Определение 3. Отображение 𝐹 называется
𝑝-регулярным в точке 𝑥∗ на элементе ℎ, если

Im Ψ𝑝(ℎ) = ℝ𝑚, ∀ℎ ∈ 𝐻𝑝(𝑥∗)/{0}.

Определение 4. Отображение 𝐹 называется
𝑝-регулярным в точке 𝑥∗, если оно 𝑝-регулярно на всех
ℎ ∈ 𝐻𝑝(𝑥∗)/{0} или 𝐻𝑝(𝑥∗) = {0}.

Замечание 1. В скалярном случае 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥),
𝑥 ∈ ℝ, 𝑚 = 1, условие 𝑝-регулярности функции 𝑓(𝑥)
в точке 𝑥∗ равносильно 𝑓 (𝑝)(𝑥∗) ≠ 0.

Обозначим через 𝑀(𝑥∗) = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∣𝐹(𝑥) =
= 𝐹(𝑥∗) = 0}. Тогда основным результатом теории
𝑝-регулярности является следующая теорема.

Теорема 2. Пусть 𝐹 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚, 𝐹(𝑥∗) = 0, 𝐹 ∈
∈ 𝐶𝑝+1(ℝ𝑛) и 𝐹-𝑝-регулярно в точке 𝑥∗. Тогда
∀ξ ∈ 𝑈ε(𝑥∗), где ε > 0 достаточно малое, существу-
ет отображение 𝑥(ξ)∶𝑈ε(𝑥∗) → ℝ𝑛 и независимая
константа 𝑐 > 0 такие, что 𝐹(ξ + 𝑥(ξ)) = 0,

dist (ξ, 𝑀(𝑥∗)) ≤ ∥𝑥(ξ)∥ ≤ 𝑐
𝑝

∑
𝑘=1

∥𝐹𝑘(ξ)∥𝑌𝑘

∥ξ − 𝑥∗∥𝑘−1

и

dist (ξ, 𝑀(𝑥∗)) ≤ ∥𝑥(ξ)∥ ≤ 𝑐
𝑝

∑
𝑘=1
∥𝐹𝑘(ξ)∥1/𝑘

∀ξ ∈ 𝑈ε(𝑥∗).

4. 𝑝-ФАКТОР МЕТОД РЕШЕНИЯ
ВЫРОЖДЕННЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ

УРАВНЕНИЙ
Рассмотрим уравнение (6) для случая, когда

𝐹(𝑥) вырождено в решении 𝑥∗. Принципиальная
схема 𝑝-фактор метода следующая:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − {𝐹 ′(𝑥𝑘) + 𝑃2𝐹 ″(𝑥𝑘)ℎ +…+
+𝑃𝑝𝐹 (𝑝)(𝑥𝑘)[ℎ]𝑝−1}−1 ⋅ (𝐹(𝑥𝑘) + 𝑃2𝐹 ′(𝑥𝑘)ℎ+

+… + 𝑃𝑝𝐹 (𝑝−1)(𝑥𝑘)[ℎ]𝑝−1) ,
(10)

𝑘 = 0, 1, …, 𝑃𝑖 = 𝑃𝑍𝑖, 𝑖 = 2, 3, … , 𝑝, и ℎ, ∥ℎ∥ = 1, вы-
бирается таким образом, чтобы 𝑝-фактор оператор
Ψ𝑝 был невырожден, что означает 𝑝-регулярность
отображения 𝐹 в точке 𝑥∗ на векторе ℎ. Для
𝑝-фактор метода (10) будет справедлива следующая
теорема.

Теорема 3. Пусть 𝐹 ∈ 𝐶𝑝+1(ℝ𝑛) и существует ℎ,
∥ℎ∥ = 1, такое, что 𝑝-фактор оператор Ψ𝑝 не вырож-
ден. Тогда для ∀𝑥0 ∈ 𝑈ε(𝑥∗), где ε > 0 достаточно ма-
лое, последовательность {𝑥𝑘}, определенная соотно-
шением (10), сходится к решению 𝑥∗ системы (6), при-
чем скорость сходимости будет квадратичной, т.е.

∥𝑥𝑘+1 − 𝑥∗∥ ≤ 𝑐∥𝑥𝑘 − 𝑥∗∥2, 𝑘 = 0, 1, … , (11)

где 𝑐 > 0 независимая константа.
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8 ЕВТУШЕНКО, ТРЕТЬЯКОВ

5. 𝑝-ФАКТОР МЕТОД ИНТЕРПОЛЯЦИИ
В данном разделе, мы покажем, как желаемая

точность (2) решения уравнения 𝑓(𝑥) = 0 в вы-
рожденном случае может быть получена с ис-
пользованием 𝑝-фактор метода интерполяции (или
𝑝-фактор интерполяции) вместо классического ме-
тода использования интерполяционных полино-
мов Ньютона (4)–(5) с целью нахождения прибли-
женного решения уравнения (1) с нужной точно-
стью. Отметим, что в этом случае 𝑝-фактор ме-
тод (10) будет следующим

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − (𝑓 ′(𝑥𝑘) +… + 𝑓 (𝑝)(𝑥𝑘)ℎ𝑝−1)−1

(𝑓(𝑥𝑘) +… + 𝑓 (𝑝−1)(𝑥𝑘)ℎ𝑝−1). (12)

Пусть 𝑓 ∈ 𝐶𝑝+1(ℝ) вырождена в решении 𝑥∗.
Для некоторого 𝑝 ∈ 𝑁, 𝑝 > 1 построим ассоцииро-
ванную с 𝑓(𝑥) 𝑝-фактор функцию 𝑓(𝑥) по формуле

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑓 ′(𝑥)[ℎ] +… + 𝑓 (𝑝−1)(𝑥)[ℎ]𝑝−1,

где ℎ ∈ 𝑅, ∣ℎ∣ = 1. Здесь все операторы 𝑃𝑖, 𝑖 = 2, … , 𝑝
из формулы (10) равны 1, так как мы имеем дело со
скалярным случаем и предполагаем вырождение до
𝑝-го порядка, т.е. 𝑓 ′(𝑥∗) = 0, … , 𝑓 (𝑝−1)(𝑥∗) = 0 и вы-
полнено условие 𝑝-регулярности функции 𝑓(𝑥)
в точке 𝑥∗, т.е. 𝑓 (𝑝)(𝑥∗) ≠ 0.

Подобно интеполяционному полиному Нью-
тона введем 𝑝-фактор интеполяционный полином
Ньютона

𝑊𝑛(𝑥) =
𝑛

∑
𝑘=0

α𝑘ω𝑘(𝑥),

где функции ω𝑘(𝑥) определены тем же способом,
как в формуле (4) и коэффициенты α𝑘, 𝑘 = 0, 1, … , 𝑛,
определяются соответственно как

α0 = [𝑦0] = 𝑓(𝑥0), [𝑦1] = 𝑓(𝑥1),
α1 = [𝑦0, 𝑦1] = [𝑦1] − [𝑦0]

𝑥1 − 𝑥0
,

⋯
α𝑛 = [𝑦0, … , 𝑦𝑛] =

[𝑦1, … , 𝑦𝑛] − [𝑦0, … , 𝑦𝑛−1]
𝑥𝑛 − 𝑥0

.

Теорема 4. Пусть уравнение 𝑓(𝑥) = 0 имеет ре-
шение 𝑥∗ ∈ (𝑎, 𝑏). Предположим, что 𝑓 ∈ 𝐶𝑝+1([𝑎, 𝑏])
и 𝑝-регулярна в точке 𝑥∗ на элементе ℎ ≠ 0, т.е.
𝑓 (𝑝)(𝑥∗) ≠ 0.

Пусть 𝑊𝑛(𝑥)–– 𝑝-фактор интерполяционный по-
лином Ньютона для функции 𝑓(𝑥) и ε = Δ > 0 доста-
точно малый шаг интерполяции.

Тогда уравнение 𝑊𝑛(𝑥) = 0 имеет решение 𝑥̃ ∈
∈ (𝑎, 𝑏) такое, что

∣𝑥∗ − 𝑥̃∣ ≤ 𝑐 ε2,

где 𝑐 > 0 –– независимая константа.

Доказательство. Доказательство с очевидностью
следует из теоремы 1, если заметить, что точка 𝑥∗
также является решением уравнения

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)+𝑓 ′(𝑥)[ℎ]+…+𝑓 (𝑝−1)(𝑥)[ℎ]𝑝−1 = 0, (13)

т.е. 𝑓(𝑥∗) = 0. Тогда по теореме 1 для функции
𝑓(𝑥) традиционный полином Ньютона будет как
раз 𝑊𝑛(𝑥). Причем 𝑓′(𝑥∗) ≠ 0, что следует из
𝑝-регулярности функции 𝑓(𝑥) в точке 𝑥∗. Значит по
теореме 1 существует решение 𝑥̃ уравнения (13), для
которого будет верна оценка ∣𝑥∗ − 𝑥̃∣ ≤ 𝑐ε2. Теорема
доказана.

Отметим, что при этом решения 𝑥∗ и 𝑥̃ локально
единстенные. Из этой теоремы вытекает

Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑥)∈𝐶𝑝+1([𝑎, 𝑏]), 𝑊𝑛(𝑥̃)=0,
𝑥̃ ∈ (𝑎, 𝑏) и 𝑓(⋅)–– 𝑝-регулярна в точке 𝑥̃ и ε = Δ > 0 ––
достаточно малое, причем 𝑓(𝑥̃) ≠ 0.

Тогда для некоторого достатоно малого 𝛿 > 0,
вообще говоря зависящего от ε, существует точка
𝑥∗ ∈ 𝑈𝛿(𝑥̃), являющаяся решением уравнения (1), т.е.
𝑓(𝑥∗) = 0, причем справедлива оценка (2).

Доказательство данного следствия аналогич-
но доказательству существования решения уравне-
ния 𝑓(𝑥) = 0 в окрестности точки 𝑥̃ (такой, что
𝑓(𝑥̃) достаточно малое) при выполнении условия
𝑝-регулярности 𝑓(𝑥) в точке 𝑥̃, и с использованием
теоремы 4 (см, например, [12]).

Пример 1 (продолжение). Чтобы применить
𝑝-фактор интерполяционный полином Ньютона
для нашего примера, определим функцию 𝑓(𝑥) для
𝑝 = 2 и ℎ = 1 как

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑓 ′(𝑥)[ℎ] + 𝑓 ″(𝑥)[ℎ]2 = 𝑥3 + 3𝑥2 + 6𝑥.

Теперь построим 𝑝-фактор интерполяционный по-
лином 𝑊1(𝑥). Используем тот же отрезок [𝑎, 𝑏], где
𝑥0 = 𝑎 = − 1

3 ε и 𝑥1 = 𝑏 = 2
3 ε. Определим коэффициен-

ты
α0 = 𝑓(𝑥0) = −

1
27

ε3 + 1
3

ε2 − 2ε

и

α1 =
𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0
= 1

3
ε2 + ε + 6.

Тогда 𝑝-фактор интерполяционный полином будет

𝑊1(𝑥) = α0 + α1(𝑥 − 𝑥0) =
= − 1

27
ε3 + 1

3
ε2 − 2ε + (1

3
ε2 + ε + 6)(𝑥 + 1

3
ε) =

= (1
3

ε2 + ε + 6)𝑥 + 2
27

ε3 + 2
3

ε2.

Следовательно

∣𝑊1(𝑥) − 𝑓(𝑥)∣ ≤ 𝑐ε, 𝑐 > 0,

где ε > 0 достаточно малое.
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Решая уравнение 𝑊1(𝑥) = 0, получаем

𝑥̃ = −
2
9 ε3 + 2ε2

ε2 + 3ε + 18
. Поэтому

∣𝑥̃ − 𝑥∗∣ = ∣
− 2

9 ε3 − 2ε2

ε2 + 3ε + 18
− 0∣ < ε2

6
,

и мы получим желаемую точность ∼ ε2 решения
уравнения 𝑓(𝑥) = 0.

Таким образом, сравнивая использование
инерполяционных полиномов 𝑊1(𝑥) и 𝑊1(𝑥) для
получения точности (2) решения 𝑥∗ уравнения (1)
для функции 𝑓(𝑥) примера 1, видно, что полином
𝑊1(𝑥) дает хорошую аппроксимацию функции
𝑓(𝑥), т.к.

∣𝑊1(𝑥) − 𝑓(𝑥)∣ ≈ ε3 ≤ 𝑐2ε, 𝑐2 > 0.

В то же время решение 𝑥 уравнения 𝑊1(𝑥) = 0 не
дает нужную точность ε2, т.к. ∣𝑥−𝑥∗∣ ≈ ε > 𝑐3ε2, 𝑐3 > 0.
Здесь все константы 𝑐2, 𝑐3 независимы от ε.

В свою очередь для 𝑝-фактор интерполяци-
онного полинома Ньютона 𝑊1(𝑥) аппроксимация
функции 𝑓(𝑥) будет порядка ∼ ε

∣𝑊1(𝑥) − 𝑓(𝑥)∣ ≈ ε

на отрезке 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. И для решения 𝑥̃ уравнения
𝑊1(𝑥) = 0 мы получаем нужный порядок аппрок-
симации по аргументу для решения 𝑥∗, т.е.

∣𝑥̃ − 𝑥∗∣ ≤ 1
6

ε2 ≈ ε2.

Таким образом такая точность не может быть по-
лучена с использованием классических интерполя-
ционных полиномов, что мы проиллюстрировали
на примере интерполяционного полинома Ньюто-
на, идея которого так или иначе используется при
построении интерполяционных полиномов для ап-
проксимации вырожденных функций.

В свою очередь, взяв в качестве 𝑥0 любую на-
чальную точку 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏] = [− 1

3 ε,− 2
3 ε], согласно схе-

ме (12), получим

𝑥1 = 𝑥0−(3𝑥2
0+6𝑥0+6)−1(𝑥3

0+3𝑥2
0+6𝑥0) ≤ 𝑐∣𝑥0−0∣2 ≈ ε2,

где 𝑐 > 0 –– независимая константа. То есть за один
шаг 𝑝-фактор метода получаем приближение 𝑥1 по-
рядка ε2, т.е. ∣𝑥1 − 0∣ ∼ ε2.

Для сравнения классический метод Ньютона

𝑥1 = 𝑥0 − (𝑓 ′(𝑥0))−1𝑓(𝑥0) =
2𝑥0

3
≤ 𝑐∣𝑥0 − 0∣

дает всего лишь точность порядка ∼ ε, если взять
𝑥0 = 𝑥0.
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10 ЕВТУШЕНКО, ТРЕТЬЯКОВ

𝑃-FACTOR INTERPOLATION OF SOLUTIONS OF AN EQUATION WITH A
DEGENERATE FUNCTION

Academician of the RAS Yu. G. Evtushenko𝑎, A. A. Tret’yakov𝑎,𝑏,𝑐

𝑎 Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia,
𝑏 Siedlce University, Faculty of Sciences, Siedlce, Poland,

𝑐 Systems Research Institute, Polish Academy of Sciences, Warsaw, Poland

The paper considers a new method of interpolation of nonlinear functions on a segment, the so-called
𝑝-factor interpolation method. It is shown using the example of Newton’s interpolation polynomial that
in the case of degeneration of the approximated function 𝑓(𝑥) in the solution, classical interpolation does
not provide the necessary accuracy for finding an approximate solution to the equation 𝑓(𝑥) = 0, in contrast
to the non-degenerate regular case. In turn, the use of 𝑝-factor interpolation polynomials for approximating
functions in order to obtain the desired approximate solution to the equation provides the necessary order
of accuracy in the argument during calculations. The obtained results are based on the constructions of the
theory of 𝑝-regularity and the apparatus of 𝑝-factor operators, effectively used in the study of degenerate
mappings.

Keywords: 𝑝-factor interpolation, polynomial, degeneracy, solution, 𝑝-regularity.
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В настоящей работе рассматривается процесс распространения сейсмических волн в полной
трехмерной постановке. Для описания напряженно-деформированного состояния геологическо-
го массива при проведении сейсмической разведки на практике широко используются акустиче-
ская и линейно упругая модели. Определяющие системы уравнений в частных производных обеих
механико-математических моделей являются линейными гиперболическими. Для построения вы-
числительного алгоритма их решения может быть использован сеточно-характеристический под-
ход. При этом важное место в многомерных задачах занимает использование метода расщепления
по направлениям. Однако, несмотря на применение расширенных пространственных шаблонов
для решения полученных одномерных задач, не удается сохранить достигнутый повышенный по-
рядок аппроксимации при построении итоговой трехмерной схемы. В настоящей работе предло-
жен подход, основанный на применении схем многостадийного операторного расщепления, поз-
воливший построить трехмерную сеточно-характеристическую схему третьего порядка аппрокси-
мации. Численно решен ряд верификационных задач.

Ключевые слова: математическое моделирование, сейсмические волны, гиперболические системы
уравнений, сеточно-характеристический метод, порядок аппроксимации, операторное расщепле-
ние.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Сейсмическая разведка является стандартным

методом поиска и разведки месторождений угле-
водородов. Открытие нетрадиционных месторож-
дений нефти и газа, характеризующихся чрезвы-
чайно сложной геологической структурой, выяви-
ло неприменимость существующих методик пло-
щадных измерений. Для разработки новых мето-
дик обработки полевых данных активно использу-
ется математическое моделирование процесса рас-
пространения сейсмических волн в геологических
средах. Оно позволяет генерировать достаточный
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объем синтетических сейсмических данных от гео-
логических моделей с заданной пространственной
структурой. В связи с этим актуальной задачей яв-
ляется разработка новых численных методов реше-
ния прямых волновых задач.

К настоящему времени значительные усилия
были приложены для разработки эффективных вы-
сокоточных вычислительных алгоритмов. Широко
используются на практике: метод конечных разно-
стей, конечных объемов, конечных и спектральных
элементов, разрывный метод Галеркина, сеточно-
характеристический метод [1–4]. Для получения
четких волновых картин при использовании рас-
четных сеток с числом узлов, ограниченным до-
ступными объемами оперативной памяти и вычис-
лительных ресурсов современных многопроцес-
сорных вычислительных систем, требуется исполь-
зование схем повышенного порядка аппроксима-
ции. Примерами построения схем третьего и чет-
вертого порядка аппроксимации являются рабо-
ты [5, 6].

Одним из способов построения вычислитель-
ных схем для решения линейных гиперболических
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систем уравнений, которыми описывается про-
цесс распространения сейсмических волн, являет-
ся сеточно-характеристический метод. В послед-
ние годы он был успешно применен для реше-
ния ряда практических задач, включающих рас-
пространение волн в средах с различной реологи-
ей, включая анизотропные, пористые флюидона-
сыщенные, упруговязкопластичные и трещинова-
тые [7–10]. Особенностью данного подхода явля-
ется простое построение явных схем повышенно-
го порядка аппроксимации на расширенном про-
странственном шаблоне для одномерных линей-
ных гиперболических задач. Подробное исследова-
ние диссипативных и дисперсионных свойств раз-
ностных схем для линейного уравнения переноса
представлено в работах [11, 12]. Однако, обобщение
одномерных расчетных схем на двумерный и трех-
мерный случаи требует специального рассмотре-
ния. Широко используемый метод пространствен-
ного расщепления [13, 14], в общем случае, не поз-
воляет сохранить достигнутый порядок аппрокси-
мации. Известные его модификации, такие как схе-
ма Стренга [15], ограничены вторым порядком по
времени.

Одним из подходов, активно применяемых
для построения схем повышенного порядка ап-
проксимации, является операторное расщепление
[16]. В работе [17] оно использовано для постро-
ения схемы третьего порядка аппроксимации
для параболической системы уравнений, опи-
сывающей электрофизиологическое поведение
сердца. В работе [18] схема многостадийного
операторного расщепления четвертого порядка
была успешно применена для моделирования
распространения сигнала в участке сердечной
мышцы. Ранее нами были построены двумер-
ные сеточно-характеристические схемы третьего
и четвертого порядка аппроксимации для акусти-
ческих и линейно упругих задач [19]. В настоящей
работе продолжается развитие данных идей, что
позволило построить новые трехмерные сеточно-
характеристические схемы для систем уравнений
акустики и изотропной линейно упругой сре-
ды. Проведенные серии расчетов подтвердили
достижение повышенного порядка аппроксима-
ции, совпадающего со степенью используемого
интерполяционного полинома.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

В настоящей работе для описания процесса
распространения сейсмических волн в геологи-
ческом массиве рассматриваются две механико-
математические модели сплошной среды: акусти-
ческая и изотропная линейно упругая.

Система уравнений акустики в отсутствие
внешних объемных сил может быть записана
в следующем виде [20]:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑉
𝜕𝑡
+ 1

ρ
∇𝑝 = 0⃗,

𝜕𝑝
𝜕𝑡
+ ρ𝑐2div𝑉 = 0.

(1)

Искомыми функциями координат и времени
являются вектор скорости частиц 𝑉 и отклоне-
ние давления 𝑝 относительно равновесного значе-
ния. Механическими параметрами среды являют-
ся: скорость распространения акустических волн 𝑐
и плотность ρ. Дифференциальная задача (1) до-
определяется необходимыми начальными и гра-
ничными условиями.

Система уравнений изотропной линейной
упругости в отсутствие внешних объемных сил
может быть записана в следующем виде [20]:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑉
𝜕𝑡
− 1

ρ
(∇ ⋅ ∥σ∥)𝑇 = 0⃗,

𝜕σ
𝜕𝑡
− λ∇⃗ ⋅ 𝑉 ∥𝐼∥ − μ ⋅ (∇⃗ × 𝑉 + (∇⃗ × 𝑉 )𝑇) = 0.

(2)

Искомыми функциями координат и времени
являются вектор скорости частиц 𝑉 и тензор напря-
жений Коши ∥σ∥, рассматриваемый относительно
равновесного значения. Механическими парамет-
рами среды являются параметры Ламе λ и μ и плот-
ность среды ρ. Отметим, что система (2) допускает
решения в виде плоских продольных и поперечных
волн, распространяющихся в заданном направле-
нии со скоростями 𝑐𝑝 =

√
λ+2μ

ρ и 𝑐𝑠 =
√

μ
ρ . Диффе-

ренциальная задача (2) также доопределяется необ-
ходимыми начальными и граничными условиями.

Обе рассмотренные модели описываются ли-
нейными системами уравнений в частных произ-
водных первого порядка гиперболического типа.

3. СЕТОЧНО-ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ
ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД

В настоящей работе будем использовать
сеточно-характеристический метод для построе-
ния численного решения описанных выше систем
уравнений. Для начала рассмотрим одномерную
линейную гиперболическую систему вида

𝑞𝑡 +𝐴𝑞𝑥 = 0⃗, (3)

где все искомые функции объединены в один век-
тор неизвестных 𝑞 (компоненты скорости 𝑉 и дав-
ление 𝑝 для акустической среды, компоненты ско-
рости 𝑉 и ∥σ∥ для изотропной линейно упругой мо-
дели). При этом матрица 𝐴 зависит только от пара-
метров среды. Отметим, что нижний индекс здесь

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 520 2024



ТРЕХМЕРНЫЕ СЕТОЧНО-ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ СХЕМЫ 13

обозначает операцию взятия частной производной
по соответствующей переменной.

В силу гиперболичности системы существуют
невырожденная матрица Ω, обратная к ней Ω−1

и диагональная матрица Λ такие, что справедли-
во равенство 𝐴 = Ω−1ΛΩ. Тогда, путем умножения
обеих частей уравнения (3) на матрицу Ω слева, ис-
ходная система уравнений преобразуется к набору
независимых линейных уравнений переноса с по-
стоянными коэффициентами относительно инва-
риантов Римана ω = Ω𝑞:

ω⃗𝑡 +Λω⃗𝑥 = 0⃗. (4)

Решение каждого линейного уравнения пере-
носа на следующем временном слое определяется
независимо при помощи полиномиальной интер-
поляции заданной степени по значениям на теку-
щем слое по времени на основе характеристическо-
го свойства линейного уравнения переноса:

ω𝑖(𝑥, 𝑡 + 𝑑𝑡) = ω𝑖 (𝑥 − λ𝑖 ⋅ 𝑑𝑡, 𝑡) . (5)

Здесь λ𝑖 обозначает один элемент матрицы Λ.
В данной работе использовалась широко приме-
няющаяся сеточно-характеристическая схема тре-
тьего порядка аппроксимации с интерполяцией
многочленом третьей степени на четырех узлах
пространственной сетки [21]. Условие устойчиво-
сти данной схемы может быть записано в виде
𝑑𝑡 < ℎ

max𝑖{∣λ𝑖∣}
, где ℎ –– шаг используемой простран-

ственной сетки. Более подробное описание мето-
дов данного класса можно найти в работах [22].

4. ОПЕРАТОРНОЕ РАСЩЕПЛЕНИЕ И
МНОГОМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ

Трехмерную линейную гиперболическую си-
стему уравнений можно представить в канониче-
ском виде

𝑞𝑡 +𝐴1𝑞𝑥 +𝐴2𝑞𝑦 +𝐴3𝑞𝑧 = 0⃗, (6)

причем справедливы равенства 𝐴𝑖 = Ω−1ΛΩ𝑖. Метод
расщепления по направлениям основан на после-
довательном решении одномерных задач, получен-
ных из исходной трехмерной задачи (6) в следую-
щем виде

𝑞𝑡 +𝐴1𝑞𝑥 = 0⃗, (7.1)

𝑞𝑡 +𝐴2𝑞𝑦 = 0⃗, (7.2)

𝑞𝑡 +𝐴3𝑞𝑦 = 0⃗. (7.3)

Однако, данный подход, обозначаемый далее
𝑋𝑌 𝑍 [13, 14], снижает порядок аппроксимации по
времени итоговой трехмерной схемы. Введем сле-
дующие обозначения: 𝑡(𝑛+1) = 𝑡(𝑛) + 𝑑𝑡, 𝑞(𝑛) –– зна-
чение вектора неизвестных в момент времени 𝑡(𝑛).

Общий алгоритм перехода на следующий времен-
ной слой для схем многостадийного операторного
расщепления из 𝑠 стадий записывается следующим
образом:

Для каждой стадии 1, … , 𝑠:
● вычислить решение задачи (7.1) через время

α 𝑑𝑡 𝑡 + α𝑖 ⋅ 𝑑𝑡;
● вычислить решение задачи (7.2) на шаге

𝑡 + β𝑖 ⋅ 𝑑𝑡;
● вычислить решение задачи (7.3) на шаге

𝑡 + γ𝑖 ⋅ 𝑑𝑡.
На каждом шаге данного алгоритма в качестве

начальных условий для одномерной расщепленной
задачи (7.1) используются значения, рассчитанные
на предыдущем дробном шаге.

Схемы многостадийного операторного расщеп-
ления однозначно представимы таблицами коэф-
фициентов α𝑖, β𝑖, γ𝑖. При этом должны быть выпол-
нены следующие условия: ∑𝑠

𝑖=1 α𝑖 = 1, ∑𝑠
𝑖=1 β𝑖 = 1,

∑𝑠
𝑖=1 γ𝑖 = 1. Они гарантируют, что после всех шагов

расщепления будет найдено решение задачи 6 в мо-
мент времени 𝑡+𝑑𝑡. Отметим, что к схемам данного
вида относится и простейшая схема расщепления
по направлениям 𝑋𝑌 𝑍. Для построения трехмер-
ной сеточно-характеристической схемы повышен-
ного порядка аппроксимации будем использовать
схему семистадийного операторного расщепления,
называемую далее 𝑌 7-4 [23]. В таблице 1 и табли-
це 2 представлены коэффициенты двух использо-
ванных в работе схем расщепления. В схеме 𝑌 7-4
особо отметим наличие отрицательных коэффици-
ентов, соответствующих отрицательным шагам по
времени. Для рассмотренных гиперболических за-
дач они выполнялись при помощи выбора коррект-
ного шаблона для полиномиальной интерполяции,
при этом характеристическое свойство (5) остается
верным для 𝑑𝑡 > 0 и для 𝑑𝑡 < 0.

Таблица 1. Коэффициенты схемы расщепления по направ-
лениям 𝑋𝑌 𝑍. Число стадий 𝑠 = 1.

Номер
стадии α𝑖 β𝑖 γ𝑖

1 1 1 1

В общем случае расчет 𝑠-стадийным алго-
ритмом расщепления увеличивает время расчета
в 𝑠 раз, при этом не требуя дополнительной памя-
ти и не снижая возможности параллелизации рас-
четного алгоритма. Выбранная нами в работе схема
𝑌 7-4 примечательна достаточно большим числом
шагов с нулевыми коэффициентами α𝑖, β𝑖, γ𝑖, кото-
рые не требуют проведения вычислений. Итоговое
увеличение времени расчета Υ при переходе от схе-
мы 𝑋𝑌 𝑍 к схеме 𝑌 7-4 может быть оценено исходя
из числа требуемых шагов по координатам и необ-
ходимости уменьшения шага по времени ввиду на-
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Таблица 2. Коэффициенты схемы операторного расщепле-
ния 𝑌 7-4. Число стадий 𝑠 = 7. Здесь φ1 =

1
2−21/3 , φ2 =

−21/3

2−21/3 .

Номер
стадии α𝑖 β𝑖 γ𝑖

1 0 0 φ1/2
2 0 φ1/2 0
3 φ1 φ1/2 (φ1 +φ2)/2
4 0 φ2/2 0
5 φ2 φ2/2 (φ1 +φ2)/2
6 0 φ1/2 0
7 φ1 φ1/2 φ1/2

личия коэффициентов α𝑖, β𝑖, γ𝑖 > 1. Таким образом,
Υ = 13

3 ∣α5∣ ≈ 7, 4 раза.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
В работе было проведено численное исследова-

ние порядка сходимости представленного вычис-
лительного алгоритма на тестовых задачах акусти-
ки и изотропной линейной упругости. На первом
этапе была решена модельная акустическая задача
в кубе [0, 𝑙]3 с периодическими граничными усло-
виями и начальным условием вида (см. рис. 1)

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) = sin(2π
𝑙

𝑥) sin(2π
𝑙

𝑦) sin(2π
𝑙

𝑧) ,

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0⃗.
(8)

Использовались следующие параметры: размер
области 𝑙 = 100 м, скорость распространения волн

𝑐 = 1500 м/с, плотность среды ρ = 1000 кг/м3, моде-
лируемое время 𝑇 = 0, 07 c. Для данной задачи из-
вестно аналитическое решение

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑇) = sin 𝑘𝑥 sin 𝑘𝑦 sin 𝑘𝑧 cos(2
√

3π𝑐
𝑙

𝑇) . (9)

Для численного исследования сходимости алго-
ритма была получена последовательность числен-
ных решений на измельчающихся в два раза по про-
странству сетках с уменьшающимся в два раза ша-
гом по времени 𝑑𝑡. Разница между численным ре-
шением и аналитическим решением определялась
по двум нормам: ∥𝑔∥𝐿1 = ∑𝑖 ∣𝑔𝑖∣ ⋅ ℎ3, ∥𝑔∥𝐿𝑖𝑛𝑓 = max𝑖 ∣𝑔∣.
Эмпирическая оценка порядка сходимости может
быть найдена по формуле 𝑝 = log2

𝐸2ℎ
𝐸ℎ

, где 𝐸ℎ –– нор-
ма разности аналитического решения и численно-
го, полученного на сетке с шагом ℎ. Для задачи
акустики ошибка вычислялась по значениям поля
давления. Полученные результаты для двух сопо-
ставляемых схем расщепления приведены в табли-
цах 3 и 4 и на рис. 1. Они подтверждают достижение
третьего порядка сходимости предложенной в ра-
боте многостадийной схемой.

На втором этапе были проведены тесты на
задаче о плоской сейсмической волне, распро-
страняющейся в среде в направлении заданного
вектора 𝑛 = (3/4;

√
3/4; 1/2), (∣𝑛∣ = 1), не совпадаю-

щем с осями расчетной сетки. Волна была задана
в виде начального условия в полосе шириной
𝑙 = 200 м с формой импульса 𝑓 = sin4 (πξ/𝑙) , что
обеспечивает достаточную гладкость решения
во всей расчетной области. Для уравнений аку-
стики рассматривалась только продольная волна

Таблица 3. Результаты исследования сходимости для схемы с расщеплением 𝑋𝑌 𝑍 на модельной акустической задаче с пе-
риодическими граничными условиями.

Шаг сетки h, м Ошибка по
норме L1

Ошибка по
норме Linf

Порядок по L1 Порядок по Linf

10.000 2.1787e+04 8.0364e-02 – –
5.000 4.7420e+03 1.8841e-02 2.200 2.093
2.500 1.0009e+03 3.9032e-03 2.244 2.271
1.250 2.2377e+02 8.6861e-04 2.161 2.168
0.625 5.2523e+01 2.0363e-04 2.091 2.093

Таблица 4. Результаты исследования сходимости для схемы с расщеплением 𝑌 7-4 на модельной акустической задаче с пе-
риодическими граничными условиями.

Шаг сетки h, м Ошибка по
норме L1

Ошибка по
норме Linf

Порядок по L1 Порядок по Linf

10.000 3.3676e+04 1.2422e-01 – –
5.000 5.5839e+03 2.2186e-02 2.592 2.485
2.500 7.3416e+02 2.8631e-03 2.927 2.954
1.250 9.2680e+01 3.5977e-04 2.986 2.992
0.625 1.1609e+01 4.5027e-05 2.997 2.998
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Рис 1. (слева) Начальное распределение давления, сечение плоскостью 𝑍 = 𝑙/2; (справа) Зависимости ошибок численного
решения от шага сетки по двум нормам.

(скорость распространения волн 𝑐 = 3000 м/с,
плотность среды ρ = 2000 кг/м3), для уравнений
упругости –– продольная и поперечная волны
(скорость распространения продольных волн
cP = 3000 м/с, скорость распространения по-
перечных волн cS = 2000 м/с, плотность среды
ρ = 2000 кг/м3). Начальное распределение давле-
ния в акустической модели приведено на рис. 2.
Для указанных задач известно аналитическое
решение. Оно является соответствующей плоской
волной, переместившейся в направлении 𝑛 на
расстояние 𝑐𝑇, где 𝑐 –– скорость распространения
волны (продольной или поперечной), 𝑇 –– моде-
лируемое время. В настоящей работе было задано
значение 𝑇 = 0, 342 c. Ошибка измерялась только
в подобласти, не подверженной влиянию гранич-
ных условий (использовались условия нулевых
нормальных производных решения, задаваемые
с помощью процедуры константой экстраполя-

ции [24]), по давлению в акустическом случае и по
норме (абсолютному значению) вектора скоро-
сти в упругом случае. Результаты проведенного
исследования приведены в таблицах 5–8. Анализ
полученных результатов подтверждает достиже-
ние построенной трехмерной расчетной схемой
третьего порядка сходимости.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе рассмотрен процесс распространения

сейсмических волн в полной трехмерной постанов-
ке. Для описания динамического поведения геоло-
гической среды предложено использовать модели
акустической и линейно упругой среды. Построена
трехмерная сеточно-характеристическая схема по-
вышенного порядка аппроксимации. Для преодо-
ления снижения порядка аппроксимации по вре-
мени при использовании метода расщепления по
направлениям использована схема семистадийно-

Рис 2. (слева) Начальное пространственное распределение давления для акустической задачи о плоской волне; (справа)
Значение давления вдоль направления распространения плоской волны.
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Таблица 5. Результаты исследования сходимости схемы с расщеплением 𝑋𝑌 𝑍 на акустической модели для задачи о плоской
волне.

Шаг сетки h, м Ошибка по
норме L1

Ошибка по
норме Linf

Порядок по L1 Порядок по Linf

20.0 1.2020e+14 9.2584e+05 – –
10.0 2.5820e+13 2.1538e+05 2.219 2.104
5.0 4.9065e+12 4.1034e+04 2.396 2.392
2.5 1.0578e+12 8.9723e+03 2.214 2.193

Таблица 6. Результаты исследования сходимости схемы с расщеплением 𝑌 7-4 на акустической модели для задачи о плоской
волне.

Шаг сетки h, м Ошибка по
норме L1

Ошибка по
норме Linf

Порядок по L1 Порядок по Linf

20.0 1.7491e+14 1.2528e+06 – –
10.0 3.8779e+13 3.0912e+05 2.173 2.019
5.0 5.6381e+12 4.4184e+04 2.782 2.807
2.5 7.1806e+11 5.6125e+03 2.973 2.977

Таблица 7. Результаты исследования сходимости схемы с расщеплением 𝑌 7-4 на продольной волне в модели линейной упру-
гости.

Шаг сетки h, м Ошибка по
норме L1

Ошибка по
норме Linf

Порядок по L1 Порядок по Linf

20.0 3.5278e+07 2.4774e-01 – –
10.0 8.6496e+06 6.8802e-02 2.028 1.848
5.0 1.2884e+06 1.0406e-02 2.747 2.725
2.5 1.6570e+05 1.3288e-03 2.959 2.969

Таблица 8. Результаты исследования сходимости схемы с расщеплением 𝑌 7-4 на поперечной волне в модели линейной упру-
гости.

Шаг сетки h, м Ошибка по
норме L1

Ошибка по
норме Linf

Порядок по L1 Порядок по Linf

20.0 1.2527e+07 3.7558e-01 – –
10.0 2.8498e+06 1.0074e-01 2.136 1.898
5.0 4.1124e+05 1.5812e-02 2.793 2.672
2.5 5.2117e+04 1.9898e-03 2.980 2.990

го операторного расщепления. На задачах о рас-
пространении плоских продольных и поперечных
волн эмпирически подтверждено достижение заяв-
ленного порядка сходимости. Отметим, что сниже-
ние при этом скорости расчетов в Υ ≈ 7, 4 раз со-
ответствует измельчению расчетной сетки пример-
но в 1,6 раз при использовании схемы расщепле-
ния 𝑋𝑌 𝑍. Таким образом, применение построен-
ной схемы при решении задач на подробных рас-
четных сетках обосновано.

В данной работе авторами не исследовался во-
прос возможности повышения порядка аппрокси-
мации трехмерной схемы выше третьего. Однако,
представляется возможным развитие представлен-
ного подхода с использованием схем многостадий-

ного операторного расщепления с большим чис-
лом стадий. Отметим также, что сохранение поряд-
ка аппроксимации не только во внутренних точках
расчетной области, но и на ее границе, также явля-
ется важным свойством расчетных схем. Вероятно,
исследование данного вопроса может являться на-
правлением дальнейших исследований.
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ные дискуссии по схемам многостадийного опера-
торного расщепления.
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THREE-DIMENSIONAL GRID CHARACTERISTIC SCHEMES OF HIGH
ORDER OF APPROXIMATION
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𝑎 Moscow Institute of Physics and Technology (National Research University), Dolgoprudny, Moscow Region, Russia
𝑏 Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia

𝑐 IPS Academy, Institute of Engineering and Science, Indore, India

This paper examines the process of the seismic wave propagation in a full three-dimensional case. To de-
scribe the stress-strain state of a geological medium during seismic exploration, acoustic and linear elastic
models are widely used in practice. The governing systems of partial differential equations of both models
are linear hyperbolic. To construct a computational algorithm for solving them, a grid-characteristic ap-
proach can be used. In this case, an important question in multidimensional problems relates to the use
of the splitting method. However, despite the use of extended spatial stencils to solve the resulting one-
dimensional problems, it is not possible to preserve the achieved approximation order when constructing
the final three-dimensional scheme. In this paper, we propose an approach based on the multi-stage oper-
ator splitting schemes, which made it possible to construct a three-dimensional grid-characteristic scheme
of the third approximation order. Given verification problems were solved numerically.

Keywords: mathematical modeling, seismic waves, hyperbolic systems of equations, grid-characteristic
method, order of approximation, operator splitting.
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1. РЕШЕТОЧНОЕ УРАВНЕНИЕ БОЛЬЦМАНА
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОЙ АНИЗОТРОПНОЙ

ДИФФУЗИИ
В задачах, связанных с удалением шумов на

изображениях, часто применяется нелинейное
анизотропное уравнение диффузии (для двух
пространственных переменных) [1]

𝜕𝐼
𝜕𝑡
= ∇(𝔇∇𝐼), (1)

где 𝐼 = 𝐼(𝑡, x) ≥ 0, x = (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 –– интенсивность
серого цвета, 𝔇 есть симметричная положитель-
но определенная 2 × 2 матрица, элементы кото-
рой являются функциями от градиента 𝐼, то есть
𝔇 =𝔇(∇𝐼).

Рассмотрим решеточное уравнение Больцмана
для пяти дискретных скоростей с множественными
временами релаксации [2]

f(𝑡 +Δ𝑡, x + cΔ𝑡) − f(𝑡, x) = Δ𝑡M−1SM(feq − f), (2)

где f = (𝑓1, … , 𝑓5)𝑇 есть вектор, состоящий из функ-
ций распределения 𝑓𝑖 ≥ 0, соответствующих дис-
кретным скоростям c ≡ (c1, … c5), векторы ci сле-
дующие: c1 = (0, 0), c2,3 = (±1, 0)𝑐, c4,5 = (0, ±1)𝑐, где
𝑐 = Δ𝑥/Δ𝑡 > 0 –– постоянная величина, Δ𝑥 –– рассто-
яние между узлами решетки, Δ𝑡 –– шаг по време-
ни. Также feq есть состояние локального равнове-
сия, в случае диффузии (без адвекции) все элемен-

1Федеральный исследовательский центр “Информатика
и управление” Российской Академии Наук, Москва, Россия

*E-mail: oilyin@gmail.com

ты вектора feq равны 1
5 𝐼 = 1

5 ∑𝑖 𝑓𝑖. Матрица M разме-
ра 5×5 преобразует функции распределения 𝑓𝑖 в мо-
менты, матрица S отвечает за релаксацию момен-
тов, M−1 преобразует моменты в функции распре-
деления. Матрицы M, S−1 имеют следующий вид

M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1 1
0 1 −1 0 0
0 0 0 1 −1
4 −1 −1 −1 −1
0 1 1 −1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

S−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

τ1 0 0 0 0
0 τ𝑥𝑥 τ𝑥𝑦 0 0
0 τ𝑥𝑦 τ𝑦𝑦 0 0
0 0 0 τ4 0
0 0 0 0 τ5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

где элементы S−1 есть времена релаксации, кото-
рые зависят от ∇𝐼, их явный вид обсуждается ниже.
Важно отметить, что строки матрицы M есть взаим-
но ортогональные вектора, то есть получающиеся
моменты ортогональны (но не ортонормированы)
относительно стандартного скалярного произведе-
ния

⟨a, b⟩ = aT ⋅ b =
5

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖,

где a, b –– векторы из пяти элементов. Момент, соот-
ветствующий первой строке, то есть ∑𝑖 𝑓𝑖 отвечает
концентрации, моменты, соответствующие второй
и третьей строке есть ∑𝑖 𝑓𝑖𝑐𝑖,𝑥 и ∑𝑖 𝑓𝑖𝑐𝑖,𝑦, они явля-
ются плотностями потока.
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Теорема 1. Выполняется следующее равенство

M−1S−1M =MTS̃−1M,

где S̃−1 есть блочно-диагональная матрица

S̃−1=𝑑𝑖𝑎𝑔(1
5

τ1,
1
2
T ,

1
20

τ4,
1
4

τ5) , T = [τ𝑥𝑥 τ𝑥𝑦
τ𝑥𝑦 τ𝑦𝑦

] . (3)

Доказательство. Строки матрицы M ортого-
нальны, то есть ∑𝑠 𝑀𝑖𝑠𝑀𝑗𝑠 = 𝐷𝑖𝑗, где 𝐷 есть
диагональная матрица D = 𝑑𝑖𝑎𝑔(5, 2, 2, 20, 4), то
есть MMT = D, следовательно, M−1 =MTD−1. Та-
ким образом, M−1S−1M =MTD−1S−1M. Отметим,
что диагональные элементы на второй и третьей
строках матрицы D−1 одинаковы и равны 1/2,
при умножении D−1S−1 подматрица T (форму-
ла (3)) умножается на 1/2, в результате получаем
D−1S−1 = S̃−1, где S̃−1 задается формулой (3).

Отметим, что для решеточных моделей Больц-
мана для уравнений диффузии [3] (диффузии-
адвекции) имеется только один интеграл столкно-
вения (закон сохранения массы) ∑𝑖(𝑓

𝑒𝑞
𝑖 − 𝑓𝑖) = 0,

если требуется учесть адвекцию, то скорость вклю-
чается в состояние локального равновесия 𝑓 𝑒𝑞

𝑖 как
дополнительный параметр, причем ∑𝑖 𝑓 𝑒𝑞

𝑖 𝑐𝑖 = 𝐼𝑢, но
в общем случае ∑𝑖 𝑓𝑖𝑐𝑖 ≠ 𝐼𝑢 .

Для того чтобы показать, что модель (2) опи-
сывает в некотором пределе уравнение диффу-
зии (1) необходимо ввести характерные масшта-
бы размерных переменных и безразмерный малый
параметр. Если 𝐼(𝑡, x) известно в момент време-
ни 𝑡 и в точке x, то локальный (в окрестности 𝑡
и x) характерный масштаб длины 𝐻 можно опре-
делить как 𝐻 = 𝐼/∣∇𝐼∣, характерный масштаб вре-
мени 𝑇 зададим выражением 𝑇 =𝐻/𝑐, вспоминая,
что 𝑐 = Δ𝑥/Δ𝑡, получаем 𝑇 = (𝐻/Δ𝑥)Δ𝑡. Величину 𝐻
можно считать характерным размером объекта на
изображении, считаем, что данный объект хоро-
шо разрешается пространственной решеткой для
уравнения (2), то есть Δ𝑥 ≪ 𝐻, таким образом мож-
но ввести малый параметр ε = Δ𝑥/𝐻, являющийся
аналогом числа Кнудсена в кинетической теории.
Считаем, что f зависит от безразмерных временной
и пространственной переменных 𝑡1 = 𝑡/𝑇, x1 = x/𝐻.
Кроме того, считаем, что f зависит от безразмер-
ного времени разных масштабов: 𝑡1 (быстрая вре-
менная переменная), 𝑡2 = ε𝑡1 (медленная времен-
ная переменная). Можно также вводить еще бо-
лее медленные временные масштабы 𝑡3 = ε2𝑡1 и т.д.,
но они не влияют на результаты, поэтому не бу-
дут рассматриваться. С использованием безразмер-
ных переменных функции распределения f(𝑡, x),
f(𝑡 +Δ𝑡, x + cΔ𝑡) запишутся в виде

f(𝑡, x) = f(𝑡1, 𝑡2, x1),
f(𝑡 +Δ𝑡, x + cΔ𝑡) = f(𝑡1 + ε, 𝑡2 + ε2, x1 + eε),

где e = c/𝑐. Тогда уравнение (2) принимает вид

f(𝑡1 + ε, 𝑡2 + ε2, x1 + eε) − f(𝑡1, 𝑡2, x1) =
= Δ𝑡M−1SM(feq − f).

(4)

Рассмотрим разложение Чепмена-Энскога по ма-
лому параметру ε

f = feq + εf(1) + ε2f(2) +… , (5)

где сумма всех элементов векторов f(n), 𝑛 > 0 равна
нулю, то есть

⟨1, f(n)⟩ =∑
𝑖

𝑓 (𝑛)𝑖 = 0, 𝑛 > 0, (6)

где 1 ≡ (1, 1, 1, 1, 1), отсюда также сразу следует, что
∑𝑖 𝑓𝑖 =∑𝑖 𝑓 𝑒𝑞 = 𝐼. Покажем, что в пределе малых чи-
сел Кнудсена ε уравнение (4) эквивалентно уравне-
нию (1). Рассмотрим разложение в ряд Тейлора ле-
вой части уравнения (4), вместе с выражением (5)
уравнение (4) запишется в виде

ε(𝜕𝑡1 + ε𝜕𝑡2 + (𝑒,∇x1))(feq + εf(1) + ε2f(2) +…)+

+ε2

2
(𝜕𝑡1 + ε𝜕𝑡2 + (𝑒,∇x1))2(feq + εf(1) + ε2f(2) +…)+
+… = −Δ𝑡M−1SM(εf(1) + ε2f(2) +…),

(7)
где (𝑒,∇x1) = ex𝜕𝑥1+ey𝜕𝑦1. Cоберем члены с одинако-
выми степенями ε в уравнении (7). Слагаемые, сто-
ящие при ε1, дают следующие уравнения

𝜕𝑡1f
eq + (𝑒,∇x1)feq = −Δ𝑡M−1SMf(1). (8)

Вначале просуммируем уравнения в (8), отметим,
что ∑𝑖(𝑒𝑖, ∇x1)𝑓 𝑒𝑞

𝑖 = (1/5)∑𝑖(𝑒𝑖, ∇x1)𝐼 = 0, в си-
лу симметрии дискретных скоростей ei = ci/𝑐. Ис-
пользуя равенство M−1 =MTD (доказательство тео-
ремы 1) правая часть (8) может быть переписана
в виде Δ𝑡MTDSMf(1). Тогда сумму правых частей (8)
можно записать в виде скалярного произведения
Δ𝑡⟨M1, DSMf(1)⟩, 1 ≡ (1, 1, 1, 1, 1), при этом M1 есть
вектор, у которого ненулевым является только пер-
вый элемент, тогда как из (6) следует, что у векто-
ра Mf(1) и, следовательно, DSMf(1) первый элемент
равен нулю, тогда рассматриваемое скалярное про-
изведение равно нулю. В результате получаем, что
𝜕𝑡1f

eq = 0, а также

f(1) = −Δ𝑡−1𝑀−1𝑆−1𝑀(𝑒,∇x1)feq. (9)

Очевидно, что 𝜕𝑡1f
(1) = 0.

Соберем члены, стоящие при ε2, получаем урав-
нения

𝜕𝑡2f
eq + (𝑒,∇x1)f(1) +

1
2
(𝑒,∇x1)2feq =

= −Δ𝑡M−1SMf(2).
(10)
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Просуммируем уравнения в (10), используя (9)
и теорему 1, получаем

𝜕𝑡2𝐼 −
1
5

Δ𝑡−1∇𝑥1⟨Mex, S̃−1M(ex∇𝑥1 + ey∇𝑦1)𝐼⟩−

−1
5

Δ𝑡−1∇𝑦1⟨Mey, S̃−1M(ex∇𝑥1 + ey∇𝑦1)𝐼⟩+

+1
5
(∇2

𝑥1
+∇2

𝑦1
)𝐼 = 0.

(11)

Отметим, что в силу ортогональности строк мат-
рицы M вектор Mex (или Mey) имеет ненуле-
вым только второй (или третий) элемент, то есть
Mex = (0, 2, 0, 0, 0)𝑇, Mey = (0, 0, 2, 0, 0)𝑇. Используя
явную форму матрицы S̃−1 (формула (3)) мож-
но заметить, что на скалярные произведения ⟨, ⟩
в (11) влияет только подматрица T , например
⟨Mex, S̃−1Mey⟩ = 2τ𝑥𝑦, в результате (11) запишется
в виде

𝜕𝑡2𝐼 =
2
5

Δ𝑡−1∇x1T ∇x1𝐼 − 1
5
∇2

x1
𝐼. (12)

Возвращаясь к исходным размерным переменным,
уравнение (12) принимает вид

𝜕𝑡𝐼 =
2𝑐2

5
∇T ∇𝐼 − 𝑐2Δ𝑡

5
2𝐼. (13)

Вводя обозначение 𝔇 = 2𝑐2

5 (T −
Δ𝑡
2 𝑖𝑑), где 𝑖𝑑 есть

единичная диагональная матрица, получаем из (13)
уравнение (1), считается, что T = T (∇𝐼), нахожде-
нию явного вида матрицы T посвящен следующий
параграф.

2. ЗАДАЧИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ
ИЗОБРАЖЕНИЙ

Решеточные уравнения Больцмана часто нахо-
дят применения в задачах обработки изображений,
в частности, рассматривалось применение данного
метода для шумоподавления на основе нелинейной
диффузии типа Перона––Малик [4–7], уравнения
Аллена––Кана [8, 9]. Решеточные уравнения Больц-
мана могут применяться в алгоритмах построения
Гауссовых пирамид и распознавание объектов [10].
В настоящей работе рассматриваются задача кор-
рекции контуров (edge enhancement) на изображе-
ниях с шумом на основе модели (2) с непостоянны-
ми временами релаксации. В отличие от предыду-
щих исследований [4–7], где рассматривались ре-
шеточные уравнения Больцмана для нелинейных
изотропных уравнений диффузии, настоящая мо-
дель описывает процесс нелинейной анизотропной
диффузии, то есть оказывается возможным управ-
лять направлением диффузионного потока −𝔇∇𝐼,
который в общем случае не коллинеарен градиенту
интенсивности цвета.

Следуя предыдущим результатам [11, 1], введем
тензор структуры, который в общем случае имеет
вид

𝐽 = [𝑗𝑥𝑥 𝑗𝑥𝑦
𝑗𝑥𝑦 𝑗𝑦𝑦

] ,

где 𝑗𝑎𝑏 = 𝐺ρ ∗ (∇𝑎𝐼σ∇𝑏𝐼σ), 𝑎, 𝑏 = 𝑥, 𝑦, кроме то-
го 𝐺ρ есть Гауссов фильтр со стандартным от-
клонением ρ > Δ𝑥, также 𝐼σ интенсивность се-
рого цвета дополнительно сглаженная Гауссовым
фильтром 𝐺σ с маленьким стандартным откло-
нением σ ≤ Δ𝑥, Δ𝑥 –– межпиксельное расстоя-
ние. Если отказаться от дополнительного сглажи-
вания 𝐺σ, то можно аппроксимировать градиент
∇𝐼 следующим способом. Используя (9) и возвра-
щаясь к размерным переменным, можно выпи-
сать в явном виде выражения для компонент 𝑓 (1)𝑖 ,
а именно, 𝑓 (1)0 = 0, 𝑓 (1)2,3 = ∓(𝑐/5)(τ𝑥𝑥∇𝑥𝐼 + τ𝑥𝑦∇𝑦𝐼),
𝑓 (1)4,5 = ∓(𝑐/5)(τ𝑥𝑦∇𝑥𝐼 + τ𝑦𝑦∇𝑦𝐼). Отметим, что из раз-
ложения Чепмена––Энскога следует, что 𝑓 − 𝐼/5 ап-
проксимирует 𝑓 (1) с точностью до ε2, т.е. с вторым
порядком точности по пространству Δ𝑥2. Тогда

∇𝑥𝐼 ≈ 5𝑐−1 det(T )−1((𝑓3 − 𝐼/5)τ𝑦𝑦 − (𝑓5 − 𝐼/5)τ𝑥𝑦),
∇𝑦𝐼 ≈ 5𝑐−1 det(T )−1((𝑓3 − 𝐼/5)τ𝑥𝑦 − (𝑓5 − 𝐼/5)τ𝑥𝑥).

Матрица 𝔇 в уравнении (1) вычисляется на
основе 𝐽. Собственные значения матрицы 𝐽 есть
μ1,2 = 1

2(Tr(𝐽)±
√

Tr(𝐽)2 − det(𝐽)2). Величины μ1,2,
вычисленные в точке (𝑥, 𝑦), определяют макси-
мальные и минимальные изменения интенсивно-
сти в окрестности точки (𝑥, 𝑦) радиуса ρ, соот-
ветствующие собственные вектора определяют на-
правления максимального и минимального изме-
нения интенсивности. Собственные векторы 𝔇
должны быть параллельны собственным векто-
рам 𝐽, собственные значения λ1,2 матрицы 𝔇 вы-
числяются с помощью μ1,2

λ1 =
1

1 + (μ1/𝐾)2
, λ2 = 1, (14)

следуя предыдущим исследованием [5] опреде-
лим 𝐾 = 0.9(𝑁𝑥𝑁𝑦)−1 ∑𝑥𝑦∣∇𝑢∣, где 𝑁𝑥𝑁𝑦 –– разреше-
ние изображения, элементы матрицы 𝔇 следую-
щие

𝐷𝑥𝑥 = λ1 cos2(α) + λ2 sin2(α),
𝐷𝑦𝑦 = λ2 cos2(α) + λ1 sin2(α),
𝐷𝑥𝑦 = (λ1 − λ2) cos(α) sin(α),

(15)

где единичный вектор (cos(α), sin(α)) вычисляется
из условия параллельности вектору с координатами
(2𝑗𝑥𝑦, 𝑗𝑦𝑦−𝑗𝑥𝑥+

√
(𝑗𝑦𝑦 − 𝑗𝑥𝑥)2 + 4𝑗2

𝑥𝑦). По своему смыс-
лу диффузионный процесс, определяемый матри-
цей (15), сглаживает интенсивность цвета вдоль

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 520 2024



22 ИЛЬИН

контуров объектов на изображении (λ2 = 1), диф-
фузия в направлении перпендикулярном контуру
(зависит от λ1) сглаживает интенсивность цвета, ес-
ли μ1 < 𝐾 и увеличивает градиент цвета при μ1 > 𝐾.
Реализация диффузионного процесса (1) на осно-
ве модели (2) следующая. Если в определенный мо-
мент времени известны 𝑓𝑖, то элементы 𝔇, задава-
емые (15), определяют времена релаксации, входя-
щие в матрицу T , формула (13) и 𝔇 = 2𝑐2

5 (T −
Δ𝑡
2 𝑖𝑑).

Градиенты интенсивности ∇𝑥𝐼, ∇𝑦 могут быть ап-
проксимированы неравновесными частями функ-
ции распределения 𝑓𝑖 − 𝐼/5. Отметим, что време-
на релаксации τ1, τ4, τ5 не влияют на итоговое урав-
нение (13), в численном эксперименте они берут-
ся равными 1. На границах ставятся условия Ней-
мана: (𝑛,𝔇∇𝐼) = 0 (скалярное произведение в дву-
мерном пространстве), где 𝑛 внешняя нормаль. Ре-
ализация условий Неймана для используемой ре-
шеточной модели Больцмана следует статье [2]. Ре-
зультаты применения модели (2) представлены на
рис.1. В первом случае рассматривается удаление
спекл шума с стандартным отклонением 0.05 на
синтетическом изображении (а. исходное изобра-
жение, b. изображение с добавлением шума, c. при-
менение модели к изображению с шумом в момент
времени 𝑡 = 50, также Δ𝑡 = 0.1, Δ𝑥 = 1, σ = 1, гаус-
сов фильтр 𝐺ρ для структурного тензора не приме-
няется), во втором случае рассматривается удале-
ние гауссового шума с стандартным отклонением
0.05 (d. исходное изображение, e. изображение с до-
бавлением шума, f. применение модели к изобра-
жению с шумом в момент времени 𝑡 = 50; σ = 0.5,
остальные параметры такие же, как и в предыду-
щем случае).

Рис 1

Можно заключить, что рассматриваемый алго-
ритм достаточно эффективно восстанавливает ис-
ходное изображение, в частности, искажение кон-
туров наблюдается преимущественно в окрестно-
сти углов (излишнее сглаживание).

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе рассматривается метод си-

муляции анизотропной и нелинейной диффузии
в приложении к задачам восстановления зашум-
ленных изображений на основе решеточных урав-
нений с множественными временами релаксации.
В отличие от ранее рассмотренных моделей в на-
стоящем исследовании времена релаксации непо-
стоянны и являются функциями от макроскопи-
ческих величин (интенсивность цвета) и их про-
изводных. Это свойство дает возможность изме-
нять диффузионный поток −𝔇∇𝐼 по разному в раз-
ных точках изображения, что позволяет реализо-
вать процесс сглаживания изображения в областях
с шумом и процесс обратной диффузии в областях
с контурами (усиление границ). Рассмотрен про-
цесс удаления спекл и гауссового шума на тестовых
изображениях.

В качестве направлений для будущих исследо-
ваний можно отметить задачи усиления когерент-
ности (coherence enhancing) на изображениях с при-
менением решеточных уравнений Больцмана [11].
Также представляет интерес сравнение пиковых со-
отношений сигнал/шум в задачах удаления шумов
на изображениях (например, медицинских изоб-
ражениях, полученных в результате компьютерной
томографии), полученных с применением реше-
точных уравнений Больцмана для анизотропной
диффузии и численных методов для уравнения Пе-
рона––Малик, нахождение оптимального времени
остановки диффузионного алгоритма.
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It is shown that the multiple non-constant relaxation time lattice Boltzmann equation for five discrete ve-
locities is equivalent to the nonlinear anisotropic diffusion equation. The application of the proposed model
to speckle and gaussian noise removal problem is considered.

Keywords: lattice Boltzmann equations, nonlinear anisotropic diffusion.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В работе изучается асимптотическое поведе-

ние решений уравнений типа Эмдена––Фаулера
(см. [1])

𝑦″(𝑥) −𝑄(𝑥) ∣𝑦(𝑥)∣λ sign 𝑦(𝑥) = 0, (1)

где коэффициент 𝑄(𝑥) > 0 при 𝑥 ∈ ℝ+ и параметр
λ > 1. Всюду в дальнейшем будем рассматривать
класс уравнений (1), для которых выполняется
условие

∫
∞
{ ∣𝑄″(𝑥)∣𝑄(𝑥)−(λ+5)/(λ+3)+

+𝑄′(𝑥)2𝑄(𝑥)−(2λ+8)/(λ+3)} 𝑑𝑥 <∞,
(2)

и, как следствие этого,

∫
∞

𝑄(𝑥)2/(λ+3)𝑑𝑥 =∞
lim
𝑥→∞

𝑄′(𝑥)𝑄(𝑥)−(λ+5)/(λ+3) = 0.

Сходимость интеграла (2) в случае λ = 1 — извест-
ное условие существования у соответствующего
уравнения (1) ВКБ-решений (см. [2, 3]) с асимпто-
тиками 𝑄(𝑥)−1/4 exp(±∫

𝑥

0

√
𝑄(𝑡)𝑑𝑡) при 𝑥→∞.

Согласно [4] (теоремы 1 и 4), если
lim inf

𝑥→∞
𝑄(𝑥)𝑥λ+1 > 0, то при фиксированном 𝑦(0) > 0

уравнение (1) имеет единственное определенное
на ℝ+ ограниченное и монотонно убывающее ре-
шение 𝑦0(𝑥) > 0. При этом любое другое решение

1Московский государственный университет им. М. В. Ло-
моносова, механико-математический факультет, Москва,
Россия

*E-mail: ststepin@mail.ru

𝑦(𝑥) > 0 уравнения (1) — непродолжаемое на ℝ+
и сингулярное, то есть существует 𝑐 > 0 такое, что
𝑦(𝑥) → ∞ при 𝑥 → 𝑐 − 0. В соответствии с этим
решение 𝑦0(𝑥) будет называться субдоминантным.

2. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ
РЕЗУЛЬТАТОВ

Введем следующие обозначения

𝑞(𝑥) = 𝑄(𝑥)−1/(λ+3), ξ(𝑥) = ∫
𝑥

0
𝑞(𝑡)−2𝑑𝑡,

𝐴(𝑥) = 𝑞″(𝑥)𝑞(𝑥)3ξ(𝑥)2

и, кроме того, положим γ = 2(1+λ)
(λ−1)2 и α = 3+λ

λ−1 .
Теорема 1. Пусть выполнено условие (2). Если

𝐶1 = lim inf
𝑥→∞

𝐴(𝑥) + γ > 0, 𝐶2 = lim sup
𝑥→∞

𝐴(𝑥) + γ <∞,

то любое субдоминантное решение 𝑦0(𝑥) > 0 уравне-
ния (1) имеет вид

𝑦0(𝑥)=𝑄(𝑥)−1/(λ+3) (∫
𝑥

0
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡)

2/(1−λ)
𝑣(𝑥), (3)

где lim inf
𝑥→∞

𝑣(𝑥) ⩾ 𝐶1/(λ−1)
1 и lim sup

𝑥→∞
𝑣(𝑥) ⩽ 𝐶1/(λ−1)

2 .

Если 𝐶 = 𝐴(∞) + γ > 0, то 𝑣(∞) = 𝐶1/(λ−1), причем
для произвольного μ ∈ (1, λ)

𝑣(𝑥(ξ))𝐶1/(1−λ) − 1 = 𝑂(ξ𝑘1 + ∫
1

0
∣𝐴(𝑥(𝑡ξ))−

−𝐴(∞)∣𝑡−𝑘1−1𝑑𝑡 + ∫
∞

1
∣𝐴(𝑥(𝑡ξ)) −𝐴(∞)∣𝑡−𝑘2−1𝑑𝑡),

где 𝑘1,2 = α/2 ∓ (α2/4 + (μ − 1)𝐶)1/2.
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Условие существования предела 𝐴(∞) инвари-
антно относительно масштабирующих преобразо-
ваний 𝑄(𝑥). Если 𝑄(𝑥) ∼ 𝑥κ, где κ > −(λ + 3)/2,
и эту асимптотику можно два раза дифференциро-
вать, то выполнено условие (2) и

𝐴(∞) = κ2 + κλ + 3κ
(2κ + λ + 3)2 <

1
4

,

а значение 𝐴(∞) = 1/4, реализуется в случае
𝑄(𝑥) ∼ 𝑒𝑥. Отметим, что все условия теоремы 1
выполнены, если 𝑄(𝑥) ∼ 𝑥κ и κ > −2, причем

𝐶 = (κ + 2)(κ + λ + 1)(λ + 3)2
(λ − 1)2(2κ + λ + 3)2 .

Теорема 2. Если выполнено условие (2) и
sup

𝑥∈ℝ+
∣𝐴(𝑥)∣ <∞, то для произвольного 𝑥∗ > 0 уравне-

ние (1) имеет сингулярное, непродолжаемое правее
вертикальной асимптоты 𝑥 = 𝑥∗, решение вида

𝑦(𝑥)=γ1/(λ−1)𝑄(𝑥)−1/(λ+3)[∫
𝑥∗

𝑥
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡]

2/(1−λ)

×

×{1 +𝑂((𝑥∗ − 𝑥)2)}
(4)

с оценкой остатка при 𝑥→ 𝑥∗ − 0.

По сравнению с известными результатами (см.
[5] и [6], а также имеющуюся там библиографию)
теоремы 1 и 2 дают квалифицированные оценки
точности полученных асимптотических приближе-
ний для решений уравнения (1) и позволяют по-
строить для них промежуточные асимптотики типа
ВКБ.

3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛИУВИЛЛЯ
И ЭТАЛОННОЕ УРАВНЕНИЕ

Замена независимой переменной 𝑥 = φ(ξ) и
подстановка 𝑦 =

√
φ′(ξ)𝑧 приводят уравнение (1)

к следующей форме

𝑑2𝑧
𝑑ξ2 −𝑄(φ(ξ))φ′(ξ)(λ+3)/2∣𝑧∣λsign𝑧 + 1

2
(𝑆φ) (ξ)𝑧 = 0,

где (𝑆φ)(ξ) = φ‴(ξ)
φ′(ξ) −

3
2

φ″(ξ)2
φ′(ξ)2 — производная

Шварца. Если φ(ξ) выбирается так, что

𝑄(φ(ξ))φ′(ξ)(λ+3)/2 = 1

и φ(0) = 0, то соответствующее преобразование

𝑦 = 𝑄(𝑥)−1/(λ+3)𝑧, ξ = ∫
𝑥

0
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡

представляет собой обобщение известного пре-
образования Лиувилля, используемого в случае

λ = 1. Новая независимая переменная ξ = ξ(𝑥) игра-
ет роль фазового интеграла (см. [2]), а преобразо-
ванное уравнение принимает вид

𝑑2𝑧
𝑑ξ2 − ∣𝑧∣

λsign 𝑧 + 𝐴(𝑥(ξ))
ξ2 𝑧 = 0. (5)

При фиксированном 𝑧(0) > 0 среди всех решений
эталонного уравнения

𝑑2𝑧
𝑑ξ2 − ∣𝑧∣

λsign 𝑧 = 0,

обладающего первым интегралом 𝐼(𝑧, 𝑧′) = 𝑧′(ξ)2−
−2/(λ + 1)∣𝑧(ξ)∣λ+1, имеется ровно одно, определен-
ное на всем ℝ+, которое стремится к нулю и полу-
чается надлежащим сдвигом решения

𝑧0(ξ) = γ1/(λ−1)ξ2/(1−λ),

а любое другое положительное решение из ука-
занного семейства неограничено и продолжается
вправо лишь до некоторой вертикальной асимпто-
ты ξ = 𝑐, причем

𝑧(ξ) ∼ γ1/(λ−1)(𝑐 − ξ)2/(1−λ), ξ→ 𝑐 − 0.

4. ФАЗОВЫЙ ИНТЕГРАЛ И УСЛОВИЕ
РЕГУЛЯРНОСТИ

Утверждение 1. При выполнении условия (2)
имеем ∫

∞
𝑄(𝑥)2/(λ+3)𝑑𝑥 =∞ и, кроме того,

𝑄′(𝑥)𝑄(𝑥)−(λ+5)/(λ+3) → 0 при 𝑥→∞.
В самом деле, интегрируя по частям, будем

иметь

∫
𝑥

0
𝑄″(𝑡)𝑄(𝑡)−(λ+5)/(λ+3)𝑑𝑡 = 𝑄′(𝑥)𝑄(𝑥)−(λ+5)/(λ+3) −

−𝑄′(0)𝑄(0)−(λ+5)/(λ+3)+
+λ + 5

λ + 3 ∫
𝑥

0
𝑄′(𝑡)2𝑄(𝑡)−(2λ+8)/(λ+3) 𝑑𝑡

и, следовательно, при условии (2) существует
lim
𝑥→∞

𝑄′(𝑥)𝑄(𝑥)−(λ+5)/(λ+3) <∞. Допустим, что

∫
∞

𝑄(𝑥)2/(λ+3)𝑑𝑥 <∞, тогда 𝑄′/𝑄 ∈ L1(ℝ+) и,
стало быть, существует lim

𝑥→∞
𝑄(𝑥) > 0, что противо-

речит сделанному допущению. Допустим теперь,
что lim

𝑥→∞
𝑄′(𝑥)𝑄(𝑥)−(λ+5)/(λ+3) ≠ 0, тогда ввиду дока-

занного 𝑄′2𝑄−(2λ+8)/(λ+3) /∈ L1(ℝ+) и мы приходим
к противоречию с (2).

Условие ограниченности величины 𝐴(𝑥) озна-
чает определенную регулярность поведения на бес-
конечности коэффициента 𝑄(𝑥) уравнения (1).
Иногда накладывается требование существования
конечного предела 𝐴(∞) = lim

𝑥→∞
𝐴(𝑥). Достаточное

условие этого дает
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Утверждение 2. Пусть выполнено условие (2)

и существует lim
𝑥→∞

𝑄″(𝑥)𝑄(𝑥)
𝑄′(𝑥)2 = η. Тогда 𝐴(∞) =

= ρ
(1 + ρ)2 , где ρ = 1 + (λ + 3)(1 − η).

Действительно, имеем

𝐴(𝑥) = 𝑞″(𝑥) 𝑞(𝑥)
𝑞′(𝑥)2 (𝑞(𝑥) 𝑞′(𝑥)∫

𝑥

0
𝑞(𝑡)−2𝑑𝑡)

2
,

где 𝑞(𝑥) 𝑞′(𝑥) → 0 и ∫
𝑥

0
𝑞(𝑡)−2𝑑𝑡→∞ согласно

утверждению 1, и кроме того,

𝑞″(𝑥) 𝑞(𝑥)
𝑞′(𝑥)2 = 1 + (λ + 3){1 − 𝑄″(𝑥)𝑄(𝑥)

𝑄′(𝑥)2 } → ρ

при 𝑥→∞. С учетом этого вычисляется предел

lim
𝑥→∞

𝑞(𝑥)𝑞′(𝑥)∫
𝑥

0
𝑞(𝑡)−2𝑑𝑡 =

= − lim
𝑥→∞
{1 + 𝑞″(𝑥) 𝑞(𝑥)

𝑞′(𝑥)2 }
−1

= − 1
1 + ρ

.

5. АСИМПТОТИКА СУБДОМИНАНТНОГО
РЕШЕНИЯ

В рассматриваемом случае, когда 𝑦(𝑥) > 0, с по-
мощью замены Лиувилля преобразуем (1) к виду (5)
и, сделав подстановку 𝑧(ξ) = ξ2/(1−λ)𝑢(ξ), в результа-
те будем иметь

𝑑2𝑢
𝑑ξ2 +

4
1 − λ

ξ−1 𝑑𝑢
𝑑ξ
+ {γ +𝐴(𝑥(ξ))}ξ−2𝑢 − ξ−2𝑢λ = 0.

Вводя новую независимую переменную 𝑠 = ln ξ, по-
лучим уравнение

𝑑2𝑢
𝑑𝑠2 − α

𝑑𝑢
𝑑𝑠
+ 𝑎(𝑠)𝑢 − 𝑢λ = 0, (6)

где 𝑎(𝑠) = γ+𝐴(𝑥(𝑒𝑠)), причем решению 𝑦0(𝑥) урав-
нения (1) соответствует определенное на всем ℝ+
решение 𝑢0(𝑠) > 0 уравнения (6).

Предложение 1. Пусть 𝑢0(𝑠) > 0 — определен-
ное на ℝ+ решение уравнения (6), где λ > 1, α ⩾ 0
и 0 < 𝐶1 ⩽ 𝑎(𝑠) ⩽ 𝐶2 <∞. Тогда

lim inf
𝑠→∞

𝑢0(𝑠) ⩾ 𝐶1/(λ−1)
1 , lim sup

𝑠→∞
𝑢0(𝑠) ⩽ 𝐶1/(λ−1)

2 .

В самом деле, при достаточно больших 𝑠 ин-
тегральная кривая, отвечающая решению 𝑢0(𝑠), не
пересекает прямые 𝑦 = 𝐶1/(λ−1)

1 и 𝑦 = 𝐶1/(λ−1)
2 . В слу-

чае, когда рассматриваемая интегральная кривая
расположена выше прямой 𝑦 = 𝐶1/(λ−1)

2 или ниже
прямой 𝑦 = 𝐶1/(λ−1)

1 , решение 𝑢0(𝑠) монотонно на-
чиная с некоторого 𝑠 и, стало быть, существует пре-
дел lim

𝑠→∞
𝑢0(𝑠) = 𝑇. Если 𝑇 > 𝐶1/(λ−1)

2 , то

𝑢″
0 (𝑠) − α 𝑢′

0(𝑠) ⩾
1
2
(𝑇 λ − 𝐶2𝑇) > 0

при достаточно больших 𝑠 и, как следствие, 𝑢0(𝑠)
неограниченно возрастает. При этом

(𝑢′
0(𝑠)2 −

1
λ + 1

𝑢0(𝑠)λ+1)
′

⩾ 0,

что исключает возможность 𝑇 =∞. Если 0 < 𝑇 <
< 𝐶1/(λ−1)

1 , то

𝑢″
0 (𝑠) − α𝑢′

0(𝑠) ⩽
1
2
(𝑇 λ −𝐶1𝑇) < 0

при достаточно больших 𝑠; если же 𝑇 = 0, то 𝑢″
0 (𝑠) =

= α𝑢′
0(𝑠) + 𝑢0(𝑠) (𝑢0(𝑠)λ−1 − 𝑎(𝑠)) < 0 начиная с неко-

торого 𝑠. В обоих случаях 𝑢0(𝑠)неограниченно убы-
вает, что невозможно, поскольку 𝑢0(𝑠) > 0. Таким
образом приходим к следующему заключению: ли-
бо

𝐶1/(λ−1)
1 ⩽ 𝑢0(𝑠) ⩽ 𝐶1/(λ−1)

2

при достаточно больших 𝑠, либо 𝑢0(𝑠) ↓ 𝐶1/(λ−1)
2 или

𝑢0(𝑠) ↑ 𝐶1/(λ−1)
1 , что завершает доказательство.

Замечание 1. В случае λ = 3 и α = 0 уравнение (6)
с коэффициентом

𝑎(𝑠) = (𝑏 + cos 𝑠)2 + cos 𝑠
𝑏 + cos 𝑠

, 𝑏 > 2 ,

осциллирующим между 𝐶2 = (𝑏 + 1)2 + 1
𝑏+1 и 𝐶1 =

=(𝑏 − 1)2− 1
𝑏−1 > 0, имеет решение 𝑢0(𝑠) = 𝑏 + cos 𝑠.

Данный пример показывает, насколько границы
изменения 𝑢0(𝑠), установленные в предложении 1,
точны.

Первое утверждение теоремы 1 вытекает из
предложения 1. В случае 𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶 > 0 после под-
становки 𝑢(𝑠) = 𝐶1/(λ−1)(1+𝑤(𝑠)) уравнение (6) для
произвольного значения параметра μ ∈ (1, λ) при-
нимает вид

𝑑2𝑤
𝑑𝑠2 − α

𝑑𝑤
𝑑𝑠
+ (1 − μ)𝐶 𝑤 = 𝑓[𝑤], (7)

где

𝑓[𝑤] = (𝐶 − 𝑎(𝑠))(1 +𝑤) +𝐶[(1 +𝑤)λ − 1 − μ𝑤].

Поскольку 𝑤(𝑠) ↓ 0 или 𝑤(𝑠) ↑ 0 при 𝑠→∞, то знак
выражения (1+𝑤(𝑠))λ − 1−μ𝑤(𝑠) совпадает со зна-
ком 𝑤(𝑠), если 𝑠 ⩾ 𝑠0 и 𝑠0 достаточно велико. С уче-
том этого редукция (7) к интегральному уравнению

𝑤(𝑠) = (𝑤(𝑠0) −
1

𝑘1 − 𝑘2
∫

∞

𝑠0
𝑓[𝑤](𝑡)𝑒𝑘2(𝑠0−𝑡)𝑑𝑡)×

× 𝑒𝑘1(𝑠−𝑠0) + 1
𝑘1 − 𝑘2

(∫
𝑠

𝑠0
𝑓[𝑤](𝑡)𝑒𝑘1(𝑠−𝑡) 𝑑𝑡+

+∫
∞

𝑠
𝑓[𝑤](𝑡)𝑒𝑘2(𝑠−𝑡) 𝑑𝑡)

дает искомую оценку скорости стабилизации 𝑣(𝑥)
из теоремы 1.
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6. НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ
С РЕГУЛЯРНОЙ ОСОБЕННОСТЬЮ

Предложение 2. Если sup
𝑥∈ℝ+
∣𝐴(𝑥)∣ <∞, то для про-

извольного 𝑐 > 0 уравнение (5) имеет непродолжаемое
правее вертикальной асимптоты ξ = 𝑐 решение вида

𝑧(ξ) = γ1/(λ−1) (𝑐 − ξ)2/(1−λ) (1 + 𝑤(ξ)) ,

где 𝑤(ξ) = 𝑂((𝑐 − ξ)2).
В самом деле, в результате подстановки

𝑧(ξ) = γ1/(λ−1)(𝑐 − ξ)2/(1−λ)𝑣(ξ),

где 𝑣(ξ) > 0, уравнение (5) преобразуется к виду

𝑑2𝑣
𝑑ξ2 +

4
λ − 1

(𝑐−ξ)−1 𝑑𝑣
𝑑ξ
+γ (𝑐−ξ)−2(𝑣−𝑣λ)+𝐴(𝑥(ξ))

ξ2 𝑣 = 0,

которое, в свою очередь, после замены 𝑣(ξ) = 1+
+𝑤(ξ) записывается в форме

𝑑2𝑤
𝑑ξ2 +

4
λ − 1

(𝑐 − ξ)−1 𝑑𝑤
𝑑ξ
− 2(λ + 1)

λ − 1
×

×(𝑐 − ξ)−2𝑤 = 𝐹0(ξ) + 𝐹[𝑤](ξ),
(8)

где

𝐹0(ξ) = −𝐴(𝑥(ξ))ξ−2,

𝐹[𝑤](ξ) = 𝐹0(ξ)𝑤 + γ(𝑐 − ξ)−2[(1 +𝑤)𝜆 − 1 − 𝜆𝑤].

Отметим, что соответствующее (8) уравнение Эй-
лера с регулярной особой точкой ξ = 𝑐 имеет фунда-
ментальную систему решений (𝑐 − ξ)−1 и (𝑐 − ξ)α+1.
Положим β = λ−1

3λ+1 и определим интегральные опе-
раторы 𝐾 и 𝐾 формулами

𝐾 𝑢(ξ) = β((𝑐 − ξ)−1∫
𝑐

ξ
(𝑐 − 𝑡)2𝑢(𝑡)𝑑𝑡 −

−(𝑐 − ξ)α+1∫
𝑐

ξ
(𝑐 − 𝑡)−α𝑢(𝑡)𝑑𝑡),

𝐾𝑢(ξ) = β((𝑐 − ξ)−1∫
𝑐

ξ
(𝑐 − 𝑡)2𝑢(𝑡)𝑑𝑡 +

+(𝑐 − ξ)α+1∫
ξ

𝑐/2
(𝑐 − 𝑡)−α𝑢(𝑡)𝑑𝑡).

Решение уравнения (8) может быть построено ме-
тодом итераций с использованием последователь-
ных приближений, которые задаются рекуррент-
ными формулами:

𝑤𝑛 = 𝑤0 +𝐾𝐹[𝑤𝑛−1], 𝑛 ⩽ ν =max{0, [α] − 2},
𝑤𝑛 = 𝑤ν +𝐾[𝐹[𝑤𝑛−1] − 𝐹[𝑤ν−1]], 𝑛 > ν,

где 𝑤0 = 𝐾 𝐹0 и 𝑤−1 ≡ 0. При этом для произвольно-
го 𝑐 > 0 существует такое δ = δ(λ, 𝑐) > 0, что

∣𝑤𝑛(ξ) −𝑤𝑛−1(ξ)∣ ⩽ (𝑐 − ξ)𝑛+2

при ξ ∈ (𝑐−δ, 𝑐). Таким образом приходим к заклю-
чению, что для решения

𝑤(ξ) = 𝑤0(ξ) +
∞

∑
𝑛=1
(𝑤𝑛(ξ) −𝑤𝑛−1(ξ))

уравнения (8) выполнена оценка 𝑤(ξ) = 𝑂((𝑐−ξ)2),
что завершает схему доказательства.

Под действием преобразования Лиувилля ре-
шение, построенное в предложении 3, превращает-
ся в сингулярное решение 𝑦(𝑥) исходного уравне-
ния (1) из теоремы 2, причем в качестве естествен-
ного параметра выбирается 𝑥∗ = 𝑥∗(𝑐) такое, что

∫
𝑥∗

0
𝑄(𝑥)2/(λ+3) 𝑑𝑥 = 𝑐. (9)

Замечание 2. Если λ ∈ ℕ, то в предположении
гладкости функции 𝐴(𝑥) решение уравнения (8)
в случае α /∈ ℕ, можно построить в виде формаль-
ного ряда

𝑤(ξ) =
∞

∑
𝑛=2

𝑎𝑛(𝑐 − ξ)𝑛

и найти рекуррентно все коэффициенты 𝑎𝑛.
В резонансном случае, когда α ∈ ℕ (это реализу-

ется при λ = 2, 3 и 5), решение уравнения (8) имеет
вид

𝑤(ξ) =
α

∑
𝑛=2

𝑎𝑛(𝑐− ξ)𝑛 +
∞

∑
𝑛=α+1

∞

∑
𝑚=0

𝑎𝑛,𝑚(𝑐− ξ)𝑛( ln(𝑐− ξ))𝑚,

однако, если 𝑎α+1,1 = 0, то решение 𝑤(ξ)не содержит
логарифмических слагаемых и выглядит как в нере-
зонансном случае. Так, например, уравнение

𝑦″(𝑥) − 𝑥−3𝑦(𝑥)3 = 0

после замены Лиувилля 𝑦 =
√

𝑥 𝑧 и ξ = ln 𝑥 преобра-
зуется к форме

𝑑2𝑧
𝑑ξ2 − 𝑧3 − 𝑧

4
= 0.

При этом α = 3, а соответствующее решение имеет

вид 𝑧(ξ) =
√

2
ξ

𝑣(ξ), где 𝑣(ξ) = ξ/2
sh(ξ/2) .

7. ПРОМЕЖУТОЧНЫЕ АСИМПТОТИКИ
В случае, когда 𝑄(𝑥) ∼ 𝑥κ и κ > −2, с учетом

утверждения 1 выберем 𝑥0 = 𝑥0(λ) такое, что

∫
𝑥0

0
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡 = 𝐶1/2.

Если λ→ 1, то 𝐶1/2 ∼ 2/(λ − 1) и 𝑥0(λ) ∼
∼ (κ + 2)2/(κ+2)(λ − 1)−2/(κ+2), а построенное в тео-
реме 1, субдоминантное решение 𝑦0(𝑥) имеет
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промежуточную (в смысле [7, 8]) асимптотику типа
ВКБ.

Предложение 3. Пусть 𝑄(𝑥) ∼ 𝑥κ, κ > −2. Тогда
для 𝑥 таких, что ξ(𝑥) = 𝐶1/2+𝑜((λ−1)−1/2) при λ→ 1,
справедлива асимптотика

𝐶1/(λ−1)𝑄(𝑥)−1/(λ+3) (∫
𝑥

0
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡)

2/(1−λ)
∼

∼ 𝑄(𝑥)−1/4 exp(−∫
𝑥

𝑥0

√
𝑄(𝑡)𝑑𝑡) .

В самом деле, для рассматриваемых значений 𝑥
имеем

𝐶1/(λ−1)ξ(𝑥)2/(1−λ) =

= exp( 2
1 − λ

ln [1 +𝐶−1/2∫
𝑥

𝑥0
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡]) ∼

∼ exp( 2
1 − λ

𝐶−1/2∫
𝑥

𝑥0
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡) ∼

∼ exp(−∫
𝑥

𝑥0

√
𝑄(𝑡)𝑑𝑡),

так что в пределе при λ → 1 главный член (3) пре-
вращается в известную (см., например, [2]) ВКБ-
асимптотику.

Если положить 𝑐 = γ1/2 в (9), то построенное
в теореме 2, сингулярное решение 𝑦(𝑥) на удалении
от асимптоты 𝑥∗ = 𝑥∗(𝑐) также имеет при λ→ 1 про-
межуточную асимптотику типа ВКБ.

Предложение 4. Пусть 𝑄(𝑥) ∼ 𝑥κ, κ > −2. То-
гда в случае 𝑥∗ = 𝑥∗(γ1/2) для больших 𝑥 таких, что
ξ(𝑥) = 𝑜((λ − 1)−1/2) при λ→ 1, справедлива асимпто-
тика

γ1/(λ−1)𝑄(𝑥)−1/(λ+3) [∫
𝑥∗

𝑥
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡]

2/(1−λ)

∼

∼ 𝑄(𝑥)−1/4 exp(∫
𝑥

0

√
𝑄(𝑡)𝑑𝑡) .

В самом деле, для рассматриваемых значений 𝑥
при λ→ 1 имеем

γ1/(λ−1) [∫
𝑥∗

𝑥
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡]

2/(1−λ)

=

= exp( 2
1 − λ

ln [1 − γ−1/2∫
𝑥

0
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡]) ∼

∼ exp( 2
λ − 1

γ−1/2∫
𝑥

0
𝑄(𝑡)2/(λ+3)𝑑𝑡) ∼

∼ exp(∫
𝑥

0

√
𝑄(𝑡)𝑑𝑡).
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1. ВВЕДЕНИЕ
Современный этап развития методов сбора

и хранения информации приводит к быстрому на-
коплению огромных массивов данных, обработка
которых требует соответствующих методов анали-
за. Приведем небольшую статистику: согласно [1],
количество пользователей сети интернет в 2024 го-
ду превысило 5,35 млрд человек (примерно 66,2%
населения Земли), а пользователями социальных
сетей являются 5,04 млрд человек (62,3% насе-
ления). Количество пользователей в России так-
же увеличивается с каждым годом. К примеру,
в [2] представлены следующие значения: суммар-
ное число визитов социальной сети ok.ru составило
520,3 млн при среднем времени пребывания поль-
зователя на сайте около 10 минут; а социальной се-
ти vk.com –– 1,2 млрд (при среднем времени почти
11 минут).

Для поиска закономерностей среди собран-
ных данных возможно использование нескольких
основных методов, среди которых: классифика-
ция [3], построение регрессий [4], поиск анома-
лий [5], нейросетевые методы [6], анализ паттер-
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школа экономики”, Москва, Россия
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нов [7, 8], поиск ассоциативных правил [9], кла-
стерный анализ [10] и отдельные методы машинно-
го обучения [11]. Условное разбиение данных ме-
тодов возможно различными способами: к приме-
ру, обучение с учителем и без учителя; предсказа-
тельные и описательные методы. Настоящая работа
посвящена развитию методов кластерного анализа,
относящихся к группе “обучение без учителя”, тип
решаемых задач –– описательные.

Приведенный в работе метод, названный “тун-
нельной кластеризацией” в связи с особенностя-
ми его алгоритмической реализации, имеет низкую
вычислительную сложность, что позволяет обраба-
тывать большие массивы данных. Ручная настрой-
ка гиперпараметров позволяет регулировать конеч-
ное число кластеров, а приведенная мера оценки
качества кластеризации –– автоматизировать про-
цесс нахождения оптимального (с точки зрения
плотности и среднего межкластерного расстояния)
разбиения.

Модели и методы кластер-анализа были пред-
метом рассмотрения в большом количестве публи-
каций (см. [12, 13]). Даже краткий обзор этих мето-
дов привести здесь не представляется возможным.

2. ТУННЕЛЬНАЯ КЛАСТЕРИЗАЦИЯ
2.1. Формальная постановка задачи

Приведем описание разновидности метода,
примененного ранее в НИУ ВШЭ и ИПУ РАН при
решении множества прикладных задач (см. [14]).
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Отметим, что полное описание различных ва-
риаций туннельной кластеризации, описание
свойств, а также совместное использование с по-
нятием “степени перехода” впервые описывается
в литературе. Данный метод имеет классиче-
скую (для кластеризации) постановку задачи.
Исследуется некоторое множество объектов 𝑋,
каждый объект 𝑥𝑖 которого описан 𝑛 признаками
(𝑥𝑖 = (𝑥𝑖1, … , 𝑥𝑖𝑛)). Задано некоторое множество
меток (номеров, имен) 𝑌, а также некоторая вы-
борка 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚}. На основе меры близости
𝑑(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) необходимо разбить 𝑋 на подмножества
(кластеры) 𝑐 ∶ 𝑐𝑙 ∩ 𝑐𝑘 = ∅. Таким образом, необхо-
дима функция β ∶ 𝑋 → 𝑌, которая ∀𝑥𝑖 ∈ 𝑋 ставит
в соответствие некоторую метку (номер, имя)
𝑦𝑖 ∈ 𝑌. При этом множество, состоящее из всех
полученных кластеров, обозначим через 𝐶.

Для туннельной кластеризации необходимого
определить формирующий центроид 𝑥 (один из
объектов множества 𝑋) каждого кластера для даль-
нейшего объединения оставшихся на основе отли-
чий значений признаков от значений центроида не
более чем на ε. Предполагается использование со-
поставимых шкал с положительными значениями
либо нормирование исходных значений признаков.
При этом, возможны два различных типа кластери-
зации:

1) на основе абсолютных значений признаков
(𝑥𝑐 ∈ 𝑅𝑛 ∶ 𝑥𝑐𝑗 = 𝑥𝑖𝑗);

2) на основе тангенсов углов наклона. При
условии, что оси в системе параллельных коор-
динат [15], в которой происходит визуализация
как исходных данных, так и результатов туннель-
ной кластеризации, равноудалены друг от друга,
тангенсы углов наклона кусочно-линейных функ-
ций, характеризующих объекты множества 𝑋 зави-
сят от разности 𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1. Таким образом, получаем
𝑥𝑐 ∈ 𝑅𝑛−1 ∶ 𝑥𝑐𝑗 = 𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑖𝑗−1.

Отметим здесь основную отличительную чер-
ту этой модификации метода –– основное внима-
ние уделяется качественному сходству совокупно-
сти признаков объекта, а не близости их абсолют-
ных значений.

На первом этапе случайным образом выбирает-
ся 𝑥𝑖 ∈ 𝑋 и задается центроидом, т.е. 𝑥𝑐 = 𝑥𝑖. Да-
лее, необходимо выбрать ε ∈ (0; 1) (при нормиров-
ке шкал измерений [0; 1]) и одну из возможных ре-
ализаций:

1. Фиксированная ε-окрестность. Зада-
ется верхняя и нижняя границы кластера,
как 𝑥𝑏

𝑐 = (𝑥𝑐1 + ε, 𝑥𝑐2 + ε, … , 𝑥𝑐𝑗 + ε, … , 𝑥𝑐𝑛 + ε)
и 𝑥𝑎

𝑐 = (𝑥𝑐1 − ε, 𝑥𝑐2 − ε, … , 𝑥𝑐𝑗 − ε, … , 𝑥𝑐𝑛 − ε) соответ-
ственно. Для любых 𝑥𝑖 ∶ 𝑥𝑐 − ε ⩽ 𝑥𝑖 ⩽ 𝑥𝑐 + ε (или
𝑥𝑎

𝑐 ⩽ 𝑥𝑖 ⩽ 𝑥𝑏
𝑐), объекту 𝑥𝑖 приписывается номер

кластера с центроидом 𝑥𝑐;

2. Адаптивная ε-окрестность. Используется
в случаях, когда отклонения значений по разным
признакам могут отличаться. В таком случае, объ-
екту 𝑥𝑖 приписывается номер кластера с центрои-
дом 𝑥𝑐 только если 𝑥𝑐−(ε∣𝑥𝑖∣+Δ) ⩽ 𝑥𝑖 ⩽ 𝑥𝑐+(ε∣𝑥𝑖∣+Δ)
при заданном параметре Δ.

3. Комбинированная ε-окрестность. Фактиче-
ски, является некоторой комбинацией методов 1,2.
При данной реализации туннельной кластериза-
ции объекту 𝑥𝑖 приписывается номер кластера
с центроидом 𝑥𝑐 только если 𝑥𝑐 − (ε max𝑖 ∣𝑥𝑖∣ +Δ) ⩽
⩽ 𝑥𝑖 ⩽ 𝑥𝑐 + (ε max𝑖 ∣𝑥𝑖∣ +Δ).

Однако, в таком случае, конечный результат
разбиения множества объектов 𝑋 на некоторые
кластеры c зависит от случайно заданного началь-
ного центроида 𝑥𝑐. С целью получения наилучшего
результата введем оценку качества кластеризации

𝑃(𝐶) =
∑1⩽η𝑐1,η𝑐2⩽α (𝑓 (𝑥𝑐1

𝑎𝑣, 𝑥𝑐2
𝑎𝑣))

α2 −

−
∑1⩽η𝑐⩽α (

∑𝑥𝑐∈𝑐 (𝑓 (𝑥𝑐, 𝑥𝑎𝑣))
∣𝑐∣ )

α
,

где ∣𝑐∣–– размерность кластера 𝑐; 𝑥𝑎𝑣 –– объект, зна-
чения которого являются среднеарифметически-
ми из всех входящих в данный кластер объектов
𝑥𝑖; 𝑓 (𝑥𝑐, 𝑥𝑎𝑣) = ∑

𝑗
(𝑥𝑐𝑗 − 𝑥𝑎𝑣𝑗)2 –– квадрат евклидова

расстояния; α –– число кластеров при конкретном
разбиении; η𝑐 –– номер кластера 𝑐.

Конечное разбиение множества объектов 𝑋 вы-
бирается при 𝑃(𝐶) → max (при запуске 𝑞 прогонов;
𝑞 является гиперпараметром). При этом, фактиче-
ски, при максимизации первой дроби полученные
𝑥𝑎𝑣 максимально удалены друг от друга. При мини-
мизации второй –– все объекты кластеров располо-
жены максимально плотно.

Можно также оценить вычислительную слож-

ность туннельной кластеризации: 𝑞 ⋅ ∣𝑋∣ ⋅
∣𝐶∣

∑
𝑖=0
(𝑛−∣𝑐𝑖∣),

при ∣𝐶∣ ∈ [1, ∣𝑋∣]. Туннельная кластеризация обла-
дает следующими свойствами:

1. При 𝑥𝑖𝑗 ∈ [0; 1] ∀𝑖 = 1, ∣𝑋∣, 𝑗 = 1, 𝑛, если ε = 1,
то ∣𝐶∣ = 1;

2. ∀ε <min (∣𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑙𝑗∣), ∣𝐶∣ = ∣𝑋∣;
3. ∀ε < ε∗, ∣𝐶∣ < ∣𝐶∗∣.
Замечание. Одной из возможных проблем, воз-

никающих при анализе данных большой размерно-
сти, является возникновение кластеров, незначи-
тельно отличающихся друг от друга. При неболь-
шом числе кластеров возможна их ручная настрой-
ка и смена реализующего алгоритма (при туннель-
ной кластеризации –– фиксированной, адаптивной
и комбинированной ε-окрестности). Другим воз-
можным подходом является применение допол-
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нительных метрик оценки качества кластериза-
ции. В связи с этим, при использовании туннель-
ной кластеризации предлагается введение понятия
“степени перехода”.

Определение. Степень перехода –– минимальное
число признаков, позволяющее объекту 𝑥𝑖 ∈ 𝑋 при
использовании туннельной кластеризации сме-
нить принадлежность кластера (от 𝑐 к 𝑐∗). Далее,
степень перехода конкретного объекта 𝑥𝑖 к кла-
стеру 𝑐∗ (при центроиде 𝑥𝑐∗) будем обозначать
γ(𝑥𝑖, 𝑥𝑐∗).

Понятие “степень перехода” имеет вполне
конкретное практическое применение и может
быть использовано с целью получения рекоменда-
ций относительно точности исследуемых данных.
Предположим, что на основе туннельной класте-
ризации были получены кластеры 𝑐1, 𝑐2, …, 𝑐𝑧,
образующие центроиды которых являются соот-
ветствующие объекты 𝑥𝑐1, 𝑥𝑐2, …, 𝑥𝑐𝑧. При близких

значениях 𝐶 ⋅ ∣𝑋∣ и
∣𝑋∣

∑
𝑖=1

γ(𝑥𝑖, 𝑥𝑐∗) целесообразным

представляется либо огрубление данных, либо
их дополнение, в связи с возможной схожестью
объектов разных кластеров.

Далее, продемонстрируем использование тун-
нельной кластеризации на нескольких практиче-
ских примерах.

2.2. Туннельная кластеризация: практическое
применение

Проведем несколько экспериментов, позволя-
ющих оценить практическую реализацию туннель-
ной кластеризации. Все расчеты выполнены для
туннельной кластеризации с фиксированной ε-
окрестностью при значении 𝑞 = 50.

a) Синтетический набор данных. Для на-
чала воспользуемся данными, состоящими из
100.000 строк, сгенерированных по 4 признакам.

Все значения находятся в интервале от 0 до 1. На
рис. 1 представлены распределение всех объектов
по кластерам, визуализация исследуемых при-
знаков (слева), а также частотное распределение
объектов по кластерам (справа).

Рассмотрим четыре полученных кластера на
рис. 2. Разбиение 100.000 объектов по кластерам
получено на основе авторского комплекса про-
грамм на языке Python. Время работы составило
менее 5 минут, что существенно меньше класси-
ческих методов кластерного анализа. Отметим, что
при равных условиях, такие методы, как k-means
и DBSCAN требуют существенно больше вычис-
лительных мощностей. На скорость работы реали-
зующего алгоритма влияет низкая вычислительная
сложность используемого метода, а также возмож-
ность сопоставления сразу векторов объектов (вме-
сто рассмотрения отдельно взятых признаков).

Следует отметить, что в данном случае, как вид-
но на рис. 1 (справа), количество полученных кла-
стеров довольно большое, что обусловлено специ-
фикой данных (получены равномерным распреде-
лением значений), а также относительно неболь-
шим значением ε.

Далее, поскольку в приведенном наборе данных
использовался генератор случайных чисел, необ-
ходимо изучить его устойчивость к первоначаль-
ной инициализации псевдослучайной последова-
тельности. С этой целью повторим эксперимент
еще 8 раз и приведем полученные результаты. На
рис. 3 представлены 10 первых кластеров, получен-
ных на основе различных случайно сгенерирован-
ных выборок, состоящих из 100.000 объектов каж-
дая.

Поскольку первый объект для составления кла-
стера выбирается случайным образом, каждому из
9 наборов синтетических данных проводится по
10 дополнительных запусков, после чего сравнива-
ются конечные результаты (при одинаковом значе-

Рис 1. Визуализация в 4-мерной системе параллельных координат исходных данных и конечных результатов туннельной
кластеризации.
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Рис 2. Примеры кластеров, полученных на основе синтетических данных с использованием туннельной кластеризации.

нии ε). Наименьший процент совпадений у четвер-
того запуска пятого набора данных (97,375%).

б) Классические тестовые данные. Далее, вос-
пользуемся классическими наборами данных: Iris
Data [16] и Wine Data [17]. Первый набор представ-
ляет собой 150 цветков ирисов трех возможных ти-
пов, рассматриваемых по четырем признакам (дли-
на и ширина лепестка, длина и ширина чашелисти-
ка). Второй –– химический анализ трех видов ита-
льянских вин (всего 178 объектов и 14 признаков,
таких, как: содержание алкоголя, яблочной кис-
лоты, магния, фенолов, проантоцианидины, ин-
тенсивность цвета и оттенок, зольность и щелоч-
ность золы, флавоноиды и нефлавоноидные фено-
лы, пролин, а также OD280/OD315 разбавленных
вин). Рассмотрим полученные на основе туннель-
ной кластеризации результаты.

При использовании туннельной кластеризации
были получены три кластера для Iris Data (что со-
ответствует необходимым результатам). Точность
кластеров: “Iris-Setosa” –– 100%; “Iris Versicolor” ––
96%; “Iris Virginica” –– 88%.

Далее, перейдем ко второму набору классиче-
ских тестовых данных Wine Data. При калибровке

гиперпараметра ε c целью получения трех класте-
ров (поскольку известно, что исследуются три типа
вин), получаем следующую точность: кластер 1 ––
100%, кластер 2 –– 89%, кластер 3 –– 98%. В данном
случае относительно высокая точность результатов
достигается в том числе за счет округления исход-
ных данных, на что указывают близкие значения

𝐶 ⋅ ∣𝑋∣ и
∣𝑋∣

∑
𝑖=1

γ(𝑥𝑖, 𝑥𝑐∗).

Таким образом, туннельная кластеризация де-
монстрирует свою эффективность при работе на
нескольких практических примерах. Дальнейшие
исследования направлены на дополнительное изу-
чение подборки гиперпараметра ε при различных
реализациях туннельной кластеризации (с фик-
сированной, адаптивной и комбинированной ε-
окрестностью), а также на изучение отдельных слу-
чаев использования степени перехода.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Анализ данных большой размерности связан

с рядом сложностей, в т.ч. хранением, структури-
рованием и извлечением полезной информации.
Увеличение сложности и объема данных приводит
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Рис 3. Примеры кластеров, полученных на основе синтетических данных с использованием туннельной кластеризации.

Рис 4. Результаты применения туннельной кластеризации на классических тестовых данных Iris Data.

к необходимости развития новых методов их иссле-
дования. В связи с этим, в работе предложен метод
выявления закономерностей в данных, названный
“туннельной кластеризацией”. Три рассмотренные
практические реализации (с фиксированной, адап-
тивной и комбинированной ε-окрестностью) поз-
воляют применять предложенный метод к данным

различной специфики. Поскольку вычислительная
сложность является низкой (при фиксированном
значении ε достигается линейная сложность), тун-
нельная кластеризация может быть использована
на данных большой размерности. В частности, тун-
нельная кластеризация использовалась для анали-
за покупок 1.5 млн покупателей в течение 15 меся-
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цев по 400 тыс. наименований товаров для одной из
крупных торговых сетей, а также для анализа более
40 млн транзакций крупного российского банка.

Предложенное к рассмотрению понятие “сте-
пени перехода” позволяет лучше понять струк-
туру исследуемых данных, и, в отдельных случа-
ях, необходимость их округления. Три рассмотрен-
ных примера практического использования тун-
нельной кластеризации (как на синтетических, так
и на классических тестовых данных) демонстри-
руют эффективность практического применения
предлагаемого к рассмотрению метода.
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We propose a novel method for rapid pattern analysis in high-dimensional numerical data, termed “tunnel
clustering”. The main advantages of this method are its relatively low computational complexity, endoge-
nous determination of cluster composition and number, and a high degree of interpretability of the final
results. We present descriptions of three different variations: one with fixed hyperparameters, an adaptive
version, and a combined approach. Three fundamental properties of tunnel clustering are examined. Prac-
tical applications are demonstrated on both synthetic datasets containing 100,000 objects and on classical
benchmark datasets.

Keywords: cluster, clustering, cluster analysis, tunnel clustering, transition degree.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В последние десятилетия при разработке об-

разцов современной техники, в т.ч. высокоско-
ростного транспорта, значительное внимание уде-
ляется проблеме создания надежных высокоточ-
ных методов количественной оценки работоспо-
собности конструкций из полимерных и компози-
ционных материалов (КМ, ПКМ) [1–7]. Важность
разработки эффективных высокоточных методов
оценки долговечности КМ, ПКМ в экстремаль-
ных условиях внешней среды обуславливается тем,
что композиционные материалы и конструкции из
них являются неотъемлемой частью современной
техники в таких областях, определяющих научно-

1Институт проблем нефти и газа Федерального исследо-
вательского Центра “Якутский научный Центр Сибирского
Отделения РАН”, г. Якутск, Россия

2Институт математики и информатики Северо-
Восточного федерального университета, г. Якутск, Россия

3Институт прикладной механики Российской академии
наук, г. Москва, Россия

*E-mail: elgusev@mail.ru
**E-mail: vbak@yandex.ru

технический прогресс, как авиационная и косми-
ческая техника, судостроение, нефтяная и газовая
промышленность и др. [8–12]. Воздействие экстре-
мальных факторов внешней среды может быть свя-
зано с температурными факторами, влажностью,
воздействием солнечной и проникающей радиа-
ции, механических напряжений и других факторов,
как в отдельности, так и в различных сочетаниях.

В настоящее время доминируют КМ, ПКМ, ко-
торые обладают способностью без замены функци-
онировать 20–30, а в необходимых случаях и бо-
лее лет. Для адекватной оценки долговечности
КМ, ПКМ, используемых в современных устрой-
ствах, возможности высокоточного прогнозиро-
вания определяющих характеристик композитов,
должны быть разработаны эффективные и надеж-
ные соотношения между кинетическими парамет-
рами физико-химических процессов, происходя-
щих на молекулярном уровне и макросвойства-
ми материалов, определяющими их эксплуатаци-
онную пригодность. Данные вопросы составляют
актуальную научную и важную прикладную про-
блему, которая стоит на пути создания обосно-
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ванных подходов к прогнозированию изменения
свойств КМ, ПКМ при их хранении и эксплуата-
ции.

2. ПРОБЛЕМЫ ОЦЕНКИ
РАБОТОСПОСОБНОСТИ КОМПОЗИТОВ
ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ

ФАКТОРОВ ВНЕШНЕЙ СРЕДЫ
Изменение свойств КМ, ПКМ с течением вре-

мени отражается на их работоспособности. Окру-
жающая среда, в контакте с которой материал на-
ходится в течение длительного времени, характери-
зуется различным составом, влажностью, темпера-
турой, интенсивностью световой и проникающей
радиации. Применение КМ, ПКМ в авиа- и косми-
ческой технике делает еще более актуальным про-
ведение исследований стойкости материалов к из-
лучению [4–7]. При исследовании стойкости ма-
териалов к излучению эффективным активатором
старения является проникающая радиация. Про-
никающая радиация в отличие от световой радиа-
ции способна инициировать превращения во всем
объеме полимера.

3. СТРУКТУРА ФИЗИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ,
ОПИСЫВАЮЩИХ ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ

ХИМИЧЕСКИЕ РЕАКЦИИ
В ПОЛИМЕРНЫХ КОМПОЗИЦИОННЫХ

МАТЕРИАЛАХ НА МИКРОУРОВНЕ
Между энергией активации протекающих при

старении физических и химических процессов
и интенсивностью молекулярных движений бы-
ла установлена связь, в соответствии с которой
энергия активации будет зависеть от температу-
ры и физического состояния полимера. В настоя-
щее время основу молекулярно-кинетической тео-
рии (МКТ) составляют две современные теории,
которые позволяют объяснить кинетику протека-
ния элементарных химических реакций на моле-
кулярном уровне. Это теория активных столкно-
вений (ТАС) и теория активированных комплек-
сов (ТАК). В рамках ТАС считается, что реакции
могут происходить только в моменты столкнове-
ния молекул. В ТАК, в отличие от ТАС, для любой
элементарной химической реакции предполагает-
ся, что переход начальной конфигурации атомов
в конечную осуществляется в результате непрерыв-
ного изменения межъядерных расстояний. В со-
ответствии с основными положениями МКТ чис-
ло молекул, обладающих энергией 𝐸, большей
энергии активации 𝐸𝑎 , пропорционально вели-
чине exp (−𝐸𝑎/𝑅𝑇), где 𝑅 –– постоянная Больцма-
на, 𝑇 –– температура. При этом скорость химиче-
ских реакций может быть описана уравнениями
Аррениуса, которые в функциональной и диффе-
ренциальной формах соответственно имеют вид:

𝑘 = 𝑘0 exp (−𝐸𝑎/𝑅𝑇), 𝑑 (ln 𝑘) /𝑑𝑡 = 𝐸𝑎/𝑅𝑇 2. Частота
столкновений реагирующих молекул, характеризу-
ется фактором частоты 𝑘0, который по физическо-
му смыслу выражает долю частиц, у которых энер-
гия равна или больше энергии активации 𝐸𝑎. В со-
ответствии с основными положениями кинетиче-
ской теории прочности характер изменения во вре-
мени определяющего свойства композита 𝑉, будет
определяться элементарными химическими реак-
циями на молекулярном уровне, которые допуска-
ют описание суперпозицией уравнений Аррениуса,
описывающих различные виды молекулярных вза-
имодействий, инициированных воздействием раз-
личных экстремальных факторов F1, F2, …, Fp на
материал. В соответствии с этим в основу исследо-
ваний на микроуровне были положены физические
модели, в которых характер изменения во времени
определяющего свойства композита определяется
функциональными зависимостями, представимы-
ми в форме суперпозиции уравнений Аррениуса:

𝑉 = 𝑉0 +𝐺(𝑘1
0 exp(𝐸1

𝑎
𝑅𝑇
) , 𝑘2

0 exp(𝐸2
𝑎

𝑅𝑇
) ,

… , 𝑘𝑠
0 exp(𝐸𝑠

𝑎
𝑅𝑇
) , …) ,

(1)

где 𝐺 –– функциональная зависимость, связыва-
ющая определяющую характеристику компози-
та с параметрами физико-химических процессов,
происходящих на молекулярном уровне, 𝑉0 –– на-
чальное значение определяющей характеристики
композита.

4. ПОСТРОЕНИЕ ОБОБЩЕННЫХ МОДЕЛЕЙ
ДОЛГОВЕЧНОСТИ НА ОСНОВЕ

ОСНОВНЫХ ПОЛОЖЕНИЙ
СОВРЕМЕННОЙ КИНЕТИЧЕСКОЙ

ТЕОРИИ ПРОЧНОСТИ
При предположениях, что различные физиче-

ские факторы 𝐹1, 𝐹2, …, 𝐹𝑝 оказывают на полимер-
ные материалы воздействие, независимое от воз-
действия других факторов, а также что изменения,
вызванные воздействием различных физических
факторов на материал суммируются, можно при-
нять, что обобщенная модель долговечности, опи-
сывающая одновременное воздействие нескольких
факторов на материал может быть представлена
в виде:

𝑉 = 𝑉0 +
𝑝

∑
𝑗=1

𝐹𝑗 (𝑢𝑗,1, 𝑢𝑗,2, … , 𝑢𝑗,𝑙𝑗; 𝑡) . (2)

В этих обозначениях 𝑉 –– прогнозируемая опре-
деляющая характеристика композита, 𝑉0 –– перво-
начальное значение определяющей характеристи-
ки; 𝑢𝑗,1, 𝑢𝑗,2, …, 𝑢𝑗,𝑙𝑗 –– параметры, описывающие
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характер воздействия 𝑗-го фактора на композит,
𝑡 –– время. В соответствии с основными положе-
ниями кинетической теории прочности принято,
что воздействие каждого из факторов 𝐹𝑗 на ма-
териал будет активировать на микроуровне сово-
купность деструктивных элементарных процессов,
протекающие химические реакции в которых мо-
гут быть описаны в виде суперпозиции уравнений
Аррениуса. Каждое из составляющих суперпози-
цию уравнений Аррениуса будет описывать опре-
деленный вид элементарных химических реакций,
с присущими ему параметрами –– фактором часто-
ты, характеризующим частоту столкновений ре-
агирующих молекул (число активных столкнове-
ний частиц в единице объема реагирующей смеси),
и энергией активации, присущими для данной ре-
акции. В соответствии со сформулированными по-
ложениями воздействие каждого физического фак-
тора 𝐹𝑗 на материал может быть представлено в виде
суперпозиции уравнений Аррениуса:

𝐹𝑗 (𝑢𝑗,1, … , 𝑢𝑗,𝑙𝑗; 𝑡) =
𝑁𝑗

∑
𝑘=1

α𝑘𝑗 (𝑢𝑗,1,…,𝑢𝑗,𝑙𝑗
)×

× [exp (β𝑘𝑗 (𝑢𝑗,1, … , 𝑢𝑗,𝑙𝑗) 𝑡) − 1] ,
𝑗 = 1, 2, … , 𝑝; 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑡max

(3)

В этих обозначениях 𝑁𝑗 –– число элементарных
деструктивных процессов, протекание хими-
ческих реакций в которых активируется при
воздействии 𝑗-го фактора на материал. Параметры
α𝑘𝑗 = α𝑘𝑗 (𝑢𝑗,1, … , 𝑢𝑗,𝑙𝑗) выражают долю частиц,
у которых энергия больше или равна энергии
активации, необходимой для инициирования 𝑘-ой
элементарной химической реакции (𝑘 = 1, 2, … , 𝑁𝑗)
при воздействии на композит фактора 𝐹𝑗; пара-
метры β𝑘𝑗 = β𝑘𝑗 (𝑢𝑗,1, … , 𝑢𝑗,𝑙𝑗) связаны с энергией
активации, т.е. с избытком энергии по отношению
к средней энергии частиц при данной температу-
ре, необходимого для того, чтобы реагирующие
частицы могли инициировать 𝑘-ую элементар-
ную химическую реакцию (𝑘 = 1, 2, … , 𝑁𝑗) при
воздействии на композит фактора 𝐹𝑗. Избыток
энергии, связанный с энергией активации, опре-
деляется свойствами реагирующих частиц, их
энергетическим состоянием.

5. ВАРИАЦИОННАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ
ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ

ХАРАКТЕРИСТИК ПОЛИМЕРНЫХ
КОМПОЗИТОВ

На основе кратковременных испытаний, про-
веденных на временном интервале ретроспекции
[0, 𝑡min], необходимо найти оптимальные парамет-
ры 𝑢∗1 , 𝑢∗2 , …, 𝑢∗𝑛 обобщенной модели прогнози-
рования 𝑉 (𝑢∗; 𝑡), которые доставляют глобальный

минимум критерию эффективности (4) на множе-
стве многопараметрических обобщенных моделей
долговечности 𝑉{𝑢; 𝑡}, позволяющих осуществлять
прогноз с погрешностью, не превышающей зара-
нее заданную предельно допустимую точность про-
гноза γmax:

𝐽(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛)=
1
𝑚

𝑚

∑
𝑖=1
[𝑉 (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛; 𝑡)−𝑉𝑖]

2 ⇒min
𝑢∈𝑈

,

∥𝑉(⋅) − 𝑉 ∗(⋅)∥𝐶 ⩽ γmax.
(4)

В этих обозначениях: 𝑉𝑖, (𝑖 = 1.2. … , 𝑚)–– из-
меренные значения определяющей характеристи-
ки 𝑉 в моменты времени 𝑡2, 𝑡2, …, 𝑡𝑚; 𝑉 ∗(𝑡)–– реаль-
ная временная зависимость определяющей харак-
теристики; 𝑈 –– допустимое множество параметров
обобщенной модели долговечности:

∥𝑉(⋅) − 𝑉 ∗(⋅)∥𝐶 = max
𝑡min⩽𝑡⩽𝑡max

∣𝑉(𝑡) − 𝑉 ∗(𝑡)∣ . (5)

(Нижний индекс “𝐶” в формуле (5) обозначает
норму в метрическом пространстве непрерывных
функций.)
Вектор неопределенных параметров 𝑢∗ = (𝑢∗1 , 𝑢∗2 , …,
𝑢∗𝑛) доставляет глобальный минимум функционалу
ошибки (4):

𝑢∗ = arg min
𝑢∈𝑈

𝐽(𝑢). (6)

(Обозначение arg min𝑢∈𝑈 в формуле (6) означает
что значение переменной 𝑢∗ доставляет глобаль-
ный минимум функционалу 𝐽).

6. ПРИМЕНЕНИЕ СОВРЕМЕННЫХ
ПОЛОЖЕНИЙ КИНЕТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ

ПРОЧНОСТИ ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ
МЕТОДИКИ СОГЛАСОВАНИЯ

ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ ПАРАМЕТРОВ
ФИЗИЧЕСКИХ И МАТЕМАТИЧЕСКИХ

МОДЕЛЕЙ НА МИКРО- И МАКРОУРОВНЕ
При решении вопроса об оптимальном со-

гласовании определяющих параметров физиче-
ских моделей, описывающих молекулярные вза-
имодействия на микроуровне с определяющими
параметрами математических моделей, учитыва-
ющих результаты экспериментальных измерений
на макроуровне, в соответствии с молекулярно-
кинетической теорией [13–15], было принято, что
основное влияние на изменение во времени оста-
точного ресурса композитов оказывают деструк-
тивные процессы, происходящие на микроуровне,
которые активируются воздействующими на ком-
позит экстремальными факторами внешней среды.
Существенное влияние деструктивных процессов
на ухудшение определяющих характеристик поли-
мерных композитов следует из теории скоростей
реакций, связывающей процессы превращений,
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химических и электрохимических реакций в мате-
риалах, с учением о строении веществ [1, 13–15].

Поэтому в основу разрабатываемого подхода
к решению проблемы прогнозирования определя-
ющих характеристик композитов в рамках вари-
ационных постановок положены основные выво-
ды и положения теории скоростей реакций, охва-
тывающей процессы превращений, химических
и электрохимических реакций в материалах, кото-
рые в рамках данной теории, связываются с учени-
ем о строении веществ [1, 13–15]. Также разрабаты-
ваемый подход основывается на эксперименталь-
ных работах по установлению зависимостей меж-
ду временем разрушения, скоростью ползучести
и условиями нагружения, которыми подтвержда-
ются основные положения и выводы теории ско-
ростей реакций [1, 13–16, 16, 17]. В соответствии
с этим выявленные закономерности дают основа-
ние трактовать разрушение как кинетический про-
цесс [5, 14, 15]. Но для понимания наблюдаемых за-
висимостей требуется установить связь между мак-
роскопическими свойствами материала и элемен-
тарными атомными процессами.

В рамках молекулярно-кинетической теории
принято, что процессы химических реакций, про-
исходящие в материалах на молекулярном уровне,
могут быть описаны системой соотношений Ар-
рениуса [1, 5, 13–15]. В соответствии с этим бы-
ло принято, что структура моделей долговечности
на макроуровне должна соответствовать структу-
ре физических моделей, описывающих процессы,
происходящие на микроуровне. Поскольку много-
факторные деструктивные процессы, происходя-
щие на микроуровне, могут быть описаны физи-
ческими моделями, представимыми в виде супер-
позиции уравнений Аррениуса, то для адекватно-
го описания временной зависимости остаточного
ресурса полимерных композитов на макроуровне,
структура обобщенных функций долговечности,
была принята аналогичной структуре физических
моделей, описывающих деструктивные процессы,
происходящие на микроуровне. Эта система пред-
положений достаточно хорошо согласуется с ре-
зультатами проведенных исследований, когда в ка-
честве простых функций долговечности рассмат-
ривались экспоненциальные зависимости, имею-
щие небольшое число неопределенных парамет-
ров [1, 16, 17]. В соответствии с этим структура
обобщенных функций долговечности, описываю-
щих на макроуровне изменение во времени опре-
деляющего свойств композита, также была принята
в виде суперпозиции экспоненциальных функций
с неопределенными параметрами. В рамках сфор-
мулированных вариационных постановок система
неопределенных параметров подбирается из усло-
вия, чтобы основные качественные закономерно-

сти структуры временной зависимости обобщен-
ных функций долговечности, построенных на ос-
нове результатов физических экспериментов, про-
веденных на интервале ретроспекции, в макси-
мальной степени соответствовали, основным ка-
чественным закономерностям структуры реальной
временной зависимости остаточного ресурса на
данном временном интервале. При этом следует
ожидать, что и основные качественные законо-
мерности структуры временной зависимости обоб-
щенной функции долговечности, построенной по
такой схеме, будут соответствовать основным каче-
ственным закономерностям реальной временной
зависимости остаточного ресурса и на прогнозиру-
емом временном интервале.

Был введен ряд основополагающих принци-
пов и понятий (принцип множественности мо-
делей прогнозирования, модели прогнозирования
оптимальной структуры и сложности, предельно-
допустимая точность прогноза), которые позволи-
ли провести оптимальное согласование определя-
ющих параметров математических моделей на мак-
роуровне, с определяющими параметрами физиче-
ских моделей, описывающими молекулярные взаи-
модействия на микроуровне. Разработана методика
построения моделей прогнозирования оптималь-
ной структуры и сложности [18–24], которая поз-
волила существенно уточнить результаты в области
прогнозирования долговечности, прочности, оста-
точного ресурса КМ и конструкций из них, и по но-
вому представить явления и многофакторные де-
структивные процессы, происходящие на молеку-
лярном уровне.

В рамках сформулированных вариацион-
ных постановок исследуется параметрическое
семейство обобщенных моделей долговечности
{𝑉 𝑁( ; 𝑡)}, (1 ⩽ 𝑁 <∞), в котором параметром
является число слагаемых в разложении функ-
ции долговечности в ряд. Обобщенная модель
долговечности, соответствующая параметру 𝑁 па-
раметрического семейства имеет вид:

𝑉 𝑁( ; 𝑡) = 𝑉0 +
𝑝

∑
𝑗=1

𝑁

∑
𝑘=1

α𝑘𝑗 (𝑢𝑗,1, … , 𝑢𝑗,𝑙𝑗)×

× [exp (β𝑘𝑗 (𝑢𝑗,1, … , 𝑢𝑗,𝑙𝑗) 𝑡) − 1] .
(7)

В рамках введенного многопараметрического
семейства обобщенных моделей долговечности
{𝑉 𝑁}∞

𝑁=1 строится модель прогнозирования оп-
тимальной структуры и сложности, параметры
которой подбираются из условия, чтобы времен-
ные качественные закономерности модели на
временном отрезке ретроспекции в максимальной
степени соответствовали бы временным каче-
ственным закономерностям реальной временной
зависимости остаточного ресурса 𝑉 ∗(𝑡) [18–24].

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 520 2024



ПОДХОД ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ УТОЧНЕННЫХ ОБОБЩЕННЫХ МОДЕЛЕЙ 39

В соответствии со сформулированным принципом
множественности моделей прогнозирования,
введенным понятием моделей прогнозирования
оптимальной структуры и сложности и мето-
дологией их построения, следует ожидать, что
в этом случае данные качественные закономер-
ности на отрезке прогнозирования [𝑡min, 𝑡max]
будут в максимальной степени соответствовать
и качественным закономерностям реальной вре-
менной зависимости остаточного ресурса 𝑉 ∗(𝑡).
В вариационной постановке сформулированная
проблема построения модели оптимальной струк-
туры и сложности может быть сведена к решению
следующей экстремальной задачи:

∥𝑉 𝑁∗ ((𝑢𝑁∗)
∗

; 𝑡) − 𝑉 ∗(𝑡)∥ =

= min
1⩽𝑁<∞

∥𝑉 𝑁∗ ((𝑢𝑁)∗ ; 𝑡) − 𝑉 ∗(𝑡)∥
𝐶

,

∥𝑉(𝑡) − 𝑉 ∗(𝑡)∥𝐶 < γmax, 1 <𝑁 <∞.

(8)

Здесь 𝑁∗ –– оптимальное число параметров модели
прогнозирования оптимальной структуры и слож-
ности 𝑉 𝑁∗; (𝑢𝑁)∗ –– оптимальный вектор парамет-
ров оптимальной модели прогнозирования пара-
метрического семейства, соответствующей пара-
метру 𝑁; γmax –– предельно-допустимая ошибка ре-
шения задачи прогноза. В соответствии с принци-
пом множественности моделей прогнозирования,
считается, что если в заданном многопараметри-
ческом семействе обобщенных моделей прогнози-
рования существует модель наиболее адекватная
реальной прогнозируемой временной зависимости

𝑉 ∗(𝑡), то данная модель является моделью опти-
мальной структуры и сложности.

7. ПРИМЕНЕНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ
ОБОБЩЕННЫХ МОДЕЛЕЙ

ДОЛГОВЕЧНОСТИ ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ
ПЕРСПЕКТИВНЫХ ВОЗМОЖНОСТЕЙ

ПОВЫШЕНИЯ ТОЧНОСТИ
ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ

ХАРАКТЕРИСТИК КОМПОЗИТОВ
Проведено исследование возможности приме-

нения оптимальных обобщенных моделей долго-
вечности для выявления определяющих факторов,
оказывающих существенное влияние на устойчи-
вость оценки точности прогноза на прогнозируе-
мом временном интервале [𝑡min, 𝑡max]. Рассматрива-
лось параметрическое семейство задач прогнози-
рования 𝑉 ∗τ (𝑡) = 𝑉 (𝑢∗τ ; 𝑡), в котором параметром яв-
ляется текущий размер интервала ретроспекции τ
(0 ⩽ τ ⩽ 𝑡max, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑡max). Здесь 𝑢∗τ –– оптимальный
вектор неопределенных параметров, определяю-
щий модель долговечности оптимальной структу-
ры и сложности 𝑉 ∗τ (𝑡), которая соответствует τ. Ка-
чественный анализ позволил установить важные
закономерности структуры моделей долговечности
оптимальной структуры и сложности при измене-
нии размеров интервала ретроспекции τ. Установ-
лено существование на интервале ретроспекции
областей устойчивости, неустойчивости, а также
повышенной точности прогноза. На рис. 1 на осно-
ве разработанной методологии приведены резуль-
таты вычислительных экспериментов по прогнози-

Рис 1. Трехмерный график зависимости параметрического семейства моделей долговечности оптимальной структуры
и сложности 𝑉 ∗(τ𝑟; 𝑡) в зависимости от параметра τ𝑟 –– размеров временного интервала ретроспекции (0 ⩽ τ𝑟 ⩽ 𝑇max).
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рованию остаточного ресурса полимерных волок-
нистых композитов (ПВК). Рассматривалось ком-
бинированное воздействие фактора упрочнения
и фактора старения на композит. В качестве оста-
точного ресурса 𝑉 исследуемого ПВК, рассматрива-
ется прочность, измеряемая в МПа. Исследуемый
интервал изучения изменения остаточного ресур-
са составляет 𝑇max = 15 лет. Обозначения: τ𝑟 –– раз-
мер временного интервала ретроспекции в годах
(0 ⩽ τ𝑟 ⩽ 𝑡max); 𝑡 –– время.

В качестве исходных данных были использо-
ваны результаты проведенных физических экс-
периментов по измерению остаточного ресурса
ПВК [16, 17, 25]. Измерения остаточного ресурса
проводились с интервалом в 1 год. Введем обоб-
щенный показатель сохраняемости 𝑘𝑉(𝑡), пред-
ставляющий собой отношение остаточного ресур-
са ПВК 𝑉(𝑡) в момент времени 𝑡 к начальному зна-
чению остаточного ресурса 𝑉0 ∶ 𝑘𝑉(𝑡) = 𝑉(𝑡)/𝑉0. По
разработанной методологии для каждого текуще-
го значения параметра –– верхней границы интер-
вала ретроспекции 𝑡min решалась задача построе-
ния оптимальной модели долговечности оптималь-
ной структуры и сложности 𝑉 𝑁∗((𝑢𝑁∗)∗; 𝑡) (8).

Для каждого текущего значения параметра на
основе построенной оптимальной модели долго-
вечности оптимальной структуры и сложности за-
тем решалась задача построения прогнозируемой
зависимости остаточного ресурса ПКМ на времен-
ном интервале [𝑡min, 𝑡max]. В соответствии с тем,
что введенное многопараметрическое семейство
моделей долговечности {𝑉 𝑁 (𝑢𝑁; 𝑡)}∞

𝑁=1, представ-
лено в виде суперпозиции уравнений Аррениу-
са (2)–(3), и отражает характер деструктивных про-
цессов, описываемых на микроуровне физически-
ми моделями вида (1), а модель долговечности оп-
тимальной структуры и сложности 𝑉 𝑁∗((𝑢𝑁∗)∗; 𝑡)
принадлежит данному многопараметрическому се-
мейству, то, в соответствии с полученными резуль-
татами [18–24], следует ожидать, что данная мо-
дель будет наиболее адекватно описывать реаль-
ную временную зависимость остаточного ресурса
на интервале проспекции [𝑡min, 𝑡max]. Проведенные
вычислительные эксперименты позволили устано-
вить, что зависимость параметрического семейства
моделей прогнозирования оптимальной структуры
и сложности {𝑉 ∗ (τ𝑟; 𝑡)} в зависимости от парамет-
ра τ𝑟, характеризующего размеры интервала ретро-
спекции, носит колебательный характер. Характер
колебательного процесса в значительной степени
зависит от того, в какой мере на исследуемом вре-
менном отрезке проявляются фундаментальные за-
кономерности, характеризующие процессы, про-
исходящие на микро- и макроуровне, и оказываю-
щие определяющее влияние на изменение остаточ-
ного ресурса композита.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведено исследование перспективных воз-

можностей применения современных положений
кинетической теории прочности для разработки
оптимальных моделей долговечности композитов
при воздействии экстремальных факторов внеш-
ней среды. С помощью предложенного подхода по-
строена уточненная обобщенная модель долговеч-
ности композитов в экстремальных условиях на ос-
нове современных положений кинетической тео-
рии прочности. В рамках вариационных постано-
вок предложены и разработаны эффективные ме-
тоды прогнозирования определяющих характери-
стик (остаточного ресурса, прочности, надежно-
сти, долговечности) композитов в экстремальных
условиях внешней среды, характерных для рез-
коконтинентального климата Арктической и Суб-
арктической зоны. Оценка параметров деструктив-
ных химических реакций в композитах на основе
разработанной методологии позволила построить
эффективные обобщенные модели долговечности
на долгосрочный период, провести сравнительную
оценку степени влияния различных экстремаль-
ных факторов на долговечность композита, а так-
же осуществить конструктивный анализ влияния
отдельных экстремальных факторов на долговеч-
ность. Оценка параметров деструктивных химиче-
ских реакций в полимерных композитах, которые
инициированы воздействием экстремальных фи-
зических факторов внешней среды, а также их срав-
нительный конструктивный анализ может позво-
лить разработать методику синтеза новых матери-
алов с повышенной долговечностью.

Возможность оценки на основе физиче-
ских экспериментов определяющих параметров
физико-химических процессов, происходящих на
микроуровне, может позволить в единообразной
форме исследовать существенные особенности
влияния различных видов внешних воздействий
на скорость преобладающего процесса старения,
а также разработать функциональные соот-
ношения, характеризующие соответствующие
количественные связи, описывающие влияние
различных видов внешних воздействий на ско-
рость преобладающего процесса старения.
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An approach is proposed for constructing refined generalized models of the durability of composites under
extreme conditions based on modern provisions of the kinetic theory of strength. Within the framework
of variational formulations, effective methods for predicting the defining characteristics (residual life,
strength, reliability, durability) of composites under extreme environmental conditions have been proposed
and developed. The conducted research made it possible to develop a methodology for harmonizing the
defining parameters of physical models at the micro level with the corresponding defining parameters of
mathematical models at the macro level, which makes it possible to solve the problem of restoring the
parameters of physical and chemical processes occurring at the micro level and leading to destructive
changes in composites and deterioration of their characteristics over time.

Keywords: kinetic theory of strength, composite materials, variational formulation, forecasting methods,
physical, mathematical models, extreme factors, residual life, durability.
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1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
Пусть 𝐿 –– счетный язык первого порядка. Всю-

ду в данной статье мы рассматриваем 𝐿-структуры
и предполагаем, что 𝐿 содержит символ бинарно-
го отношения <, который интерпретируется как
линейный порядок в этих структурах. Открытым
интервалом в такой структуре 𝑀 является пара-
метрически определимое подмножество структу-
ры 𝑀 вида 𝐼 = {𝑐 ∈ 𝑀 ∣ 𝑀 ⊧ 𝑎 < 𝑐 < 𝑏} для некоторых
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 ∪ {−∞, ∞} таких, что 𝑎 < 𝑏. Аналогично
мы можем определить замкнутые, полуоткрытые-
полузамкнутые и т.п. интервалы в 𝑀. Произвольная
точка 𝑎 ∈ 𝑀 может быть также представлена в ви-
де интервала [𝑎, 𝑎]. Таким образом, под интервалом
в 𝑀 мы будем подразумевать любой из вышепри-
веденных интервалов в 𝑀. Подмножество 𝐴 линей-
но упорядоченной структуры 𝑀 называется выпук-
лым, если для любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 и 𝑐 ∈ 𝑀 всякий раз
когда 𝑎 < 𝑐 < 𝑏 мы имеем 𝑐 ∈ 𝐴. Очевидно, что лю-
бой интервал является выпуклым множеством. Об-
ратное в общем случае неверно. Например, мно-
жество 𝐽 = {𝑐 ∈ 𝑀 ∣ 𝑀 ⊧ −

√
2 < 𝑐 <

√
2} в структуре

𝑀 = ⟨ℚ,<⟩, где ℚ –– множество рациональных чи-
сел, является выпуклым, но не является интерва-
лом.

Настоящая работа касается понятия слабой
о-минимальности, первоначально исследованного
в [1]. Слабо о-минимальной структурой называется
линейно упорядоченная структура 𝑀 = ⟨𝑀,<, …⟩

1Институт математики и математического моделиро-
вания, Алматы, Казахстан

2Казахстанско-Британский технический университет,
Алматы, Казахстан

*E-mail: b.kulpeshov@kbtu.kz

такая, что любое параметрически определимое
подмножество структуры 𝑀 является объедине-
нием конечного числа выпуклых множеств в 𝑀.
Напомним, что такая структура 𝑀 называется о-
минимальной, если любое параметрически опреде-
лимое подмножество структуры 𝑀 является объ-
единением конечного числа интервалов и точек
в 𝑀. Теория 𝑇 называется о-минимальной (слабо
о-минимальной), если каждая модель теории явля-
ется о-минимальной (слабо о-минимальной). Та-
ким образом, слабая о-минимальность обобщает
понятие о-минимальности. Вещественно замкну-
тые поля с собственным выпуклым кольцом нор-
мирования обеспечивают важный пример слабо о-
минимальных (не о-минимальных) структур.

Пусть 𝐴, 𝐵 –– произвольные подмножества ли-
нейно упорядоченной структуры 𝑀. Тогда выраже-
ние 𝐴 < 𝐵 означает, что 𝑎 < 𝑏 всякий раз когда 𝑎 ∈ 𝐴
и 𝑏 ∈ 𝐵. Выражение 𝐴 < 𝑏 (соответственно 𝑏 < 𝐴)
означает, что 𝐴 < {𝑏} ({𝑏} < 𝐴). Через 𝐴+ (и соответ-
ственно 𝐴−) будем обозначать множество элемен-
тов 𝑏 ∈ 𝑀 с условием 𝐴 < 𝑏 (𝑏 < 𝐴). Для произволь-
ного типа 𝑝 мы обозначаем через 𝑝(𝑀) множество
реализаций типа 𝑝 в 𝑀. Если 𝐵 ⊆ 𝑀 и 𝐸 –– отноше-
ние эквивалентности на 𝐵, то мы обозначаем через
𝐵/𝐸 множество представителей 𝐸–классов, лежа-
щих в 𝐵. Если 𝑓 –– функция на 𝑀, то мы обозначаем
через 𝐷𝑜𝑚(𝑓) область определения функции 𝑓, а че-
рез 𝑅𝑎𝑛𝑔𝑒(𝑓)–– ее область значений.

Всюду далее в статье, если не оговорено против-
ное, мы рассматриваем произвольную полную тео-
рию 𝑇, где 𝑀 –– достаточно насыщенная модель тео-
рии 𝑇.
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Определение 1. Пусть 𝑇 — слабо о-минималь-
ная теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неалгебра-
ические типы. Мы говорим, что тип 𝑝 является не
слабо ортогональным типу 𝑞 (𝑝 /⟂𝑤 𝑞), если существу-
ют 𝐿𝐴-формула 𝐻(𝑥, 𝑦), α ∈ 𝑝(𝑀)и β1, β2 ∈ 𝑞(𝑀) та-
кие, что β1 ∈ 𝐻(𝑀, α) и β2 /∈ 𝐻(𝑀, α).

Другими словами, тип 𝑝 является слабо орто-
гональным типу 𝑞 (𝑝 ⟂𝑤 𝑞), если 𝑝(𝑥) ∪ 𝑞(𝑦) име-
ет единственное расширение до полного 2-типа
над 𝐴.

Лемма 1. [2] Пусть 𝑇 –– слабо о-минимальная
теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀. Тогда отношение не слабой
ортогональности /⟂𝑤 является отношением эквива-
лентности на 𝑆1(𝐴).

Определение ранга выпуклости одноместной
формулы введено в [3] и расширено на произволь-
ное множество в [4]:

Определение 2. [3, 4] Пусть 𝑇 –– слабо о-мини-
мальная теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀. Ранг выпуклости
множества 𝐴 (𝑅𝐶(𝐴)) определяется следующим
образом:

1) 𝑅𝐶(𝐴) = −1, если 𝐴 = ∅.
2) 𝑅𝐶(𝐴) = 0, если 𝐴 конечно и непусто.
3) 𝑅𝐶(𝐴) ≥ 1, если 𝐴 бесконечно.
4) 𝑅𝐶(𝐴) ≥ α + 1, если существуют параметри-

чески определимое отношение эквивалентности
𝐸(𝑥, 𝑦) и 𝑏𝑖 ∈ 𝐴, 𝑖 ∈ ω, удовлетворяющие следую-
щим условиям:
● Для любых 𝑖, 𝑗 ∈ ω, всякий раз когда 𝑖 ≠ 𝑗 мы

имеем 𝑀 ⊧ ¬𝐸(𝑏𝑖, 𝑏𝑗);
● Для каждого 𝑖 ∈ ω 𝑅𝐶(𝐸(𝑀, 𝑏𝑖)) ≥ α и

𝐸(𝑀, 𝑏𝑖)–– выпуклое подмножество множества 𝐴.
5) 𝑅𝐶(𝐴) ≥ δ, если 𝑅𝐶(𝐴) ≥ α для всех α < δ

(δ предельный).
Для ординала α положим 𝑅𝐶(𝐴) = α, если

𝑅𝐶(𝐴) ≥ α и 𝑅𝐶(𝐴) /≥ α + 1.
Если 𝑅𝐶(𝐴) = α для некоторого α, то мы гово-

рим, что 𝑅𝐶(𝐴) определяется. В противном случае
(т.е. если 𝑅𝐶(𝐴) ≥ α для любого ординала α), мы по-
лагаем 𝑅𝐶(𝐴) =∞.

Ранг выпуклости формулы ϕ(𝑥, ̄𝑎), где ̄𝑎 ∈ 𝑀,
определяется как ранг выпуклости множества
ϕ(𝑀, ̄𝑎), т.е. 𝑅𝐶(ϕ(𝑥, ̄𝑎)) ∶= 𝑅𝐶(ϕ(𝑀, ̄𝑎)). Ранг
выпуклости 1-типа 𝑝 определяется как ранг выпук-
лости множества 𝑝(𝑀), т.е. 𝑅𝐶(𝑝) ∶= 𝑅𝐶(𝑝(𝑀)).

Полная теория 𝑇 является бинарной, если любая
формула эквивалентна булевой комбинации фор-
мул самое большее от двух свободных переменных.

Теорема 1. [5] Любая слабо о-минимальная тео-
рия конечного ранга выпуклости, имеющая менее чем
2ω счетных моделей, является бинарной.

Определение 3. [6, 7] Пусть 𝑇 — полная тео-
рия, 𝑝1(𝑥1), … , 𝑝𝑛(𝑥𝑛) ∈ 𝑆1(∅). Будем говорить,
что тип 𝑞(𝑥1, …, 𝑥𝑛) ∈ 𝑆𝑛(∅) является (𝑝1, … , 𝑝𝑛)-
типом, если 𝑞(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ⊇

𝑛
⋃
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑥𝑖). Множество

всех (𝑝1, … , 𝑝𝑛)-типов теории 𝑇 будем обозначать
через 𝑆𝑝1,…,𝑝𝑛(𝑇). Счетная теория 𝑇 называется по-
чти ω-категоричной, если для любых типов 𝑝1(𝑥1),
…, 𝑝𝑛(𝑥𝑛) ∈ 𝑆1(∅) существует лишь конечное число
типов 𝑞(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑆𝑝1,…,𝑝𝑛(𝑇).

Теорема 2. [8] Любая слабо о-минимальная
теория конечного ранга выпуклости, имеющая
менее чем 2ω счетных моделей, является почти
ω-категоричной.

Напомним некоторые понятия, первоначально
введенные в [1]. Пусть 𝑌 ⊂ 𝑀𝑛+1 ––∅-определимое
множество, π ∶𝑀𝑛+1 →𝑀𝑛 –– проекция, которая от-
брасывает последнюю координату, и 𝑍 ∶= π(𝑌). Для
каждого ̄𝑎 ∈ 𝑍 пусть 𝑌 ̄𝑎 ∶= {𝑦 ∶ ( ̄𝑎, 𝑦) ∈ 𝑌}. Предполо-
жим, что для каждого ̄𝑎 ∈ 𝑍 множество 𝑌 ̄𝑎 выпукло
и ограничено сверху, но не имеет супремума в 𝑀.
Пусть ∼ ––∅–определимое отношение эквивалент-
ности на 𝑀𝑛, определяемое следующим образом:

̄𝑎 ∼ 𝑏̄ для всех ̄𝑎, 𝑏̄ ∈ 𝑀𝑛/𝑍,
̄𝑎 /∼ 𝑏̄ для любых ̄𝑎 ∈ 𝑍 и 𝑏̄ ∈ 𝑀𝑛/𝑍,

и ̄𝑎 ∼ 𝑏̄ ⇔ sup 𝑌 ̄𝑎 = sup 𝑌𝑏̄, если ̄𝑎, 𝑏̄ ∈ 𝑍.

Пусть 𝑍 ∶= 𝑍/ ∼, и для каждого кортежа ̄𝑎 ∈ 𝑍
мы обозначаем через [ ̄𝑎] ∼-класс кортежа ̄𝑎. Су-
ществует естественный∅–определимый линейный
порядок на 𝑀 ∪𝑍, определяемый следующим обра-
зом. Пусть ̄𝑎 ∈ 𝑍 и 𝑐 ∈ 𝑀. Тогда [ ̄𝑎] < 𝑐 тогда и толь-
ко тогда когда 𝑤 < 𝑐 для всех 𝑤 ∈ 𝑌 ̄𝑎. Мы также
определяем, что 𝑐 < [ ̄𝑎] тогда и только тогда когда
¬([ ̄𝑎] < 𝑐), т.е. существует 𝑤 ∈ 𝑌 ̄𝑎 такой, что 𝑐 ⩽ 𝑤.
Если ̄𝑎, ̄𝑏 ∈ 𝑍 и ̄𝑎 /∼ ̄𝑏, то существует некоторый
𝑥 ∈ 𝑀 такой, что [ ̄𝑎] < 𝑥 < [ ̄𝑏] или [ ̄𝑏] < 𝑥 < [ ̄𝑎], и по-
этому < индуцирует линейный порядок на 𝑀 ∪ 𝑍.
Мы называем такое множество 𝑍 сортом (в данном
случае, ∅–определимым сортом) в 𝑀, где 𝑀 –– де-
декиндово пополнение структуры 𝑀, и обозреваем
𝑍 как естественно вложенную в 𝑀. Аналогично мы
можем получить сорт в 𝑀, рассматривая инфиму-
мы вместо супремумов.

Пусть 𝐴, 𝐷 ⊆ 𝑀, множество 𝐷 бесконечно,
𝑍 ⊆ 𝑀 — 𝐴–определимый сорт и 𝑓 ∶ 𝐷→ 𝑍 —
𝐴–определимая функция. Мы говорим, что 𝑓 ––
локально возрастающая (локально убывающая, ло-
кально константа) на 𝐷, если для любого 𝑎 ∈ 𝐷
существует бесконечный открытый интервал
𝐽 ⊆ 𝐷, содержащий {𝑎}, так что 𝑓 является строго
возрастающей (строго убывающей, констан-
той) на 𝐽; мы также говорим, что 𝑓 –– локально
монотонная на 𝐷, если она является локально
возрастающей или локально убывающей на 𝐷.

Пусть 𝐸 –– 𝐴–определимое отношение эквива-
лентности на 𝐷. Мы говорим, что 𝑓 –– строго воз-
растающая (убывающая) на 𝐷/𝐸, если для лю-
бых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐷 с условием 𝑎 < 𝑏 и ¬𝐸(𝑎, 𝑏) мы имеем
𝑓(𝑎) < 𝑓(𝑏) (𝑓(𝑎) > 𝑓(𝑏)).
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Далее нам понадобится следующий результат
о поведении определимой функции во множестве
реализаций неалгебраического 1-типа.

Теорема 3. [4] Пусть 𝑇 –– слабо о-минимальная
теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неалгебраический
тип. Предположим, что существует 𝐴-определимая
функция 𝑓 в 𝐴–определимый сорт такая, что
𝑝(𝑀) ⊆ 𝐷𝑜𝑚(𝑓) и 𝑓 не является константой на
𝑝(𝑀). Тогда существует 𝐴–определимое отношение
эквивалентности 𝐸(𝑥, 𝑦), разбивающее 𝑝(𝑀) на бес-
конечное число выпуклых классов, так что 𝑓 является
строго монотонной на 𝑝(𝑀)/𝐸.

Лаура Майер в [9] подтвердила гипотезу Воота
для о-минимальных теорий:

Теорема 4. [9] Пусть 𝑇 –– о-минимальная теория
в счетном языке. Тогда либо 𝑇 имеет 2ω счетных мо-
делей, либо 𝑇 имеет 3𝑚6𝑙 счетных моделей для некото-
рых неотрицательных целых чисел 𝑚, 𝑙 < ω.

В работе [10] была подтверждена гипотеза Во-
ота для вполне о-минимальных теорий, в том чис-
ле установлено, что счетный спектр таких теорий
совпадает со счетным спектром о-минимальных
теорий. В работе [11] была подтверждена гипоте-
за Воота для слабо о-минимальных теорий ранга
выпуклости 1, и установлено, что счетный спектр
таких теорий отличается от счетного спектра о-
минимальных теорий. Наконец, в работе [5] бы-
ла подтверждена гипотеза Воота для слабо о-
минимальных теорий конечного ранга выпукло-
сти. В недавней работе [12] построена счетная ли-
нейно упорядоченная теория, имеющая то же чис-
ло счетных попарно неизоморфных моделей, что
и исходная счетная теория (необязательно линей-
но упорядоченная). В работе [13] установлено, что
вопрос уменьшения числа счетных моделей с кон-
тинуума до счетного числа с помощью констант-
ного обогащения исходной теории остается откры-
тым. В недавней работе [14] исследованы возмож-
ные значения счетного спектра для теории плотно-
го дерева встреч. В настоящей работе мы представ-
ляем формулу, вычисляющую счетный спектр про-
извольной слабо о-минимальной теории конечно-
го ранга выпуклости, имеющей менее чем 2ω счет-
ных попарно неизоморфных моделей.

2. (𝑝, 𝑞)-СЕКАТОРЫ
Понятие (𝑝, 𝑞)-секатора было введено в [15].

Пусть 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неалгебраические
типы, 𝑝 /⟂𝑤 𝑞. Будем говорить, что 𝐿𝐴-формула
ϕ(𝑥, 𝑦) является (𝑝, 𝑞)-секатором, если суще-
ствует 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀) такой, что ϕ(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) ≠ ∅,
¬ϕ(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) ≠ ∅, ϕ(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) выпукло,
и [ϕ(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀)]− = [𝑞(𝑀)]−. Если ϕ1(𝑥, 𝑦),
ϕ2(𝑥, 𝑦)–– (𝑝, 𝑞)-секаторы, то мы говорим, что
ϕ1(𝑥, 𝑦) не больше чем ϕ2(𝑥, 𝑦), если существует 𝑎 ∈
∈𝑝(𝑀) такой, что ϕ1(𝑎, 𝑀)∩𝑞(𝑀)⊆ϕ2(𝑎, 𝑀)∩𝑞(𝑀).

Будем говорить, что (𝑝, 𝑞)-секаторы ϕ1(𝑥, 𝑦)
и ϕ2(𝑥, 𝑦) эквивалентны (ϕ1(𝑥, 𝑦) ∼ ϕ2(𝑥, 𝑦)), если
ϕ1(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) = ϕ2(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) для некоторого
(любого) 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀).

Очевидно, что если 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неалгебра-
ические типы и 𝑝 /⟂𝑤 𝑞, тогда существует (𝑝, 𝑞)-
секатор и для любого (𝑝, 𝑞)-секатора ϕ(𝑥, 𝑦) функ-
ция 𝑓(𝑥) ∶= sup ϕ(𝑥, 𝑀) не является константой на
𝑝(𝑀).

Лемма 2. Пусть 𝑇 — слабо о-минимальная тео-
рия, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неалгебраические,
𝑝 /⟂𝑤 𝑞. Предположим, что существуют (𝑝, 𝑞)-
секаторы ϕ1(𝑥, 𝑦), ϕ2(𝑥, 𝑦) такие, что ϕ1(𝑎, 𝑀)∩
∩𝑞(𝑀) ⊆ ϕ2(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) для некоторого 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀).
Тогда ϕ1(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) ⊆ ϕ2(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) для любого
𝑎 ∈ 𝑝(𝑀).

Доказательство леммы 2. Поскольку ϕ1(𝑎, 𝑀)∩
∩𝑞(𝑀) ⊆ ϕ2(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀), существует выпуклая
формула θ(𝑦) ∈ 𝑞 такая, что 𝑀 ⊧ 𝐾ϕ1,ϕ2,θ(𝑎), где

𝐾ϕ1,ϕ2,θ(𝑥) ∶= ∀𝑦[ϕ1(𝑥, 𝑦) ∧ θ(𝑦) → ϕ2(𝑥, 𝑦)].

Очевидно, что 𝐾ϕ1,ϕ2,θ(𝑥) является 𝐿𝐴-фор-
мулой и 𝐾ϕ1,ϕ2,θ(𝑥) ∈ 𝑝.

Допустим противное: существует 𝑎1 ∈ 𝑝(𝑀) та-
кой, что

ϕ1(𝑎1, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) /⊆ ϕ2(𝑎1, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀).

Тогда очевидно, что

ϕ2(𝑎1, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) ⊂ ϕ1(𝑎1, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀),

откуда существует 𝑏∈𝑞(𝑀) такой, что 𝑀⊧ϕ1(𝑎1, 𝑏)∧
∧¬ϕ2(𝑎1, 𝑏), т.е. 𝑀 ⊧ ¬𝐾ϕ1,ϕ2,θ(𝑎1). Противоречие.

Таким образом, множество всех (𝑝, 𝑞)-секато-
ров разбивается на линейно упорядоченное множе-
ство классов эквивалентности относительно ∼.

Лемма 3. Пусть 𝑇 –– слабо о-минимальная
теория конечного ранга выпуклости, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝑝, 𝑞 ∈
∈ 𝑆1(∅)–– неалгебраические, 𝑝 /⟂𝑤 𝑞. Предположим,
что существует (𝑝, 𝑞)-секатор 𝑈(𝑥, 𝑦) такой,
что 𝑓(𝑥) ∶= sup 𝑈(𝑥, 𝑀)–– строго возрастающая
(убывающая) на 𝑝(𝑀)/𝐸𝑝, где 𝐸𝑝(𝑥, 𝑦)–– наиболь-
шее ∅-определимое отношение эквивалентности,
разбивающее 𝑝(𝑀) на бесконечное число выпук-
лых классов. Тогда для любого секатора 𝑈 ′(𝑥, 𝑦)
функция 𝑓 ′(𝑥) ∶= sup 𝑈 ′(𝑥, 𝑀) является строго
возрастающей (убывающей) на 𝑝(𝑀)/𝐸𝑝.

Доказательство леммы 3. Не умаляя общности,
предположим, что 𝑓 — строго возрастающая на
𝑝(𝑀)/𝐸𝑝. Допустим противное: существует (𝑝, 𝑞)-
секатор 𝑈 ′(𝑥, 𝑦) такой, что 𝑓 ′ не является строго
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возрастающей на 𝑝(𝑀)/𝐸𝑝. Тогда 𝑓 ′ является
строго убывающей на 𝑝(𝑀)/𝐸𝑝.

Случай 1. 𝑓(𝑎) = 𝑓 ′(𝑎) для некоторого 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀).
Рассмотрим произвольный 𝑎1 ∈ 𝑝(𝑀) такой,

что 𝑎 < 𝑎1 и ¬𝐸𝑝(𝑎, 𝑎1). Тогда получаем, что 𝑓 ′(𝑎1) <
< 𝑓 ′(𝑎) = 𝑓(𝑎) < 𝑓(𝑎1). Противоречие.

Случай 2. 𝑓(𝑎) < 𝑓 ′(𝑎) для некоторого 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀).
Поскольку функция 𝑓 возрастает на 𝑝(𝑀)/𝐸𝑝,

то существует 𝑎1 ∈ 𝑝(𝑀) такой, что 𝑎 < 𝑎1, ¬𝐸𝑝(𝑎, 𝑎1)
и 𝑓 ′(𝑎) ⩽ 𝑓(𝑎1). Но тогда получаем, что 𝑓 ′(𝑎1) <
< 𝑓 ′(𝑎) ⩽ 𝑓(𝑎1). Противоречие.

Случай 3. 𝑓(𝑎) > 𝑓 ′(𝑎) для некоторого 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀).
Рассмотрим произвольный 𝑎1 ∈ 𝑝(𝑀) такой,

что 𝑎 < 𝑎1 и ¬𝐸𝑝(𝑎, 𝑎1). Очевидно, что 𝑓(𝑎) < 𝑓(𝑎1).
Поскольку функция 𝑓 ′ убывает на 𝑝(𝑀)/𝐸𝑝, то
существует 𝑎2 ∈ 𝑝(𝑀) такой, что 𝑎2 < 𝑎, ¬𝐸𝑝(𝑎, 𝑎2)
и 𝑓(𝑎1) ⩽ 𝑓 ′(𝑎2). Но тогда получаем, что 𝑓(𝑎2) <
< 𝑓 ′(𝑎2). Противоречие.

Определение 4. [16, 17] Пусть 𝑇 — слабо о-
минимальная теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(𝐴)
— неалгебраические типы. Будем говорить, что тип
𝑝 не почти вполне ортогонален типу 𝑞 (𝑝 /⟂𝑎𝑞 𝑞), если
существуют (𝑝, 𝑞)-секатор 𝑈(𝑥, 𝑦) и 𝐴-определимое
отношение эквивалентности 𝐸𝑞(𝑥, 𝑦), разбиваю-
щее 𝑞(𝑀) на бесконечное число выпуклых классов,
так что для любого 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀) существует 𝑏 ∈ 𝑞(𝑀)
такой, что sup 𝑈(𝑎, 𝑀) = sup 𝐸𝑞(𝑏, 𝑀).

Будем говорить, что 𝑇 является почти вполне о-
минимальной, если понятия слабой и почти вполне
ортогональности 1-типов совпадают.

Очевидно, что если существует 𝐴-определимая
биекция между 𝑝(𝑀) и 𝑞(𝑀), то 𝑝 не почти вполне
ортогонален 𝑞.

Пример 1. Пусть 𝑀 = ⟨𝑀;<, 𝑃 1
1 , 𝑃 1

2 , 𝐸2, 𝑅2⟩––
линейно упорядоченная структура такая, что 𝑀
есть непересекающееся объединение интерпре-
таций унарных предикатов 𝑃1 и 𝑃2, при этом
𝑃1(𝑀) < 𝑃2(𝑀). Мы отождествляем интерпре-
тацию 𝑃2 с множеством рациональных чисел ℚ,
упорядоченном как обычно, а 𝑃1 с ℚ × ℚ, упоря-
доченном лексикографически. Символ бинарного
отношения 𝐸 определяется следующим образом:
для любых (𝑎1, 𝑏1), (𝑎2, 𝑏2) ∈ 𝑃1(𝑀) имеет место
𝐸((𝑎1, 𝑏1), (𝑎2, 𝑏2)) ⇔ 𝑎1 = 𝑎2. Символ бинарного
отношения 𝑅 интерпретируется следующим обра-
зом: для любых (𝑎1, 𝑎2) ∈ 𝑃1(𝑀), 𝑏 ∈ 𝑃2(𝑀) имеет
место 𝑅((𝑎1, 𝑎2), 𝑏)⇔ 𝑏 < 𝑎1 +

√
2.

Может быть установлено, что 𝑇 ℎ(𝑀)–– слабо
о-минимальная теория. Отношение 𝐸(𝑥, 𝑦) явля-
ется отношением эквивалентности, разбивающим
𝑃1(𝑀) на бесконечное число бесконечных выпук-
лых классов. Пусть 𝑝(𝑥) ∶= {𝑃1}, 𝑞(𝑥) ∶= {𝑃2}. Оче-
видно, что 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(∅), 𝑝 /⟂𝑤 𝑞, но 𝑝 ⟂𝑎𝑞 𝑞, т.е. 𝑇 ℎ(𝑀)
не является почти вполне о-минимальной.

Лемма 4. [17] Пусть 𝑇 –– слабо о-минимальная
теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀. Тогда отношение не почти

вполне ортогональности ( /⟂𝑎𝑞) является отношением
эквивалентности на 𝑆1(𝐴).

Далее нам понадобится понятие 𝑝-сохраняю-
щей выпуклой вправо (влево) формулы.

Определение 5. [18] Пусть 𝑇 –– слабо о-мини-
мальная теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неал-
гебраический.

(1) 𝐿𝐴-формула 𝐹(𝑥, 𝑦) называется 𝑝-сохраняю-
щей, если существуют α, γ1, γ2 ∈ 𝑝(𝑀) такие, что

[𝐹(𝑀, α)/{α}]∩𝑝(𝑀) ≠ ∅ и γ1 < 𝐹(𝑀, α)∩𝑝(𝑀) < γ2.

(2) 𝑝-сохраняющая формула 𝐹(𝑥, 𝑦) называется
выпуклой вправо (влево), если существует α ∈ 𝑝(𝑀)
такой, что 𝐹(𝑀, α) ∩ 𝑝(𝑀) выпукло, α — левая
(правая) концевая точка множества 𝐹(𝑀, α) ∩ 𝑝(𝑀)
и α ∈ 𝐹(𝑀, α).

Определение 6. [19] Пусть 𝐹(𝑥, 𝑦)–– 𝑝-сохра-
няющая выпуклая вправо (влево) формула. Мы
говорим что 𝐹(𝑥, 𝑦) является эквивалентность-
генерирующей, если для любых α, β ∈ 𝑝(𝑀) таких,
что 𝑀 ⊧ 𝐹(β, α) имеет место следующее:

𝑀 ⊧ ∀𝑥[𝑥 ⩾ β→ [𝐹(𝑥, α)↔ 𝐹(𝑥, β)]],
(𝑀 ⊧ ∀𝑥[𝑥 ⩽ β→ [𝐹(𝑥, α)↔ 𝐹(𝑥, β)]]).

Лемма 5. [19] Пусть 𝑇 –– слабо о-минимальная
теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неалгебраиче-
ский. Предположим что 𝐹(𝑥, 𝑦)–– 𝑝-сохраняющая
выпуклая вправо (влево) формула, являющаяся
эквивалентность-генерирующей. Тогда 𝐸(𝑥, 𝑦) ∶=
∶= 𝐹(𝑥, 𝑦) ∨ 𝐹(𝑦, 𝑥)–– отношение эквивалентности,
разбивающее 𝑝(𝑀) на бесконечное число бесконечных
выпуклых классов.

Предложение 1. [10] Пусть 𝑇 –– слабо о-мини-
мальная теория, имеющая менее чем 2ω счетных мо-
делей, 𝑝 ∈ 𝑆1(∅)–– неалгебраический. Тогда любая 𝑝-
сохраняющая выпуклая вправо (влево) формула явля-
ется эквивалентность-генерирующей.

Предложение 2. Пусть 𝑇 — слабо о-минимальная
теория конечного ранга выпуклости, имеющая менее
чем 2ω счетных моделей, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(∅)–– неал-
гебраические, 𝑝 /⟂𝑤 𝑞, 𝑝 ⟂𝑎𝑞 𝑞. Тогда существует един-
ственный (𝑝, 𝑞)-секатор.

Доказательство предложения 2. Допустим против-
ное: существуют (𝑝, 𝑞)-секаторы 𝑈1(𝑥, 𝑦) и 𝑈2(𝑥, 𝑦)
такие, что 𝑈1(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) ⊂ 𝑈2(𝑎, 𝑀) ∩ 𝑞(𝑀) для
любого 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀). Тогда возьмем произвольный
𝑏 ∈ 𝑞(𝑀) такой, что 𝑀 ⊧ 𝑈2(𝑎, 𝑏) ∧ ¬𝑈1(𝑎, 𝑏), и рас-
смотрим следующую формулу:

𝐹(𝑥, 𝑏) ∶= 𝑏 ⩽ 𝑥 ∧ ∃𝑦[¬𝑈1(𝑦, 𝑏) ∧𝑈2(𝑦, 𝑏)∧
∧∃𝑦1(𝐸𝑝(𝑦, 𝑦1) ∧𝑈2(𝑦1, 𝑥))].

Нетрудно установить, что 𝐹(𝑥, 𝑦)–– 𝑞-сох-
раняющая выпуклая вправо формула. Тогда
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в силу предложения 1 𝐹(𝑥, 𝑦) является экви-
валентность-генерирующей, и в силу леммы 5
отношение 𝐸(𝑥, 𝑦) ∶= 𝐹(𝑥, 𝑦) ∨ 𝐹(𝑦, 𝑥) есть ∅-
определимое отношение эквивалентности,
разбивающее 𝑞(𝑀) на бесконечное число бес-
конечных выпуклых классов. При этом имеем, что
inf 𝐸(𝑏, 𝑀) < sup 𝑈2(𝑎, 𝑀) ⩽ sup 𝐸(𝑏, 𝑀), откуда
получаем, что 𝑝 /⟂𝑎𝑞 𝑞. Противоречие.

3. ЧИСЛО СЧЕТНЫХ МОДЕЛЕЙ
Пусть 𝑇 –– полная счетная теория. Тогда 𝐼(𝑇 , ω)

обозначает число счетных попарно неизоморф-
ных моделей теории 𝑇. Пусть {𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛}–– про-
извольное семейство типов над ∅. Будем обо-
значать через 𝐼(𝑇 , ω){𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛} число счетных мо-
делей теории 𝑇, ограничения которых на объ-
единение множеств реализаций каждого типа из
{𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛} попарно не изоморфны. Иными сло-
вами, 𝐼(𝑇 , ω){𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛} –– это вклад семейства типов
{𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛} в счетный спектр теории 𝑇.

Определение 7. [2] Пусть 𝑀 —слабо о-мини-
мальная структура, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неалгебра-
ический тип. Мы говорим, что 𝑝 –– квазирациональ-
ный вправо (влево), если существует выпуклая 𝐿𝐴-
формула 𝑈𝑝(𝑥) ∈ 𝑝 такая, что для любой доста-
точной насыщенной модели 𝑁 ≻ 𝑀 выполняется
𝑈𝑝(𝑁)+ = 𝑝(𝑁)+ (𝑈𝑝(𝑁)− = 𝑝(𝑁)−). Неизолирован-
ный 1-тип называется квазирациональным, если он
является либо квазирациональным вправо, либо
квазирациональным влево. Неквазирациональный
неизолированный 1-тип называется иррациональ-
ным.

Очевидно, что 1-тип, будучи одновременно
квазирациональным вправо и квазирациональным
влево, является изолированным.

Предложение 3. [2] Пусть 𝑇 –– слабо о-мини-
мальная теория, 𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(𝐴)–– неал-
гебраические типы, 𝑝 /⟂𝑤 𝑞. Тогда:

(1) 𝑝 –– иррациональный ⇔ 𝑞 –– иррациональный
(2) 𝑝 –– квазирациональный ⇔ 𝑞 –– квазирацио-

нальный
Пусть 𝑝1, … , 𝑝𝑠 ∈ 𝑆1(∅) — неалгебраические.

Будем говорить, что семейство 1-типов {𝑝1, … , 𝑝𝑠}
является слабо ортогональным над ∅, если каждый
𝑠-кортеж ⟨𝑎1, … , 𝑎𝑠⟩ ∈ 𝑝1(𝑀) × … × 𝑝𝑠(𝑀) удовле-
творяет одному и тому же типу над ∅.

Предложение 4. [5] Пусть 𝑇 –– слабо о-мини-
мальная теория конечного ранга выпуклости, имею-
щая менее чем 2ω счетных моделей, 𝑀 ⊧ 𝑇, и пусть
𝑝1, … , 𝑝𝑠 ∈ 𝑆1(∅)–– неалгебраические попарно слабо
ортогональные 1-типы. Тогда семейство {𝑝1, … , 𝑝𝑠}
слабо ортогонально над ∅.

Предложение 5. [5] Пусть 𝑇 –– слабо о-ми-
нимальная теория конечного ранга выпуклости,
имеющая менее чем 2ω счетных моделей, 𝑀 ⊧ 𝑇,
𝑝 ∈ 𝑆1(∅)–– неизолированный. Предположим, что

𝐸(𝑥, 𝑦)–– наибольшее ∅-определимое отношение
эквивалентности, разбивающее 𝑝(𝑀) на бесконечное
число выпуклых классов. Тогда

1. Если 𝑝 — иррациональный, то для каждой из
следующих шести возможностей существует счет-
ная модель 𝑀1 теории 𝑇, в которой она в точности
реализуется:

1.1. 𝑝(𝑀1) = ∅.
1.2. ∣𝑝(𝑀1)/𝐸∣ = 1.
1.3. 𝑝(𝑀1)/𝐸 порядково изоморфна (0, 1) ∩ ℚ.
1.4. 𝑝(𝑀1)/𝐸 порядково изоморфна [0, 1) ∩ ℚ.
1.5. 𝑝(𝑀1)/𝐸 порядково изоморфна (0, 1] ∩ ℚ.
1.6. 𝑝(𝑀1)/𝐸 порядково изоморфна [0, 1] ∩ ℚ.
2. Если 𝑝 — квазирациональный вправо (влево), то

для каждой из следующих трех возможностей суще-
ствует счетная модель 𝑀1 теории 𝑇, в которой она
в точности реализуется:

2.1. 𝑝(𝑀1) = ∅.
2.2. 𝑝(𝑀1)/𝐸 порядково изоморфна (0, 1) ∩ ℚ.
2.3. 𝑝(𝑀1)/𝐸 порядково изоморфна [0, 1) ∩ ℚ

((0, 1] ∩ ℚ).
Предложение 6. [5] Пусть 𝑇 –– слабо о-мини-

мальная теория конечного ранга выпуклости, имею-
щая менее чем 2ω счетных моделей. Если 𝑀 и 𝑁 ––
счетные модели теории 𝑇 такие, что 𝑝(𝑀) порядко-
во изоморфно 𝑝(𝑁) для любого 𝑝 ∈ 𝑆1(∅), то 𝑀 и 𝑁
изоморфны.

Факт 1. Пусть 𝑇 — слабо о-минимальная теория,
𝑀 ⊧ 𝑇, 𝐴 ⊆ 𝑀, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(𝐴)— неалгебраические. То-
гда 𝑝 /⟂𝑤 𝑞 и 𝑝 ⟂𝑎𝑞 𝑞 ⇔ 𝑞 /⟂𝑤 𝑝 и 𝑞 ⟂𝑎𝑞 𝑝.

Пример 2. Пусть 𝑀 ∶= ⟨𝑀; <, 𝑃 1, 𝐸2
1 , …, 𝐸2

𝑛−1, 𝜀2
1,

…, 𝜀2
𝑚−1, 𝑈 2, 𝑐𝑖⟩𝑖∈ω –– линейно упорядоченная струк-

тура такая, что 𝑀 есть непересекающееся объеди-
нение интерпретаций унарных предикатов 𝑃 и ¬𝑃,
при этом 𝑃(𝑀) < ¬𝑃(𝑀). Мы отождествляем ин-
терпретацию 𝑃 с ℚ𝑛 = ℚ × … × ℚ, упорядоченной
лексикографически, а интерпретацию ¬𝑃 с ℚ𝑚, так-
же упорядоченной лексикографически. Интерпре-
тации бинарных предикатов 𝐸2

1 , … , 𝐸2
𝑛−1 –– это от-

ношения эквивалентности на 𝑃(𝑀) такие, что для
всех 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … 𝑦𝑛) ∈ ℚ𝑛 и для
любого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1

𝐸𝑖(𝑥, 𝑦)⇔ 𝑥1 = 𝑦1 ∧ 𝑥2 = 𝑦2 ∧… ∧ 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖.

Аналогично, интерпретации бинарных предика-
тов 𝜀2

1, … , 𝜀2
𝑛−1 –– это отношения эквивалентности

на ¬𝑃(𝑀) такие, что для всех 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚),
𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … 𝑦𝑚) ∈ ℚ𝑚 и для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚 − 1

𝜀𝑗(𝑥, 𝑦)⇔ 𝑥1 = 𝑦1 ∧ 𝑥2 = 𝑦2 ∧… ∧ 𝑥𝑗 = 𝑦𝑗.

Символ 𝑈 интерпретирует бинарное отноше-
ние, определяемое следующим образом: для лю-
бых 𝑎 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑃(𝑀) и 𝑏 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚) ∈
∈ ¬𝑃(𝑀)

𝑈(𝑎, 𝑏)⇔ 𝑦1 < 𝑥1 +
√

2.
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Константы 𝑐𝑖 интерпретируют бесконечную
строго возрастающую последовательность на 𝑃(𝑀)
такую, что lim𝑖→∞ 𝑐𝑖 =∞𝑃(𝑀) и для любых 𝑖 ≠ 𝑗 имеет
место ¬𝐸(𝑐𝑖, 𝑐𝑗).

Рассмотрим следующие множества формул:

𝑝(𝑥) ∶= {𝑥 > 𝑐𝑖 ∣ 𝑖 ∈ ω} ∪ {𝑃(𝑥)},

𝑞(𝑦) ∶= {∀𝑡[𝑈(𝑐𝑖, 𝑡) → 𝑡 < 𝑦] ∣ 𝑖 ∈ ω} ∪ {¬𝑃(𝑦)}.
Нетрудно установить, что 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(∅)— квази-

рациональные вправо, 𝑅𝐶(𝑝) = 𝑛, 𝑅𝐶(𝑞) = 𝑚, при-
чем 𝑝 /⟂𝑤 𝑞, но 𝑝 ⟂𝑎𝑞 𝑞. Следовательно, 𝑇 ℎ(𝑀) не
является почти вполне о-минимальной.

Пусть 𝑓(𝑥) ∶= sup 𝑈(𝑥, 𝑀). Очевидно, что 𝑓 яв-
ляется локально константой на 𝑃(𝑀) и 𝑓 является
строго возрастающей на 𝑃(𝑀)/𝐸𝑛−1. Мы утвержда-
ем, что 𝑇 ℎ(𝑀) имеет в точности четыре счетные
попарно неизоморфные модели: первый случай ––
𝑝 и 𝑞 не реализуются; второй случай –– 𝑝(𝑀)/𝐸𝑛−1
и 𝑞(𝑀)/𝜀𝑚−1 имеют порядковые типы (0, 1) ∩ ℚ
(насыщенный случай); третий случай –– 𝑝(𝑀)/𝐸𝑛−1
имеет порядковый тип [0, 1) ∩ ℚ, а 𝑞(𝑀)/𝜀𝑚−1
имеет порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ; четвертый слу-
чай –– 𝑝(𝑀)/𝐸𝑛−1 имеет порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ,
а 𝑞(𝑀)/𝜀𝑚−1 имеет порядковый тип [0, 1) ∩ ℚ.

Пример 3. Пусть 𝑀 ∶= ⟨𝑀; <, 𝑃 1
1 , 𝑃 1

2 , 𝑆1
1 , 𝑆1

2 ,
𝑆1

3 , 𝑈 2
1 , 𝑈 2

2 , 𝑈 2
3 , 𝑓 1, 𝑔1, 𝑐1

𝑖 , 𝑐2
𝑗 ⟩𝑖,𝑗∈ω –– линейно упо-

рядоченная структура такая, что 𝑀 есть непере-
секающееся объединение интерпретаций унарных
предикатов 𝑃1, 𝑃2, 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3 с условием 𝑃1(𝑀) <
< 𝑃2(𝑀) < 𝑆1(𝑀) < 𝑆2(𝑀) < 𝑆3(𝑀). Мы отождеств-
ляем каждую из интерпретаций 𝑃𝑖, 𝑆𝑗 с множеством
рациональных чисел ℚ, упорядоченном как обыч-
но.

Символы 𝑈𝑗, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 3, интерпретируют бинар-
ные отношения следующим образом: для всех
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀

𝑀⊧𝑈1(𝑎, 𝑏)⇔𝑀⊧𝑃1(𝑎)∧𝑃2(𝑏) и ⟨ℝ;<,+⟩⊧𝑏 < 𝑎+
√

2,

𝑀⊧𝑈2(𝑎, 𝑏)⇔𝑀⊧𝑆1(𝑎)∧𝑆2(𝑏) и ⟨ℝ;<,+⟩⊧𝑏 < 𝑎+
√

2,

𝑀⊧𝑈3(𝑎, 𝑏)⇔𝑀⊧𝑆1(𝑎)∧𝑆3(𝑏) и ⟨ℝ;<,+⟩⊧𝑏 < 𝑎+
√

3.
Константы 𝑐1

𝑖 интерпретируют бесконечную
строго возрастающую последовательность на
𝑃1(𝑀), так что lim𝑖→∞ 𝑐1

𝑖 = ∞𝑃1(𝑀). Аналогично,
константы 𝑐2

𝑗 интерпретируют бесконечную строго
возрастающую последовательность на 𝑆1(𝑀), так
что lim𝑗→∞ 𝑐2

𝑗 =∞𝑆1(𝑀).
Символ 𝑓 интерпретирует строго возрастаю-

щую биекцию между 𝑃1(𝑀) и 𝑆1(𝑀), так что
𝑓(𝑐1

𝑖 )=𝑐2
𝑖 для всех 𝑖 ∈ ω. Аналогично, символ 𝑔 ин-

терпретирует строго возрастающую биекцию меж-
ду 𝑃2(𝑀) и 𝑆2(𝑀).

Может быть установлено, что 𝑇 ℎ(𝑀)–– слабо о-
минимальная теория ранга выпуклости 1. Пусть

𝑝1(𝑥) ∶= {𝑥 > 𝑐1
𝑖 ∣ 𝑖 ∈ ω} ∪ {𝑃1(𝑥)},

𝑝2(𝑥) ∶= {𝑥 > 𝑐2
𝑗 ∣ 𝑗 ∈ ω} ∪ {𝑆1(𝑥)},

𝑞1(𝑥) ∶= {∀𝑡[𝑈1(𝑐1
𝑖 , 𝑡) → 𝑡 < 𝑥] ∣ 𝑖 ∈ ω} ∪ {𝑃2(𝑥)},

𝑞2(𝑥) ∶= {∀𝑡[𝑈2(𝑐2
𝑗 , 𝑡) → 𝑡 < 𝑥] ∣ 𝑗 ∈ ω} ∪ {𝑆2(𝑥)},

𝑞3(𝑥) ∶= {∀𝑡[𝑈3(𝑐2
𝑗 , 𝑡) → 𝑡 < 𝑥] ∣ 𝑗 ∈ ω} ∪ {𝑆3(𝑥)}.

Очевидно, что 𝑝1, 𝑝2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 ∈ 𝑆1(∅) — квази-
рациональные вправо, 𝑝1 /⟂𝑎𝑞 𝑝2, 𝑞1 /⟂𝑎𝑞 𝑞2, 𝑝1 /⟂𝑤 𝑞1,
𝑝1 ⟂𝑎𝑞 𝑞1, 𝑝2 /⟂𝑤 𝑞2, 𝑝2 ⟂𝑎𝑞 𝑞2, 𝑝2 /⟂𝑤 𝑞3, 𝑝2 ⟂𝑎𝑞 𝑞3.
Нетрудно установить, что {𝑞2, 𝑞3}–– максимальное
попарно почти вполне ортогональное семейство
квазирациональных 1-типов над ∅, являющихся
не слабо ортогональными, но почти вполне орто-
гональными типу 𝑝1. Мы утверждаем, что 𝑇 ℎ(𝑀)
имеет в точности 5 счетных попарно неизоморф-
ных моделей: первый случай –– ни один из типов
𝑝1, 𝑝2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 не реализуется; второй случай ––
множество реализаций каждого из типов 𝑝1, 𝑝2, 𝑞1,
𝑞2, 𝑞3 имеет порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ (насыщен-
ный случай); третий случай –– 𝑝1(𝑀), 𝑝2(𝑀) имеют
порядковый тип [0, 1) ∩ ℚ, а 𝑞1(𝑀), 𝑞2(𝑀), 𝑞3(𝑀)
имеют порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ; четвертый слу-
чай –– 𝑝1(𝑀), 𝑝2(𝑀), 𝑞3(𝑀) имеют порядковый тип
(0, 1) ∩ ℚ, а 𝑞1(𝑀), 𝑞2(𝑀) имеют порядковый тип
[0, 1) ∩ ℚ; пятый случай –– 𝑝1(𝑀), 𝑝2(𝑀), 𝑞1(𝑀),
𝑞2(𝑀) имеют порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ, а 𝑞3(𝑀)
имеет порядковый тип [0, 1) ∩ ℚ.

Лемма 6. Пусть 𝑇 –– слабо о-минимальная
теория, имеющая менее чем 2ω счетных моделей,
𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(∅)–– квазирациональные, 𝑝 /⟂𝑤 𝑞. Тогда
𝑝(𝑀) = ∅⇔ 𝑞(𝑀) = ∅ для каждой 𝑀 ⊧ 𝑇.

Доказательство леммы 6. Пусть 𝑀 — счетная на-
сыщенная модель для 𝑇. Поскольку 𝑝 /⟂𝑤 𝑞, то суще-
ствует (𝑝, 𝑞)-секатор 𝑈(𝑥, 𝑦) такой, что для любого
𝑎 ∈ 𝑝(𝑀)найдутся 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝑞(𝑀) с условиями 𝑏1 < 𝑏2,
𝑈(𝑎, 𝑏1) и ¬𝑈(𝑎, 𝑏2).

Рассмотрим следующую формулу:

𝐾ϕ,𝜓(𝑥) ∶= ϕ(𝑥) ∧ ∃𝑦1∃𝑦2[𝜓(𝑦1) ∧𝜓(𝑦2)∧
𝑦1 < 𝑦2 ∧𝑈(𝑥, 𝑦1) ∧ ¬𝑈(𝑥, 𝑦2)].

Очевидно, что 𝑀 ⊧ 𝐾ϕ,𝜓(𝑎) для любого 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀)
и любых ϕ(𝑥) ∈ 𝑝, 𝜓(𝑦) ∈ 𝑞.

Возьмем произвольную счетную модель
𝑀1 ⪯ 𝑀. Предположим, что 𝑝(𝑀1) ≠ ∅. Тогда
𝑀1 ⊧ 𝐾ϕ,𝜓(𝑎) для любого 𝑎 ∈ 𝑝(𝑀1). Но тогда
получаем, что 𝑞(𝑀1) ≠ ∅.

Предложение 7. Пусть 𝑇 –– слабо о-минимальная
теория конечного ранга выпуклости, имеющая менее
чем 2ω счетных моделей, 𝑝1, 𝑝2, …, 𝑝𝑛 ∈ 𝑆1(∅)––
квазирациональные, 𝑝𝑖 /⟂𝑤 𝑝𝑗, 𝑝𝑖 ⟂𝑎𝑞 𝑝𝑗 для любых
1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛. Тогда 𝐼(𝑇 , ω){𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛} = 𝑛 + 2.
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Доказательство предложения 7. Пусть 𝑀 ⊧ 𝑇 ––
счетная насыщенная модель. Поскольку 𝑇 имеет
конечный ранг выпуклости, то существуют наи-
большие ∅-определимые отношения эквивалент-
ности 𝐸1(𝑥, 𝑦), 𝐸2(𝑥, 𝑦), …, 𝐸𝑛(𝑥, 𝑦), разбивающие
𝑝1(𝑀), 𝑝2(𝑀), …, 𝑝𝑛(𝑀) соответственно на беско-
нечное число выпуклых классов.

Поскольку 𝑇 имеет малое число счетных моде-
лей, то существует простая модель 𝑀0 ⊧ 𝑇, в кото-
рой все типы 𝑝1, 𝑝2, …, 𝑝𝑛 опускаются. Также за-
метим, что в счетной насыщенной модели 𝑀 все
множества 𝑝1(𝑀)/𝐸1, 𝑝2(𝑀)/𝐸2, …, 𝑝𝑛(𝑀)/𝐸𝑛 име-
ют порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ.

Предположим теперь, что существует 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛
такой, что 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 имеет порядковый тип
[0, 1) ∩ ℚ для некоторой 𝑀1 ≺ 𝑀. Откуда в силу
предложения 5 следует, что 𝑝𝑖 –– квазирацио-
нальный вправо. В силу леммы 6 𝑝𝑗(𝑀1) ≠ ∅ для
каждого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛. Поймем, что 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет
порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ для каждого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛
с условием 𝑗 ≠ 𝑖. Допустим противное: существует
1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 такой, что 𝑗 ≠ 𝑖 и 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет по-
рядковый тип [0, 1) ∩ ℚ или (0, 1] ∩ ℚ. Не умаляя
общности, предположим первое. Тогда 𝑝𝑗 также
является квазирациональным вправо.

Так как 𝑝𝑖 /⟂𝑤 𝑝𝑗, то существует (𝑝𝑖, 𝑝𝑗)-секатор
𝑈(𝑥, 𝑦) такой, что для любого 𝑎 ∈ 𝑝𝑖(𝑀) найдутся
𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝑝𝑗(𝑀) с условиями 𝑏1 < 𝑏2 и 𝑀 ⊧ 𝑈(𝑎, 𝑏1)∧
∧¬𝑈(𝑎, 𝑏2).

Пусть 𝑓(𝑥) ∶= sup 𝑈(𝑥, 𝑀). В силу теоремы 3
𝑓 является строго монотонной на 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖. Ес-
ли 𝑓 –– строго возрастающая на 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖, то рас-
смотрим следующую формулу:

𝑆(𝑥, 𝑦) ∶= ∃𝑥1(𝐸𝑗(𝑥, 𝑥1)∧∀𝑦1[𝐸𝑖(𝑦1, 𝑦) → ¬𝑈(𝑦1, 𝑥1)]).

Пусть 𝑔(𝑥) ∶= sup 𝑆(𝑥, 𝑀). Нетрудно установить,
что 𝑆(𝑥, 𝑦)— (𝑝𝑗, 𝑝𝑖)-секатор и 𝑔 –– строго возраста-
ющая на 𝑝𝑗(𝑀)/𝐸𝑗.

Если же 𝑓 –– строго убывающая на 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖, то
рассмотрим следующую формулу:

𝑆(𝑥, 𝑦) ∶= ∀𝑥1(𝐸𝑗(𝑥, 𝑥1) → ∃𝑦1[𝐸𝑖(𝑦1, 𝑦) ∧𝑈(𝑦1, 𝑥1)]).

Аналогично устанавливается, что 𝑆(𝑥,𝑦)–– (𝑝𝑗,𝑝𝑖)
-секатор и 𝑔 –– строго убывающая на 𝑝𝑗(𝑀)/𝐸𝑗.

Поскольку оба типа 𝑝𝑖 и 𝑝𝑗 –– квазирациональ-
ные вправо, обе 𝑓 и 𝑔 являются строго возрастаю-
щими на 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖 и 𝑝𝑗(𝑀)/𝐸𝑗 соответственно.

Возьмем произвольный элемент 𝑎 ∈ 𝑝𝑖(𝑀1), ле-
жащий в крайнем левом 𝐸𝑖-классе, а также произ-
вольный элемент 𝑏 ∈ 𝑝𝑗(𝑀1), лежащий в крайнем
левом 𝐸𝑗-классе. Очевидно, что 𝑐 < 𝑓(𝑎) для любо-
го 𝑐 ∈ 𝑀 с условием 𝑐 < 𝑝𝑗(𝑀). Если inf 𝐸𝑗(𝑏, 𝑀) ⩽
⩽ 𝑓(𝑎) ⩽ sup 𝐸𝑗(𝑏, 𝑀), то получаем противоречие
с тем, что 𝑝𝑖 ⟂𝑎𝑞 𝑝𝑗. Если же 𝑓(𝑎) > sup 𝐸𝑗(𝑏, 𝑀), то
𝑔(𝑏) = inf 𝐸𝑖(𝑎, 𝑀), откуда 𝑝𝑗 /⟂𝑎𝑞 𝑝𝑖. Снова получаем

противоречие. Таким образом, 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 должно
иметь порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ.

Таким образом, возможны следующие случаи
счетных попарно неизоморфных моделей теории 𝑇:
все типы из {𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛} опускаются (простая мо-
дель); для каждого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 множество 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖 по-
рядково изоморфно (0, 1)∩ ℚ (счетно-насыщенная
модель); существует 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 такой, что 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖
имеет порядковый тип [0, 1] ∩ ℚ или (0, 1] ∩ ℚ
(в зависимости от того, является ли 𝑝𝑖 квазираци-
ональным вправо или квазирациональным влево),
а все остальные 𝑝𝑗(𝑀)/𝐸𝑗 имеют порядковый тип
(0, 1) ∩ ℚ.

Предложение 8. Пусть 𝑇 — слабо о-минимальная
теория конечного ранга выпуклости, имеющая менее
чем 2ω счетных моделей, 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛 ∈ 𝑆1(∅)— ирра-
циональные, 𝑝𝑖 /⟂𝑤 𝑝𝑗, 𝑝𝑖 ⟂𝑎𝑞 𝑝𝑗 для любых 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛.
Тогда 𝐼(𝑇 , ω){𝑝1,𝑝2,…,𝑝𝑛} = 𝑛2 + 3𝑛 + 2.

Доказательство предложения 8. Пусть 𝑀 ⊧ 𝑇 —
счетная насыщенная модель. Поскольку 𝑇 име-
ет конечный ранг выпуклости, то существуют наи-
большие ∅-определимые отношения эквивалент-
ности 𝐸1(𝑥, 𝑦), 𝐸2(𝑥, 𝑦), …, 𝐸𝑛(𝑥, 𝑦), разбивающие
𝑝1(𝑀), 𝑝2(𝑀), …, 𝑝𝑛(𝑀) соответственно на беско-
нечное число выпуклых классов.

Поскольку 𝑇 имеет малое число счетных моде-
лей, то существует простая модель 𝑀0 ⊧ 𝑇, в ко-
торой все типы 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛 опускаются. Также за-
метим, что в счетной насыщенной модели 𝑀 все
множества 𝑝1(𝑀)/𝐸1, 𝑝2(𝑀)/𝐸2, …, 𝑝𝑛(𝑀)/𝐸𝑛 име-
ют порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ.

Случай 1. Существует 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 такой, что
∣𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖∣ = 1 для некоторой 𝑀1 ≺ 𝑀.

Поймем, что 𝑝𝑗(𝑀1) = ∅ для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛
с условием 𝑗 ≠ 𝑖. Допустим противное: существует
1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 такой, что 𝑗 ≠ 𝑖 и 𝑝𝑗(𝑀1) ≠ ∅.

Так как 𝑝𝑖 /⟂𝑤 𝑝𝑗, то существует (𝑝𝑖, 𝑝𝑗)-
секатор 𝑈(𝑥, 𝑦) такой, что для любого 𝑎 ∈ 𝑝𝑖(𝑀)
найдутся 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝑝𝑗(𝑀) с условиями 𝑏1 < 𝑏2
и 𝑀 ⊧ 𝑈(𝑎, 𝑏1)∧ ∧¬𝑈(𝑎, 𝑏2). Пусть 𝑓(𝑥)∶=sup 𝑈(𝑥, 𝑀).
Тогда 𝑐<𝑓(𝑎)<𝑐′ для любых 𝑎 ∈ 𝑝𝑖(𝑀), 𝑐, 𝑐′ ∈ 𝑀
с условиями 𝑐 < 𝑝𝑗(𝑀) и 𝑝𝑗(𝑀) < 𝑐′. Здесь также
𝑔(𝑥) ∶= sup 𝑆(𝑥, 𝑀), где формула 𝑆(𝑥, 𝑦) определена
в предложении 7.

Возьмем произвольные 𝑎 ∈ 𝑝𝑖(𝑀1)и 𝑏 ∈ 𝑝𝑗(𝑀1).
Тогда получаем: inf 𝐸𝑖(𝑎, 𝑀1) ⩽ 𝑔(𝑏) ⩽ sup 𝐸𝑖(𝑎, 𝑀1),
откуда 𝑝𝑗 /⟂𝑎𝑞 𝑝𝑖, что противоречит условию предло-
жения.

Случай 2. Существует 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 такой, что
𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 имеет порядковый тип [0, 1] ∩ ℚ для
некоторой 𝑀1 ≺ 𝑀.

Поймем, что для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 с условием
𝑗 ≠ 𝑖 множество 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет порядковый тип
(0, 1) ∩ ℚ.
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Возьмем произвольные 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝑝𝑖(𝑀1), лежа-
щие в самом левом 𝐸𝑖-классе и самом правом 𝐸𝑖-
классе соответственно. Тогда для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛
с условием 𝑗 ≠ 𝑖 либо 𝑐 < 𝑓(𝑎1) < 𝑓(𝑎2) < 𝑐′, либо
𝑐 < 𝑓(𝑎2) < 𝑓(𝑎1) < 𝑐′ для любых 𝑐, 𝑐′ ∈ 𝑀1 с услови-
ями 𝑐 < 𝑝𝑗(𝑀1)и 𝑝𝑗(𝑀1) < 𝑐′, откуда 𝑝𝑗(𝑀1) ≠ ∅. Со-
гласно Случаю 1 ∣𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗∣ ≠ 1. Но тогда согласно
предложению 5 множество 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет один из
следующих порядковых типов: (0, 1) ∩ ℚ, [0, 1] ∩ ℚ,
[0, 1) ∩ ℚ или (0, 1] ∩ ℚ.

Не умаляя общности, предположим, что
𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет порядковый тип [0, 1) ∩ ℚ.
Возьмем произвольный 𝑏 ∈ 𝑝𝑗(𝑀1), лежащий
в самом левом 𝐸𝑗-классе. Тогда получаем:
либо inf 𝐸𝑖(𝑎1, 𝑀1)⩽𝑔(𝑏)⩽sup 𝐸𝑖(𝑎1, 𝑀1), либо
inf 𝐸𝑖(𝑎2, 𝑀1)⩽𝑔(𝑏)⩽sup 𝐸𝑖(𝑎2, 𝑀1), откуда 𝑝𝑗 /⟂𝑎𝑞 𝑝𝑖.

Аналогично рассматриваются случаи, когда
𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет порядковый тип (0, 1] ∩ ℚ или
[0, 1] ∩ ℚ. Таким образом, для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛
с условием 𝑗 ≠ 𝑖 множество 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет
порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ.

Случай 3. Существует 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 такой, что
∣𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖∣ > 1 и 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖 имеет наименьший эле-
мент для некоторой 𝑀1 ≺ 𝑀.

Возьмем произвольный 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 с условием
𝑗 ≠ 𝑖 и рассмотрим 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗.

Предположим, что 𝑓 — строго возрастающая
на 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖. Тогда утверждаем, что 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 не
имеет наименьшего элемента. Допустим против-
ное: 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет наименьший элемент. Пусть
𝑎 ∈ 𝑝𝑖(𝑀1) лежит в самом левом 𝐸𝑖-классе, и пусть
𝑏 ∈ 𝑝𝑗(𝑀1) лежит в самом левом 𝐸𝑗-классе. То-
гда если 𝑓(𝑎)= inf 𝐸𝑗(𝑏, 𝑀1), то получаем 𝑝𝑖 /⟂𝑎𝑞 𝑝𝑗,
что противоречит условиям предложения. Сле-
довательно, 𝑓(𝑎) > sup 𝐸𝑗(𝑏, 𝑀1). Но тогда 𝑔(𝑏) =
= inf 𝐸𝑖(𝑎, 𝑀1), откуда 𝑝𝑗 /⟂𝑎𝑞 𝑝𝑖. Противоречие.

Аналогично устанавливается, что если 𝑓 явля-
ется строго убывающей на 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖, то множество
𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 не имеет наибольшего элемента.

Таким образом, если 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 имеет по-
рядковый тип [0, 1) ∩ ℚ для некоторой 𝑀1 ≺ 𝑀,
то в случае когда 𝑓 –– строго возрастающая на
𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖, 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет две возможности:
(0, 1] ∩ ℚ и (0, 1) ∩ ℚ. Если же 𝑓 –– строго убываю-
щая на 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖, то также имеем две возможности
для 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗: [0, 1) ∩ ℚ и (0, 1) ∩ ℚ.

Аналогично, если 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 имеет порядковый
тип (0, 1] ∩ ℚ для некоторой 𝑀1 ≺ 𝑀, то в случае
когда 𝑓 –– строго возрастающая на 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖,
𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет две возможности: [0, 1) ∩ ℚ
и (0, 1) ∩ ℚ. Если же 𝑓 –– строго убывающая на
𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖, то также имеем две возможности для
𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗: (0, 1] ∩ ℚ и (0, 1) ∩ ℚ.

Предположим теперь, что существуют
1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛 такие, что 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 и 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗
имеют один из следующих порядковых типов:

[0, 1) ∩ ℚ или (0, 1] ∩ ℚ. Покажем в этом случае, что
𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 должно иметь порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ
для любого 1 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝑛 с условиями 𝑙 ≠ 𝑖 и 𝑙 ≠ 𝑗.

Возможны следующие четыре подслучая:
Подслучай 1. 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 имеет порядковый тип

[0, 1)∩ℚ, 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет порядковый тип (0, 1]∩ℚ.
Подслучай 2. 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 и 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 оба имеют

порядковый тип [0, 1) ∩ ℚ.
Подслучай 3. 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 имеет порядковый тип

(0, 1]∩ℚ, 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 имеет порядковый тип [0, 1)∩ℚ.
Подслучай 4. 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 и 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗 оба имеют

порядковый тип (0, 1] ∩ ℚ.
Поскольку 𝑝𝑖 /⟂𝑤 𝑝𝑗, существует (𝑝𝑖, 𝑝𝑗)-секатор

𝑈(𝑥, 𝑦) такой, что 𝑓(𝑥) ∶= sup 𝑈(𝑥, 𝑀1) является
строго монотонной на 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖. Аналогично, по-
скольку 𝑝𝑖 /⟂𝑤 𝑝𝑙, существует (𝑝𝑖, 𝑝𝑙)-секатор 𝑅(𝑥, 𝑦)
такой, что 𝑠(𝑥) ∶= sup 𝑅(𝑥, 𝑀1) является строго мо-
нотонной на 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖.

Подслучай 1. В этом случае 𝑓 является строго
возрастающей на 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖.

Если 𝑠 является строго возрастающей на
𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖, то тогда 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 может иметь поряд-
ковый тип (0, 1] ∩ ℚ или (0, 1) ∩ ℚ. Рассмотрим
следующую формулу:

Ψ(𝑥, 𝑦) ∶= ∃𝑡[¬𝑈(𝑡, 𝑥) ∧𝑅(𝑡, 𝑦)].

Очевидно, что Ψ(𝑥, 𝑦) является (𝑝𝑗, 𝑝𝑙)-секато-
ром, причем 𝑔(𝑥) ∶= sup Ψ(𝑥, 𝑀1) является строго
возрастающей на 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗. Тогда 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 может
иметь порядковый тип [0, 1) ∩ ℚ или (0, 1) ∩ ℚ. От-
куда заключаем, что 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 имеет порядковый
тип (0, 1) ∩ ℚ.

Если же 𝑠 является строго убывающей на
𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖, то тогда 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 может иметь поряд-
ковый тип [0, 1) ∩ ℚ или (0, 1)∩ ℚ. Рассмотрим сле-
дующую формулу:

Ψ(𝑥, 𝑦) ∶= ∃𝑡[𝑈(𝑡, 𝑥) ∧𝑅(𝑡, 𝑦)].

Также устанавливаем, что Ψ(𝑥, 𝑦) является
(𝑝𝑗, 𝑝𝑙)-секатором, причем 𝑔 является строго убы-
вающей на 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗. Тогда 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 может иметь
порядковый тип (0, 1] ∩ ℚ или (0, 1) ∩ ℚ. Откуда
заключаем, что 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 имеет порядковый тип
(0, 1) ∩ ℚ.

Подслучай 2. В этом случае 𝑓 является строго
убывающей на 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖.

Если 𝑠 является строго возрастающей на
𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖, то тогда 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 может иметь поряд-
ковый тип (0, 1] ∩ ℚ или (0, 1) ∩ ℚ. Рассмотрим
следующую формулу:

Ψ(𝑥, 𝑦) ∶= ∃𝑡[𝑈(𝑡, 𝑥) ∧𝑅(𝑡, 𝑦)].

Очевидно, что формула Ψ(𝑥, 𝑦) является (𝑝𝑗, 𝑝𝑙)-
секатором, причем 𝑔 является строго убывающей
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на 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗. Тогда 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 может иметь поряд-
ковый тип [0, 1)∩ℚ или (0, 1)∩ℚ. Откуда заключаем,
что 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 имеет порядковый тип (0, 1) ∩ ℚ.

Если же 𝑠 является строго убывающей на
𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖, то тогда 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 может иметь поряд-
ковый тип [0, 1)∩ ℚ или (0, 1)∩ ℚ. Рассмотрим сле-
дующую формулу:

Ψ(𝑥, 𝑦) ∶= ∃𝑡[¬𝑈(𝑡, 𝑥) ∧𝑅(𝑡, 𝑦)].

Также устанавливаем, что Ψ(𝑥, 𝑦) является
(𝑝𝑗, 𝑝𝑙)-секатором, причем 𝑔 является строго воз-
растающей на 𝑝𝑗(𝑀1)/𝐸𝑗. Тогда 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 может
иметь порядковый тип (0, 1] ∩ ℚ или (0, 1) ∩ ℚ. От-
куда заключаем, что 𝑝𝑙(𝑀1)/𝐸𝑙 имеет порядковый
тип (0, 1) ∩ ℚ.

Подслучаи 3 и 4 рассматриваются аналогично.
Таким образом, возможны следующие случаи

счетных попарно неизоморфных моделей теории 𝑇:
все типы из {𝑝1, 𝑝2, …, 𝑝𝑛} опускаются (простая мо-
дель); для каждого ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 множество 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖 по-
рядково изоморфно (0, 1) ∩ ℚ (счетно-насыщенная
модель); существует 1⩽𝑖⩽𝑛 такой, что ∣𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖∣=1,
а все остальные типы из {𝑝1, 𝑝2, …, 𝑝𝑛} опускают-
ся; существует 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 такой, что 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖 поряд-
ково изоморфно [0, 1] ∩ ℚ и для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛
с условием 𝑗 ≠ 𝑖 множество 𝑝𝑗(𝑀)/𝐸𝑗 порядко-
во изоморфно (0, 1) ∩ ℚ; существует 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 та-
кой, что 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖 порядково изоморфно [0, 1) ∩ ℚ
или (0, 1] ∩ ℚ, и для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 с усло-
вием 𝑗 ≠ 𝑖 множество 𝑝𝑗(𝑀)/𝐸𝑗 порядково изо-
морфно (0, 1) ∩ ℚ; существуют 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛 такие,
что 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖 и 𝑝𝑗(𝑀)/𝐸𝑗 порядково изоморфны
[0, 1) ∩ ℚ или (0, 1] ∩ ℚ (в зависимости от пове-
дения (𝑝𝑖, 𝑝𝑗)-секатора на 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖), и для любо-
го 1 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝑛 с условиями 𝑙 ≠ 𝑖 и 𝑙 ≠ 𝑗 множество
𝑝𝑙(𝑀)/𝐸𝑙 порядково изоморфно (0, 1) ∩ ℚ.

Итак, имеем: 2 + 4𝑛 + 2𝐶2
𝑛 = 2 + 4𝑛 + 𝑛(𝑛 − 1) =

= 𝑛2 + 3𝑛 + 2, где 𝐶2
𝑛 обозначает биномиальный

коэффициент, т.е. 𝐶2
𝑛 = 𝑛!

(𝑛−2)!⋅2! .

Теорема 5. Пусть 𝑇 — слабо о-минимальная
теория конечного ранга выпуклости, имеющая ме-
нее чем 2ω счетных моделей. Тогда либо 𝑇 — ω-
категоричная, либо существуют Γ1 = {𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑚},
Γ2 = {𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑙}— максимальные попарно слабо ор-
тогональные семейства квазирациональных и ирраци-
ональных 1-типов над∅ соответственно для некото-
рых 𝑚, 𝑙 < ω такие, что 𝑚2 + 𝑙2 ≠ 0 и

𝐼(𝑇 , ω) =
𝑚

∏
𝑖=1
(κ𝑖 + 3) ⋅

𝑙

∏
𝑗=1
(λ2

𝑗 + 5λ𝑗 + 6) при 𝑚, 𝑙 ⩾ 1;

𝐼(𝑇 , ω) =
𝑙

∏
𝑗=1
(λ2

𝑗 + 5λ𝑗 + 6) при 𝑚 = 0;

𝐼(𝑇 , ω) =
𝑚

∏
𝑖=1
(κ𝑖 + 3) при 𝑙 = 0,

где 0 ⩽ κ𝑖 ⩽ ω и κ𝑖 –– максимальное число неал-
гебраических попарно почти вполне ортогональных
1-типов над∅, являющихся не слабо ортогональными,
но почти вполне ортогональными типу 𝑝𝑖 для каж-
дого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚; 0 ⩽ λ𝑗 ⩽ ω и λ𝑗 –– максимальное число
неалгебраических попарно почти вполне ортогональ-
ных 1-типов над ∅, являющихся не слабо ортогональ-
ными, но почти вполне ортогональными типу 𝑞𝑗 для
каждого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑙.

Замечание 1. Если 𝑇 — о-минимальная теория,
имеющая менее чем 2ω счетных моделей, то κ𝑖 = 0 для
любого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚 и λ𝑗 = 0 для любого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑙, посколь-
ку для любых 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(∅) таких, что 𝑝 /⟂𝑤 𝑞, следует
существование ∅-определимой биекции между мно-
жествами реализаций этих типов, откуда 𝑝 /⟂𝑎𝑞 𝑞.

Доказательство теоремы 5. Замечаем, что в силу
теоремы 1 теория 𝑇 является бинарной. Из пред-
ложения 3 следует, что если 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆1(∅), 𝑝 –– ква-
зирациональный, 𝑞 –– иррациональный, то 𝑝 ⟂𝑤 𝑞.
Тогда в силу предложения 4 семейство {𝑝, 𝑞} сла-
бо ортогонально над ∅, т.е. каждый 2-кортеж
⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑝(𝑀) × 𝑞(𝑀) удовлетворяет одному и тому
же типу над ∅, откуда с учетом бинарности 𝑇 сле-
дует независимость реализаций этих типов друг от
друга. Теперь в общем случае, если возьмем про-
извольные попарно слабо ортогональные 1-типы
𝑝1, …, 𝑝𝑠 ∈ 𝑆1(∅), то также в силу предложения 4
семейство {𝑝1, …, 𝑝𝑠} будет слабо ортогональным
над ∅, откуда также с учетом бинарности 𝑇 имеем
независимость реализаций этих типов друг от дру-
га.

Случай 1. 𝑚 = 0 и 𝑙 = 0.
В этом случае не существует квазирациональ-

ных и иррациональных 1-типов над ∅, т.е. любой
1-тип над ∅ является изолированным. Также полу-
чаем, что κ𝑖 = 0 и λ𝑗 = 0 для любых 𝑖, 𝑗, т.е. 𝐼(𝑇 , ω) =
= 3𝑚6𝑙 = 1, откуда 𝑇 является ω-категоричной. Дей-
ствительно, поскольку не существует неизолиро-
ванных 1-типов над ∅, то мы заключаем, что раз-
личных 1-типов над ∅ лишь конечное число (ес-
ли бы их было бесконечно, то получили бы хотя
бы один неизолированный 1-тип над ∅). Посколь-
ку 𝑇 бинарная в силу теоремы 1, то осталось понять
что 2-типов над ∅ также конечное число. Но по-
скольку 𝑇 почти ω-категоричная в силу теоремы 2,
то из конечного числа 1-типов над ∅ можно обра-
зовать лишь конечное число 2-типов над ∅. Таким
образом, 𝑇 — ω-категоричная, откуда 𝐼(𝑇 , ω) = 1.

Случай 2. 𝑚 ≠ 0 или 𝑙 ≠ 0.
Случай 2a. 𝑇 — почти вполне о-минимальная.
Тогда для любых 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑙 мы имеем

κ𝑖 = 0 и λ𝑗 = 0, т.е. нам надо доказать, что 𝐼(𝑇 , ω) =
= 3𝑚6𝑙.
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Пусть 𝑀 –– счетная насыщенная модель тео-
рии 𝑇. Возьмем произвольный 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚 и рас-
смотрим тип 𝑝𝑖. Поскольку 𝑇 имеет конечный ранг
выпуклости, то 𝑅𝐶(𝑝𝑖) = 𝑛 для некоторого 𝑛 < ω.
Пусть 𝐸𝑖(𝑥, 𝑦) — наибольшее ∅-определимое от-
ношение эквивалентности, разбивающее 𝑝𝑖(𝑀) на
бесконечное число выпуклых классов. Если 𝑝𝑖 ⟂𝑤 𝑝
для любого квазирационального 𝑝 ∈ 𝑆1(∅), то в си-
лу предложения 5 имеется в точности 3 возможно-
сти для множества реализаций типа 𝑝𝑖: 𝑝𝑖(𝑀0) = ∅,
𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 ≅ [0, 1) ∩ ℚ, 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖 ≅ (0, 1) ∩ ℚ, где
𝑀0, 𝑀1 –– некоторые счетные ненасыщенные моде-
ли теории 𝑇.

Предположим теперь, что 𝑝𝑖 /⟂𝑤 𝑝′ для
некоторого 𝑝′ ∈ 𝑆1(∅). В силу почти вполне
о-минимальности 𝑝𝑖 /⟂𝑎𝑞 𝑝′. Следовательно,
существует (𝑝𝑖, 𝑝′)-секатор 𝑈(𝑥, 𝑦) такой, что
для любых 𝑎 ∈ 𝑝𝑖(𝑀) и 𝑎′ ∈ 𝐸𝑖(𝑎, 𝑀) выпол-
няется sup 𝑈(𝑎′, 𝑀) = sup 𝐸(𝑏, 𝑀) для неко-
торого 𝑏 ∈ 𝑝′(𝑀), где 𝐸(𝑥, 𝑦)–– наибольшее
∅-определимое отношение эквивалентности, раз-
бивающее 𝑝′(𝑀) на бесконечное число выпуклых
классов; при этом функция 𝑓(𝑥) ∶= sup 𝑈(𝑥, 𝑀)
является строго монотонной на 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖.

Предположим для определенности, что 𝑝𝑖 —
квазирациональный вправо (влево). Тогда если 𝑓
является строго возрастающей на 𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖, то 𝑝′

также является квазирациональным вправо (вле-
во), и для любой счетной модели 𝑀1 ⊧ 𝑇 поряд-
ковые типы множеств 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 и 𝑝′(𝑀1)/𝐸 сов-
падают. Если же 𝑓 является строго убывающей на
𝑝𝑖(𝑀)/𝐸𝑖, то 𝑝′ является квазирациональным вле-
во (вправо), и для любой счетной модели 𝑀1 ⊧ 𝑇
порядковые типы множеств 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 и 𝑝′(𝑀1)/𝐸
совпадают в случае когда 𝑝𝑖(𝑀1) = ∅ или 𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖

порядково изоморфна (0, 1) ∩ ℚ. Также имеем сле-
дующее:

𝑝𝑖(𝑀1)/𝐸𝑖 порядково изоморфна [0, 1) ∩ ℚ ⇔
⇔ 𝑝′(𝑀1)/𝐸 порядково изоморфна (0, 1] ∩ ℚ.

Таким образом, и в этом случае имеются в точ-
ности 3 возможности для множества реализаций
типа 𝑝𝑖.

Далее рассмотрим произвольный 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑙. Ес-
ли λ𝑗 = 1, то в силу предложения 5 𝑡𝑗 = 6. Предпо-
ложим теперь, что λ𝑗 > 1. Этот случай рассматрива-
ется аналогично случаю с квазирациональными ти-
пами, и также может быть установлено, что 𝑡𝑗 = 6.

Следовательно, получаем, что 𝐼(𝑇 , ω) = 3𝑚6𝑙.
Случай 2b. 𝑇 –– не почти вполне о-минимальная.
Тогда существуют неизолированные 𝑝′, 𝑝″ ∈

∈ 𝑆1(∅) такие, что 𝑝′ /⟂𝑤 𝑝″, но 𝑝′ ⟂𝑎𝑞 𝑝″, т.е. κ𝑖 > 0
для некоторого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚 или λ𝑗 > 0 для некоторого
1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑙.

Если κ𝑖 > 0 для некоторого 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚, то суще-
ствуют 𝑝′

1, … , 𝑝′
κ𝑖

∈ 𝑆1(∅)–– неалгебраические по-

парно почти вполне ортогональные 1-типы, являю-
щиеся не слабо ортогональными, но почти вполне
ортогональными типу 𝑝𝑖, и согласно предложению 7
𝐼(𝑇 , ω){𝑝𝑖,𝑝′

1,…,𝑝′
κ𝑖
} = (κ𝑖 + 1) + 2 = κ𝑖 + 3.

Если λ𝑗 > 0 для некоторого 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑙, то суще-
ствуют 𝑞′

1 , … , 𝑞′
λ𝑗

∈ 𝑆1(∅)–– неалгебраические по-
парно почти вполне ортогональные 1-типы, являю-
щиеся не слабо ортогональными, но почти вполне
ортогональными типу 𝑞𝑗, и согласно предложению 8
𝐼(𝑇 , ω){𝑞𝑗,𝑞′

1 ,…,𝑞′
λ𝑗
}=(λ𝑗+1)2+3(λ𝑗+1)+2=λ2

𝑗+5λ𝑗+6.

Следствие 1. [16, 17] Пусть 𝑇 –– слабо о-ми-
нимальная теория конечного ранга выпукло-
сти, имеющая менее чем 2ω счетных моделей,
Γ1 = {𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑚}, Γ2 = {𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑙}–– макси-
мальные попарно слабо ортогональные семейства
квазирациональных и иррациональных 1-типов над ∅
соответственно для некоторых 𝑚, 𝑙 < ω. Тогда 𝑇 име-
ет в точности 3𝑚6𝑙 счетных моделей ⇔ 𝑇 –– почти
вполне о-минимальная.

Следствие 2. [17] Пусть 𝑇 — слабо о-
минимальная теория конечного ранга выпукло-
сти, имеющая менее чем 2ω счетных моделей,
Γ1 = {𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑚}, Γ2 = {𝑞1, 𝑞2, …, 𝑞𝑙}–– макси-
мальные попарно слабо ортогональные семейства
квазирациональных и иррациональных 1-типов над
∅ соответственно для некоторых 𝑚, 𝑙 < ω. Тогда
𝐼(𝑇 , ω) = ω ⇔ существует 𝑝 ∈ Γ1 ∪ Γ2, являющийся не
слабо ортогональным счетному числу попарно почти
вполне ортогональных неалгебраических 1-типов
над ∅.
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Рассматривается движение осесимметричного твердого тела с закрепленной точкой под действи-
ем периодического момента силы. Вводятся два малых параметра: первый характеризует малость
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кулярной оси симметрии. Малость второго параметра обычно является основанием пользовать-
ся приближенной теорией гироскопа. С помощью такого приближения можно достаточно просто
найти скорость прецессии волчка под действием малого периодического момента силы. Показа-
но, что относительная точность вычисленной таким способом скорости практически не зависит
от второго малого параметра, не превышающего величину порядка единицы. Таким способом на-
ходится простая формула для прецессии спутника Земли под действием земного гравитационного
поля. Полученная простая формула для скорости Лунно––Солнечной прецессии Земли хорошо со-
гласуется с астрономическими наблюдениями.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Движение осесимметричного твердого тела

описывается с помощью уравнения для единич-
ного вектора e, лежащего на оси симметрии [1].
Точное уравнение включает вторые производные
вектора e по времени. В приближенной теории
гироскопа предлагается их не учитывать. Тогда
останется уравнение первого порядка относи-
тельно вектора e, которое называется уравнением
прецессионной теории гироскопа. Из этого урав-
нения методом осреднения [2] легко находится
скорость прецессии под действием периодическо-
го момента силы. Показано, что относительная
точность скорости прецессии пропорциональна
амплитуде момента сил, и не существенно зависит
от перпендикулярной к оси волчка составляющей
кинетического момента.

2. ТОЧНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Движение осесимметричного тела с закреплен-

ной точкой, лежащей на оси симметрии удобно
описать с помощью единичного вектора e, лежаще-

1Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН,
Москва, Россия

*E-mail: petrovipmech@gmail.com

го на оси симметрии. При этом информация о по-
вороте тела около оси симметрии интересовать нас
не будет. Уравнение для вектора можно получить из
закона изменения кинетического момента [1]

𝑑K
𝑑𝑡
=Mom, K = 𝐴e ×

𝑑e
𝑑𝑡
+𝐶𝑟e

𝑑K
𝑑𝑡
= 𝐴e ×

𝑑2e
𝑑𝑡2 +𝐶𝑟

𝑑e
𝑑𝑡
+𝐶e

𝑑𝑟
𝑑𝑡
=Mom

(1)

где K –– кинетический момент, Mom –– момент си-
лы приложенной к точке на оси симметрии, e ––
единичный вектор, направленный по оси сим-
метрии, 𝐴, 𝐶 –– моменты инерции твердого тела,
𝑟 –– проекция угловой скорости на ось симметрии.
Предполагается, что вектор Mom –– периодическая
функция аргумента τ = ω𝑡, ω –– частота.

Введем два безразмерных параметра

ε = max ∣Mom∣
𝐶𝑟ω

, ε1 =
𝐴ω
𝐶𝑟

(2)

и предположим, что проекция момента сил Mom на
ось e = 0.
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Рис 1.

Тогда система приведется к следующему безраз-
мерному виду

−ε1 (α̈ sin θ + 2θ̇α̇ cos θ) + θ̇ = ε𝑀1(θ, α, τ),
ε1 (θ̈ − α̇2 sin θ cos θ) + α̇ sin θ = ε𝑀2(θ, α, τ),

̇𝑟 = 0, τ = ω𝑡.
(3)

Здесь точками обозначены производные по τ. Па-
раметр ε1 определяет отношение первых слагаемых
в левой части уравнений ко вторым. При ε1 << 1
обычно пользуются приближенной теорией гиро-
скопа, в которых первые слагаемые отбрасывают-
ся [1]

𝑑θ
𝑑τ
= ε𝑀1(θ, α, τ), 𝑑α

𝑑τ
sin θ = ε𝑀2(θ, α, τ) (4)

Для компонент момента с малым параметром ε
система (4) достаточно легко исследуется методом
осреднения.

Кажется очевидным, что относительная по-
грешность приближенной теории гироскопа (4)
пропорциональна параметру ε1. Однако это не так.
Показано, что относительная погрешность углов
нутации и прецессии, определяемая по приближен-
ной теории гироскопа (4), пропорциональна па-
раметру ε почти при всех значениях параметра ε1
ограниченных числом порядка единицы. Важность
этого утверждения следует из факта существования
многих задач механики, в которых параметр ε1 су-
щественно превосходит по величине параметр ε.

3. ФОРМУЛИРОВКА ТЕОРЕМЫ И ПРИМЕРЫ
ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯ

Теорема 1. Для полной системы уравнений (3) с 2π
периодическими по τ компонентами момента силы 𝑀𝑖
с малыми параметрами ε и ε1 угол прецессии опреде-
ляется из системы уравнений (4) с относительной по-
грешностью порядка ε и почти при любых малых зна-
чениях ε1 приближается осредненной системой (4).

Пример 1. Прецессия тела в задаче двух тел. Рас-
смотрим круговую задачу двух тел, в которой пер-
вым телом является твердое тело массы 𝑚, а второе
имеет массу 𝑀. Тела притягиваются по закону

F = −γ𝑀𝑚
r
∣r∣ (5)

Тело массы 𝑚 под действием силы F движется по
окружности радиуса 𝑅1, центр которой расположен
в центре масс тел. За счет неоднородности поля (5)
на твердое тело массы действует момент силы отно-
сительно его центра масс

Mom(ω𝑡) = 3γ𝑀𝑚
𝑅3 (𝐴 −𝐶)M̃,

M̃ = ((r0/𝑅) ⋅ e)((r0/𝑅) × e)
(6)

где r0 –– радиус вектор из центра тела массы 𝑚
в центр тела 𝑀, 𝐴 и 𝐵 моменты инерции тела отно-
сительно оси симметрии и оси перпендикулярной
ей 𝑅 = ∣r0∣.

Тела движутся по круговым орбитам относи-
тельно центра масс и расстояние между телами
остается постоянным. Круговая орбита находится
в плоскости векторов i, j.

В соответствии с теоремой достаточно решить
упрощенную систему уравнений

𝑑θ
𝑑τ
= ε𝑀1(θ, α, τ), 𝑑α

𝑑τ
sin θ = ε𝑀2(θ, α, τ), 𝑑𝑟

𝑑τ
= 0

𝑀1 = sin θ cos(τ − α) sin(τ − α),
𝑀2 = − sin θ cos θ cos2(τ − α).

Усредняя правые части, получим

α̇ = −1
2

ε cos θ, θ̇ = 0, ε = 3γ𝑀
𝑅3𝑟ω

δ = 3
ω
𝑟
(1 + 𝑚

𝑀
)
−1

.

Эта формула удобна для вычисления угловой
скорости прецессии искусственного спутника Зем-
ли (ИСЗ) при наличии динамической симметрии.
Отношение массы спутника к массе Земли следует
положит равной нулю 𝑚/𝑀 = 0 и формула упроща-
ется

𝑑α
𝑑𝑡
= −3

2
ω2

𝑟
δ cos θ. (7)

Для ИСЗ “Фотон М-2” угловая скорость об-
ращения по орбите известна достаточно точно
ω = 0.001138 рад/сек, динамический параметр
δ = (𝐶 −𝐴)/𝐶 = 2.70 [3], угловая скорость враще-
ния спутника около собственной оси к концу
наблюдений установилась в окрестности значения
𝑟 = 1.148 град/сек [3]. Среднее значение угла θ
близко к θ = 36 град [3]. Подставляя эти данные
в формулу (7), получаем следующую угловую
скорость прецессии ИСЗ: 𝑑α/𝑑𝑡 = 0.0121 град/сек.
Это значение хорошо согласуется со значением
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0.012 град/сек, приведенным в [3] на основании
наблюдений.

Пример 2. Лунно-солнечная прецессия. Она скла-
дывается из угловых скоростей солнечной и лунной
прецессий

𝑑α1

𝑑𝑡
= 3

2
ω2

1
𝑟

δ cos θ1,
𝑑α2

𝑑𝑡
= 3

2
ω2

2
𝑟

δ cos θ2 (1 +𝑚/𝑀2)−1 .

Угол наклона плоскости экватора Земли к плос-
кости вращения Земли вокруг Солнца меняется
периодически между значениями 22.5 град < θ1 <
< 24.5 град [4, 5]. Угол наклона плоскости враще-
ния Луны вокруг Земли к плоскости вращения Зем-
ли вокруг Солнца меняется в пределах 5 град < φ <
< 5.28 град.

Следуя Белецкому [6], примем следующие сред-
ние значения

θ1 = θ2 = 23.5 град, φ = 0 град,
ω1 = (360/𝑁1) град/сутки,
ω2 = (360/𝑁2) град/сутки,

𝑟 = 360 град/сутки, 𝑁1 = 365 сутки,
𝑁2 = 28 сутки, δ = 0.0033.

Отношение масс Земли и Луны 𝑚/𝑀2 = 81, а отно-
шением масс Земли и Солнца пренебрегаем. Под-
ставляя эти данные для скорости и периода прецес-
сии получим

𝑑α
𝑑𝑡
= 3

2
δ cos θ(ω2

1
𝑟
+ ω2

2
𝑟
(1 +𝑚/𝑀2)−1) =

= 3.7686 × 10−5 град
сутки

,

𝑃 = 360
𝑁1𝑑α/𝑑𝑡

= 26171 лет.

Современные наблюдения дают близкое значе-
ние 𝑃 = 25772 лет.

Замечание 2. Белецкий после усреднения сило-
вой функции по углу прецессии, а затем по истин-
ной аномалии, для периода прецессии получил похо-
жую по структуре формулу для периода прецессии [6,
стр. 209], но она приведена, по видимому, с опечатка-
ми

Δ = 3
2

δ cos θ
⎛
⎝

ω1

𝑟
+ ω2

𝑟
√

1 +𝑚/𝑀2

⎞
⎠

, 𝑃 = 1
Δ

.
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APPROXIMATE THEORY OF A GYROSCOPE AND ITS APPLICATIONS TO
THE MOTION OF SPACE OBJECTS

A. G. Petrov𝑎

𝑎 Ishlinsky Institute of Mechanics Problems of RAS, Moscow, Russia
Presented by Academician of the RAS V. F. Zhuravlev

The motion of an axisymmetric rigid body with a fixed point under the action of a periodic torque is con-
sidered. Two small parameters are introduced: the first characterizes the smallness of the amplitude of the
torque, and the second characterizes the smallness of the component of the kinetic moment perpendicu-
lar to the axis of symmetry. The smallness of the second small parameter is usually the basis for using the
approximate theory of the gyroscope. Using this approximation, one can quite simply find the precession
velocity of the top under the action of a small periodic torque. It is shown that the relative accuracy of the
velocity calculated in this way is practically independent of the second small parameter, which does not ex-
ceed a value of the order of unity. In this way, a simple formula is found for the precession of the Earth’s
satellite under the action of the Earth’s gravitational field. The resulting simple formula for the velocity of
the Lunar-Solar precession of the Earth agrees well with astronomical observations.

Keywords: approximate gyroscope theory, Lunar-Solar precession, precession of the Earth’s satellite.
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Рассмотрена задача аппроксимации непрерывной действительной функции одной действитель-
ной переменной, заданной на сегменте, при помощи функции с ограниченным спектром на осно-
ве метода регуляризации А. Н. Тихонова. Для модельной тригонометрической функции построены
численные оценки точности таких аппроксимаций. Анализируются причины, по которым теоре-
тическая оценка точности аппроксимации непрерывной функции функциями с ограниченным
спектром является трудно достижимой. Обсуждается задача об оценке спектра сигнала, заданного
на конечном промежутке.

Ключевые слова: аппроксимация, функция с ограниченным спектром, метод регуляризации
А. Н. Тихонова.

DOI: 10.31857/S2686954324060091, EDN: KKPBAR

1. Под функциями с ограниченным спектром
понимают функции, как одной переменной, так
и многих переменных, которые содержат только ча-
стоты, принадлежащие заданному ограниченному
диапазону. Функции с ограниченным спектром на-
ходят широкое применение в задачах о передаче
сигналов, анализе временных рядов, в обработке
изображений и в ряде других научно-технических
приложений [1–7]. В некоторых технических при-
ложениях ставится задача об оценке спектра сиг-
нала или функции, заданных на конечном времен-
ном промежутке и, как правило, в конечном чис-
ле узлов [3–6]. В других задачах представляет ин-
терес аппроксимация эмпирических данных функ-
цией с ограниченным спектром в заранее опреде-
ленном диапазоне частот [7]. Следует отметить, что
решение указанных задач, вообще говоря, может
осуществляться неоднозначно.

Причина этого состоит в следующем. Функции
с ограниченным спектром тесно связаны с экспо-
ненциальной системой функций [8–11]. При доста-
точно широких условиях экспоненциальная систе-
ма функций обладает свойством полноты в про-
странстве непрерывных функций с равномерной
нормой, заданных на компактном множестве дей-
ствительного или комплексного евклидова про-
странства, в пространствах 𝐿𝑝 и некоторых дру-

1Институт прикладной математики им. М. В. Келдыша
Российской академии наук, Москва, Россия

*E-mail: kriksin@imamod.ru
**E-mail: v.f.tishkin@mail.ru

гих пространствах. В пределах заданного множе-
ства частот может существовать, вообще говоря,
бесконечное множество различных полных экспо-
ненциальных систем функций, с помощью кото-
рых эмпирические данные могут быть аппрокси-
мированы функциями с ограниченным спектром
с заданной точностью в области своих значений.
При этом поведение этих функций за пределами
области значений эмпирических данных и, соот-
ветственно их спектр, могут оказаться существенно
различными.

Такая неоднозначность порождает множе-
ственность подходов в спектральном анализе
сигналов конечной длительности [4], вызываю-
щую известную неопределенность в результате.
Эта неопределенность может быть улажена тем
ли иным образом, в результате чего практические
задачи находят приемлемое решение. Несмотря
на известную размытость в существующих в на-
стоящее время подходах в спектральном анализе
и способах аппроксимации данных функциями
с ограниченным спектром данное направление
исследований остается актуальным и востребован-
ным из-за многочисленных приложений.

Отметим, что задача аппроксимации данных
функциями с ограниченным спектром относит-
ся к числу некорректно поставленных, поскольку
в ее отношении нарушены по крайней мере од-
но из условий корректности по Адамару [12]: усло-
вие устойчивости коэффициентов аппроксимации
к малым возмущениям входных данных. Устойчи-
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вость нарушается вследствие сильного вырожде-
ния экспоненциальной системы функций [9–11],
линейная комбинация которых представляет со-
бой функцию с ограниченным спектром, использу-
емую в целях аппроксимации. Поэтому естествен-
ным подходом к решению задачи аппроксимации
авторы считают метод регуляризации А. Н. Тихо-
нова [13, 14]. В настоящей работе рассматривается
численный алгоритм аппроксимации функций од-
ной действительной переменной на конечном от-
резке прямой с помощью функции с ограниченным
спектром на основе метода регуляризации и обсуж-
дается вопрос об определении спектра непрерыв-
ной функции, заданной на конечном сегменте дей-
ствительной прямой.

2. Пусть Φ(ω) является комплекснозначной
функцией ограниченной вариации на сегменте
[−Ω, Ω], т.е. ее действительная и мнимая части
являются функциями ограниченной вариации [15].
Под функцией с ограниченным спектром будем
понимать следующий интеграл Фурье––Стилтьеса

φ(𝑥) =
Ω

∫
−Ω

exp(𝑖ω𝑥)𝑑Φ(ω), (1)

где Ω –– некоторое заданное положительное число.
Функции Φ(ω) и, соответственно, (1) в общем

случае принимают комплексные значения.
Наряду с (1) рассмотрим действительную функ-

цию с ограниченным спектром

𝑓(𝑥) = 𝑓𝑐(𝑥) + 𝑓𝑠(𝑥), (2)

где

𝑓𝑐(𝑥) =
Ω

∫
0

cos(ω𝑥)𝑑𝐹𝑐(ω),

𝑓𝑠(𝑥) =
Ω

∫
0

sin(ω𝑥)𝑑𝐹𝑠(ω),
(3)

а 𝐹𝑐(ω) и 𝐹𝑠(ω) являются действительными функ-
циями ограниченной вариации.

Функция (2) может быть представлена в ви-
де (1), т.е. 𝑓(𝑥) = φ(𝑥), если

Φ(ω) = 𝐹(ω) − 𝑖𝐺(ω), (4)

где

𝐹(ω) = 𝐹𝑐 (∣ω∣) sign(ω)/2, 𝐺(ω) = 𝐹𝑠 (∣ω∣) /2. (5)

Множество действительных функций 𝑓(𝑥)
с ограниченным спектром вида (2)–(5) будем
обозначать через 𝑆Ω. Очевидно, функции из
𝑆Ω определены на всей действительной прямой
и являются бесконечное число раз дифференциру-
емыми.

Рассмотрим пространство 𝐶[−1, 1] действитель-
ных непрерывных функций, заданных на сегмен-
те [−1, 1] с равномерной нормой ∥.∥. Отметим, что
множество функций вида (1) и, соответственно, ви-
да (2) содержит счетное всюду плотное подмноже-
ство в пространстве 𝐶[−1, 1]. В самом деле, одно-
параметрическое семейство действительных функ-
ций

φ0(𝑥, ε) = 1,

φ𝑚(𝑥, ε)= 1
2

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[exp(𝑖ε𝑥)−1

𝑖ε
]

𝑚

+[exp(𝑖ε𝑥)−1
𝑖ε

]
𝑚⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

,

𝑚 = 1, 2, … ,

(6)

близкое к примеру, приведенному в обзоре [11],
представимо в виде (1), если при соответствующих
натуральных значениях 𝑚 выполняется неравен-
ство ε < Ω/𝑚. Кроме этого φ𝑚(𝑥, ε) → 𝑥𝑚 при ε→ 0.
С учетом того, что система одночленов {𝑥𝑚} об-
разует счетное всюду плотное множество функ-
ций в пространстве 𝐶[−1, 1], система функций
{φ𝑚(𝑥, ε)} из 𝑆Ω также является счетной и всю-
ду плотной в 𝐶[−1, 1], если ограничиться выбором
только рациональных значений ε. Таким образом,
для любой функции 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶[−1, 1] и любом Ω > 0
справедливо равенство

inf{∥𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)∥ , 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆Ω} = 0. (7)

Замечание 1. Равенство (7) выражает тот
факт, что для сколь угодно точной аппроксима-
ции любой непрерывной функции из пространства
𝐶[−1, 1] функцией с ограниченным спектром (2)
может быть использован любой сколь угодно малый
диапазон частот [0, Ω] в (3).

Замечание 2. Вместо пространства непрерыв-
ных функций 𝐶[−1, 1] можно рассматривать гиль-
бертовы пространства достаточно гладких функ-
ций, например, пространства Соболева 𝑊 𝑙

2 [−1, 1]
(𝑙 = 1, 2, …) [16], используя соответствующую нор-
му и оценивать в ней необходимую точность аппрок-
симации. Отметим, что все нормы указанных про-
странств Соболева 𝑊 𝑙

2 [−1, 1] мажорируют равно-
мерную норму ∥.∥.

3. Для получения аппроксимации функции
𝑔(𝑥) ∈ 𝐶[−1, 1] необходимо использовать неко-
торое удобное в вычислительном отношении
представление функций с ограниченным спек-
тром. С этой целью рассмотрим следующую
функцию

𝑓(𝑥) = 𝑎0 +
𝑁

∑
𝑛=1
[𝑎𝑛 cos (ω𝑛𝑥) + 𝑏𝑛 sin (ω𝑛𝑥)],

ω = 𝑛Ω/𝑁.
(8)

принадлежащую множеству 𝑆Ω и имеющую период
𝐿 = 2π𝑁/Ω. Максимальное значение длин волн (пе-
риодов) тригонометрических функций, входящих
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в (8), составляет Λ = 2π/Ω. Отметим, что с помощью
конечных линейных комбинаций тригонометриче-
ских функций (8) на сегменте [−1, 1] можно сколь
угодно точно аппроксимировать любую функцию
вида (2) в норме 𝐶[−1, 1], поскольку система функ-
ций (8) является плотной в пространстве 𝐶[−1, 1].

При достаточно малых значениях Ω система
функций {1, cos (ω𝑛𝑥) , sin (ω𝑛𝑥)} (𝑛 = 1, … , 𝑁) яв-
ляется формально линейно независимой, но близ-
кой к вырождению [17], что делает задачу опреде-
ления коэффициентов аппроксимации (8) функ-
ции 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶[−1, 1] плохо обусловленной. Для по-
лучения устойчивого алгоритма вычисления ко-
эффициентов выражения (8), аппроксимирующе-
го функцию 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶[−1, 1], воспользуемся мето-
дом регуляризации на основе минимизации сгла-
живающего функционала А. Н. Тихонова [14] вида

𝑀α[𝑓, 𝑔] =
1

∫
−1

[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]2 𝑑𝑥+

+ α
𝐿

𝐿

∫
−𝐿

{𝑓 2(𝑥) + [𝑓 ′(𝑥)]2}𝑑𝑥,

(9)

где α > 0 –– параметр регуляризации. Второй ин-
теграл в правой части (9) представляет собой ста-
билизирующий функционал, в виде квадрата нор-
мы функции 𝑓(𝑥) в пространстве 𝑊 1

2 [−𝐿, 𝐿]. Для
высокоточной аппроксимации первого интеграла
в правой части (9) будем применять квадратурную
формулу Гаусса, содержащую 𝐾 узлов. Второй ин-
теграл в правой части (9) может быть вычислен ана-
литически. После соответствующих преобразова-
ний конечномерная аппроксимация сглаживающе-
го функционала (9) принимает вид

𝑀̃α[𝑓, 𝑔] =
𝐾

∑
𝑘=1

γ𝑘

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎0 +

𝑁

∑
𝑛=1
(𝑎𝑛 cos (ω𝑛𝑥𝑘)+

+ 𝑏𝑛 sin (ω𝑛𝑥𝑘)) − 𝑔 (𝑥𝑘)]2 +

+α
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2𝑎2

0 +
𝑁

∑
𝑛=1
(1 + ω2

𝑛) (𝑎2
𝑛 + 𝑏2

𝑛)
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

,

(10)

где 𝑥𝑘 ∈ [−1, 1] и γ𝑘 > 0 –– узлы и веса квадратурной
формулы Гаусса соответственно.

Точка минимума квадратичной функции (10)
коэффициентов 𝑎𝑛 и 𝑏𝑛 удовлетворяет системе ли-
нейных алгебраических уравнений Эйлера

(𝐶 + α𝑄)𝑍 = 𝑉 , (11)

в которой 𝐶 –– симметричная неотрицательно опре-
деленная матрица состоит из элементов

𝑐𝑙𝑚 =
𝐾

∑
𝑘=1

γ𝑘𝑎𝑘𝑙𝑎𝑘𝑚, 𝑙, 𝑚 = 1, 2, … , 2𝑁 + 1, (12)

где 𝑎𝑘𝑚 — элементы матрицы 𝐴 размерности
𝐾 × (2𝑁 + 1) с 𝑘-й строкой вида

𝐴𝑘 = (1, cos (ω1𝑥𝑘) , sin (ω1𝑥𝑘) , cos (ω2𝑥𝑘) ,
sin (ω2𝑥𝑘) , … , cos (ω𝑛𝑥𝑘) , sin (ω𝑛𝑥𝑘) ).

(13)

Диагональная матрица 𝑄, искомый вектор ко-
эффициентов 𝑍 = (𝑧1, … , 𝑧2𝑁+1)𝑇 и правая часть
𝑉 = (ν1, … , ν2𝑁+1)𝑇 в системе линейных уравне-
ний (11) определяются соответственно выражени-
ями

𝑄 = diag (2, 1 + ω2
1, 1 + ω2

1, … , 1 + ω2
𝑁, 1 + ω2

𝑁) ,
𝑍 = (𝑎0, 𝑎1, 𝑏1, … , 𝑎𝑁, 𝑏𝑁)𝑇 ,

ν𝑚 =
𝐾

∑
𝑘=1

γ𝑘𝑎𝑘𝑚𝑔(𝑥𝑘), 𝑚 = 1, 2, … , 2𝑁 + 1.
(14)

Матрица системы (11) 𝐶 + α𝑄 является симметрич-
ной и положительно определенной, поэтому ре-
шение системы (11) единственно. Решая систему
уравнений Эйлера (11) при соответствующем поло-
жительном значении параметра регуляризации α,
можно найти коэффициенты функции (8), аппрок-
симирующей заданную функцию 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶[−1, 1].
Для вычисления искомой аппроксимации функ-
ции 𝑔(𝑥) в (8) используются значения коэффици-
ентов 𝑎𝑛 и 𝑏𝑛, являющиеся решениями системы ли-
нейных алгебраических уравнений (11) при соот-
ветствующих значениях параметров α, Ω и 𝑁.

Замечание 3. Отметим, что алгоритм на осно-
ве минимизации сглаживающего функционала (9) не
предоставляет способа получения функции наилучшей
точности аппроксимации, но дает возможность по-
лучения некоторой оценки ее точности.

4. Проведем вычисления тригонометрических
аппроксимаций (8) для следующей модельной три-
гонометрической функции

𝑔(𝑥) = sin(2π𝑥 + π
3
) (15)

на отрезке [−1, 1], решая систему линейных ал-
гебраических уравнений (11) методом квадратно-
го корня при различных значениях параметров
Ω и α, чтобы установить их влияние на числен-
ную точность таких аппроксимаций. Отметим, что
функция (15), рассматриваемая на всей числовой
оси, характеризуются единственной гармоникой
2π, и имеет период 1. Согласно неравенству (7)
функция (15) может быть аппроксимирована сколь
угодно точно с помощью действительных функций
с ограниченным спектром (2) и, в частности, с по-
мощью тригонометрической суммы (8) при любых
значениях Ω.

Для вычисления первого интеграла в правой ча-
сти (9) были использованы квадратурные формулы
Гаусса с числами узлов 𝐾 = 101. Увеличение числа
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узлов на порядок не оказывает существенного вли-
яния на точность вычислений. В тригонометриче-
ской сумме (8) значение 𝑁 было выбрано равным
500, что соответствует числу слагаемых 1001. От-
метим, что увеличение числа 𝑁 вдвое или вчетве-
ро практически не влияет на точность аппроксима-
ции. Сравнение аппроксимируемой функции 𝑔(𝑥)
и аппроксимирующей функции (8) производилось
на равномерных сетках с узлами

𝑥𝑠 = −1 + 2𝑠
𝑆

, 𝑠 = 0, 1, … , 𝑆;
𝑆 = 100, 1000, 10000.

(16)

В пределах указанных значений параметра 𝑆 замет-
ных различий в точности аппроксимации не выяв-
лено. Результаты приведены для случая 𝑆 = 10000.

На рис. 1 показаны графики модельной аппрок-
симируемой функции (15) (кривая 1) и аппрокси-
мирующих функций (8) для различных значений
верхней границы спектра Ω и соответствующем
ей оптимальном значении параметра регуляриза-
ции α. В случаях, когда 2π ∈ [0, Ω] (Λ = 0.5, 1) соот-
ветствующие аппроксимирующие функции (кри-
вые 2 и 3) практически точно совпадают с модель-
ной функцией на сегменте [−1, 1]. Более того, эти
функции обладают экстраполирующими свойства-
ми за пределами сегмента [−1, 1], визуально близ-
ко воспроизводя синусоиду на сегменте [−1.5, 1.5].
Если же Ω < 2π (Λ = 2, 4, 8), то точность аппрок-
симации с уменьшением значений верхней грани-
цы спектра Ω резко ухудшается (кривые 4, 5 и 6).
За пределами сегмента [−1, 1] кривые 4–6 практи-
чески полностью утрачивают экстраполирующие
свойства в отношении модельной функции (15),
и их значения могут отличаться от аппроксими-
руемой функции на несколько порядков величин.
Причинами понижения качества аппроксимации
является ухудшение обусловленности тригономет-
рического базиса, используемого в (8), по мере
уменьшения значения Ω верхней границы спектра.
Обусловленность этого базиса определяется спек-
тром теплицевой матрицы типа sinc [17], зависящей
от Ω.

Фиксированная конечная точность представле-
ния действительных чисел в компьютере, ограни-
ченность его оперативной памяти и возрастающая
трудоемкость вычислений являются объективны-
ми ограничениями для достижения теоретической
точности (7) аппроксимации (8) по мере уменьше-
ния частотного диапазона [0, Ω].

Как уже отмечалось выше, для ряда прикладных
задач представляет интерес оценка спектра сигнала
конечной длительности. Допустим, что для некото-
рой непрерывной функции 𝑔(𝑥), заданной на сег-
менте [−1, 1], получена ее аппроксимация задан-
ной точности с помощью функции с ограничен-

Рис 1. Аппроксимируемая (кривая 1) и аппроксимирующие
(кривые 2–6) функции для различных значений верхней
границы спектра Ω и соответствующими ей оптимальном
значении параметра регуляризации α и точности аппрок-
симации ε в метрике 𝐶[−1, 1]: 2 –– 𝐿 = 0.5, α = 1.0 ⋅ 10−14,
ε = 4.0 ⋅ 10−7; 3 –– 𝐿 = 1.0, α = 1.0 ⋅ 10−14, ε = 1.0 ⋅ 10−6; 4 ––
𝐿 = 2.0, α = 1.8 ⋅ 10−14, ε = 5.5 ⋅ 10−3; 5 –– 𝐿 = 4.0, α = 5.6 ⋅ 10−14,
ε = 8.7 ⋅ 10−2; 6 –– 𝐿 = 8.0, α = 3.2 ⋅ 10−12, ε = 3.9 ⋅ 10−1.

ным спектром 𝑓(𝑥) ∈ 𝑆Ω. Можно ли использо-
вать спектр функции 𝑓(𝑥) в качестве оценки спек-
тра функции 𝑔(𝑥)? В общем случае ответ на этот
вопрос отрицательный, что иллюстрирует рис. 2,
на котором показан спектр мощности для различ-
ных аппроксимаций модельной функции (15), по-
лученных с помощью минимизации сглаживающе-
го функционала (10). Здесь под спектром мощности
функции (8) понимается следующая функция дис-
кретного аргумента

𝑃(0) = 2𝑎2
0, 𝑃(ω𝑛) = 𝑎2

𝑛 + 𝑏2
𝑛,

ω𝑛 =
𝑛Ω
𝑁

, 𝑛 = 1, … , 𝑁.
(17)

Графики спектра мощности 𝑃(ω𝑛) аппроксими-
рующих функций (8) изображены для различных
диапазонов частот с верхней границей Ω𝑘 = 2π/Λ𝑘
(Λ𝑘 = 2𝑘, 𝑘 = −1, 0, 1) в виде ломаных линий 1,
2 и 3 на рис. 2 соответственно. Этим линиям соот-
ветствуют кривые 2, 3 и 4 на рис. 1.

Как видно из рис. 2, уменьшение верхней гра-
ницы Ω диапазона частот вдвое и вчетверо суще-
ственно изменяет характерные значения коэффи-
циентов тригонометрической суммы (8) (вплоть до
нескольких порядков). В то время как аппроксими-
рующие функции слабо меняются в пределах задан-
ной точности, соответствующие им коэффициен-
ты при тригонометрических функциях могут отли-
чаться друг от друга на порядки величин для раз-
личных значений Ω, не предоставляя возможности
их интерпретации в качестве спектра аппроксими-
руемой функции. Для адекватной оценки спектра
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Рис 2. Спектр мощности аппроксимирующих функций (8)
при различных значения Ω𝑘 = 2π/Λ𝑘 (Λ𝑘 = 2𝑘, 𝑘 = −1, 0, 1):
кривая 1 здесь соответствует кривой 2, кривая 2 –– кривой 3,
кривая 3 –– кривой 4 на рис. 2.

функции 𝑔(𝑥), заданной на сегменте [−1, 1] необ-
ходима дополнительная информация о ее расши-
ренной версии 𝑔(𝑥), определенной на всей число-
вой прямой (−∞,+∞) и совпадающей с 𝑔(𝑥) на сег-
менте [−1, 1]. В качестве примеров такой дополни-
тельной информации можно рассмотреть следую-
щие варианты:

1) функция 𝑔(𝑥) принадлежит классу гладких
финитных функций с носителем, находящимся
внутри рассматриваемого сегмента;

2) функция 𝑔(𝑥) является конечным фрагмен-
том (сужением) функции 𝑔(𝑥), определенной на
всей числовой оси, являющейся периодической
или почти периодической функцией, либо реали-
зацией эргодического стационарного случайного
процесса.

В рассмотренных примерах для оценки спек-
тра могут применяться методы, описанные в рабо-
тах [4, 6].

На рис. 3 показаны графики зависимости
ошибки аппроксимации в норме 𝐶[−1, 1] модель-
ной функции (15). Эти аппроксимации найдены
с помощью минимизации сглаживающего функ-
ционала (10) и вычисления соответствующих
тригонометрических сумм (8) при различных зна-
чениях параметра α и верхней границы диапазона
частот Ω в отсутствии (рис. 3а) и в присутствии
(рис. 3б–г) аддитивного нормального белого шума
с нулевым средним и стандартным отклонением σ.

Обратим внимание на существенное различие
в поведении кривых 1 и 2 с одной стороны и кривых
3–5 с другой стороны на рис. 3. Данное различие
связано с тем, что диапазоны частот [0, Ω𝑘] (𝑘 = 1, 2)
включают в себя основную гармонику Ω = 2π, соот-
ветствующую модельной функции (15), рассматри-
ваемой на всей числовой прямой (−∞,+∞), а в диа-
пазонах частот для 𝑘 = 3, 4, 5 данная гармоника от-

сутствует. В последнем случае аппроксимация мо-
дельной функции (15) как функции пространства
𝐶[−1, 1] происходит за счет низкочастотных гармо-
ник, для которых тригонометрический базис, ис-
пользуемый в (8), является сильно вырожденным,
что ведет к понижению точности аппроксимаций,
полученных с помощью вычислений с мантиссой
конечной длины.

Рис. 3б–г характеризуют устойчивость аппрок-
симаций к погрешности входных данных. В случае
использования зашумленных данных точность ап-
проксимации понижается и примерно соответству-
ет уровню шума. При этом, как это иллюстриру-
ют кривые 1–3, погрешность аппроксимации мо-
жет оказаться примерно одного уровня как для кри-
вых 1 и 2, где аппроксимирующие функции (8)
включают основную гармонику Ω = 2π, так и для
кривой 3, характеризующейся вдвое меньшей гра-
ницей спектра Ω3 = π, чем основная гармоника.
Наряду с этим значения коэффициентов суммы (8)
являются в высокой степени неустойчивыми как
к изменению границы Ω частотного диапазона, так
и к шуму во входных данных. Таким образом, как
в условиях зашумленных, так и в случае высоко-
точных данных не существует способа определения
диапазона спектра по значениям функции на огра-
ниченном промежутке без дополнительных пред-
положений о поведении расширенной на всю чис-
ловую ось версии 𝑔(𝑥) функции 𝑔(𝑥), заданной на
конечном промежутке.

5. Переходя к заключительным замечаниям, от-
метим, что в практически важных случаях обра-
ботки сигналов речь идет именно об оценке спек-
тра конечного фрагмента сигнала, заданного на
конечной сетке [3–7]. Такая оценка всегда связа-
на с явными или неявными допущениями о пове-
дении сигнала за пределами известного конечно-
го фрагмента. Эти допущения, а также используе-
мые методики могут оказывать существенное вли-
яние на результат оценки спектра [4]. В ряде слу-
чаев, таких как анализ речи или музыки, допуще-
ния о квазипериодическом характере сигнала явля-
ются достаточно устоявшимися и обоснованными.
В других ситуациях, когда неясно, как сигнал мо-
жет быть продолжен за пределы известного фраг-
мента, существует бесконечно много способов по-
лучения его аппроксимации с помощью функций
с ограниченным спектром, сильно отличающихся
друг от друга по спектральному составу. В послед-
нем случае необходима дополнительная информа-
ция о сигнале “в целом”, как функции, заданной на
всей числовой оси.
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Рис 3. Ошибки аппроксимации (8) модельной функции (15) на сегменте в норме 𝐶[−1, 1] как функции параметра регуляри-
зации α для различных значений верхней границы спектра Ω𝑘 = 2π/Λ𝑘 (Λ𝑘 = 2𝑘−2, 𝑘 = 1, … , 5), где 𝑘 –– номер соответствую-
щей кривой. К значениям функции (15) в узлах 𝑥𝑘 добавлен аддитивный белый шум в виде независимых псевдослучайных
чисел с нормальным распределением 𝑁(0, σ): а) 3σ = 0; б) 3σ = 0.001; в) 3σ = 0.01; г) 3σ = 0.1.
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ON AN APPROXIMATION BY BAND-LIMITED FUNCTIONS
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The problem of approximating a continuous real function of one real variable, defined on a segment, using a
band-limited function based on A. N. Tikhonov’s regularization method is considered. Numerical estimates
of the accuracy of such approximations are calculated for a model trigonometric function. The reasons why
a theoretical estimate of the approximation accuracy of a continuous function by band-limited functions is
difficult to achieve numerically are analyzed. The problem of estimating the spectrum of a signal defined on
a finite interval is discussed.
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В работе рассматриваются краевые задачи, порождаемые обыкновенным дифференциальным вы-
ражением 𝑛-го порядка и произвольными краевыми условиями с линейной зависимостью от спек-
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ные операторы в пространстве 𝐻 = 𝐿2 0, 1 ⊕ ℂ𝑚, 𝑚 ⩽ 𝑛 и в явном виде построены сопряженные
к ним операторы. В общем виде решена задача об отборе “лишних” собственных функций, кото-
рая ранее изучалась только для частных случаев уравнений второго и четвертого порядков. А имен-
но, найден критерий отбора 𝑚 собственных или присоединенных (корневых) функций регулярной
задачи для того, чтобы оставшаяся система корневых функций образовывала базис Рисса или ба-
зис Рисса со скобками в исходном пространстве 𝐿2 0, 1 .
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1. ВВЕДЕНИЕ
В статьях [1]–[4] Н. Ю. Капустин и Е. И. Мои-

сеев рассмотрели спектральную задачу

−𝑦″(𝑥) = λ𝑦(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1),

𝑦(0) = 0, 𝑦′(1) − 𝑑λ𝑦(1) = 0, 𝑑 > 0,

а также задачу, в которой второе краевое условие
заменено на условие (𝑎−λ)𝑦′(1)+λ𝑏𝑦(1) = 0, 𝑎, 𝑏 > 0.
Они показали, что система собственных функций
этих задач является базисом в пространстве 𝐿𝑝[0, 1]
при 𝑝 > 1 и базисом Рисса в 𝐿2[0, 1], если удалить из
системы одну из функций. Более того, можно уда-
лить любую функцию, после чего система стано-
вится базисом. Эти исследования были продолже-
ны в работах [5]–[7] не только для уравнений вто-
рого порядка, но и четвертого. В частности, была
рассмотрена задача

𝑦(4)(𝑥) − (𝑞(𝑥)𝑦′(𝑥)) = λ𝑦(𝑥),

1Московский государственный университет им. М. В. Ло-
моносова; Московский центр фундаментальной и прикладной
математики, Москва, Россия

*E-mail: svaleryk@yandex.ru
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𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0
𝑦″(1) = 𝑎λ𝑦′(1),
(𝑦‴(1) − 𝑞(1)𝑦′(1)) = 𝑏λ𝑦(1),

где 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ а 𝑞 –– вещественная достаточно гладкая
функция. Было показано, что система собственных
и присоединенных (корневых) функций этой зада-
чи становится базисом в пространстве 𝐿2[0, 1] по-
сле удаления двух “лишних” функций из этой си-
стемы. Но произвольно две функции удалять нель-
зя, были найдены условия на пару функций, по-
сле удаления которых система образует базис. При
этом существенно использовался тот факт, что рас-
сматриваемая задача обладает симметрией и мо-
жет быть сведена к изучению линейного самосо-
пряженного оператора в пространстве 𝐿2[0, 1]⊕ ℂ2

или самосопряженного оператора в этом простран-
стве с индефинитной метрикой.

Более общий подход к задаче об отборе “лиш-
них” корневых функций для уравнений второго
и четвертого порядка с краевыми условиями, за-
висящими от спектрального параметра, предложил
второй автор этой заметки в работе [8]. В этой же
работе было отмечено, что система корневых функ-
ций регулярных задач в случае зависимости крае-
вых условий от спектрального параметра всегда пе-
реполнена, если ее рассматривать в исходном про-
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странстве 𝐿2 или 𝐿𝑝, поэтому эти системы надо рас-
сматривать в других функциональных простран-
ствах. Более того, это замечание было сделано еще
в работе [9] для более общих краевых задач с по-
линомиальной зависимостью от спектрального па-
раметра как в уравнении, так и в краевых услови-
ях. При этом Лемма 2.1 из [9] дает ключ к реше-
нию вопроса о том, какие функции надо удалять,
чтобы оставшаяся система становилась минималь-
ной. Однако детально тема об отборе “лишних”
функций в работе [9] не рассматривалась, основ-
ной целью работы [9] было построение линеариза-
торов общих задач в различных функциональных
пространствах и дальнейшее изучение спектраль-
ных свойств построенных линеаризаторов. Кро-
ме того, в общей ситуации решать задачу об от-
боре “лишних” функций нецелесообразно. Однако
в случае линейной зависимости уравнения и гра-
ничных условий от спектрального параметра за-
дача о “лишних” функциях получает законченное
красивое решение и более полно проясняет суще-
ство дела даже для частных рассмотренных ранее
спектральных задач. Представить такое решение
есть основная цель этой работы. Основной резуль-
тат работы сформулирован в Теореме 6.

Отметим, что литература о краевых задачах со
спектральным параметром в граничных условиях
очень обширна. В работах [5, 8, 9] имеются ссылки,
отражающие эту тему лишь частично. Из послед-
них работ по асимптотикам собственных значений
таких задач отметим статью Д. М. Полякова [10].
В последние годы большое число работ на эту те-
му связано с исследованием обратных задач. Наи-
более полную информацию по таким задачам мож-
но найти в работах Н. П. Бондаренко и Е. Е. Читор-
кина [11] и Н. Д. Кулиева [12].

Итак, основная цель работы –– решить задачу об
отборе “лишних” корневых функций для линейной
спектральной задачи

ℓ(𝑦) = 𝑦(𝑛) + 𝑝𝑛−1(𝑥)𝑦(𝑛−1) +⋯ + 𝑝0(𝑥)𝑦 = λ𝑦, (1)

{𝑈 0
𝑗 (𝑦) − λ𝑈 1

𝑗 (𝑦) = 0, 𝑗 = 1, … , 𝑚 ⩽ 𝑛,
𝑈 1

𝑗 (𝑦) = 0, 𝑗 = 𝑚 + 1, … , 𝑛.
(2)

Здесь линейные формы в краевых условиях
имеют вид

𝑈 1
𝑗 (𝑦) =

κ𝑗

∑
𝑘=0
(𝑎1

𝑗,𝑘𝑦(𝑘)(0) + 𝑏1
𝑗,𝑘𝑦(𝑘)(1)) , 𝑗 = 1, … , 𝑛, (3)

где 𝑎1
𝑗,𝑘 и 𝑏1

𝑖,𝑘 комплексные числа. Линейные фор-
мы 𝑈 0

𝑗 (𝑦) имеют такой же вид, но с другими числа-
ми 𝑘0

𝑗 , 𝑎0
𝑗,𝑘, 𝑏0

𝑗,𝑘. Коэффициенты дифференциально-
го выражения ℓ(𝑦) предполагаем достаточно глад-
кими, такими, что 𝑝𝑘(𝑥)имеют 𝑘 суммируемых про-
изводных. Это нужно для того, чтобы сопряженную

задачу понимать в классическом смысле. От этого
условия можно отказаться, но тогда нужно вводить
понятие квазипроизводных и пользоваться резуль-
татами работы [13].

Линейная зависимость от спектрального пара-
метра в рассматриваемой задаче позволяет суще-
ственно упростить построение линеаризатора этой
задачи, которое проведем с помощью метода [9].
Основная техническая трудность дальнейшего ис-
следования задачи состоит в построении сопря-
женного оператора к построенному линеаризатору.
Такое построение мы проведем здесь в явной фор-
ме только в случае линейной независимости форм

{𝑈 1
𝑗 (𝑦)}𝑛

𝑗=0 ⋃ {𝑈 0
𝑗 (𝑦)}𝑚

𝑗=0. (4)

Это условие для нас существенно. В случае
линейно зависимых форм (4) возможны ситуа-
ции, когда сопряженная краевая задача будет иметь
уже полиномиальную зависимость от спектрально-
го параметра λ, что существенно усложняет задачу.
Приведем конкретный пример:

𝑦(4) = λ𝑦,
𝑦(0) = λ𝑦′(1), 𝑦(3)(1) = λ(𝑦(0) + 𝑦(1) + 𝑦″(0)),
𝑦(1) = λ(𝑦(0) + 𝑦(3)(1)), 𝑦″(0) = λ(𝑦(0) + 𝑦(1)).

В этом случае сопряженная задача будет иметь все-
го одно краевое условие, зависящее от спектраль-
ного параметра λ, но зависимость от λ будет уже
в четвертой степени. А именно, сопряженная зада-
ча в этом случае имеет вид

𝑦(4) = λ𝑦,
𝑦(0) = 𝑦″(0) = 𝑦′(1) = 0,
λ4(−𝑦(3)(0) + 𝑦(1) − 𝑦(3)(1))+
+λ3(−𝑦(3)(0) + 2𝑦(1) − 𝑦(3)(1) + 𝑦′(0) − 𝑦″(1))+
+λ2(𝑦′(0) + 𝑦(1) − 𝑦″(1) − 𝑦(3)(1)) + λ𝑦(3)(0)+
+𝑦″(1) = 0.

Далее будем работать с краевыми задачами ви-
да (2), для которых будет выполнено дополнитель-
ное условие регулярности или усиленной регуляр-
ности.

2. РЕГУЛЯРНЫЕ И УСИЛЕННО РЕГУЛЯРНЫЕ
ЗАДАЧИ С ЛИНЕЙНОЙ ЗАВИСИМОСТЬЮ

ОТ СПЕКТРАЛЬНОГО ПАРАМЕТРА
С задачей (1), (2) свяжем более простую зада-

чу, порожденную тем же уравнением (1) и краевы-
ми условиями

𝑈 1
𝑗 (𝑦) = 0 𝑗 = 1, … , 𝑛, (5)

которые от λ не зависят. В записи (2) мы предпола-
гаем, что ∣𝑎1

𝑗,κ𝑗
∣+∣𝑏1

𝑗,κ𝑗
∣ ≠ 0, а число κ𝑗 называем поряд-

ком линейной формы 𝑈𝑗(𝑦). Далее важно, чтобы
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краевые условия были нормированными. Нормиров-
ку можно провести также, как в книге М. А. Най-
марка [16, Гл.2]. Мы будем пользоваться определе-
нием статьи [9], согласно которому краевые усло-
вия нормированы, если любые линейные комби-
нации линейных форм 𝑈 1

𝑗 (𝑦) не могут понизить их
суммарный порядок κ ∶= κ1 + ⋯ + κ𝑛. Можно убе-
диться, что это определение эквивалентно опреде-
лению [16].

Всюду далее предполагаем, что краевые усло-
вия (2) таковы, что участвующие в них фор-
мы (5) являются нормированными. Этого мож-
но добиться, рассматривая линейные комбинации
условий (2). При этом вид линейных форм 𝑈 0

𝑗 (𝑦)
изменится, что следует учитывать при проверке
условия линейной независимости форм (4).

Определение регулярных и усиленно регу-
лярных краевых условий идет от давней работы
Дж. Биркгофа [14]. Для более общих краевых
задач, полиномиально зависящих от спектраль-
ного параметра как в уравнении, так и в краевых
условиях, понятие регулярности предложил
Я. Д. Тамаркин [15]. В более точной и транспарент-
ной форме это сделано в статье [9]. Задачу (1), (2)
можно рассматривать как частный случай задач,
рассмотренных в [9], если провести в (1), (2)
замену спектрального параметра λ = ρ𝑛. Однако
в линейном случае определение регулярности
можно существенно упростить сведя его к про-
стому определению Биркгофа, представленному
в транспарентной форме в книге Наймарка [16]
в терминах отличия от нуля двух определителей,
в которых фигурируют только коэффициенты 𝑎1

𝑗,κ𝑗

и 𝑏1
𝑗,κ𝑗

линейных форм 𝑈 1
𝑗 (𝑦) (мы эти определители

не выписываем, так как их значения далее не
важны).

Определение 1. Краевую задачу (1), (2) назовем
регулярной, если регулярной по Биркгофу является
задача (1), (5).

Полезно сравнить собственные значения λ0
𝑘

и λ𝑘 задачи (1), (5) и задачи (1), (2), а также соответ-
ствующие собственные функции 𝑦0

𝑘 и 𝑦𝑘 этих задач.
Известно (см. [16, Гл. 2]), что собственные значе-
ния первой задачи распадаются на две серии, кото-
рые при четном 𝑛 имеют асимптотику

λ0
𝑘,1 = (−1)𝑛/2(2𝑘π𝑖)𝑛 [1 + τ1

𝑘
+𝑂( 1

𝑘2)] , 𝑘 ⩾ 𝑘0, (6)

λ0
𝑘,2 = (−1)𝑛/2(2𝑘π𝑖)𝑛 [1 + τ2

𝑘
+𝑂( 1

𝑘2)] , 𝑘 ⩾ 𝑘0, (7)

а при нечетном 𝑛 асимптотику

λ0
𝑘,1 = (−2𝑘π𝑖)𝑛 [1 + τ1

𝑘
+𝑂( 1

𝑘2)] , 𝑘 ⩾ 𝑘0, (8)

λ0
𝑘,2 = (2𝑘π𝑖)𝑛 [1 + τ2

𝑘
+𝑂( 1

𝑘2)] 𝑘 ⩾ 𝑘0. (9)

Здесь числа τ1, τ2 определяются функцией 𝑝𝑛−1
в дифференциальном выражении и коэффициен-
тами краевых условий при старших производных
в краевых условиях. При этом подразумевается, что
при больших 𝑘 ⩾ 𝑘0 (то есть, для собственных зна-
чений, лежащих вне круга достаточно большого ра-
диуса 𝑅0) имеется взаимно однозначное соответ-
ствие между числами λ0

𝑘 первой и второй серий
и числами вида (6) и (7) соответственно. Нуме-
рацию оставшихся собственных значений в круге
∣λ∣ ⩽ 𝑅0 проводим так: первую серию нумеруем от
𝑘 = 1 до 𝑘0 − 1 в порядке возрастания модулей; тогда
найдется целое число 𝑠 (вообще говоря, неположи-
тельное), такое, что вторая серия захватит оставши-
еся собственные значения, которые в порядке воз-
растания модулей будут нумероваться от 𝑠 до 𝑘0 − 1.
Конечно, нумерация всех собственных значений
проводится с учетом их алгебраической кратности.

Определение 2. Регулярную краевую зада-
чу (1), (2) назовем усиленно регулярной, если либо
порядок 𝑛 нечетный, либо 𝑛 четный, но числа τ1
и τ2 в (6) и (7) различны между собой.

Теорема 1. Пусть задача (1), (5) усиленно регу-
лярна. Тогда собственные значения задачи (1), (2) со-
храняют асимптотику (6), (7) или (8), (9), но ну-
мерация второй серии начинается с индекса 𝑠 − 𝑛,
при условии, что нумерация первой серии ведется по-
прежнему с индекса 𝑘 = 1. Это означает, что в кру-
ге радиуса 𝑅 ⩾ 𝑅0 при достаточно большом 𝑅0 соб-
ственных значений у задачи (1), (2) ровно на 𝑛 боль-
ше, нежели у задачи (1), (5). Если при четном 𝑛 за-
дача (1), (5) регулярна, но числа τ1, τ2 совпадают, то
для обеих серий собственных значений задачи (1), (2)
можно гарантировать асимптотику

λ0
𝑘,ν = (−1)𝑛/2(2𝑘π𝑖)𝑛 [1+ τ1

𝑘
+𝑂( 1

𝑘3/2)] , ν = 1, 2. (10)

При этом, так же как в случае усиленной регулярно-
сти, в круге достаточно большого радиуса задача (1),
(2) имеет ровно на 𝑛 собственных значений больше,
нежели задача (1), (5).

Перед формулировкой следующей теоремы от-
метим, что в случае усиленной регулярности все до-
статочно большие по модулю собственные значе-
ния рассматриваемых задач простые и каждому из
них отвечает единственная (в точностью до умно-
жения на скаляр) собственная функция.

Теорема 2. Пусть задача (1), (5) усиленно регу-
лярна. Пусть 𝑦𝑘,ν и 𝑦0

𝑘,ν собственные функции задач
(1), (2) и (1), (5), отвечающие собственным значени-
ям λ𝑘,ν и λ0

𝑘,ν. Тогда справедливы асимптотические ра-
венства

𝑦𝑘,ν = 𝑦0
𝑘,ν (1 +𝑂(𝑘−1)) , 𝑘 ⩾ 𝑘0, ν = 1, 2. (11)
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3. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ,
АССОЦИИРОВАННЫЕ СО

СПЕКТРАЛЬНЫМИ ЗАДАЧАМИ И ИХ
СОПРЯЖЕННЫЕ

Рассмотрим конечномерное расширение
𝐻 = 𝐿2[0, 1]⊕ ℂ𝑚 пространства 𝐿2 со скалярным
произведением

⟨ ̃𝑦, ̃𝑧⟩𝐻 =
1

∫
0

𝑦(𝑥) ̄𝑧(𝑥)𝑑𝑥 +
𝑚

∑
𝑖=1

α𝑖 ̄𝛽𝑖,

̃𝑦 = {𝑦, α1, … , α𝑚}, ̃𝑧 = {𝑦, 𝛽1, … , 𝛽𝑚} ∈ 𝐻.

С задачей (1), (2) свяжем линейный операторL, ко-
торый действует в пространстве 𝐻 следующим об-
разом:

L ∶ {𝑦, 𝑈 1
1 (𝑦), … , 𝑈 1

𝑚(𝑦)}→

→ {ℓ(𝑦), 𝑈 0
1 (𝑦), … , 𝑈 0

𝑚(𝑦)}
(12)

на области определения

D(L) = { ̃𝑦 = {𝑦, α1, … , α𝑚} ∣ 𝑦 ∈ 𝑊 𝑛
1 , ℓ(𝑦) ∈ 𝐿2;

α𝑗 = 𝑈 1
𝑗 (𝑦), 𝑗 = 1, … , 𝑚; 𝑈 1

𝑗 (𝑦) = 0, 𝑗 = 𝑚 + 1, … , 𝑛},

где 𝑊 𝑛
1 = 𝑊 𝑛

1 [0, 1] пространство Соболева, состоя-
щее из функций, имеющих 𝑛 − 1 абсолютно непре-
рывных производных.

Теорема 3. Собственные значения и жорданова
структура корневых функций оператора L и краевой
задачи (1), (2) совпадают. При этом проекции 𝑦𝑘 кор-
невых функций ̃𝑦𝑘 ∈ 𝐻 оператора L на подпростран-
ство 𝐿2[0, 1] совпадают с корневыми функциями за-
дачи (1), (2).

Следующая теорема дает описание сопряжен-
ного оператора к L.

Теорема 4. Пусть линейные формы, задающие
краевые условия задачи {𝑈 1

𝑖 }𝑛
𝑖=1 ⋃ {𝑈 0

𝑗 }𝑚
𝑗=1, являются

линейно независимыми. Тогда сопряженный оператор
L∗ имеет вид:

L∗ ∶ {𝑧, 𝑉 1
1 (𝑧), … , 𝑉 1

𝑚(𝑧)}→ {ℓ∗(𝑧), 𝑉 0
1 (𝑧), … , 𝑉 0

𝑚(𝑧)}

ℓ∗(𝑧) =
𝑛

∑
𝑘=0
(−1)𝑘(𝑝𝑘𝑧)(𝑘);

𝑉 ν
𝑗 (𝑧) =

𝑛−1

∑
𝑘=0
(𝑐ν

𝑗,𝑘𝑧(𝑘)(0) + 𝑑ν
𝑗,𝑘𝑧(𝑘)(1)) ,

𝑗 = 1, … , 𝑛, ν = 1, 2,
(13)

c областью определения:

D(L∗) = { ̃𝑧 = {𝑧, 𝛽1, … , 𝛽𝑚} ∣ 𝑧 ∈ 𝑊 𝑛
1 , ℓ∗(𝑧) ∈ 𝐿2;

𝛽𝑗 = 𝑉 1
𝑗 (𝑧), 𝑗 = 1, … , 𝑚; 𝑉 1

𝑗 (𝑧) = 0, 𝑗 = 𝑚 + 1, … , 𝑛}.

Линейные формы 𝑉 ν
𝑗 (𝑧) могут быть найдены из мат-

ричного уравнения

( 𝐴1 𝐵1
−𝐴0 −𝐵0

)
𝑇

(𝐶0 𝐷0
𝐶1 𝐷1

) = (𝑃(0) 0
0 −𝑃(1)) . (14)

Здесь 𝐴ν = {𝑎ν
𝑗,𝑘−1}𝑛

𝑗,𝑘=1, 𝐵ν = {𝑏ν
𝑗,𝑘−1}𝑛

𝑗,𝑘=1 –– матрицы,
элементы которых определяются коэффициентами
краевых условий (2), (3) исходной задачи (при этом,
𝑎𝑗,𝑘−1 = 𝑏𝑗,𝑘−1 = 0 при 𝑘 − 1 ⩾ κ𝑗), а 𝐶ν = {𝑐ν

𝑗,𝑘−1}𝑛
𝑗,𝑘=1,

𝐷ν = {𝑑ν
𝑗,𝑘−1}𝑛

𝑗,𝑘=1 –– матрицы, элементы которых
определяют коэффициенты линейных форм (13).
Правая часть уравнения (14) определяется значе-
ниями в точках 𝑥 = 0, 1 матрицы-функции 𝑃(𝑥) =
= {𝑝𝑡,𝑠(𝑥)}𝑛

𝑡,𝑠=1 элементы которой равны

𝑝𝑡,𝑠(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑛−1−𝑡−𝑠
∑
ℓ=0
(−1)𝑠+ℓ+1 𝐶ℓ

𝑠+ℓ𝑝(ℓ)𝑡+𝑠+ℓ+1(𝑥),

при 𝑡 + 𝑠 ⩽ 𝑛 − 1,
0, иначе,

где 𝐶ℓ
𝑠+ℓ –– биномиальные коэффициенты. При по-

строении матриц 𝐴0 и 𝐵0 система линейных форм
{𝑈 1

𝑖 }𝑛
𝑖=1 ⋃ {𝑈 0

𝑗 }𝑚
𝑗=1 (если 𝑚 < 𝑛) произвольным образом

дополняется до системы из 2𝑛 линейно независимых
форм. При этом, хотя запись сопряженного операто-
ра меняется, но сам оператор от дополненных форм
не зависит.

4. О БАЗИСНОСТИ СИСТЕМЫ КОРНЕВЫХ
ФУНКЦИЙ

Как было сказано ранее, система корневых
функций задачи (1), (2) является избыточной и
не образует минимальную систему в пространстве
𝐿2[0, 1]. Но для построенного оператора L ситуа-
ция меняется.

Теорема 5. Пусть задача (1), (2) регулярна и ли-
нейные формы, задающие краевые условия задачи
{𝑈 1

𝑖 }𝑛
𝑖=1 ⋃{𝑈 0

𝑗 }𝑚
𝑗=1, являются линейно независимыми.

Тогда система корневых функций оператора L обра-
зует базис Рисса из подпространств размерности ⩽ 2
в гильбертовом пространстве 𝐻. В случае усиленной
регулярности система корневых функций оператора
L образует обычный базис Рисса.

Теперь из теорем 3–5, используя результаты ра-
боты [8], мы можем получить следующий критерий
отбора “лишних” функций.

Теорема 6. Пусть задача (1), (2) является регу-
лярной и линейные формы, задающие краевые усло-
вия задачи {𝑈 1

𝑖 }𝑛
𝑖=1 ⋃{𝑈 0

𝑗 }𝑚
𝑗=1, являются линейно неза-

висимыми. Пусть { ̃𝑦𝑘} и { ̃𝑧𝑘} взаимно биортого-
нальные системы корневых функций операторов L
и L∗, а {𝑦𝑘} и {𝑧𝑘}–– проекции этих функций из 𝐻
на подпространство 𝐿2. Тогда система функций
{𝑦𝑘}∞

𝑘=1/{𝑦𝑘𝑗}𝑚
𝑗=1 образует базис Рисса из подпро-

странств размерности ⩽ 2 (а в случае усиленной ре-
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гулярности обычный базис Рисса) тогда и только то-
гда, когда выполнено условие

RRRRRRRRRRRRR

𝑉 1
1 (𝑧𝑘1) … 𝑉 1

1 (𝑧𝑘𝑚)
… … …

𝑉 1
𝑚(𝑧𝑘1) … 𝑉 1

𝑚(𝑧𝑘𝑚)

RRRRRRRRRRRRR
/= 0.

Здесь 𝑉 1
1 , … , 𝑉 1

𝑚 –– линейные формы, которые опреде-
ляют сопряженный оператор L∗ согласно теореме 4.
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BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR ORDINARY DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH LINEAR DEPENDENCE ON THE SPECTRAL

PARAMETER
V. S. Kobenko𝑎, Corresponding Member of the RAS A. A. Shkalikov𝑎

𝑎Lomonosov Moscow State University; Moscow Center for Fundamental and Applied Mathematics, Moscow, Russia

The paper considers boundary value problems generated by an ordinary differential expression of the
𝑛-th order and arbitrary boundary conditions with linear dependence on the spectral parameter both in
the equation and in the boundary conditions. Classes of problems are defined, which are called regular
and strongly regular. Linear operators in the space 𝐻 = 𝐿2 0, 1 ⊕ℂ𝑚, 𝑛 ⩽ 𝑛 are assigned to these
problems and the adjoint operators to them are constructed in the explicit form. In general, the problem of
selecting ”superfluous”eigenfunctions has been solved, which was previously studied only for special cases
of equations of the second and fourth orders. Namely, a criterion has been found for selecting 𝑚 eigen or
associated (root) functions of a regular problem so that the remaining system of root functions forms a Riesz
basis or a Riesz basis with parenthesis in the original space 𝐿2 0, 1 .

Keywords: boundary value problems for ordinary differential equations, spectral parameter in boundary
conditions, regular spectral problems, Riesz basis.
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Измерение этичности компании является важным элементом в механизме регулирования поведе-
ния участников рынка, поскольку позволяет потребителям и регулирующим органам принимать
более эффективные решения, что оказывает дисциплинирующее воздействие на компании. Мы
протестировали различные способы машинного анализа отзывов потребителей российских бан-
ков и разработали Индекс этичности, который позволяет на основе отзывов потребителей рас-
считывать количественную оценку этичности трех сотен российских банков за разные периоды
времени с 2005 по 2022 г. Мы использовали метод “мешка слов” на основе Moral Foundations
Dictionary (MFD) и обучение модели BERT на основе размеченной экспертами выборки 3 тыс.
и 10 тыс. предложений. Полученный индекс был валидизирован на основе количества арбитраж-
ных дел с 2005 по 2022 г. (более этичные компании вовлечены в меньшее количество арбитражных
дел в качестве ответчика), при этом только модель BERT прошла валидизацию, а модель на основе
MFD –– нет. Индекс этичности будет полезен как альтернативная метрика по отношению к попу-
лярным рейтингам ESG как для теоретических исследований о поведении компаний, так и для
практических задач управления репутацией компании и формирования политики регулирования
поведения участников рынка.

Ключевые слова: индекс, этичность, искусственный интеллект, NLP, BERT.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В последние годы в мире наблюдается рост ин-

тереса к концепции устойчивого развития и от-
ветственного инвестирования. Все больше инве-
сторов обращают внимание не только на финан-
совые показатели компаний, но и на их деятель-
ность в области охраны окружающей среды, соци-
альной ответственности и корпоративного управ-
ления (ESG), для оценки которой разрабатываются
рейтинги или рэнкинги ESG [1, 2].

В России система рейтингов ESG также раз-
вивается [3, 4], однако их показания часто расхо-
дятся в виду различной методологии рейтинговых
агентств. Кроме того, большинство существующих
рейтингов основаны на данных корпоративной от-
четности компаний, которая неизбежно носит при-

1Санкт-Петербургская школа экономики и менеджмента,
НИУ ВШЭ в Санкт-Петербурге, Санкт-Петербург, Россия

2Международная лаборатория экономики нематериаль-
ных активов, НИУ ВШЭ в Перми, Пермь, Россия

3Московская школа управления СКОЛКОВО, Москва, Рос-
сия

*E-mail: mstorchevoy@hse.ru

украшивающий или даже декларативный харак-
тер. В этим условиях актуальным является развитие
альтернативных способов измерения социальной
ответственности компании, построенных на дру-
гих источниках данных –– в частности, на новостях,
сообщениях в социальных сетях, отзывах пользова-
телей и т. п. [5].

В данной работе предпринята попытка разрабо-
тать индекс этичности российских компаний на ос-
нове открытых данных с использованием методов
обработки естественного языка (NLP). Под этич-
ностью компании мы понимаем следование нор-
мам этичного бизнеса, принятым в обществе: чест-
ность при заключении и выполнении соглашений,
отказ от злоупотребления рыночной властью, спра-
ведливое вознаграждение, уважительная коммуни-
кация и т. п. Этичность компании по отношению
к заинтересованным сторонам должна являться со-
ставной частью любого рейтинга ESG, посколь-
ку дополняет оценки добросовестности поведения
компании, полученных другими путями (напр., че-
рез отчеты компании). Предложенная нами модель
может использоваться как автономно для оцен-
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ки этичности любой компании или построения
рейтинга этичности компаний в отрасли, а также
как компонент в построении более сложных си-
стем оценки социальной ответственности, напри-
мер, рейтингов ESG.

Для сбора текстов из открытых источников
можно использовать технологии веб-скрейпинга
(web-scraping) –– скрипты, скачивающие HTML-
страницы с нужных сайтов и автоматически
преобразующие их в более удобный для последу-
ющего анализа формат данных. В дальнейшем для
обработки этой текстовой базы данных запуска-
ются другие скрипты, которые сначала обучают
модель NLP на эталонной выборке, а затем ис-
пользуют обученную модель расчета индекса
этичности по всей совокупности компаний и от-
зывов. Далее в нашей статье мы сделаем обзор
существующих исследований по данной тематике,
а затем расскажем о нашем исследовании и его
результатах.

2. ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ
2.1. Измерение этичности через опросы

Попытки измерения этичности компании на-
чались еще в 1970-х, когда начались исследования
в области корпоративной социальной ответствен-
ности (КСО), однако ученые долгое время испыты-
вали существенные ограничения в доступных дан-
ных для измерения этичности. В первых исследо-
ваниях они просто опрашивали некоторых стейк-
холдеров, что они думают о репутации компании.
Похожие исследования проводились также в ли-
тературе по маркетингу, где ученые пытались из-
мерить мнение потребителей о социальной ответ-
ственности компании и его влияние на покупатель-
ское поведение. Например, в работе [6] попытались
оценить, что думают потребители о социальной от-
ветственности различных компаний. В работе [7]
измерили, как информация о неэтичной трудовой
практике компании влияет на лояльность ее клиен-
тов. В работе [8] измеряется мнение потребителей
о компании по шести измерениям: корпоративные
пожертвования, участие в жизни общества, пози-
ция по проблемам женщин, позиция по вопросам
этнических меньшинств, позиция по вопросам геев
и позиция по вопросам меньшинств с ограничен-
ными возможностями.

Были попытки создать отдельный индекс эти-
ческого поведения компании. Например, в ра-
боте [9] был предложен индекс CPE (consumer
perceived ethicality) как субъективное восприятие
общей этичности компании. Автор на основе 20-ти
углубленных интервью разработал классифика-
цию этических проблем для каждого стейкхолдера
(напр., для потребителей этические проблемы мо-
гут касаться ценообразования, маркировки, рекла-

мы, таргетинга, качества продукции, обслужива-
ния, свободы выбора). Позже индекс CPE исполь-
зовался во множестве других исследованиях в обла-
сти маркетинга [10].

В 1980–90-х годах стали появляться проек-
ты по измерению корпоративной репутации ком-
паний путем опроса экспертов и представителей
бизнеса. В 1983 г. деловой журнал Fortune на-
чал составлять ежегодный рейтинг America’s Most
Admired Companies. Вскоре за ним последовали дру-
гие ведущие деловые издания: в 1991 г. журнал
Management Today запустил рейтинг Britain’s Most
Admired Companies, в 1992 г. журнал Asian Business
запустил рейтинг Asia’s Most Admired Companies,
в 1994 г. газета Financial Times начала составлять
рейтинг Europe’s Most Respected Companies. Во всех
случаях опросы строились по ряду общих критери-
ев: качество управления, качество продукции, ин-
новационность, коммуникация, социальная и эко-
логическая ответственность и т. д. Ограничением
данной методологии было то, что рейтинги были
ориентированы только на крупнейшие компании,
а оценка давалась самими бизнесменами, а не за-
интересованными сторонами (напр., потребителя-
ми), которые могут обладать гораздо более полной
информацией о компании.

В 2000 г. консалтинговая фирма Reputation
Institute представила свой индекс корпоративной
репутации, который строился на основе опро-
сов многих заинтересованных сторон, а не толь-
ко представителей отрасли. Среди вопросов была
в том числе оценка социальной и экологической
ответственности компании, ее отношение к потре-
бителям и т. д. [11]. Позже этот индекс трансфор-
мировался в показатель RepTrack®, при этом по-
чти половина его показателей была связана с этич-
ностью поведения. Однако проблема этого инстру-
мента также заключалась в очень ограниченном
охвате компаний –– в индексе участвовали только
крупнейшие компании.

2.2. Измерение этичности через NLP

В 2010-х годах начинаются попытки измере-
ния этичности компании с помощью NLP (natural
language processing). Поскольку объем текстов в ин-
тернете растет в геометрической прогрессии, та-
кие инструменты позволяют проводить крупно-
масштабные исследования, потенциально охваты-
вающие целые рынки и отрасли. Этот подход тре-
бует решения двух задач: 1) определить тему текста
(например, относящуюся к какому-то компоненту
ESG), 2) определить тональность текста (т. е. поло-
жительную или отрицательную оценку поведения
компании). Для анализа используются несколько
типов текстов: 1) документы компании (нефинан-
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совый отчет, сайт, внутренние документы), 2) по-
сты и обзоры в социальных сетях, 3) новости.

Одна из первых попыток применить машин-
ное обучение и анализ настроений к онлайн-
обзорам потребителей была предпринята в рабо-
те [12]. К концу 2020-х гг. уже вышли десятки
статей, посвященных анализу текстов потребите-
лей. Например, в работе [13] использовали мо-
дель BERT для анализа сообщений пользователей
в X (ранее Twitter), а также для определения их то-
пиков по классификации MSCI, а также тонально-
сти. В работе [14] проанализировали 10.4 миллиона
анонимных отзывов сотрудников с помощью моде-
ли с векторным представлением слов, чтобы полу-
чить представление о внутренних ESG-практиках
компании.

В данной литературе почти нет работ, посвя-
щенных измерению этичности банков. В статье [15]
осуществляется систематический обзор литерату-
ры по 68 статьям с 2017 по 2020 год, посвященной
анализу отзывов потребителей на основе NLP. Рас-
сматриваемые статьи изучают самые разные секто-
ра (отели, авиакомпании, рестораны, аэропорты,
туризм, искусство и музеи), но среди них нет бан-
ковской отрасли. Кроме того, примерно полови-
на данных статей посвящена анализу тональности,
а другая половина –– выявлению фейковых отзывов
или формированию прогнозных рекомендаций, но
никто не рассчитывает оценку этичности поведе-
ния компаний. В обзоре литературы [16] делается
акцент также и на тональности, но нет оценки этич-
ности компании и не анализируется банковская от-
расль.

Существует только две статьи, которые частич-
но соответствуют предмету нашего исследования.
В работе [17] использовали около 20 тыс. по-
стов в социальных сетях о двух финских банках
и нейронную сеть для автоматической классифи-
кации постов на основе размеченной вручную вы-
борки. Авторы использовали шесть топиков ре-
путации: качество, надежность, ответственность,
успешность, приятность и инновационность и до-
бились распознавания этих топиков с вероятно-
стью 60–70%. В нашем исследовании проводит-
ся аналогичный анализ, но на основе нашей соб-
ственной классификации топиков, и далее мы
строим индекс этического поведения банка, чего
не делают авторы данного исследования. Во второй
статье [18] применяется текстовый анализ и анализ
настроений 30 тыс. отзывов клиентов о 29 ведущих
банках, опубликованных на сайте bankbazaar.com
с 2014 по 2021 год. Авторы определили основные ат-
рибуты банковских услуг (с помощью набора слов)
в отзывах и научились прогнозировать оценку по
пятизвездочной шкале, которую выставляют бан-
кам клиенты, размещая свои отзывы на сайте.

Как видно из этого обзора, существуют значи-
тельные возможности для применения продвину-
тых методов NLP к разнообразным неструктуриро-
ванным текстовым данным с целью получения но-
вых знаний о социальной ответственности и этич-
ности компаний. В нашем исследовании мы разра-
ботаем модель ИИ для оценки этичности компаний
в банковской отрасли.

3. РАЗРАБОТКА ИНДЕКСА И ВЫБОРКА
ДАННЫХ

3.1. Источники информации
В качестве источников данных для анализа

были выбраны сайты, посвященные размещению
отзывов о деятельности банков, а также сайты,
содержащие новости о банках и их страницы
в социальных сетях –– Банки.ру (https://www.banki.
ru), IRecommend.ru (https://irecommend.ru), Отзо-
вик (https://otzovik.com) –– за период с марта 2005
по март 2021 года. В выборку были включены
330 банков, которые осуществляли деятельность
в РФ на момент сбора данных. Также в рамках
проекта была собрана база данных постов россий-
ских банков в социальной сети Вконтакте. Основ-
ная работа по обучению и валидации моделей была
проведена на основе отзывов с портала Банки.ру ––
платформы, предлагающей финансовые онлайн-
сервисы и являющейся крупным медиаресурсом
в области финансов1.

3.2. Разметка данных
Первая часть эмпирической части работы за-

ключалась в разметке предложений из отзывов
о банках на сайте Banki.ru. Целью этого этапа бы-
ло формирование базы данных для обучения моде-
ли. Разметка проводилась в ручном режиме с вы-
борочной ручной и сплошной автоматизирован-
ной проверкой результатов разметки. Разметчики
оценивали отдельные предложения из отзывов без
возможности прочитать отзыв целиком. Разметчи-
ки на основе подготовленной инструкции оцени-
вали этический сентимент (тон) предложений, ко-
торый принимал следующие значения: “+” в слу-
чае, если предложение позитивно оценивает этиче-
скую категорию, “−” в случае отрицательной оцен-

1Благодаря данной платформе пользователи имеют воз-
можность найти и сравнить между собой различные пред-
ложения по финансовым продуктам и отправить заявку на
их получение напрямую в банк, микрофинансовую, страхо-
вую или инвестиционную компанию. Кроме того, клиенты
финансовых организаций могут оставить свои отзывы о де-
ятельности компаний. По данным портала, более 1 млн ре-
альных отзывов было оставлено пользователями об уровне
обслуживания и качестве услуг банков и других финансовых
организаций.
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ки и “?” в случае нейтральной или неопределенной
оценки.

Разметка проводилась в два этапа. На первом
этапе было размечено 3060 предложений, каждое из
которых было независимо оценено тремя размет-
чиками для обеспечения согласованности и устой-
чивости оценок. Всего разметку проводили пять
разметчиков. Таким образом, каждый разметчик
оценил около 1835 предложений. На первом эта-
пе все три разметчика указали одинаковый тон для
71% предложений. Затем было проведено обсуж-
дение спорных случаев, в результате которого еще
4% (122) предложений с категорий “?” были пере-
кодированы в отрицательную или положительную
категорию.

На втором этапе проводилась разметка
7000 предложений из верхних 5% по прогнозу
вероятности этического сентимента (равное ко-
личество случаев положительной и отрицательной
оценки этичности), то есть по 4300 предложе-
ния на каждого разметчика. Предварительный
прогноз сентимента на втором этапе считался на
основании модели BERT (подробнее о процедуре
обучения в следующих разделах), обученной по
первым 3060 размеченным предложениям. На
данном этапе согласованность оценок сентимента
повысилась. Теперь в 81% предложений три раз-
метчика выбрали одинаковый тон, при этом из
них только в 10% этот тон был неопределенным
(вместо 30% ранее).

3.3. Обучение BERT
Для оценки сентимента предложений исполь-

зовалась нейросетевая модель BERT. По причине
того, что процесс разметки состоял из двух этапов
(3000 предложений и 7000 предложений), по ито-
гам каждого этапа модель обучалась заново. Сна-
чала модель обучалась на 3000 размеченных пред-
ложений. Предсказание этой модели в дальнейшем
помогло уменьшить долю нейтральных предложе-
ний среди следующих 7000 предложений, предло-
женных для ручной разметки. По окончании вто-
рого этапа разметки была обучена новая модель на
всех 10000 размеченных предложений. При этом
процесс обучения модели BERT совпадал как при
обучении первой модели, так и при обучении вто-
рой модели. Рассмотрим этот процесс подробнее.

В силу того, что обучение модели BERT с ну-
ля требует значительных вычислительных ресур-
сов, это обучение проводилось в режиме точ-
ной подстройки (fine tuning). В качестве исход-
ной модели была взята модель blanchefort/rubert-
base-cased-sentiment-rurewiews2, обученная на от-
зывах на русском языке по широкой группе то-

2https://huggingface.co/blanchefort/
rubert-base-cased-sentiment-rurewiews

варов. Данная модель представляет из себя до-
обученную модель от DeepPavlov, одной из луч-
ших моделей общего назначения для русского язы-
ка. Модель blanchefort/rubert-base-cased-sentiment-
rurewiews была выбрана как модель, обученная на
выборке данных наиболее близких к используе-
мым в рамках данного исследования. Данная мо-
дель обучена для русского языка, а также обуче-
на на отзывах, которые представляют собой специ-
альный неформальный жанр короткого текстового
сообщения с высказыванием личного мнения ав-
тора по поводу некоторого товара. Однако в отли-
чие от этой модели в данном исследовании анали-
зируются отзывы о банковских услугах. Кроме то-
го, цель нашей модели –– предсказание этического
сентимента, в отличие от исходной модели, которая
предсказывает обычный сентимент. По этой при-
чине требовалось дообучить модель.

Дообучение модели проводилось в несколь-
ко этапов с постепенным “размораживанием” ве-
сов модели. Под “замороженными” весами модели
подразумеваются веса, которые не меняются в про-
цессе оптимизации модели. Рассмотрим процесс
оптимизации подробнее. Модель BERT состоит из
12-ти соединенных последовательно слоев архитек-
туры трансформер. Этот подход для каждого вход-
ного слова, а также специальных токенов, соответ-
ствующих началу (‘[CLS]’) и концу (‘[SEP]’) пред-
ложения, рассчитывает вектор эмбеддинга размер-
ности 768. Затем эмбеддинг для токена ‘[CLS]’ про-
пускается через полносвязный слой, преобразуя
эти 768 значений в 3 значения для этического сен-
тимента, каждый из которых соответствует свое-
му классу. Полученные значения с помощью функ-
ции SoftMax преобразуются в вероятности, пока-
зывающие, что с точки зрения модели то или иное
предложение принадлежит каждому из 3 классов.
В дальнейшем эти вероятности используются внут-
ри функции потерь известной как кросс-энтропия:

𝐿𝑜𝑠𝑠 (𝑌 , 𝑝) = 1
𝑁

𝑁

∑
𝑖=0

𝑌𝑖 ⋅ log 𝑝𝑖. (1)

По результатам расчета этой функции потерь
можно рассчитать градиент по всем незаморожен-
ным весам модели. Этот градиент применяется
в оптимизаторе для обновления всех незаморожен-
ных весов. При обучении использовался алгоритм
стохастического градиентного спуска с размером
батча 16 предложений, то есть на этапе одного ша-
га оптимизации выбирались случайные 16 предло-
жений неиспользованные ранее, на которых и рас-
считывалась функция потерь с последующим рас-
четом градиента. Размер батча выбирался макси-
мально допустимым с учетом ограничения видео-
памяти на расчетной машине.
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Было замечено, что достаточно трех эпох для
сходимости модели для одного множества заморо-
женных весов (здесь эпоха –– это множество шагов
оптимизации, за которое все предложения обуча-
ющей выборки обрабатываются ровно один раз).
Соответственно, в процессе обучения для каждого
набора замороженных весов использовалось ров-
но три эпохи. Для достижения максимального ка-
чества итоговой модели применялся подход с по-
степенным размораживанием весов модели начи-
ная с последнего слоя. Так, на первом этапе обуче-
ния модели были разморожены веса только послед-
него полносвязного слоя. Через три эпохи были до-
полнительно разморожены веса 12-го слоя архитек-
туры трансформер, и снова обучение длилось три
эпохи. Далее следовал 11-й слой, 10-й слой и т. д. до
5-го слоя. Первые 4 слоя архитектуры трансформер
не размораживались ввиду объема видеопамяти на
расчетной машине.

Процесс обучения всегда проводился на обуча-
ющей выборке данных, содержащей 80% от исход-
ной выборки. Все остальные наблюдения исполь-
зовались в‘качестве тестовой выборки данных.

3.4. Результаты обучения модели: 3 000 предложений
Модель, обученная на 3 000 предложений, дала

точность около 60%. Эта точность была показана
как на тестовой, так и на обучающей выборке дан-
ных, что говорит об отсутствии эффекта переобуче-
нии. При этом, как было показано ранее, распре-
деление классов в соответствующей выборке дан-
ных было неравномерным. Ниже показана матри-
ца сопряженности, т. е. как соотносились предска-
занные и фактические классы на всей выборке дан-
ных3. Как видно из таблицы 1, в выборке данных
преобладают отрицательные и нейтральные отзы-
вы. Также модель предпочитает нейтральные отзы-
вы по разметке помечать как отрицательные.

Такую модель на практике было бы затрудни-
тельно использовать, поэтому она использовалась
при составлении второго задания для разметчиков.
С помощью этой модели для разметки отбирались
только те предложения, которые были предсказаны
моделью как положительные или отрицательные.
Это позволило отбалансировать выборку на втором

3Важно отметить, что речь идет о 3060 уникальных пред-
ложений, каждое из которых было размечено ровно три ра-
за. Таким образом общее количество размеченных предло-
жений –– 9180. Тестирование и предсказание проводилось
именно на этом множестве предложений с дубликатами.
Это позволило учесть субъективность работы разметчиков,
т. к. модель при обучении на противоречивых предложени-
ях училась также понижать свою степень уверенности в си-
туациях сложных для классификации человеком. Отдельно
отметим тот факт, что при разбиении на обучающее и тесто-
вое множество все дубликаты каждого предложения всегда
попадали только в одно из этих множеств.

этапе разметки, в результате чего получалось мень-
ше нейтральных отзывов.

3.5. Результаты обучения модели:
10 000 предложений

Модель, обученная на 10 000 предложений с бо-
лее качественно отбалансированными классами,
показала как на обучающей, так и на тестовой вы-
борке качество около 85%. В этом случае также не
наблюдалось переобучения. Ниже показана мат-
рица сопряженности для всех 10 000 уникальных
предложений4. Данная модель отличает предложе-
ния с отрицательным и положительным этическим
сентиментом. Основные ошибки модели связаны
с нейтральным классом. Суммируя, 85% точности
является достаточно высоким показателем, чтобы
после агрегации предсказаний по всем отзывам по-
лучать данные, отражающие этическое восприятие
банков клиентами.

3.6. Агрегирование оценок
Следующим этапом при построении индекса

этичности стало агрегирование оценок отдельных
предложений и текстов в единый числовой показа-
тель. В данном случае присутствует четыре уровня
агрегирования:

1) с уровня отдельных предложений в отзыве
на уровень всего отзыва. Например, в отзыве мо-
жет быть 10 предложений, из которых два содержат
положительную оценку банка, три предложения ––
нейтральны, и еще пять предложений содержат от-
рицательную оценку;

2) с уровня разных отзывов на одном ресур-
се до уровня всего ресурса. Например, на ресурсе
Banki.ru для банка X было найдено 2 положитель-
ных отзыва, 3 нейтральных и 5 отрицательных;

3) с разных ресурсов одного типа в индекс
этичности по данному типу ресурса. Например, ин-
декс этичности для банка X на основе Banki.ru ра-
вен 4.2, на основе iRecommend.ru –– 3.8, на основе
сайта Otzovik.ru –– 3.5;

4) агрегирование индексов с ресурсов разного
типа в один индекс. Например, индекс этичности
по сайтам отзывов равен 4.2, индекс этичности по
СМИ равен 4.5, а индекс этичности по социальным
сетям равен 4.0.

Существующие исследования [19–22] не пред-
лагают единого подхода к агрегированию данных
о сентименте ни для общих случаев, ни для специ-
фики текстовых отзывов клиентов. Выбор подхо-
да имеет вероятность сказаться на точности итого-
вых данных. Иллюстрацией затруднений с агреги-
рованием сентимента отдельных предложений мо-
жет быть следующий пример гипотетического от-

4Речь идет о 10229 уникальных предложений, каждое из
которых было размечено по три раза.
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Таблица 1. Тональность отзывов в обучающей и тестовой выборках (3 тыс. предложений)

Класс в обучающей выборке
Предсказанный класс Позитивный Нейтральный Негативный
Позитивный 463 172 97
Нейтральный 259 830 657
Отрицательный 278 2248 4176

Таблица 2. Тональность отзывов в обучающей и тестовой выборках (10 тыс. предложений)

Класс в обучающей выборке
Предсказанный класс Позитивный Нейтральный Негативный
Позитивный 7258 917 357
Нейтральный 454 3950 795
Отрицательный 261 1626 15075

зыва: “Банк совершенно отвратительный! [нега-
тивное предложение по смыслу и по разметке] Мне
потребовалось совсем мало времени чтобы понять,
насколько может быть приятно оттуда уйти. [нега-
тивное предложение по смыслу, но положительное
по разметке, т. к. “приятно” будет вероятно иметь
больший вес при оценке сентимента]”.

Как правило, перед исследователями стоит два
выбора при планировании процедуры агрегирова-
ния данных сентимента:
● уровень агрегирования (предложение, отзыв,

сущность –– банк или другая организация / событие
и т. п.) [19, 20];
● механизм агрегирования: невзвешенные

оценки (simple averaging, majority voting) или
взвешенные оценки на уровне леммы, слова,
предложения, отзыва и сущности. В ряде случа-
ев [21, 22] предлагаются и автоматические подходы
к вычислению весов, в частности через методы
сетевого анализа.

Для реализации целей данного исследования
было проведено агрегирование пятью разными
способами, для того чтобы получить возможность
сравнить результаты и сделать выбор. Таблица 3
содержит краткое обобщение предложенных меха-
низмов агрегирования сентиментов в отзывах.

Ниже приведена матрица корреляции индексов
этичности банков, рассчитанных по пяти методам,
описанным выше.

3.7. Индекс этичности на основе MFD
Для сравнения индекса, рассчитанного на ос-

нове модели BERT, был также рассчитан индекс
на основе распространенной теории моральных
оснований (moral foundations theory). На данной
теории основан Словарь моральных основ (англ.
Moral Foundations Dictionary, MFD) [23], в кото-
ром выделяются пять базовых моральных принци-
пов (moralfoundations.org):

Рис 1. Матрица корреляции индексов этичности по пяти ме-
тодам агрегирования.

1) забота (англ. care) –– связан с процессом
формирования систем привязанности и способ-
ностью чувствовать боль других (противополож-
ность –– вред, англ. harm);

2) справедливость (англ. fairness) –– связан
с эволюционным процессом взаимного альтруизма
(противоположность –– жульничество);

3) лояльность –– связан с человеческой тенден-
цией создавать коалиции и переходить между ними
(противоположность –– предательство);

4) авторитет –– связан с формированием иерар-
хических социальных взаимодействий (противопо-
ложность –– свержение, англ. subversion);
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Таблица 3. Различные механизмы агрегирования оценок

Способ Оценка предложения Оценка отзыва Оценка банка
1 Простое округление Простое округление

Net Promoter
Score

2 Простое округление Взвешивание по количеству предложений
3 Точная вероятность Взвешивание по количеству предложений
4 Точная вероятность Взвешивание по количеству предложений

и по количеству отзывов
5 Точная вероятность с уче-

том длины предложения
Взвешивание по количеству предложений

5) чистота –– связан с психологией отвраще-
ния и осквернения (противоположность –– пороч-
ность).

В Словаре моральных основ выделяется 11 ка-
тегорий: перечисленные выше моральные принци-
пы, их противоположности, а также общая катего-
рия моральности (англ. morality). Словарь состав-
лен в форме масок слов. Например, “sympath*”,
относящийся к категории “забота”, означает, что
в словарь включаются слова, начинающиеся на
“sympath”: “sympathy”, “sympathetic”, “sympathize”
и др. Мы перевели словарь на русский язык, ста-
раясь сохранить оригинальную универсальность,
чтобы все слова, соответствующие маске из ан-
глийского словаря, а также их синонимы и раз-
личные падежные формы в русском языке, попа-
дали под ту же категорию. Например, “sympath*”,
упомянутый ранее, мы перевели как “сочувств*”;
этой маске соответствуют слова: “сочувствие”, “со-
чувственно”, “сочувственник”, “сочувственный”,
“сочувствовать”, “сочувствующая”, “сочувствую-
щий” и их падежные формы. Все переводы были
проверены и утверждены экспертом по этике.

В основе расчета индекса этичности банков, от-
зывов и предложений на основе MFD словаря ле-
жит идея о том, что индекс этичности предложе-
ния может быть определен на основании этично-
сти входящих в него слов, индекс этичности отзы-
ва на основании индекса этичности составляющих
его предложений, а индекс этичности банка через
индекс этичности отзывов.

Для определения этичности слов каждое сло-
во из словаря MFD было охарактеризовано либо
как этичное, либо неэтичное, в соответствие с ан-
глоязычной классификацией слов на 6 групп: harm,
fairness, ingroup, authority, purity, morality. Каждое
слово из словаря было переведено на русский язык,
причем допускалось несколько русскоязычных пе-
реводов одному англоязычному слову. В результате
имеющимся 322 англоязычным словам были сопо-
ставлены 353 русскоязычных, примеры переводов
представлены в таблице 4.

Далее для каждого предложения рассчитыва-
лось количество упоминаний переведенных слов.

Таблица 4. Пример перевода слов для словаря MFD

original foundation translation
warring harm воюющ* воинств*

агресс*
fight* harm борьб* ссор* конфликт*

вражд*
violen* harm жесток*
hurt* harm ранит* страдан*
kill harm уби*

Среди всех 2 132 706 предложений в 35% случаев
(756 935 предложений) упоминалось хотя бы од-
но слово из словаря. В результате для каждого
предложения было посчитано количество этичных
и неэтичных слов, что позволило применить раз-
личные способы агрегации данной информации
в индекс этичности отзыва и банка в целом.

Для агрегирования тональности (этичности)
предложений в индекс банка были применены два
некоррелированных способа агрегации, описан-
ные выше: взвешенная по количеству предложе-
ний оценка majority voting и взвешенная по коли-
честву предложений и по количеству отзывов оцен-
ка. Сравнительный анализ результатов показал, что
в первом случае наибольшим индексом этично-
сти обладают банки, в немногочисленных отзывах
которых чаще всего присутствуют только этичные
слова, в то время как второй индекс придает боль-
шее значение не только самому уровню этичности,
но и то, в каком количестве отзывов относитель-
но других банков встречаются индикаторы этично-
сти, что неизбежно выводит на первые места банки
с большим количеством отзывов.

3.8. Валидация индекса этичности для банков
С целью валидации индекса этической репута-

ции, рассчитанного различными способами, был
осуществлен сбор данных по арбитражным делам,
в которых банки выступали ответчиками. Данный
показатель был выбран, так как арбитражные дела
в отношении банков возникают в том числе в слу-
чаях неэтичного поведения банков по отношению
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к своим клиентам и партнерам. Таким образом,
количество арбитражных дел выступает в качестве
прокси-показателя неэтичного поведения банков.
Данные были собраны за период с 2005 по 2022 го-
ды. Из 330-ти анализируемых банков, 145 банков
выступали ответчиками не менее чем по 10-ти ар-
битражным делам, 57 банков выступали ответчика-
ми хотя бы по 100 арбитражным делам. Для даль-
нейшего анализа были исключены банки, которые
не выступали в качестве ответчиков по арбитраж-
ным делам за рассматриваемый период.

Для того чтобы оценить качество предлагае-
мого индекса, была рассчитана корреляционная
связь между различными вариантами расчета ин-
декса и количеством арбитражных дел как прокси-
показателя этичности компаний. Результаты кор-
реляционного и графического анализа представле-
ны в таблицах и на рисунках ниже.

Всего было рассмотрено четыре различных ва-
рианта расчета индекса. Во-первых, тональность
текстов, лежащих в основе индекса, предсказыва-
лась двумя способами: по модели BERT и словарю
MFD. Во-вторых, после определения тональности
анализируемых текстов использовалось два спосо-
ба расчета индексов.

Способ № 1 предполагает расчет индекса по
формуле:

𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 = доля позитивных отзывов−
−доля негативных отзывов. (2)

Способ № 2 предполагает коррекцию 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 по
формуле:

𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥𝑠𝑎𝑓𝑒 = (2(𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 −𝑚𝑒𝑎𝑛(𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥) > 0) − 1)×
×(max [∣𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 −mean(𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥)∣ − 𝑠𝑑(𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥), 0]). (3)

Этот индекс представляет из себя консерватив-
ную версию первого индекса, учитывающего ка-
чество расчета индекса. Так, например, если пер-
вый индекс был рассчитан всего по паре отзывов,
то мы не можем доверять такой оценке. Тогда, вы-
читая стандартное отклонение, мы получим более
безопасную оценку.

В таблице 5 представлены коэффициенты кор-
реляции и уровни статистической значимости меж-
ду индексами, рассчитанными разными способа-
ми, и количеством арбитражных дел. По результа-
там корреляционного анализа индекс, рассчитан-
ный двумя способами на основе тональности тек-
стов, определенной по модели BERT, оказался об-
ратно и значимо связан с количеством арбитраж-
ных дел. В этом случае такой способ расчета индек-
са подтверждает, что он отражает уровень этично-
сти деятельности банка. В случае индекса, рассчи-
танного по словарю MFD и способу № 1, значимой
взаимосвязи не было обнаружено. Однако в случае

расчета по способу № 2 корреляция значимая и по-
ложительная, что свидетельствует о том, что дан-
ный способ отражает этичность банка, оцененную
через прокси-показатель количества арбитражных
дел.

Кроме того, была протестирована гипотеза об
отложенном эффекте неэтичного поведения бан-
ков. Предполагается, что претензии и недовольство
клиентов и партнеров могут отражаться через ко-
личество арбитражных дел не сразу, а спустя неко-
торое время, так как процесс подготовки судебного
иска требует временных затрат. В последнем столб-
це таблицы 1 представлены корреляционные коэф-
фициенты между индексом этичности, рассчитан-
ным различными способами, и количеством арбит-
ражных дел в следующем квартале. В целом, гипо-
теза подтвердилась, в абсолютном выражении ко-
эффициенты корреляции выше, чем в случае по-
квартального сравнения значения индекса и ко-
личества арбитражных дел. Другими словами, ме-
нее этичное поведение банка, измеренное через
предложенный индекс в квартале 𝑡, ассоциируется
с большим количеством арбитражных дел в квар-
тале 𝑡 + 1. Данный результат важен также в контек-
сте дальнейшего анализа влияния этичности бан-
ка, измеренного с помощью предлагаемого индек-
са, на финансовые результаты банка, поскольку вы-
явленный отложенный эффект неэтичного поведе-
ния может также наблюдаться в отношении финан-
совых результатов.

В дополнении к вышеописанным результатам
взаимосвязь между индексом этичности, рассчи-
танным различными способами, и арбитражными
делами была проанализирована в разрезе различ-
ных источников текстовой информации о деятель-
ности банков. В качестве источников текстовой
информации использовались три типа ресурсов ––
сайты, агрегирующие отзывы клиентов, новости
и страницы банков в социальных сетях. Представ-
ляется важным определить, влияет ли источник
и тип текстовой информации для расчета индек-
са на его взаимосвязь с количеством арбитражных
дел. Коэффициенты корреляции между индексом
и количеством арбитражных дел в разрезе спосо-
бов расчета и источников информации представле-
ны в таблице 6. Поскольку предшествующий ана-
лиз показал, что наилучшие результаты показывает
индекс, учитывающий тональность, определенной
по модели BERT, данный корреляционный анализ
представлен только для этой модели.

Как видно из таблицы 6, для всех источников
информации сохранилась отрицательная и стати-
стически значимая взаимосвязь между индексом на
основе модели BERT и количеством арбитражных
дел вне зависимости от способа расчета индекса.
Если сравнивать различные источники текстовой
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Таблица 5. Коэффициенты корреляции между количеством арбитражных дел и индексом этичности, рассчитанным различ-
ными способами

Модель оценки
тональности

Способ расчета
индекса Количество арбитражных дел Количество арбитражных дел

в следующем квартале
Модель BERT Способ № 1 −0.1282*** −0.1389***

Способ № 2 −0.1553*** −0.1698***
Словарь MFD Способ № 1 0.0257 0.0316*

Способ № 2 0.1034*** 0.1064***
* –– уровень значимости 10%, ** –– уровень значимости 5%, *** –– уровень значимости 1%

Таблица 6. Коэффициенты корреляции между количеством арбитражных дел и индексом этичности, рассчитанным различ-
ными способами, в разрезе источников информации

Источник
текстовой

информации

Способ расчета
индекса

Количество арбитражных
дел

Количество арбитражных
дел в следующем квартале

Отзывы Способ № 1 −0.0385*** −0.0437***
Способ № 2 −0.1177*** −0.1234***

Новости Способ № 1 −0.0395* −0.0332
Способ № 2 −0.1223*** −0.1089***

Социальные сети Способ № 1 −0.1308*** −0.1224***
Способ № 2 −0.1901*** −0.1842***

* –– уровень значимости 10%, ** –– уровень значимости 5%, *** –– уровень значимости 1%

информации, более высокие корреляционные ко-
эффициенты в абсолютном выражении наблюда-
ются в случае социальных сетей. Это означает, что
предлагаемый индекс, рассчитанный для текстов из
социальных сетей, в большей степени связан с ко-
личеством арбитражных дел. Кроме того, важно от-
метить, что вне зависимости от источника инфор-
мации индекс этичности, рассчитанный по спосо-
бу № 2, в большей степени связан с количеством ар-
битражных дел, используемым в качестве прокси-
показателя этичности банка, чем индекс, рассчи-
танный способом № 1.

Важно отметить, что и в разрезе различных ис-
точников информации может наблюдаться отло-
женный эффект неэтичного поведения банков. Од-
нако взаимосвязь между индексом и количеством
арбитражных дел в следующем квартале сильнее по
сравнению с корреляцией между индексом и ко-
личеством дел в текущем квартале только в случае
отзывов. Это может быть связано с тем, что ново-
сти, как правило, отражают значимые события, ко-
торые приводят к незамедлительным последстви-
ям. В случае с социальными сетями можно предпо-
ложить, что информация там обновляется быстрее
остальных источников и поэтому в меньше степе-
ни может быть связана с показателями в следующем
квартале.

В процессе конструирования индекса было
важно учесть тот факт, что для менее известных

банков наблюдается меньшее количество тексто-
вой информации в виде отзывов, новостей и со-
общений в социальных сетях. Для того чтобы оце-
нить, как меняется взаимосвязь между индексом,
рассчитанным различными способами, и количе-
ством арбитражных дел в таком случае была рас-
считана корреляционная взаимосвязь в зависимо-
сти от фильтра на количество единиц текстовой
информации (отзывов, новостей, сообщений в со-
циальных сетях). Данный анализ представлен на
рис. 5 и 6. Каждая точка на рисунке отображает
значение корреляционного коэффициента в зави-
симости от значения фильтра на количество тек-
стовой информации. Таким образом, представля-
ется возможным оценить, как меняется сила взаи-
мосвязи между показателями, если мы ставим усло-
вие на минимальное количество текстовой инфор-
мации для расчета корреляции.

Рис. 2 и 3 отражают коэффициенты корреля-
ции между количеством арбитражных дел и ин-
декса этичности по словарю BERT, рассчитанного
способом № 1 и № 2 соответственно, в зависимости
от фильтра на количество единиц текстовой инфор-
мации. Как видно из графиков, в обоих случаях при
ужесточении требования на количество текстовой
информации сила взаимосвязи между показателя-
ми усиливается. Все представленные коэффициен-
ты корреляции значимы на 1% уровне. Это означа-
ет, что чем больше текстовой информации доступно
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для анализа, тем более точным становится предла-
гаемый индекс этичности деятельности банков, ес-
ли принять количество арбитражных дел за прокси-
показатель. Например, если мы ограничим выбор-
ку банками, для которых доступно не менее 4 тысяч
единиц текстовой информации, корреляция между
количеством арбитражных дел и индексом этично-
сти достигнет в среднем −0.5 (около 100 таких на-
блюдений в выборке), что является весьма сильной
взаимосвязью.

Рис 2. Коэффициент корреляции между количеством арбит-
ражных дел и индекса этичности по словарю BERT, рассчи-
танного способом № 1, в зависимости от фильтра на коли-
чество единиц текстовой информации.

Рис 3. Коэффициент корреляции между количеством арбит-
ражных дел и индекса этичности по словарю BERT, рассчи-
танного способом № 2, в зависимости от фильтра на коли-
чество единиц текстовой информации.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Основным результатом данной работы является

алгоритм расчета Индекса этичности российских
банков на основе обученной нейросетевой модели
BERT. Алгоритм позволяет проанализировать мас-
сив отзывов, которые оставили потребители о сво-
ем взаимодействии с банком за указанный период

(месяц, квартал, год) и рассчитать индекс этично-
сти в промежутке [−1; 1], характеризующий степень
этичности поведения банка по отношению к по-
требителям. Как видно из расчетов, данные ин-
дексы у разных банков различны, изменяются во
времени (что отражает изменение поведения бан-
ка по отношению к потребителям) и коррелируют
с количеством арбитражных исков к данном банку
в соответствующих периодах. Визуализированные
индексы для различных банков с 2005 до 2023 гг.
можно посмотреть на сайте index-ai.ethics.hse.ru.
Данный эмпирический результат интересен в свете
аналогичных зарубежных исследований измерения
этичности банков [24, 25].

Разработанный алгоритм измерения этичности
будет полезен для дальнейших разработок индек-
сов и рейтингов добросовестности поведения на
базе искусственного интеллекта. Авторы предпо-
лагают использовать его в качестве компонента
при разработке интегрального показателя (индек-
са, рейтинга) этичности компании, который мож-
но будет применять к любым отраслям и который
будет включать в себя не только отзывы потреби-
телей, но также и другие источники информации
(веб-сайты, новости, отчеты, результаты проверок
регуляторов и т. д.).
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Measuring a company’s ethics is an important element in the mechanism of regulating the behavior of
market participants, as it allows consumers and regulators to make better decisions, which has a disciplining
effect on companies. We tested various methods of machine analysis of consumer feedback from Russian
banks and developed an Ethics Index that allows us to calculate a quantitative assessment of the ethics of
three hundred Russian banks based on consumer feedback for different time periods from 2005 to 2022. We
used a bag-of-words method based on the Moral Foundations Dictionary (MFD) and BERT model training
based on a 3,000- and 10,000-sentence sample marked up by experts. The resulting index was validated
based on the number of arbitration cases from 2005 to 2022 (more ethical companies are involved in fewer
arbitration cases as a defendant), with only the BERT model validated and the MFD-based model not.
The ethicality index will be useful as an alternative metric to the popular ESG ratings both for theoretical
research on company behavior and for practical tasks of managing company reputation and forming policies
to regulate the behavior of market participants.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В XXI столетии продолжается экспоненциаль-

ный рост доступной цифровой информации, ча-
стью этого процесса является значительное уве-
личение количества научных публикаций. Попыт-
кой содействия человеческой деятельности в этих
условиях является развитие специализированных
информационно-поисковых систем, обеспечиваю-
щих удобный доступ к научным публикациям (на-

1Лаборатория инженерии знаний Института матема-
тических исследований сложных систем, Московский государ-
ственный университет им. М. В. Ломоносова, Москва, Россия

2Крымский федеральный университет им. В. И. Вернадско-
го, Симферополь, Россия

3Филиал Московского государственного университета им.
М. В. Ломоносова в городе Севастополе, Севастополь, Россия

4Филологический факультет, Московский государствен-
ный университет им. М. В. Ломоносова, Москва, Россия

5Научно-исследовательский вычислительный центр, Мос-
ковский государственный университет им. М. В. Ломоносова,
Москва, Россия

6Факультет вычислительной математики и кибернети-
ки, Московский государственный университет им. М. В. Ломо-
носова, Москва, Россия
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пример, Google Scholar), а также специализиро-
ванных научных информационных систем, таких
как Scopus, Web of Science, eLIBRARY, собираю-
щих качественные источники научной информа-
ции и формирующих научные рейтинги [1].

Вместе с тем в настоящее время появились и но-
вые тенденции. Во-первых, в потоке новых публи-
каций существенно снижается роль статей в авто-
ритетных журналах, поскольку информация начи-
нает распространяться через онлайн сервисы пре-
принтов [2], репозитории моделей и датасетов (на-
пример, hugging face [3]), онлайн-лекции и др. [4].
Во-вторых, ситуация с качеством научной инфор-
мации усложняется в связи с появлением больших
языковых моделей, которые могут решать многие
задачи автоматической обработки текстов, вклю-
чая их автоматическое порождение. С одной сто-
роны, такие модели могут помочь исследователю
в анализе имеющихся научных публикаций, фор-
мулировании собственных результатов, и тем са-
мым ускорять публикацию новых результатов [5].
С другой стороны, такие системы могут автома-
тически порождать фейковые научные статьи, не
имеющие никакой ценности [6–8]. Между этими
двумя крайностями есть и широкий спектр проме-

82

mailto: louk_nat@mail.ru


ОНТОЛОГИИ КАК ФУНДАМЕНТ ФОРМАЛИЗАЦИИ НАУЧНОЙ ИНФОРМАЦИИ 83

жуточных вариантов, что также представляет собой
проблему. Для обучения больших языковых моде-
лей и улучшения результатов их работы как по-
лезных инструментов важно использование каче-
ственных данных большого объема [9]. Это особен-
но существенно для создания специализирован-
ных языковых моделей в различных областях нау-
ки [10–12].

В связи вышеописанными тенденциями воз-
растает роль качественного, достоверного науч-
ного и образовательного контента, представлен-
ного в доверенных онлайн-ресурсах, например,
онлайн-энциклопедиях, репозитариях образова-
тельных курсов, специализированных электрон-
ных библиотеках и др.

В России в 2016 году соответствии с решениями
Правительства Российской Федерации начато со-
здание Большой Российской Энциклопедии (БРЭ)
в цифровой форме. Цифровой формат предостав-
ляет значительные возможности для повышения
качества, надежности и доступности энциклопеди-
ческих материалов. Разработка материалов БРЭ яв-
ляется частью более широкой задачи, сохранения,
развития, распространения и использования куль-
турного и научного наследия народов России.

В 2023 году Лабораторией инженерии знаний
Института математических исследований сложных
процессов МГУ были начаты работы по проекту
“Ковчег знаний МГУ” (Ковчег). Этот проект мож-
но рассматривать с нескольких сторон:

1) как инкубатор энциклопедических статей:
экспертное сообщество Московского университета
создает и разрабатывает статьи, которые затем пе-
редаются в Большую российскую энциклопедию;

2) как концентратор статей и других ин-
формационных источников, создаваемых ши-
роким научно-образовательным сообществом
России, проходящих рецензирование и редак-
тирование авторитетными представителями
научно-образовательного сообщества: заведу-
ющими кафедрами вузов, отделами научно-
исследовательских организаций, председатели
советов по защитам, главные редакторы академи-
ческих журналов и т. п.;

3) как постоянное хранилище разнообразных
информационных источников, таких как учебни-
ки, видеозаписи лекций и другие учебные и науч-
ные материалы.

Таким образом, Ковчег объединяет в себе как
онлайн-энциклопедию, так и научный информа-
ционный портал с разнообразными типами инфор-
мации. Этот проект способствует распростране-
нию знаний и обеспечивает доступ к достоверной
информации для всех интересующихся. Одним из
принципиальных отличий его от информационных
собраний типа википедии является использование

фильтра в лице авторитетного профессионального
сообщества [13].

Создание обширных энциклопедических, на-
учных и образовательных ресурсов требует струк-
туризации хранимых знаний. Традиционно такую
функцию играли рубрикаторы, например, рубри-
каторы УДК или ГРНТИ, представляющие собой
иерархические (древовидные) системы категорий.
Цифровые средства позволяют использовать для
структуризации более сложно организованные си-
стемы, такие как онтологии со специализирован-
ными наборами отношений, графы знаний, кото-
рые являются семантическими сетями большого
объема, содержащими помимо понятий и отноше-
ний между ними информацию о конкретных объ-
ектах. В случае научной информации такими кон-
кретными объектами являются научные публика-
ции, их авторы, научные институты и др. [4].

Далее мы рассматриваем подходы к онтологи-
ческой структуризации научной и энциклопедиче-
ской информации, а также методы построения он-
тологических ресурсов в рамках Ковчега.

2. ОНТОЛОГИИ И ГРАФЫ ЗНАНИЙ
Онтология –– это формализованная система по-

нятий о мире или его фрагменте (предметной об-
ласти), описывающая объекты и явления, их свой-
ства и взаимосвязи. В отличие от философско-
го понятия онтологии –– науки о принципах, видах
и основных свойствах бытия, в информатике поня-
тие “онтология” используется для обозначения се-
ти понятий. Эта сеть, также называемая концепту-
альной или семантической сетью, строится на ос-
нове иерархии понятий, связанных отношениями
“род –– вид” и “вид –– экземпляр”. Каждое понятие
характеризуется набором свойств и может иметь
другие, неонтологические, отношения с другими
понятиями. Онтологии играют важную роль в ор-
ганизации знаний, поддерживая структуру наших
знаний о мире. Онтология содержит информаци-
онный язык для представления знаний, обладаю-
щий своим словарем. Он включает единицы опре-
деленных типов: понятия (концепты), их экземпля-
ры, имена свойств (параметры и атрибуты), значе-
ния параметров и атрибутов, а также имена отно-
шений.

Важным подвидом онтологических ресурсов,
используемых для структуризации больших объ-
емов знаний, являются графы знаний. Граф зна-
ний представляет собой семантическую сеть, верх-
ние уровни иерархии которой включают форма-
лизованные описания понятий и отношений меж-
ду ними (собственно, онтологию), а нижние уров-
ни содержат описания конкретных сущностей [14].
Обычно графы знаний содержат представления для
сотен тысяч более конкретных сущностей. Графы
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знаний стали обсуждаться и развиваться с 2014 го-
да, после их внедрения в интернет-поиск компани-
ей Google [15]. Одним из известных примеров гра-
фов знаний в общей предметной области является
ресурс Wikidata (Викиданные)1 [16, 17]. В научной
области известным графом знаний является сво-
бодно распространяемый ресурс OpenAlex2, преем-
ник Microsoft Academic Graph (MAG)3 [4, 18].

Далее мы рассмотрим подходы к структуриза-
ции знаний на основе онтологий в энциклопедиях
и графах знаний.

3. СТРУКТУРИЗАЦИЯ ИНФОРМАЦИИ
В БОЛЬШОЙ РОССИЙСКОЙ

ЭНЦИКЛОПЕДИИ
Большая российская энциклопедия (БРЭ), до

1991 года известная как “Большая советская эн-
циклопедия”, является универсальной энциклопе-
дией международного уровня и занимает достой-
ное место среди таких справочных изданий, как
“Британника”, “Ларусс”, “Энциклопедия Брок-
гауз” и др. БРЭ ориентируется на представление це-
лостной картины мира, человека, общества, науки
и техники. БРЭ, согласно определению на сайте,
представляет собой научно-образовательный пор-
тал. Она служит сводом систематизированных до-
стоверных знаний для студентов, преподавателей,
ученых, исследователей и широкой аудитории. Ос-
новными задачами современного портала БРЭ яв-
ляются поддержание актуальной электронной на-
циональной базы знаний на русском языке и попу-
ляризация науки4.

В онлайн-версии БРЭ для структуризации ста-
тей используется каталог, который представляет со-
бой трехкомпонентную фасетную систему класси-
фикации энциклопедических статей. В состав ката-
лога БРЭ входят:

1) области знаний (“Геология”, “Искусство”
и пр.);

2) категории типов объектов (Астрономы, Гор-
ные хребты, Восстания и пр.);

3) теги (ключевые слова).
Каталог БРЭ в 2024 году содержит около 40 об-

ластей знаний, более 200 категорий типов объек-
тов и теги, которые можно приписывать к статьям
без ограничений. Между областями знаний и ка-
тегориями нет прямой связи, хотя категории слу-

1Wikidata: Q9081. URL: https://www.wikidata.org/wiki/
Wikidata:Main_Page (дата обращения: 01.10.2024).

2OpenAlex: The open catalogue to the global research system.
URL: https://openalex.org/ (дата обращения: 01.10.2024).

3Большая российская энциклопедия. О проекте.
URL: https://bigenc.ru/p/about-project (дата обращения:
01.10.2024).

4Портал. Большая Российская энциклопедия. URL:
https://bigenc.ru/ (дата обращения: 01.10.2024).

жат для создания своего рода классификации внут-
ри определенной области знаний. Теги –– это клю-
чевые слова к энциклопедической статье, они мо-
гут быть специфичными, дают возможность нави-
гации по статьям с одними и теми же тегами.

Кроме этого, в энциклопедических статьях объ-
ектов разных типов реализовано формализован-
ное описание типовых отношений и атрибутов этих
объектов (поля), например, для государств дает-
ся информация о параметрах территории и населе-
ния, участии в международных организациях и пр.
В статьях об исследователях дается информация
о годе рождения, государстве, сфере деятельности.

На портале БРЭ реализован поиск по перечис-
ленным компонентам каталога. Каждая статья при-
писана к некоторой категории типа объекта, ко-
торая дает возможность перемещаться по порталу
и находить статьи той же категории. При этом на-
вигация по областям знаний по тому же принци-
пу недоступна: приписываемая статье область зна-
ний не является ссылкой. В целом, представлен-
ная система дает дополнительные возможности для
нахождения в энциклопедии нужной информации.
Вместе с тем в системе каталога БРЭ есть особен-
ности, которые усложняют индексацию статей эле-
ментами каталога и могут затруднить поиск инфор-
мации в энциклопедии.

Проведенный нами анализ БРЭ показывает
следующее:

1. Категории понятий малочисленны и лише-
ны четкой иерархической структуры. Они не обес-
печивают удобную навигацию между статьями.

2. Области знаний организованы непоследова-
тельно и не поддерживают переход по ссылкам для
быстрой навигации.

3. Внутритекстовые ссылки являются един-
ственными связями между статьями. Однако боль-
шинство ссылок в текущей версии не активно.

4. Теги охватывают различные типы отноше-
ний понятий и сущностей, описываемых в статьях.
Однако среди тегов много таких, которые относят-
ся только к одной статье, что увеличивает количе-
ство тегов и не дает дополнительные возможности
для поиска информации. Теги не связаны между
собой и могут неявно задавать разные типы отно-
шений.

4. СИСТЕМА ПОНЯТИЙ И ОТНОШЕНИЙ
В ВИКИДАННЫХ

“Викиданные”, как отдельный проект, пред-
ставляют собой центральное хранилище структу-
рированных данных, предназначенное для других
проектов, например, Википедии, см. [17]. Единица
хранения Викиданных имеет имя, описание, поз-
воляющее различать разные единицы с одним име-
нем и любое количество синонимов. Каждая еди-
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ница также имеет уникальный идентификатор: Q,
за которым следует натуральное число. Информа-
ция о единице представлена и доступна челове-
ку и компьютеру на странице единицы в форме
нескольких утверждений об этой единице. Утвер-
ждения могут в своем составе иметь имена свойств
и значения этих имен, например, “место: Герма-
ния”. Свойство может иметь несколько значений,
таким является например свойство “быть ребенком
человека, к которому относится единица”.

Единицы Викиданных связываются классиче-
скими онтологическими отношениями (например,
“класс-подкласс”, “экземпляр” и др.), к которым
добавлено множество новых отношений, работа-
ющих по схожему принципу –– в Викиданных все
они называются свойствами. Например, для объ-
екта Москва (Q649) имеются такие свойства как
“instanceof: столица России”, “partof: Центральный
федеральный округ”, “foundedby: Юрий Долгору-
кий” и др. Утверждения также могут содержать ква-
лификаторы, например, указание на время, к кото-
рому относится утверждение, источник информа-
ции и др. В настоящее время Викиданные представ-
ляют собой самую большую открытую базу знаний.
13 марта 2024 года проект “Викиданные” объявил
о внесении в базу 2,100,000,000-ой единицы.

Хотя в Викиданных было много усилий уделено
аккуратному представлению структурированных
данных, тем не менее исследователи обнаружива-
ют достаточно много неточностей и ошибок в опи-
саниях. В частности, есть классы, которые труд-
но отличить друг от друга, например, geographical
location, location, geographic region, physical location,
geographical area. Классы и экземпляры путаются,
также смешиваются отношения экземпляр-класс
и класс-подкласс. В частности, в работе [17] ука-
зано, что для сотен тысяч отношений сообщество
авторов Викиданных имеет проблемы с их четким
различением. Кроме того, таксономия Викидан-
ных содержит циклы: более чем 47 пар классов яв-
ляются подклассами друг друга, например method
и technique, имеется 15 циклов длины 3 и больше,
например, axiom, first principle, principle.

В работе авторов Викиданных [16] указывается,
что в Викиданных была принята гибкая схема для
представления знаний, что, с одной стороны, при-
вело к возможности описывать разнообразные ви-
ды информации, с другой стороны, привело к про-
блемам неоднородности и несогласованности дан-
ных, которые еще предстоит решить. Несмотря на
недостатки, Викиданные используются для созда-
ния онтологии Ковчега.

5. СТРУКТУРА ГРАФОВ ЗНАНИЙ
Структуру графов научных знаний мы рас-

смотрим на примере графа каталога общедоступ-

ных ресурсов научных статей, авторов и организа-
ций OpenAlex (название отсылает к Александрий-
ской библиотеке). Каталог является некоммерче-
ским преемником базы Microsoft Academic Graph
(MAG). Граф MAG включает шесть типов сущ-
ностей: область знаний, автор, организация, ста-
тья, место публикации (venue), событие (например,
конференция). Граф также включает ссылки цити-
рования между статьями, для статей указываются
авторы, места публикации и области знаний. Дан-
ные для графа исходно собирались из электронных
библиотек (ACM и IEEE) и с помощью поискового
робота системы Bing. Разные копии одних и тех же
статей склеиваются в одну сущность графа. Про-
изводится процедура автоматического разрешения
неоднозначных имен авторов.

Области исследований MAG иерархически ор-
ганизованы в четыре уровня (уровень 0 − 3, где
уровень 3 имеет самую высокую гранулярность).
Два верхних уровня иерархии областей созданы
вручную. На верхнем уровне (уровень 0) находят-
ся 18 областей, выбранных вручную (по алфавиту):
биология, бизнес, география, геология, информа-
тика, инженерия, искусство, история, математика,
политология, психология, социология, химия, эко-
номика, экология, материаловедение, философия,
физика. Области знаний нижних уровней иерархии
собираются автоматически с использованием клю-
чевых слов статей.

К марту 2024 года OpenAlex включал метадан-
ные для 209 млн работ, таких как журнальные ста-
тьи и книги; 13 миллионов авторов; 124 000 сайтов,
на которых размещены работы, включая журналы
и онлайн-хранилища; метаданные для 109 000 ор-
ганизаций.

В России некоторым аналогом OpenAlex яв-
ляется информационная система МГУ “Истина”
[19, 20], целью которой является сбор, систематиза-
ция, хранение, анализ и выдача по запросу инфор-
мации, характеризующей результаты деятельности
научных и образовательных организаций. В насто-
ящий момент система ИСТИНА представляет со-
бой развитую систему научной информации, ко-
торая содержит 186857 зарегистрированных поль-
зователей, из которых 30598 работают в МГУ им.
М. В. Ломоносова. В частности, в ней содержит-
ся информация о 91519 книгах, 392874 докладах на
различных научных конференциях, 963917 научных
статьях, 136493 учебных курсах.

6. МАКЕТ ИНФОРМАЦИОННОЙ СИСТЕМЫ
“КОВЧЕГ ЗНАНИЙ МГУ”

При разработке онтологий, лежащих в основе
информационной системы “Ковчег знаний МГУ”,
используется комплексный подход, подчеркиваю-
щий тесную интеграцию и взаимосвязь как фор-
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мальной, так и реально-языковой парадигм. В со-
ответствии с этим, в команду разработчиков этой
системы входят специалисты в области приклад-
ной математики, кибернетики, прикладной линг-
вистики и программисты. Кроме того, неотъемле-
мой частью процесса являются постоянные кон-
сультации с экспертами соответствующих областей
знаний (в том числе профессорами и членами рос-
сийских и международных академий наук).

В качестве формально-математического ориен-
тира при построении системы мы использовали ло-
гику определений и понятий [21, 22].

На начальных этапах создания онтологии был
использован Protégé –– инструмент с открытым ис-
ходным кодом, предоставляющий графический ин-
терфейс для разработки, редактирования и визу-
ализации онтологий. Protégé поддерживает стан-
дартный язык веб-онтологий (OWL), а для постро-
ения онтологий в области фундаментальных наук
в рамках Ковчега мы использовали OWL2 –– версию
с расширенными функциями и спецификациями
по сравнению с ее предшественником.

Создание онтологий высокого уровня являет-
ся особенно сложной задачей. Такие онтологии
объединяют знания, общие для нескольких пред-
метных областей, и позволяют их многократное
и многоаспектное использование. Среди наиболее
известных крупномасштабных онтологий верхне-
го уровня –– Cyc, DOLCE, SUMO и онтология John
Sowa’s. Однако общие попытки создать онтологию
верхнего уровня, применимую ко всем жизненным
сценариям, пока не дали ожидаемых результатов.

В настоящее время идет процесс разработки он-
тологий для конкретных групп фундаментальных
наук (называемых онтологиями 3-го уровня). В на-
шей работе этот процесс начинается с математики,
поскольку большинство других дисциплин полага-
ются на математические знания в их сегодняшнем
состоянии и эволюции развития.

В соответствии с нашей концепцией инфор-
мационной системы, онтология научных знаний
строится в соответствии со следующим требовани-
ями, онтология:
● предлагает гибкие возможности для ввода

и организации информации как пользователями
так и программными агентами, при этом, предпо-
лагается сохранение всех версий и явная фикса-
ция верификации и одобрения в очередной версии,
прямой доступ пользователя к последней верифи-
цированной версии;
● обеспечивает унифицированное представ-

ление данных, публичную открытость форматов
с приоритетом использования стандартизован-
ных, совместимость и возможность интеграции
с другими онтологиями, что особенно важно
для междисциплинарных исследований; исходно

обеспечивается интеграция с системой ИСТИНА
МГУ;
● предусматривает различные варианты прав

на использование размещаемой информации,
с приоритетом открытой лицензии;
● ориентирована на решение задач по анализу,

классификации и извлечению информации в ответ
на запросы пользователей. В частности, планиру-
ется использование системы в системе разведочно-
го научного поиска (exploratory search) [23], предо-
ставляющей пользователю ценные инсайты и реко-
мендации;
● обеспечивает дружественный интерфейс

и техническую поддержку.
Такая система, как Ковчег, способствует фор-

мированию целостного научного пространства, где
знания не только сохраняются, но и активно обо-
гащаются, постоянно верифицируются, становясь
доступными для исследователей и специалистов из
смежных областей. При этом существенную роль
в создании этой информационной системы игра-
ет построение онтологической системы [24]. Ука-
занные процессы и их взаимодействие в процес-
се создания и совершенствования “Ковчега знаний
МГУ” представлены на рис. 1.

Рис 1. Процесс разработки и совершенствования системы
“Ковчег знаний”.

В настоящее время разработан и введен в экс-
плуатацию первый вариант макета указанной ин-
формационной системы, который позволяет уче-
ным Московского университета и специалистам
наших партнеров принимать участие в наполнении
информацией “Ковчега знаний”. Пример интер-
фейса системы приведен на рис. .

Работы по созданию системы ведутся силами
научных сотрудников и программистов лаборато-
рии инженерии знаний института математических
исследований сложных систем МГУ, возглавляе-
мой академиком РАН А. Л. Семеновым.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В результате проведенных исследований можно

сформулировать следующие выводы:
1. Основа системы “Ковчег знаний МГУ”: в хо-

де работы была заложена основа для создания
информационной системы. Определены ключевые
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Рис 2. Пример интерфейса информационной системы
“Ковчег знаний”.

направления исследований по формированию он-
тологий в различных естественнонаучных обла-
стях. Также разработан первоначальный рабочий
прототип информационной системы.

2. Структурирование системы “Ковчег знаний
МГУ”: предлагаемый подход к структурированию
системы позволяет спроектировать систему, обес-
печивающую эффективное хранение, поиск и сор-
тировку научной информации для широкого круга
пользователей, включая поддержку авторов БРЭ.

3. Цифровая платформа и совместная рабо-
та: система “Ковчег знаний МГУ” построена на
цифровой платформе, разработанной МГУ. Перво-
начальный прототип облегчает совместную рабо-
ту над базами данных специалистов, участвующих
в формировании, разработке и поддержании еди-
ной сетевой структуры.

4. Обучение языковых моделей: для обучения
языковых моделей используются большие тексто-
вые наборы данных, включая информацию из Ви-
кипедии. Создание базы данных “Ковчег знаний
МГУ” предполагает сбор и систематизацию экс-
пертным сообществом МГУ знаний в различных
областях фундаментальной науки. Эта база данных
также будет служить обучающим материалом для
языковых моделей, способных обрабатывать и ин-
терпретировать сложные научные концепции.

5. Учебник в области научных знаний: созда-
ние базы данных “Ковчег знаний МГУ”, формиру-
емой экспертным сообществом Московского уни-
верситета, может привести к созданию русскоязыч-
ного учебника по онтологии фундаментальных на-
учных знаний для высшей школы.

6. Постоянное совершенствование: процесс
создания и развития Ковчега носит циклический
характер, что позволяет непрерывно обновлять
и улучшать онтологии и содержимое системы.
Консультации с экспертами и регулярный ана-
лиз представленного материала обеспечивают
высокое качество предоставляемых данных, что

является критически важным для поддержания
актуальности системы.

7. Перспективы дальнейшего развития: в бу-
дущем планируется расширение функционально-
сти системы, включая интеграцию с внешними ис-
точниками данных, такими как базы данных дру-
гих научных учреждений, что позволит обеспечить
более полное и актуальное представление инфор-
мации. Также рассматривается возможность созда-
ния мобильного приложения для удобного доступа
к Ковчегу с различных устройств, что повысит до-
ступность системы для широкой аудитории.

8. Влияние на научное сообщество: система
“Ковчег знаний МГУ” имеет потенциал для значи-
тельного влияния на научное сообщество, облегчая
обмен знаниями и содействуя междисциплинар-
ным исследованиям. Создание единой платформы
для хранения и обработки научной информации
будет способствовать более глубокому пониманию
и исследованию сложных проблем, что, в свою оче-
редь, поможет в решении глобальных вызовов.

Мы рассматриваем Проект “Ковчег знаний
МГУ” как важный шаг на пути к созданию единой
системы для структурирования и хранения научно-
го знания. Он призван не только сохранить цен-
ные данные и результаты исследований, но и об-
легчить доступ к ним для широкого круга специ-
алистов и исследователей, содействуя новым от-
крытиям и междисциплинарным исследованиям.
Благодаря онтологическому подходу к организации
и поддержке информации, Ковчег может стать клю-
чевым инструментом для работы с большими объе-
мами научных данных и источником качественных
знаний, что особенно актуально в условиях быст-
рого развития науки и технологий.
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“Ark of Knowledge” is a digital project developed by M. V. Lomonosov Moscow State University. It pro-
vides access to fundamental knowledge in Russian and should play a key role in the preservation and dis-
semination of Russia’s cultural and scientific heritage. “Ark of Knowledge” is an ontological information
system. The article discusses modern ideas about ontology, stages of creation, ontological features of BDT
and Wikidata, as well as the design of an information system and the use of language models for training.
The initial working prototype of this information system is briefly described. Work on creating the system
is being carried out by researchers and programmers from the Knowledge Engineering Laboratory of the
Institute for Mathematical Research of Complex Systems of Moscow State University, as well as scientists
from the Faculty of Philology, Mechanics and Mathematics, the Faculty of Computational Mathematics
and Cybernetics, and the Branch of Moscow State University in Sevastopol.

Keywords: ontology, information system, fundamental knowledge, ontology design, information system
“Ark of Knowledge”, Great Russian Encyclopedia.
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2. Стр. 43, левая колонка, вторая строка снизу,
убрать: [𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 = 0]
3. Стр. 43, правая колонка, строка 14 сверху замена
формулы (4) на следующую:
●!𝑝 ∨ !𝑞 ⟶ !(𝑝 ∨ 𝑞)
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