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ОСНОВАНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОБРАЗОВАНИЯ
В ЦИФРОВОЙ ВЕК
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В статье формулируются основания современного математического образования, которые отвеча-
ют новым целям и задачам математического образования, продиктованным изменениями в самой
математике за последний век, изменением ее роли в современном цифровом мире, изменениями
самого мира. Описывается базовая система понятий, начиная с которой строятся вся современная
математика конечного и начальное математическое образование. Для всех уровней математическо-
го образования и для всех обучающихся принципиальным является самостоятельное, при помощи
и поддержке мотивирующего учителя, решение задач, которые ученику не известно, как решать.
Существенную роль играют компьютерный математический эксперимент и передача компьютеру
задач, способ решения которых найден учащимся. В статье также описывается реальное состояние
дел в российской массовой школе и предлагаются необходимые действия для реализации сформу-
лированных принципов современного математического образования в России. Описаны достигну-
тые результаты в этом направлении. Большинство статей данного выпуска – демонстрация и дета-
лизация реализации сформулированных принципов.

Ключевые слова: основания математического образования, математическая грамотность, цифровые
инструменты поддержки математического открытия и доказательства, неожиданность задачи
DOI: 10.31857/S2686954323700157, EDN: RQEWAB

1. ВВЕДЕНИЕ

Проблемы математического образования, в
том числе школьного, всегда волнуют професси-
ональных математиков. Обычно они исходят из
того, что школьная математика должна быть та-
кой же, как в хорошей школе, где они учились,
при этом нужно взять хорошие учебники (лучше
всего – Киселева, столетней давности), найти хо-
роших учителей и дать возможность хорошим ма-
тематикам из лучших университетов набирать се-
бе в студенты выпускников этих хороших школ.

Отдельно обсуждаются и механизмы привлече-
ния школьников в математику – как заинтересо-
вать математикой детей – потенциальных буду-
щих математиков, как отобрать сильных мотиви-
рованных учеников при приеме в хорошую школу
и пр. Проблема подготовки учителей для массо-
вой, неэлитарной, школы остается обычно за
рамками этой дискуссии: для хороших школ учи-
телей скорее подыскивают среди тех выпускни-
ков сильных математических факультетов, кто
счел привлекательной для себя работу в школе.
При этом студенты и выпускники педагогических
вузов – т.е., те, кто образует основную массу учи-
телей, практически не рассматриваются.

В 1960–70-е гг., в процессе создания специа-
лизированных школ для высокомотивированных
детей, ряд известных математиков, в том числе и
сильнейших в стране, погрузились в проблему
школьного образования более серьезно, лично
участвовали и в создании учебных материалов, и в
преподавании. К их числу относились А.Н. Колмо-
горов [1], И.М. Гельфанд [2], Д.К. Фаддеев [3],
А.С. Кронрод [4], Е. Б. Дынкин [5], М. И. Башма-
ков [6], М. А. Лаврентьев [7] и др. В этом направ-
лении были достигнуты значительные успехи,
признанные на мировом уровне [8].

УДК 372.851
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СЕМЕНОВ и др.

Тем не менее некоторые попытки обновления
математического образования предпринимались
и для массовой школы. Наиболее значимыми ста-
ли т.н. “Колмогоровская реформа” [9, 10] и по-
следовавшие за ней попытки математиков со-
здать учебники, альтернативные к “колмогоров-
ским”. Но несмотря даже на эти попытки,
независимо от их удачности, изменения за по-
следние 100 лет в школьной математике – чему и
как учат – оказываются несопоставимыми с из-
менениями в самой математике, с ее ролью в со-
временном цифровом мире, и, наконец – с изме-
нениями самого мира! Исключениями являются
введение в практику массовой школы курсов ал-
горитмики [11, 12] и теории вероятностей.

Сегодня ясно, что больше эти изменения в ми-
ре нельзя не учитывать: современная цивилиза-
ция формирует новые цели и задачи математиче-
ского образования и дает совершенно новые воз-
можности для их достижения [13, 14].

Сегодня необходимость формирования нового
видения развития математического образования
осознается и коллегами из Казахстана, для кото-
рых это видение включает, с одной стороны, по-
строение единых методологических основ мате-
матического образования, с другой стороны, гиб-
кого, дифференцированного проектирования
учебной деятельности для отдельных учащихся и
отдельных их категорий [15, 16].

Данный специальный выпуск посвящен рабо-
те ряда профессиональных математиков в обла-
сти школьной математики, включающей препо-
давание в школе и подготовку учителей в течение
ряда десятилетий – с начала 1990-х гг. Работа эта
продолжает продуктивные традиции математиче-
ского образования предшествующих десятилетий
и одновременно учитывает указанные современ-
ные реалии [8].

В ходе практической работы в школах – и в
тех, которые ориентируются на высокомотивиро-
ванных детей, и в массовых школах, – выявился
ряд принципов, образующих целостную систему,
отвечающую указанным выше традициям и тен-
денциям. Естественно, что наиболее эффектив-
ной является реализация именно целостной си-
стемы, в которой реализуются все принципы. Од-
нако и отдельные элементы такой системы, и
сочетания нескольких элементов – принципов,
также могут отвечать потребностям какого-то
круга родителей и детей, и педагогических кол-
лективов.

2. ОСНОВАНИЯ СОВРЕМЕННОГО 
МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОБРАЗОВАНИЯ

Мы начинаем с оснований, касающихся со-
держания математического образования, учиты-
вающих специфику начальной школы, очень

важной для формирования начальных математи-
ческих представлений и видов деятельности, и за-
тем указываем принципы, относящиеся к различ-
ным уровням образования (впрочем, в какой-то
степени, практически все принципы имеют отно-
шение ко всем уровням образования – от детско-
го сада до университета):

Для начальной школы (отдельные элементы
важны уже для дошкольного образования, но мы
их не выделяем):

1. Базовые математические объекты и струк-
туры – бусины (символы), цепочки (конечные
последовательности), совокупности (конечные
мультимножества), таблицы, геометрические фи-
гуры на клетчатой бумаге, графы, представлен-
ные в виде изображений на бумаге и экране, те-
лесных объектов – манипулятивов; роботы, вы-
полняющие цепочки команд и реагирующие на
внешний мир; приборы для измерения времени,
длины (расстояния), веса, объема в механиче-
ском и цифровом исполнении. Свойства этих
объектов и структур и операции над ними, дей-
ствия при решении задач наглядны.

2. Базовые объекты и структуры служат осно-
вой для всей конечной (дискретной) современной
математики (включая, конечно, и арифметику) и
базисом для построения в этой математике моде-
лей реальности, в том числе, моделей языка, игры,
человеческой деятельности и взаимодействия
различных видов. Эти объекты и структуры есте-
ственно обобщаются в математике бесконечного,
являются основой для формирования основных
представлений всей математики и математиче-
ской информатики – Computer Science, общих
когнитивных навыков и стратегий, включая тра-
диционные тщательность, трудолюбие, умение
понять и выполнить инструкцию, и более важные
– современные – готовность учитывать обратную
связь, исправлять ошибки и решать задачи, кото-
рые не известно, как решать.

3. Натуральные числа – цепочки цифр: с уче-
том арифметических операций – это важнейший
пример одного из видов объектов. Данный вид –
не самый простой и наглядный с точки зрения
свойств и операций: эти свойства и операции при
любом подходе (как современном, так и традици-
онном) обращаются к свойствам упомянутых вы-
ше объектов (цепочек, совокупностей, геометри-
ческих фигур), операциям над ними, измерениям
и т.д. Числовая интуиция (“чувство числа”) раз-
вивается у каждого ребенка с индивидуальной
скоростью; важную роль играет практическая ра-
бота учеников: подсчет предметов, геометриче-
ское представление чисел (например, площадями
многоугольников), измерение размеров реальных
объектов, промежутков времени и т.д.

4. С самого начала используется минималь-
ный, четко зафиксированный логико-алгоритми-
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ческий язык – его использование, понимание и
развитие поддерживаются наглядностью и разно-
образием задач (см. далее). Повторение данного
учителем вербального клише (заучивание текстов
“чтобы найти вычитаемое, нужно…”) не привет-
ствуется, ученику надо самому изобретать свои
формулировки и, желательно, объяснять что-то
другим. В логическом языке систематически вме-
сто конструкций “и”, “или” используются “кван-
торные” конструкции типа: “высказывание…
верно для всех цепочек на листе…”, “все высказы-
вания из списка… верны”, “среди высказываний…
есть истинное”. Это позволяет избежать некото-
рых неоднозначностей естественного языка.

5. Основные определения понятий даются на
графических примерах, почти без вербальных по-
яснений. Понимание определения также прове-
ряется на решении наглядных задач.

6. Графические определения и формулировки
задач требуют большего места, чем арифметиче-
ские или алгебраические формулы или обычные
“текстовые задачи”. Это приводит к тому, что бу-
мажные учебники и задачники имеют большой
объем и являются еще одной причиной использо-
вания экранных сред. В случае экранных объек-
тов и заданий может быть использовано и устное
взаимодействие ребенка с заданием (без участия
учителя), что дает возможность гибко подходить
к уровню освоения ребенком письменной речи.

Для всех уровней общего образования (и, с соот-
ветствующими уточнениями, для различных на-
правлений высшего образования):

7. Новизна, неожиданность задачи, посильная
для конкретного ученика, используется как мощ-
ная положительная мотивация для него. Источни-
ком для широкого спектра неожиданных заданий
являются, в существенной степени, систематизи-
рованные задачи “занимательной”, “развлека-
тельной”, олимпиадной математики прошедших
столетий [17, 18]. Необходимо отметить, что мно-
гие из таких заданий – математически глубже и
ближе к современной математике, чем использу-
емый сегодня школьный материал.

8. При этом успех в быстром и безошибочном
решении очередной “серийной” задачи повыша-
ющейся технической сложности также может
быть положительным мотивом в индивидуальных
ситуациях, но никак не является универсальной
целью. Неуспех не используется как отрицатель-
ный мотиватор. С учетом указанных мотивов и
индивидуальных жизненных и образовательных
целей, возможностей групповой работы, ученик
и учитель совместно строят для ученика индиви-
дуальную последовательность заданий оптималь-
ной новизны и сложности для достижения инди-
видуальных целей. Индивидуальные цели вклю-
чают выполнение образовательной программы

школы в соответствии с ФГОС и могут значитель-
но его дополнять.

9. Основным мотивом в текущем процессе уче-
ния является не максимальное соответствие ка-
ким-то внешним требованиям “проверочных ра-
бот”, не стигматизация полученной за такую ра-
боту “тройки” и даже – не соответствие общим
для всего класса требованиям учителя. Как пред-
полагает сама природа ФГОС, индивидуальная
цель может состоять в достижении “удовлетвори-
тельного” результата, что вовсе не является при-
чиной для огорчения или порицания. Каждый
ученик ориентирован на соответствие индивиду-
альным целям, этими целями могут являться чест-
ное получение оценки “удовлетворительно” и на-
дежное прохождение государственной итоговой
аттестации; их достижение является основанием
для удовлетворения учащегося, семьи, учителя и
школы. Естественно, если целью является: “стать
инженером, или программистом, или професси-
оналом в фундаментальных математических ис-
следованиях”, то и индивидуальные пути ее до-
стижения должны быть соответствующими.

10. Ключевыми элементами учебной деятель-
ности являются самостоятельное создание, изоб-
ретение учеником и группами учеников способов
и процедур действий, алгоритмов; наблюдение и
(почти) самостоятельное открытие свойств, зако-
нов, фактов. К этому добавляется и самостоя-
тельное создание определений – выбор подходя-
щих общих понятий и терминов для объектов и
ситуаций.

11. Компьютер используется как инструмент,
высвобождающий время и энергию учащегося
для творческой интеллектуальной деятельности
высокого уровня. Например, при проектирова-
нии индивидуальных целей и путей их достиже-
ния школьником используется возможность (но
не обязательность) передачи калькулятору опе-
раций над числами и алгебраическими выраже-
ниями.

Благодаря цифровым технологиям возникают
принципиально новые, широкие возможности
[19]. Например, системы динамической геомет-
рии позволяют обнаруживать новые геометриче-
ские закономерности, подтверждаемые доказа-
тельствами. Понятия математического анализа в
цифровой среде приобретают наглядный смысл,
обеспечивающий их реальное освоение и исполь-
зование. Накопленные в физическом или биоло-
гическом эксперименте данные получают на-
глядное представление, могут быть проанализи-
рованы и сопоставлены с математической
моделью. Запрограммированный учащимся пе-
ребор вариантов может дать нужный ответ, дока-
зать его отсутствие, или подсказать направление
поиска. Системы компьютерной алгебры позво-
ляют находить точные решения и строить графики
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для всех школьных и университетских уравнений
и еще многое другое. В алгебре можно передать
компьютеру решение уравнений конкретного ви-
да после того, как ученику удалось изобрести, при
поддержке учителя, способ решения этих уравне-
ний.

Провозглашаемые сегодня результаты школь-
ной математики (ориентированные, прежде все-
го, на инженерное образование первой половины
XX в.), могут быть достигнуты большей долей
учащихся, на более высоком уровне и для более
широкого круга задач, если, как и “во взрослой
жизни”, для их решения школьникам будет раз-
решено использование компьютера [20].

12. В системе подготовки профессиональных
математиков необходимо предусмотреть освое-
ние компьютерных инструментов поддержки ма-
тематического открытия и доказательства [21]. То
же следует предусмотреть в подготовке учителей
математики и информатики. При этом, как и для
учащихся, уровень сложности решаемых задач
для разных студентов может быть весьма различ-
ным, важным является освоение на индивидуаль-
ном уровне общей методологии и моделей интел-
лектуальной деятельности.

13. В системе инженерной подготовки речь
должна идти о приобретении опыта использова-
ния всех инструментов компьютерных вычис-
лений, в том числе – алгебраических, аналити-
ческих; математики, лежащей в основе систем
моделирования и проектирования для соответ-
ствующей инженерной области. В системе гума-
нитарного образования математическая деятель-
ность может быть направлена, помимо професси-
ональных применений, например, в обработке
естественного языка, медицинской диагностики,
или юридических баз, на формирование пред-
ставлений о том, “как это работает”, “демисти-
фикацию” искусственного интеллекта.

14. Принципиально возрастает роль доказа-
тельств. В существующей школьной математике
доказательства в алгебре рудиментарны, практи-
чески отсутствуют. Не используется возможность
дать ученикам самостоятельно построить в по-
следовательности задач микро-“теорию”, напри-
мер, решения квадратных уравнений; цель другая –
как можно скорее и надежнее выучить готовые
формулы или “приемы” решения классов уравне-
ний. Точные доказательства в анализе не могут
быть освоены большинством школьников, – по-
мимо необходимости освоения непривычного
понятийного аппарата, даже процесс понимания
доказательства требует способности удерживать
внимание на монотонных математических вы-
кладках в течение длительного времени. Доказа-
тельства в геометрии, наследующие почтенную
двухтысячелетнюю традицию, оказываются вне
зоны ближайшего развития для большинства да-

же “хорошистов” и отличников: это в лучшем
случае – материал для выучивания и воспроизве-
дения с ограниченным пониманием.

При этом потребность воспитания у массы
учащихся культуры доказательства ощущалась и
постоянно формально провозглашалась как об-
разовательная цель и раньше; сегодня важность
доказательства только возрастает. Возможность
развивать математику доказательств сегодня мо-
жет быть обеспечена компьютерным и иным экс-
периментом и наблюдением, дающими материал
для выдвижения, проверки, опровержения гипо-
тез для доказательства. Это происходит, в том
числе в геометрии, где самостоятельное построе-
ние доказательства учеником становится приори-
тетной целью. Наконец, упомянутые выше “за-
нимательные” задачи, как и более широкий круг
задач, сегодня относящихся к Computer Science,
дают значительный простор для доказательных
рассуждений различных форм и уровней. Важ-
ным примером здесь является индуктивное дока-
зательство соответствия программы (алгоритма)
системе требований – спецификации.

15. Одним из важнейших источников содержа-
ния и заданий для математического образования
становится программирование – на минимальном
алгоритмическом языке в соответствующей учеб-
ной среде или на вариантах существующих “про-
мышленных” языков программирования. Про-
граммирование объединяет возможности экспе-
римента (в том числе – при отладке программы),
часто – визуализации, “объективизации” оши-
бок и иных дефектов работы. Оно же может ре-
шать и задачу воспитания аккуратности, необхо-
димости следования правилам и т.п., на решение
которой претендует школьная математика [22].
О доказательствах в программировании мы уже
упомянули.

16. Ошибка в решении задачи – важная состав-
ляющая образовательного процесса. Это матери-
ал для выработки у ученика умения искать у себя
ошибки (причем, не только в математике), ис-
пользовать различные способы обратной связи
(проверки). Это предмет для дальнейшей работы,
лучшего понимания учебного контента. Это важ-
ный материал для разговора учителя с учеником,
совместного планирования дальнейшего продви-
жения по его индивидуальной траектории. Клю-
чевым здесь являются изменение подхода, изме-
нение реакции учителя и образовательной систе-
мы в целом: не порицание и наказание за ошибку,
а повод и материал для улучшения работы учени-
ка и своей работы, продвижение к достижению
запланированного результата. Полезным может
оказаться и рассмотрение ошибки учителя, как
сделанной намеренно, сознательно, так и реаль-
ной, случайной ошибки: учитель ошибается и
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учится, как и ученик, и это – важная позитивная
часть образовательного процесса.

17. Моделирование реальности – важнейшая
часть математического образования, представ-
ленная в сегодняшнем школьном математиче-
ском образовании очень скудно. В математике –
это “текстовые задачи”, в реалиях XIX века, с
шаблонными рассуждениями и бедными уравне-
ниями. Несколько лучше дело обстоит в физике,
где круг явлений реальности и класс используе-
мых математических сред шире (например, ис-
пользуется минимальная тригонометрия – та,
которая, собственно, только и нужна для чего-то
содержательного, из всей школьной тригономет-
рии). Благодаря применению цифровых моделей,
высвобождению времени за счет применения
компьютера для алгебраических и арифметиче-
ских вычислений, моделирование становится се-
рьезной, реальной и крайне актуальной школь-
ной темой [23]. Его важность в высшем образова-
нии очевидна, там дела обстоят несколько лучше.

18. Задачи цифрового задачника в силу отсут-
ствия ограничений бумажного объема, образуют
спектр, намного более широкий по охватываемой
тематике и глубокий по уровням сложности
(включая самые простые задания), чем в тради-
ционных школьных задачниках. Используется
накопленный в культуре за столетия корпус зани-
мательных задач, олимпиадных и т.п. Цифровой
задачник может содержать неограниченное коли-
чество задач различной сложности, иллюстра-
ций, в том числе – динамических, “подсказок”,
комментариев и т.д., обеспечивая потребности
широкого круга учащихся и позволяя им выстра-
ивать индивидуальные образовательные траекто-
рии.

В связи с описанной картиной, даже если со-
гласиться с ней в целом, или с отдельными ее эле-
ментами, возникают естественные вопросы:

• Какие усилия школы, государства, родите-
лей потребуются, чтобы сдвинуть ситуацию в
предложенном направлении?

• Какой предыдущий и нынешний опыт мог
бы быть в этом смысле полезен?

• Какие есть и возникают препятствия на обо-
значенном пути?

Большинство статей данного выпуска – де-
монстрация и детализация реализации перечис-
ленных принципов и попытка ответить на по-
ставленные вопросы.

Принципиальным для нас является то, что ис-
следовательская работа как необходимый эле-
мент образовательной программы может содер-
жать элементы “абсолютно” исследовательского
уровня, т.е. не просто предлагать учащемуся
пройти путь, уже пройденный профессиональ-
ными математиками, а реально попытаться найти
математические доказательства новых фактов. В

связи с этим мы помещаем в выпуск статью “Созда-
ние новой математики школьниками” (А.Л. Семе-
нов. С.Ф. Сопрунов, И.А. Иванов-Погодаев), от-
носящуюся к исследовательской работе школь-
ников в программе Образовательного центра
“Сириус” по теории определимости. Мы также
включаем статью “Эффективный поиск линейно
растущих конфигураций в TAG системе {0 → 00,
1 → 1101, 3}” (Н.В. Куриленко), где решение дав-
но стоявшей проблемы Поста из области комби-
наторики слов получено с помощью компьютера
и цикл обзоров Н.А. Вавилова: “Компьютер как
новая реальность математики: I. Personal ac-
count”, “Компьютер как новая реальность мате-
матики: II. Проблема Варинга”, “Компьютер как
новая реальность математики: III. Числа Мерсен-
на и суммы делителей”, “Компьютер как новая
реальность математики: IV. Проблема Гольдба-
ха”, относящихся к применению компьютера в
окончательном разрешении классических про-
блем теории чисел. Формулировки проблем и ре-
зультатов и в том, и в другом случае доступны
школьникам. Школьники, с одной стороны, мо-
гут самостоятельно пройти какие-то конкретные
уже пройденные исследовательские маршруты, с
другой – получить новые результаты по смежным
темам.

3. РЕАЛЬНОЕ СОСТОЯНИЕ ДЕЛ 
В РОССИЙСКОЙ МАССОВОЙ ШКОЛЕ
Распространено убеждение о том, что состоя-

ние математического образования существенно
ухудшилось в постсоветский период. В опреде-
ленной степени это так и есть и обусловлено, в
том числе, снижением важности и престижности
инженерного образования в стране, где был раз-
рушен военно-промышленный комплекс, а так-
же размыванием системы авторитетности: авто-
ритета власти, родителей, школы.

В то же время советское математическое обра-
зование в массовой школе тоже не следует идеа-
лизировать. Приведем две характерные цитаты
безусловных авторитетов в данной области.

И.В. Арнольд [24]: “В практике преподавания
дело обстоит так. За основу принимается один
или несколько сборников задач, из которых пре-
подаватель выбирает те или иные по своему
усмотрению. Традиция обеспечивает в известной
мере то, что некоторые определенные типы
“арифметического рассуждения” будут как-то
представлены, но что это за типы, достаточны ли
они или, наоборот, в обычном материале есть
лишний балласт, чего именно надо добиваться от
учеников, – на все это не дается сколько-нибудь
определенного ответа. Более или менее “установ-
лено”, что учащихся надо научить решать задачи
на “смешение”, на “пропорциональное деле-
ние”, на “совместную работу”, на “движение”, на
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“проценты”, на “тройное правило”. Если спро-
сить о методах решения, то ответ ограничивается
обычно тривиальными соображениями об анали-
тическом и синтетическом методе, о разложении
сложной задачи на ряд простых, о способе приве-
дения к единице, о способе пропорций, о задачах
на “предположение” (“предположим, что каждо-
го сорта куплено одинаковое количество”). Уче-
ников – в том или ином порядке – знакомят с со-
ответствующими “типами” задач, причем обуче-
ние решению задач сплошь и рядом сводится к
рецептуре и “натаскиванию”, к пассивному запо-
минанию учениками небольшого числа стандарт-
ных приемов решения и узнаванию по тем или
иным признакам, какой из них надо применить в
том или ином случае. Количество задач, которые
ученики решают действительно самостоятельно,
с тем напряжением мысли, которое и должно яв-
ляться источником полезности процесса реше-
ния задачи, ничтожно.

В итоге – полная беспомощность и неспособ-
ность ориентироваться в самых простейших
арифметических ситуациях, при решении чисто
практических задач, в дальнейшем, в алгебре –
неумение составлять и исследовать уравнения и,
вообще, неумение выйти за пределы узких фор-
мальных схем, – словом, то, что потом характери-
зуется, как “отсутствие математического разви-
тия”.”

А. Я. Хинчин [25]: “Как-то мне пришлось
спросить несколько опытных учителей пятых
классов о том, какой примерно процент учащих-
ся действительно научается решать арифметиче-
ские задачи, не являющиеся простыми вычисли-
тельными примерами, т. е. такие, где способ ре-
шения, как бы прост он ни был, должен быть
найден самим учащимся. Из всех опрошенных
мною учителей только один утверждал, что этому
искусству удается научить до 15% учащихся; все
другие говорили, что лишь отдельные учащиеся
овладевают этим искусством, а некоторые даже
заявляли, что “этому вообще научить невозмож-
но”. Конечно, решив целый ряд совершенно од-
нотипных задач, ученик без труда решит задачу в
точности того же типа (этим объясняется отсут-
ствие сплошных провалов на экзаменах и кон-
трольных работах); но добиться, чтобы ученик са-
мостоятельно нашел решение задачи нового, хотя
бы очень простого типа, – это, по единодушному
мнению учителей, есть дело, удающееся только в
самых исключительных случаях.

Таким образом, как раз то “развитие сообрази-
тельности”, которое у нас любят выставлять как
основную цель введения “трудных задач”, оказы-
вается, никак не удается даже у лучших учите-
лей.”

Такое положение дел было вызвано, в частно-
сти, целью “индустриализации” школы в различ-

ных смыслах. С одной стороны, подготовка буду-
щих инженеров и техников была важнейшей це-
лью, с другой стороны, “выращивание” системы
всеобщего образования, начиная от уровня эли-
тарного, которое было в дореволюционное вре-
мя, требовало “индустриальных” методов.

Важнейшим событием в математическом об-
разовании, но не в массовой школе, было созда-
ние специализированных математических школ
и классов, об этом уже говорилось выше.

В общешкольном же массовом математиче-
ском образовании существенным было введение
в середине 1980-х гг. курса информатики во всех
старших школах страны [26]. Школа не отторгла
этот курс, хотя во многих случаях его алгоритмо-
математическое содержание частично было заме-
нено освоением прикладных компьютерных на-
выков. Тем не менее большинство учащихся сего-
дня получает хотя бы минимальный опыт реше-
ния задач по разработке алгоритмов и других
задач современной математики, разнообразящих
решение ставших традиционными типовых зада-
ний (логарифмических неравенств и текстовых
задач на переливание). Распространено мнение,
что наличие этого курса в школе содействовало
притоку выпускников в математические направ-
ления высшего и среднего профессионального
образования и на работу в ИТ-сферу.

С начала 2000-х гг. в массовом курсе математи-
ки появились разделы теории вероятностей и ма-
тематической статистики. Соответствующие за-
дания входят и в государственную итоговую атте-
стацию, это гарантирует, что указанные разделы
“проходят” в подавляющем большинстве школ
страны.

Стандарт 2009 г. [27] и последовавшие за ним
варианты стандартов для начального образова-
ния [28] очень кратко, но все же перечисляют но-
вые элементы, соответствующие рассматривае-
мому нами подходу, курса математики в составе
единой области “Математика и информатика”.

Отвечающая описанным принципам (в част-
ности, принципу высокой новизны заданий)
олимпиада “Кенгуру”, не поддерживаемая госу-
дарством, в течение десятилетий привлекает уча-
щихся и учителей в десятках процентов началь-
ных школ России [29, 30].

Безусловно, в самых разных образовательных
системах, в том числе – в российской, важней-
шим фактором, определяющим содержание об-
разования, является выпускной экзамен, в нашей
стране – государственная итоговая аттестация. В
ней отражены перечисленные в данном разделе
изменения: есть экзамен по информатике, в экза-
мен по математике включены задания по теории
вероятностей и математической статистике, кро-
ме того, этот экзамен дает пример массового и,
очевидно, высоконадежного использования
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цифровых технологий, персональных компьюте-
ров в общеобразовательном процессе:

• с самого начала ЕГЭ миллионы страниц ра-
бот выпускников оцифровываются, оцифровка
передается по линиям связи в единый федераль-
ный центр, а оттуда возвращается в регионы к
экспертам, к результатам проверки имеет доступ
каждый выпускник и т. п.;

• в течение ряда лет устная часть экзамена по
иностранному языку использует компьютер для
воспроизведения и записи речи;

• с 2021 г. компьютер используется в ГИА по
информатике за 11 класс, в ГИА за 9 класс – еще
раньше;

• правила проведения ГИА за 9-й класс (до-
пускающие большее разнообразие по регионам)
предусматривают возможность более широкого
применения цифровых технологий, в частности
– калькулятора, в разных предметах (но не в мате-
матике).

Пандемия COVID не отменила школу в Рос-
сии, Конституция РФ и Закон об образовании
продолжали действовать, но их реализация по-
требовала массового применения цифровых тех-
нологий в образовательном процессе, в том числе –
в математике. При этом государство не понесло
сколько-нибудь существенных затрат. Возвраще-
ние к “нормальной” жизни, видимое многими
как status quo до пандемии, сегодня может поме-
шать адекватной оценке опыта, накопленного в
этот период.

Цифровая трансформация математической
учебной деятельности учащихся идет и в России,
и во всем мире. В сотнях российских школ учите-
ля, несмотря на отсутствие серьезной специаль-
ной дополнительной подготовки, морального,
или материального стимулирования, уже десяти-
летиями успешно используют:

• в начальной школе: описанное содержание и
некоторые другие элементы описанного подхода,
реализованного в учебниках, в том числе изда-
тельства “Просвещение” [31–33];

• в начальной школе: проектно-исследова-
тельский подход к изучению математики, осно-
ванный на использовании сред Лого и Scratch и
образовательной философии конструкционизма
[12, 34];

• в основном образовании: компьютерную
поддержку школьного курса геометрии в форме
GeoGebra [35], “Живая математика” [36], “Мате-
матический конструктор 1С” [37, 38], повышаю-
щую роль эксперимента, проводимого учащимся;
компьютерную поддержку курса алгебры – в
“Математическом конструкторе 1С”.

Российская традиция обучения математике
через решение новых задач, самостоятельное от-
крытие и эксперимент продолжается сегодня в

сотнях математических классов и математиче-
ских школ [39]; тысячах математических кружков
[40]; подготовке участников олимпиад; проект-
ных сменах “Сириуса” и других центров матема-
тического образования.

4. НЕОБХОДИМЫЕ ДЕЙСТВИЯ ДЛЯ 
РЕАЛИЗАЦИИ ПРИНЦИПОВ 

СОВРЕМЕННОГО МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
ОБРАЗОВАНИЯ В РОССИИ

Мы считаем, что для реализации предлагае-
мых принципов математического образования
для широкого круга учащихся необходимо следу-
ющее:

1. Разрешить (но не сделать обязательным)
учащимся применение цифровых технологий в
образовательном процессе, в том числе – в про-
цессе государственной итоговой аттестации.

2. Изменить, трансформировать процесс под-
готовки учителей математики, информатики, фи-
зики, технологии, включая цифровую трансфор-
мацию, для чего необходимо, в частности:

• декларативная и нормативная поддержка со
стороны федеральных органов исполнительной
власти;

• формирование сообщества вузовских препо-
давателей, готовых к изменениям, которые будут
принимать участие в подготовке учителей мате-
матики, учителей начальной школы, учителей
других дисциплин; координированная работа
этого сообщества по изучению опыта, освоению
технологий, организации инновационной дея-
тельности в школах, созданию учебно-методиче-
ских материалов, работе со студентами;

• реализация, в том числе дистанционная, мо-
дулей, курсов, практик и целостных программ
для учителей математики и студентов – будущих
учителей; перестройка программ подготовки и
переподготовки учителей в направлении сокра-
щения обязательного материала, не имеющего
прямого отношения к школьному образованию;
перестройка образовательных методик в том же
направлении, в котором идет трансформация
школьного образования: самостоятельности в ре-
шении принципиально новых задач; использова-
нии цифровых технологий, при поощрении уме-
ния решать задачи без таких технологий; готовно-
сти осваивать новое, в том числе – вместе с
учащимися.

3. Разработать учебно-методические комплек-
сы (УМК, включающие учебные пособия, учеб-
ники, книги для учителя), основанные на обсуж-
даемых принципах, соответствующих ФГОС и
образовательным программам, разрешенным фе-
деральными органами исполнительной власти;
существенная, вероятно, основная часть этих
УМК должна быть цифровой и размещена в ин-
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тернете; важно получение этими УМК грифа “до-
пущено” от Министерства просвещения.

Во всех этих направлениях уже достигнуты
определенные результаты. Например, при подго-
товке учителей математики в Московском педа-
гогическом государственном университете в те-
чение ряда лет реализуется психолого-педагоги-
ческий модуль, предполагающий большой объем
взаимодействия студентов со школьниками раз-
ных возрастов, начиная с первого года обучения
[41]. Модуль предусматривает знакомство не
только с тем, как происходит обучение математи-
ке и информатике в основной школе (5–9 клас-
сы), но и с особенностями развития школьника и
предметным математическим материалом в на-
чальной школе (1–4 классы). В 2016 г. совместно
с важной системой математических кружков
Москвы – малым мехматом – в МПГУ начал ра-
боту математический кружок, где заинтересован-
ные студенты, выступая в качестве организато-
ров, могли пообщаться со школьниками прямо в
стенах вуза.

Еще ранее была осознана необходимость в вы-
равнивающих занятиях по проверке и восполне-
нию у студентов знаний школьной программы по
математике. Кстати, такие занятия, согласно дан-
ным опросов, проводятся сегодня далеко не толь-
ко в педвузах. После перерыва были восстановле-
ны практикумы по решению задач школьной ма-
тематики у студентов 1–4 курсов, проводимые
сотрудниками профильных математических ка-
федр.

В учебных планах учителей математики и ин-
форматики появились также дисциплины, свя-
занные с освоением студентами компьютерных
инструментов преподавания – систем динамиче-
ской геометрии, демонстрационных компьютер-
ных моделей из других разделов школьной мате-
матики. Многие учебные дисциплины получили
сопровождение в виде электронного курса, на ма-
тематическом факультете, как немногим ранее и
в МПГУ в целом, возникло само понятие элек-
тронной образовательной среды в обучении учи-
теля математики и информатики.

Сформулированные подходы к обучению ма-
тематике и информатике в России поддержаны в
Казахском национальном педагогическом уни-
верситете имени Абая – на кафедре методики
преподавания математики, физики и информа-
тики. Здесь в образовательном процессе приме-
няется ряд современных цифровых технологий и
это позволяет в значительной степени повысить
качество подготовки учителей математики [42].
Кафедра стремится к тому, чтобы выпускники от-
вечали современным требованиям в соответствии
с реализацией в стране государственной програм-
мы “Цифровой Казахстан”, принятой Постанов-

лением Правительства Республики Казахстан
12 декабря 2017 г.

БЛАГОДАРНОСТИ

Российский фонд фундаментальных исследова-
ний, начиная с 2020 г., реализует грантовую программу
“Фундаментальные основы цифровой трансформа-
ции общего образования”. В рамках этой программы
был разработан программный документ “Хартия циф-
рового пути школы”, отражающий основные принци-
пы настоящей работы [43]. В той же программе работа-
ет ряд математических коллективов, реализующих
указанные принципы. В частности, Фондом поддер-
жаны работы по проектам № 19-29-14152 мк “Фунда-
ментальные основы формирования математической
грамотности для цифрового общества на начальном
уровне образования”, № 19-29-14199 мк “Фундамен-
тальные основы цифровой трансформации начально-
го общего образования”, № 19-29-14208 мк “Анализ
потребностей и препятствий цифровизации в системе
общего образования”, № 19-29-14217 мк “Перспектив-
ные направления и формы использования компьютер-
ных технологий в школьном курсе математики”, № 19-
29-14234 мк “Анализ разработки, цифровизации и
внедрения содержания общего образования, базирую-
щегося на результатах фундаментальных исследова-
ний (фундаментальное ядро содержания общего обра-
зования)”. Мы пользуемся случаем для того, чтобы по-
благодарить Фонд за поддержку, в том числе – за
возможность открытого доступа к статьям настоящего
выпуска.
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FOUNDATIONS OF MATHEMATICAL EDUCATION IN THE DIGITAL AGE

Academician of the RAS A. L. Semenova,b, A. E. Abylkassymovac, and S. A. Polikarpovd

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
b Axel Berg Institute of Cybernetics and Educational Computing FRC CSC RAS, Moscow, Russian Federation

c Abay University, Almaty, Republic of Kazakhstan
d Steklov Mathematical Institute, Moscow, Russian Federation

The article formulates the foundations of modern mathematical education that meet the new goals and ob-
jectives of mathematical education dictated by: changes in mathematics itself over the last century, changes
in its role in the modern digital world, changes in the world itself. The basic system of concepts is described,
starting from which all modern mathematics of finite as well as primary mathematical education is built. For
all levels of mathematical education and for all learners, independent, with the help and support of a moti-
vating teacher, solving problems that are not known (to the student) how to solve, are fundamental. A signif-
icant role is played by a computer mathematical experiment and the transfer of tasks to the computer, the
solution of which is found by the student. The article also describes the real state of affairs in the Russian mass
school and proposes the necessary actions to implement the formulated principles of modern mathematical
education in Russia. The results achieved in this direction are described. Most of the articles in this issue
demonstrate and detail the implementation of formulated principles.

Keywords: updating of mathematical education, foundations of modern mathematical education, mathemat-
ical literacy, digital tools to support mathematical discovery and proof, unexpectedness of the problem
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БЕЗОШИБОЧНЫЙ ДВУМЕРНЫЙ ПИКТОГРАММНЫЙ СИНТАКСИС 
В УЧЕБНОЙ СРЕДЕ ПРОГРАММИРОВАНИЯ ДЛЯ ДОШКОЛЬНИКОВ

© 2023 г.   А. Г. Кушниренко1,*, А. Г. Леонов1,**, С. А. Поликарпов2,***
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При освоении азов программирования дошкольниками серьезные трудности создает необходи-
мость диагностики и исправления синтаксических ошибок. При традиционной методике “экран-
ного” редактирования программы этих трудностей можно избежать, блокируя действия ребенка,
приводящие к синтаксическим нарушениям. Сегодня набирает популярность методика составле-
ния программ из материальных объектов (tangible objects) с нанесенными на них пиктограммами
команд. При использовании такой методики блокировка ошибочных действий пользователя невоз-
можна. В этой ситуации авторы предлагают оградить ребенка от синтаксических ошибок, постули-
ровав двумерность программы и определив с помощью отступов синтаксис и семантику пикто-
граммного языка программирования для начинающих так, чтобы любое размещение пиктограмм в
клетках двумерной таблицы давало синтаксически корректную и выполнимую программу. Этот
подход реализован и опробован в отечественной учебной среде “ПиктоМир” пиктограммного про-
граммирования для дошкольников.

Ключевые слова: программа, пиктограмма, бестекстовая среда программирования, безэкранное со-
ставление программ, ПиктоМир, дошкольник, робот, структурное программирование
DOI: 10.31857/S2686954323700169, EDN: IQZKNJ

1. ВВЕДЕНИЕ
В последние годы во всем мире ведутся работы

по понижению возраста ознакомления детей с
элементами программирования и развитию у де-
тей алгоритмического (вычислительного) мыш-
ления [1–10]. Ведутся подобные работы и в Рос-
сии. В статье [11] описана система научных (по
Выготскому) понятий программирования, пред-
назначенных для освоения дошкольниками, а
также методика ознакомления детей с этими по-
нятиями в годовом систематическом курсе про-
граммирования для дошкольников подготови-
тельных групп детских садов [12], который в по-
следние три года успешно прошли тысячи
дошкольников города Сургута. В курсе использу-
ется среда пиктограммного программирования

ПиктоМир [13] разработки ФГУ ФНЦ НИИСИ
РАН.

ПиктоМир позволяет детям составлять из
пиктограмм программы управления движением
реальных роботов-игрушек по полу и виртуаль-
ных роботов на экране планшета (рис. 1).

Программы для управления этими роботами
могут составляться как из картинок на экране
планшета, так и в реальном мире из картинок, на-
рисованных на материальных объектах.

Например, в репертуаре роботов ПиктоМира
есть виртуальный робот Вертун, перемещающий-
ся по клетчатой платформе и умеющий выпол-
нять команды-приказы: ПОВЕРНУТЬСЯ НАЛЕ-
ВО, ПОВЕРНУТЬСЯ НАПРАВО, ВПЕРЕД, ЗА-
КРАСИТЬ (см. рис. 2). В тексте статьи мы будем
обозначать эти 4 пиктограммы как (L) (R) (F) (P).

2. ВОЗМОЖНОСТИ СРЕДЫ 
ПИКТОГРАММНОГО 

ПРОГРАММИРОВАНИЯ ПИКТОМИР
Использование пиктограммного стиля програм-

мирования для работы с детьми возраста 5–7 лет и
использование материальных объектов для со-
ставления программ или практикумов по инфор-
матике и математике в начальной школе сегодня

УДК 004.434

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОБРАЗОВАНИЕ 
ЦИФРОВОГО ВЕКА
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достаточно распространены [14–20]. Наша мето-
дика отличается тем, что обеспечивает детям воз-
раста 6–7 лет возможность составления в годовом
цикле занятий более сотни программ достаточно
сложной структуры с целью освоения всех кон-
струкций структурного программирования, вклю-
чая конструкцию подпрограммы без параметров.
Язык Пикто [21], используемый в системе Пик-
тоМир, позволяет составлять в пиктограммной
форме программы управления реальными робо-
тами-игрушками и виртуальными экранными ро-
ботами. Последние могут быть подвижными, по-
добно Вертуну, или неподвижными, подобно вы-
полняющему роль счетчика Волшебному Кувшину
с камнями, изображенному на рис. 1 справа.

Эти роботы способны выполнять императив-
ные приказы (команды-приказы), а также спо-
собны отвечать на запросы, возвращая логиче-
ское или целочисленное значение (команды-во-
просы), что позволяет включить в язык Пикто
управляющие конструкции цикл пока <условие>
выполнять и если <условие> выполнять, где
<условие> – это результат ответа некоторого ро-
бота на некоторую команду-вопрос, например, на
команду-вопрос Вертуна МОЖНО СДЕЛАТЬ
ШАГ? или команду-вопрос Волшебного кувшина

КУВШИН ПУСТ? Язык поддерживает также
управляющую конструкцию цикл <повторитель>
раз, где <повторитель> может быть задан пикто-
граммой команды-вопроса некоторого робота, на-
пример, командой-вопросом СКОЛЬКО КАМ-
НЕЙ В КУВШИНЕ? робота Волшебный Кувшин.
Повторитель также может быть задан явно, пикто-
граммой с изображением грани игрального куби-
ка (рис. 3). В тексте статьи мы будем обозначать
эти пиктограммы символами (1) (2) (3) (4) (5) (6).

Язык Пикто предусматривает также вложение
управляющих конструкций и разбиение програм-
мы на секции с предопределенными однобуквен-
ными именами (рис. 4). В тексте статьи мы будем
обозначать эти пиктограммы символами (А) (Б)
(В) (Г) (Д).

3. ПРОБЛЕМА НЕДОПУЩЕНИЯ 
СИНТАКСИЧЕСКИХ ОШИБОК 

ПРИ СОСТАВЛЕНИИ ПРОГРАММ 
ИЗ МАТЕРИАЛЬНЫХ ОБЪЕКТОВ

Среда ПиктоМир, наряду с традиционным
подходом, при котором дети составляют про-
грамму на экране планшете, поддерживает под-
ход, при котором дети составляют программы из

Рис. 1. Реальные и виртуальные роботы среды ПиктоМир.

Рис. 2. Пиктограммы команд-приказов Вертуна, размещенные на экране планшета, на магнитных карточках и на де-
ревянных кубиках.
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тех или иных материальных объектов, на грани
которых нанесены пиктограммы команд и управ-
ляющих конструкций (см. рис. 2–4). Ученик
вручную, механически, размещает эти несущие
пиктограммы предметы в клетках воображаемой
двумерной таблицы. Чтобы помочь ребенку рас-
ставлять кубики ровно, таблицу можно нарисо-
вать на картоне или на магнитной доске.

Исследования последних лет показывают [22],
что азы программирования успешнее осваивают-
ся в инструментальных средах, ограждающих ре-
бенка от возможности допустить синтаксическую
ошибку путем недопущения действий, приводя-
щих к таким ошибкам.

При составлении программ путем манипуля-
ций с материальными предметами, контроль за
работой ребенка и недопущение каких-либо дей-
ствий ребенка практически невозможны. Потому
нужно искать другой метод недопущения синтак-
сических ошибок. Ниже предлагается такой ме-
тод, основанный на следующей простой идее:

определим язык пиктограммного программиро-
вания так, чтобы любые программы, составленные
из заданного набора пиктограмм с командами робо-
тов и заголовками управляющих конструкций, были
синтаксически правильны и выполнимы.

Для реализации этой идеи мы, следуя примеру
языка Питон, “наделим” программу двумерной
структурой, а для задания блочной структуры ис-
пользуем отступы.

Таким образом, мы требуем, чтобы составлен-
ные из пиктограмм программы были a priori орга-
низованы в виде двумерной таблицы. При мате-
риальном способе составления программ нару-
шение этого постулата описывается понятной
детям фразой пиктограммы расставлены неровно,
а при составлении программ на сенсорном экране
невозможность подобного нарушения может
быть обеспечена автоматически. Таким образом,
при составлении программ из материальных объ-

ектов единственно возможным синтаксическим
(или, скорее, 2D-синтаксическим) нарушением
оказывается неровность, нарушение двумерной
структуры. Эта неровность легко осознается и ис-
правляется детьми, начиная с возраста 3–4 года, и
потому в дальнейшем мы предполагаем, что пик-
тограммы расставлены ровно, т.е. программа на-
делена двумерной структурой.

При любом способе составления программы
необходимо предварительно объяснить детям,
как компьютер будет программу выполнять и ка-
кие синтаксические правила составления про-
граммы нужно будет соблюдать, чтобы компью-
тер понял программу. Чем проще будут синтакси-
ческие правила, тем легче будет детям их
понимать и соблюдать. Идеалом в двумерном
пиктограммном программировании является
полная отмена каких-либо синтаксических огра-
ничений, кроме нарушения двумерности.

В настоящей статье этот идеал реализован и
теоретически, и практически. А именно:

– сформулированы правила интерпретации лю-
бого расположения пиктограмм в клетках двумер-
ной таблицы как синтаксически правильной про-
граммы, которая может быть выполнена;

– эти правила реализованы в языке Пикто си-
стемы ПиктоМир.

Важно, что эти правила методически оказались
достаточно естественными и эффективными при
освоении дошкольниками и младшеклассниками
азов программирования. Хотя использование пра-
вил синтаксически неограниченного пиктограмм-
ного программирования избавляет от необходи-
мости объяснять детям синтаксические ограни-
чения, оно не отменяет необходимости объяснять
детям правила разбиения программы на вложен-
ные конструкции, которые и определяют семан-
тику программы, правила ее выполнения. Выиг-
рыш в смещении акцента с синтаксиса на семан-
тику в том, что в отличие от синтаксиса,
семантика наглядна и ее освоение возможно на
практике, в эксперименте. Последовательно на-
жимая кнопку пошагового выполнения програм-
мы, ребенок видит наглядно, какую пиктограмму

Рис. 3. Пиктограммы повторителей на экране план-
шета и на гранях кубиков.

Рис. 4. Пиктограммы однобуквенных имен секций на
экране планшета и на гранях кубиков.
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программы компьютер выполняет и к чему при-
водит это выполнение. Наглядность особенно
важна для ускорения первых шагов в программи-
ровании. По нашей методике эти первые шаги
организуются следующим образом. Составив
программу из материальных объектов, скажем из
кубиков на столе, ребенок показывает программу
компьютеру (планшету). Компьютер распознает
полученное изображение, превращает его в про-
грамму в своей памяти и выполняет эту программу.
Как бы ребенок не расположил кубики в клетках
двумерной таблицы, это расположение распознает-
ся компьютером как некоторая правильная про-
грамма, и ребенок получает возможность увидеть
процесс выполнения этой программы, увидеть,
отвечает ли поведение робота при выполнении
этой программы замыслам, которые ребенок пы-
тался реализовать при ее составлении. Если поведе-
ние не соответствует первоначальным задумкам,
ребенок изменяет программу и имеет возможность
посмотреть, как выполняется измененная програм-
ма. Таким образом, в любой ситуации ребенок мо-
жет экспериментировать и не попадает в ситуа-
ции, в которых он должен вспоминать правила
составления программ и пытаться умозрительно
понять, какие из этих правил он нарушил.

4. РЕАЛИЗАЦИЯ ИДЕИ ПИКТОГРАММНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

БЕЗ СИНТАКСИЧЕСКИХ ОГРАНИЧЕНИЙ
В СРЕДЕ ПИКТОМИР

Переменных и констант, а стало быть, ариф-
метических или логических выражений в Пикто-
Мире нет. Значит, об ошибках в выражениях
можно не беспокоиться. Синтаксически недопу-
стимые фрагменты программы в ПиктоМире по-
тенциально могли бы возникать в двух ситуациях:

– при разбиении программы на секции-под-
программы.

– при вложении управляющих конструкций.
Первую ситуацию мы разрешаем следующим

образом: игнорируем возможные несогласован-
ности, позволяя им так или иначе проявиться при
выполнении программы. А именно,

– вызов подпрограммы с неопределенным
именем считаем допустимым и выполняем этот
вызов как однотактовую команду нет операции;

– код, который можно было бы интерпретиро-
вать как повторное определение имени подпро-
граммы, поскольку выше по программе данное
имя уже задано, и весь код, следующий за ним,
считаем продолжением кода предыдущей секции.

Правильность же структуры вложенных
управляющих конструкций, мы, вдохновленные
примером языка Питон, обеспечиваем тем, что
задаем блочную структуру неявно, с помощью от-
ступов. В языке Пикто есть управляющие кон-

струкции повторения и ветвления (без ветви else)
и разрешается их вложение. Значит, внутри од-
ной секции программы должен быть поддержан
баланс операторных скобок. Явное нарушение
баланса операторных скобок в языке Пикто не-
возможно, так как в языке Пикто есть пиктограм-
мы, начинающие управляющую конструкцию, но
нет пиктограмм, завершающих конструкцию.
Информация о том, где завершается управляю-
щая конструкция, задается в языке Пикто неяв-
но, путем размещения начальных отступов в
строках программы. И правила эти установлены
так, что каковы бы ни были отступы в различных
строках программы, можно однозначно опреде-
лить, где завершается любая управляющая кон-
струкция, не нарушая при этом баланса управля-
ющих скобок, и, значит, можно однозначно
определить, как следует выполнять программу.
Рассмотрим пример программы, состоящей из
одной неименованной секции.

На рис. 5 конструкция “цикл 3 раза” начинает-
ся пиктограммой (3), размещенной в первой по-
зиции первой строки с отступом 0. Тело этой кон-
струкции начинается в этой же строке, начиная
со второй позиции. Признаком включения в тело
конструкции очередной строки мы всегда считаем
отступ, больший отступа начала конструкции (см.
следующий раздел). Вторая строка начинается с
такого отступа, поэтому вся вторая строка входит
в тело цикла. В третьей строке отступ нулевой, это
значит, что тело цикла закончилось во второй
строке и команда (P), расположенная в первой
позиции третьей строки, в тело цикла не входит и
образует новый блок, который будет выполнен
после завершения цикла.

Аналогично задаются вложения управляющих
конструкций.

5. НАБРОСОК АЛГОРИТМА КОМПИЛЯЦИЯ 
ОДНОЙ ПИКТО-СЕКЦИИ

Мы рассматриваем задачу компиляции одной
секции программы на языке Пикто, представля-
ющей собой прямоугольную таблицу T фиксиро-
ванного размера, заполненную пиктограммами
из алфавита

где ( ) – пиктограмма фон, обозначающая неза-
полненную (пустую) клетку таблицы T,

A = {a0, a1, …, am – 1} – множество пиктограмм
действий (action), т.е. команд-приказов роботов и
вызовов секций;

B = {b0, b1, … bn – 1} – множество пиктограммы
начал (begin) управляющих конструкций. Клет-
ки, заполненные элементами множеств A и B, на-
зываем непустыми, строку таблицы называем не-
пустой, если в ней есть хотя бы одна непустая

{ } ∪ ∪( ) ,A B
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клетка. Отступом непустой строки называем ко-
личество пустых (фоновых) клеток, предшеству-
ющих первой непустой клетке. Отступ строки,
состоящей только из пустых клеток, считаем рав-
ным 0. Отступом любой клетки строки называем
число клеток строки, предшествующих данной
клетке. Множества A и B зависят от набора робо-
тов, которыми должна будет управлять программа,
и меняются от задачи к задаче. Механизм формиро-
вания этих множеств нам не важен, к моменту ком-
пиляции секции эти множества предполагаются
сформированными.

Например, при компиляции неименованной
секции программы на рис. 5 предполагается, что
множество A состоит из 9 пиктограмм

т.е. в компилируемой секции используются толь-
ко вызовы команд-действий робота Вертуна и
вызовы секций с однобуквенными именами, а
множество B состоит из 6 пиктограмм

т.е. в компилируемой секции в качестве управля-
ющих конструкций используются только циклы с
явно заданным числом повторений от 1 до 6.

Наша задача – сгенерировать по таблице T по-
следовательность S элементов в алфавите

Здесь (e) – отсутствующая в исходной про-
грамме явная универсальная закрывающая опе-
раторная скобка, нужное количество экземпля-
ров которой должно быть размещено в скомпили-
рованной программе с целью однозначного
задания блочной структуры этой программы. По-
сле компиляции каждой секции многосекцион-
ная программа, включающая вызовы (быть мо-
жет, рекурсивные) подпрограмм без параметров и
вызовы команд-действий и команд-вопросов
внешних исполнителей, может быть выполнена
по общепринятым правилам.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,( )L R F P А Б В Г Д Е

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1 2 3 4 5 6

{ } { } { }… ∪ … ∪ –  – , , , , (, )0 1 m 1 0 1 n 1a a a b b b e

Последовательность S строится так. Создаем
пустую последовательность S и пустой стек неот-
рицательных целых чисел, в котором будут хра-
ниться отступы заголовков незакрытых управля-
ющих конструкций и начинаем построчно скани-
ровать таблицу T. При этом

– каждую встреченную пиктограмму ( ) игно-
рируем;

– каждую встреченную пиктограмму из A до-
бавляем в конец S;

– каждую встреченную пиктограмму из B до-
бавляем в конец S, открывая, тем самым, в про-
грамме S новую операторную скобку и, кроме то-
го, записываем в стек отступ этой пиктограммы
от начала строки;

– при переходе на новую строку вычисляем ее
отступ I (Indent), и, пока на вершине стека обна-
руживается отступ, больший или равный I, изы-
маем этот отступ из стека и записываем в S уни-
версальную закрывающую скобку (e), закрывая,
тем самым, одну из ранее открытых операторных
скобок;

– окончание секции обрабатываем как строку
с отступом 0.

Пример 1. Зададим единственную секцию про-
граммы на рис. 5 таблицей 1

Рис. 5. Программа закрашивания заглавной русской буквы П и результат выполнения этой программы роботом Вер-
туном. Начальная позиция Вертуна отмечена точкой.

Таблица 1
(3) (P) (F) (P) (F) ( )
( ) (P) (F) (P) (F) (R)
(P) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Таблица 2
(2) ( ) ( ) ( )
( ) (3) ( ) ( )
( ) ( ) (A) (L)
( ) (P) (L) ( )
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Результатом компиляции этой секции будет
последовательность

в которой открывающая скобка (3) в первой пози-
ции соответствует закрывающей скобке (e) в
предпоследней позиции.

Пример 2. Зададим неименованную секцию
программы на рис. 6 (полная форма) таблицей 2.

Внешний цикл неименованной секции начи-
нается пиктограммой (2), имеющей нулевой от-
ступ. Следующие три строки имеют ненулевой
отступ и потому мы считаем их входящими в тело
внешнего цикла. Во второй строке этого тела с от-
ступом 1 расположен заголовок (3) внутреннего
цикла. По нашему алгоритму в тело этого внут-
реннего цикла должна входить третья строка с от-
ступом 2, но не должна входить четвертая строка,
которая находится в теле внешнего цикла и будет
выполняться при каждом завершении внутренне-

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )      ( ) ( ) ( )( ) ( )3 P F P F P F P F R е P

го цикла. Результатом компиляции этой секции
будет последовательность

в которой внутренний цикл (3) (A) (L) (e) вложен
во внешний цикл (2) … (e).
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ERROR-FREE 2D PICTOGRAMMIC SYNTAX IN A PROGRAMMING 
LEARNING ENVIRONMENT FOR PRESCHOOL CHILDREN

A. G. Kushnirenkoa, A. G. Leonova, and S. A. Polikarpovb

a Federal State Institution “Scientific Research Institute for System Analysis of Russian Academy of Sciences”,
Moscow, Russian Federation

b Steklov Mathematical Institute of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS A.L. Semenov

When mastering the basics of programming by preschoolers, serious difficulties are created by the need to di-
agnose and correct syntactic errors. With the traditional method of “on-screen” program editing, these dif-
ficulties can be avoided by blocking the child’s actions that lead to syntactic violations. Today, the technique
of compiling programs from material objects (tangible objects) with command icons printed on them is gain-
ing popularity. When using this technique, no blocking of user actions is possible. In this situation, the au-
thors propose to protect the child from syntactical errors by postulating the two-dimensionality of the pro-
gram and defining the syntax and semantics of the pictogram programming language for beginners using in-
dentation so that any placement of pictograms in the cells of a two-dimensional table gives a syntactically
correct and executable program. This approach has been implemented and tested in the domestic educational
environment “PictoMir” of pictogram programming for preschoolers.

Keywords: program, pictogram, textless programming environment, screenless programming, Piktomir, pre-
schooler, robot, structured programming
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В последние десятилетия в ряде российских школ реализуется уникальная на мировом уровне про-
грамма математического образования для начальной школы. В ней мир школьной арифметики ра-
дикально расширяется за счет базовых объектов современной математики и информатики. Эти объ-
екты и операции над ними наглядны, что делает их намного более доступными, чем в традиционной
арифметике. Расширяется и спектр видов деятельности за счет, например, введения стратегий пе-
ребора, выигрыша в игре, алгоритмов (тоже действующих в наглядной среде). Одновременно меня-
ется позиция ученика – он самостоятельно открывает и строит математику, постоянно решает со-
вершенно новые для него, но посильные задачи, которые “неизвестно-как-решать”. Ресурсы уча-
щегося экономятся за счет применения компьютера для выполнения рутинных арифметических
действий, учеником уже открытых и понятых. В работе подробно представлена реализация данного
подхода, иллюстрируемая реальными примерами заданий, представительными для рассматривае-
мой программы и подхода в целом.

Ключевые слова: математическое образование, исследовательское обучение, начальная школа,
арифметика, математическое моделирование в школе, неожиданные задачи, VUCA-мир
DOI: 10.31857/S2686954323700170, EDN: OTLVWG

1. ВВЕДЕНИЕ

В конце XIX – первой трети XX веков были вы-
строены основы современного математического
языка [1; 2, введение; 3, глава 4]. Во второй поло-
вине XX века этот язык – система понятий, их
смыслов и применений – стал основой для по-
строения цифровых технологий и всей цифровой
цивилизации. Были предприняты попытки ис-
пользовать этот язык и как основу для математи-
ческого образования, и как части общечеловече-

ской культуры. Эти попытки дали лишь частич-
ные результаты и встретили оппозицию с разных
сторон [4].

В середине 1980-х гг. несколько представите-
лей российской математической школы во главе с
академиком Андреем Петровичем Ершовым ре-
шили начать выстраивать основы современного
математического образования “с другого конца” –
со стороны информатики (computer science) и
старшей школы. СССР стал первой страной в ми-
ре, где такая попытка получила успешную массо-
вую реализацию, охватившую все школы страны
[5–8].

Параллельно была начата работа по построе-
нию математических оснований всей школьной
математики, соответствующих задачам и возмож-
ностям современной математики и цифрового
мира. Эта работа продолжается нами и сейчас,
она отразилась в практике десятков школ, в изда-
нии официально признанных школьных учебни-
ков [9, 10], в Федеральных государственных обра-
зовательных стандартах [11].

В настоящей публикации представлена систе-
ма математических понятий, которая последние
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десятилетия применяется в указанном подходе к
школьной математике и информатике.

2. ГРАМОТНОСТЬ СЕГОДНЯ
Современный человек во все большей степени

должен постоянно осуществлять осознанный вы-
бор, самостоятельно добывать информацию и ве-
сти исследование обстановки. Это относится
практически ко всем видам деятельности и ситуа-
циям, начиная от домашнего хозяйства и завер-
шая тонкими технологическими процессами.
И сегодня умение ориентироваться в неожидан-
ной ситуации, решать непредвиденные задачи
оказывается намного важнее, чем “четко следо-
вать инструкции”, “выполнять, не рассуждая и не
обсуждая”. Это связано с двумя в равной степени
важными и взаимосвязанными обстоятельствами:

● Уровень развития технологий сегодня позво-
ляет поручить машине – цифровым технологиям –
практически любую деятельность по заранее из-
вестным правилам и алгоритмам.

● Потребности общества, технологии, зависи-
мость всего от решений и поведения отдельного
человека, постоянная турбулентность – VUCA
[12] – в большой степени влияют на поведение
человека и принятие им решений.

При этом закономерными и повсеместно реа-
лизуемыми сценариями школьного образова-
тельного процесса, да и всей жизни школы явля-
ется как раз противоположное: школа все еще на-
строена на репродуктивные, исполнительские
модели деятельности. Школа XXI века по-преж-
нему придерживается приоритетов XIX века.

Начальная школа веками учит ребенка “чи-
тать, писать и считать”. Все эти умения и в ком-
пьютерную эпоху считаются столпами грамотно-
сти. Однако некоторые элементы этих умений се-
годня совершенно теряют смысл. В большинстве
же случаев эти традиционные умения радикально
трансформируются, если посмотреть на них с
точки зрения современного работника и работо-
дателя, или просто человека как развивающейся
личности. Вот как выглядит сегодня результат
этой трансформации:

● Читать. Большая часть письменных источ-
ников сегодня уже доступна в звуковой форме.
Иногда видео-аудио инструкция является пред-
почтительнее письменной, как, например, кули-
нарный рецепт или инструкция по выполнению
каких-то действий на рабочем месте. Ключевой
становится функциональная коммуникативная
грамотность: способность понять другого и спо-
собность применить и/или передать другому свое
понимание; представление информации, в том
числе – не текстовое, это вопрос прагматики.

● Писать. Письмо на клавиатуре всюду, кроме
школы, вытеснило письмо ручкой на бумаге, сам

процесс написания текста и создания содержания
сообщения также изменился. Короткие мгновен-
ные сообщения – устные и письменные – транс-
формировали коммуникативную культуру. Авто-
матическое преобразование устного текста в
письменный используется все более широко. При
этом, видимо, работа с письменным текстом, его
редактирование, в течение ближайших лет будет
иметь смысл.

● Считать. Потребность подсчета руками или
глазами количества предметов (в старинной тер-
минологии – “счисление”) осталась, но потреб-
ность в письменном выполнении арифметиче-
ских операций (например, столбиком на бумаге)
исчезла, она передана компьютеру.

3. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ГРАМОТНОСТЬ 
СЕГОДНЯ

В области математики начальная школа сего-
дня пытается научить всех учащихся следующему:

● Точно и быстро выполнять арифметические
операции – тем самым поручить детям выпол-
нять работу арифмометра или калькулятора.

● Распознавать в тексте задачи систему отно-
шений между числовыми переменными. Как пра-
вило, отношения относятся к небольшому числу
ситуаций, обозначаемых словесными конструк-
циями: “вместе”, “навстречу друг другу”, “выте-
кает из трубы”, “против течения”, “на равные ча-
сти”, “на следующий день”. После того, как нуж-
ная система отношений выстроена – выстраивать
последовательность (линейный алгоритм) вычис-
лений нужных величин либо арифметическим
способом, либо составлением системы алгебраи-
ческих уравнений, решаемой по стандартному
алгоритму. В XXI веке это может делать и с успе-
хом делает искусственный интеллект.

Заметим, что в названии образовательной об-
ласти начального образования слово “Арифмети-
ка” давно сменилось словом “Математика”, а в
стандартах 2010 г. в нашей стране она уже законо-
мерно стала интегрированной областью “Мате-
матика и информатика”. Но на содержании курса
все эти изменения отразились несущественно.

При этом именно математика открывает прак-
тически неограниченные возможности формиро-
вания у детей способности решать задачи, кото-
рые “неизвестно-как-решать”. Важность этого
умения относится не только к математике: спо-
собность решать новые, не встречавшиеся ранее
человеку задачи, востребована практически во
всех областях знания и технологии. Есть ли воз-
можность изменить существующую ситуацию и
начать формировать указанные способности у
учащихся уже в начальной школе?

В течение трех последних десятилетий коллек-
тивом, к которому относятся авторы настоящей
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статьи, ведется разработка курсов “Информати-
ка” и “Математика и информатика” для началь-
ной школы, в которых сохранены цели традици-
онной арифметики, но снижен приоритет “отра-
ботки механических навыков”, в частности, для
вычислений разрешено использовать калькуля-
тор. За это время курсы использовались в образо-
вательном процессе нескольких сотен школ. При
этом соблюдались следующие принципы:

● Открытие и изобретение математики уча-
щимися. Вместо предъявления готовых правил и
алгоритмов создаются условия, где у учеников
формируется и реализуется потребность само-
стоятельно открыть и сформулировать эти пра-
вила и алгоритмы под руководством и с помо-
щью учителя.

● Современные базовые объекты. Класс базовых
объектов, которые учащийся использует в учеб-
ной деятельности, расширен – включены основ-
ные элементарные объекты современной матема-
тики и информатики. Эти объекты, как и числа,
представлены в наглядной форме, что позволяет с
самого начала охватить всех учащихся независи-
мо от уровня их начальной подготовки и поддер-
живать их включенность в образовательный про-
цесс.

● Снижение приоритетности и затрат (моти-
вационных и временных) на отработку вычисли-
тельных навыков. Ученикам предоставляется воз-
можность совершенствоваться в вычислениях и
одновременно обеспечивается возможность ис-
пользовать для вычислений технологические ин-
струменты.

● Новизна. Указанные выше факторы открыли
возможности для реализации важнейшего прин-
ципа новизны: высокой степени новизны и неожи-
данности для учащегося предлагаемых ему задач.
Задачи при этом вполне посильны большинству
учащихся для самостоятельного решения или ре-
шения с обсуждением с учителем.

● Связь с повседневной жизнью учащегося и ре-
альным миром.

● Обратная связь. Наглядность объектов и опе-
раций над ними дает возможность ученику само-
стоятельно или с помощью учителя находить
свои ошибки. При использовании объектов в
цифровой среде возможности для обратной связи
еще выше.

● Систематичность. Все упомянутые принци-
пы реализуются в рамках системы результатов, в
том числе, предусматриваемой стандартами.

Поясним более детально указанные принципы
на примерах.

Открытие и изобретение математики учащими-
ся. Важнейшие элементы арифметики могут быть
самостоятельно построены учащимся на уроках
математики. Скажем, десятичная система счис-

ления может быть изобретена ребенком как спо-
соб пересчитать любое количество предметов в
банке (например – спичек или фасолин), если в
его распоряжении только десять цифр. Таблицы
сложения и умножения могут быть построены пу-
тем подсчета клеток в полосках и прямоугольни-
ках.

Мы поощряем самостоятельность учащихся
даже в решении частных арифметических задач.
Устный счет представляется не соревнованием в
скорости, а развитием навыков подтверждения,
обеспечения верности полученного результата.
Так, результат 7 + 8 = 15 можно проверить разны-
ми способами: сложить две семерки и дополнить
одну из них до 8, разложить каждое слагаемое в
сумму 5 и какого-то еще числа, дополнить одно из
слагаемых до 10 и т.п. Проверка, подтверждение
результата вычисления путем подсчета другими
способами также является примером жизненной
стратегии. Мы, с одной стороны, учим детей аб-
солютности истины в математике, но, с другой
стороны, обращаем их внимание на то, что чело-
век может ошибиться, предполагая, что он эту ис-
тину открыл. Учитель раз за разом спрашивает де-
тей “Как ты считал(а)?” и помогает детям форму-
лировать изобретенные ими приемы вычисления
на грамотном математическом языке, понятном
его одноклассникам. Прием может даже получить
имя своего создателя: “Ванин способ сложения” –
это особенно важно, если изобретший его ребе-
нок не является самым сильным математиком в
классе.

Важно также использование обратной связи –
реакции внешнего мира и других людей на твои
действия, в том числе, вычисления. Умение ис-
пользовать эту реакцию, найти у себя ошибку и
попытаться ее исправить сегодня важнее, чем за-
ведомая безошибочность. Подробнее об этом
пойдет речь далее.

Современные базовые объекты. Детально мы
рассмотрим их в основной части статьи. Сейчас
лишь заметим, что это – основные объекты мате-
матики и информатики, при этом:

● они служат основой для всей математики;
● объекты математики бесконечного строятся

из конечных объектов: свойства и рассуждения о
бесконечных объектах основываются на свой-
ствах конечных объектов и рассуждениях о них
(конечно, этот “наивный конструктивизм” –
лишь начало…).

Для вхождения в мир математики мы ставим
перед детьми задачи построения дискретных
(комбинаторных) объектов, удовлетворяющих
заданным условиям. Условия эти могут быть ло-
гической (прежде всего – кванторной) комбина-
цией других, простейших, условий.

Реальный мир и обратная связь. Условие задачи
может быть нарративом, историей о реальном,
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или “реальном” мире (как в “текстовых задачах”
традиционного курса математики). Такая исто-
рия может быть оформлена литературно как не-
большой рассказ, или может быть просто взят
подходящий фрагмент детской книги. Текст мо-
жет содержать описание ситуации, с которой ре-
бенок сталкивается в магазине, в кафе или на вок-
зале. Конечно, условие задачи может быть также
просто техническим абстрактным описанием, но
это обычно не так интересно для детей. Важной
частью реального мира являются и явления есте-
ственных и математических языков, школьные
расписания и индивидуальные планы.

Частью решения задачи является моделирова-
ние – построение математической модели, отож-
дествление объектов, процессов и отношений, о
которых идет речь в задаче, с математическими
объектами, процессами и отношениями. Среди
отношений и свойств могут быть числовые, о ко-
торых можно себе представить, что они могут
быть измерены или сосчитаны, могут быть и ло-
гические (например, на автобусе нужно ехать до
того момента, как появится возможность сесть на
поезд, или необходимо понять, хватит ли денег на
покупку).

К описанным задачам относятся, например,
построение диаграммы роста (высоты) учеников
в классе и ее изменение за год; подсчет количе-
ства домашних питомцев разного вида у учени-
ков; распределение суммы очков, выпавших на
трех костях; составление бюджета вечеринки для
одноклассников; планирование расписания экс-
курсии в соседний город; составление сметы для
закупки школьного компьютерного класса.

Числа, отношения, зависимости между ними
остаются важнейшим элементом математическо-
го взгляда на мир. При этом происходит ради-
кальное изменение приоритетов. В традицион-
ной школе для массового ученика этап моделиро-
вания не был центральным, модель всегда
создавалась по стандартным шаблонам: “путь
есть скорость на время”, “расстояния для пеше-
ходов надо сложить”. Ученику только надо было
уметь распознавать, какой шаблон выбрать из не-
большого количества стандартных шаблонов. В
крайнем случае модель построит “начальство”
(учитель), а тебе нужно только решить уравнение,
точно все вычислить. В школе XXI века этап вы-
числений может быть целиком передан компью-
теру, а основная образовательная нагрузка пере-
местится именно на стадию моделирования [13,
14]. Разнообразие моделируемых ситуаций при
этом может быть существенно увеличено, в том
числе и за пределы тех ситуаций, которые обычно
рассматривались в школьном курсе физики.

Построение, использование и обсуждение
структур дискретной математики и их свойств да-
ют возможность учащимся строить модели в со-

циально-гуманитарных областях. Отношения на
цепочках (конечных последовательностях) дают
ученику и учителю четкую систему понятий, фак-
тически постоянно используемую в лингвистиче-
ских и, например, исторических курсах. Разнооб-
разные циклы возникают в курсе “окружающий
мир”: времена года, фазы Луны, недельный цикл.
Древесные структуры (конечные графы) исполь-
зуются в биологии для классификации, в том же
“окружающем мире” и в курсе истории для по-
строения генеалогических деревьев, в том числе
семейных деревьев самих учеников. В самой же
информатике, в программировании цепочки
описывают программный код и ход конкретного
вычисления, мешки – возможные выборы.

Наконец, обратим внимание, что наряду с ма-
тематическими моделями реальности в курсе по-
стоянно используются реальные представления
математических объектов. Более того, эти пред-
ставления и являются объектами математической
деятельности ученика. Написанная на бумаге це-
почка цифр и есть (натуральное) число.

Обратная связь. Исключительно важно не за-
канчивать решение задачи на получении число-
вого ответа – такая работа подобна движению ро-
бота, который не имеет обратной связи с реально-
стью при выполнении алгоритма. Полученный в
процессе моделирования результат необходимо
проверить на математическое и жизненное прав-
доподобие – сопоставить с конкретной реально-
стью. Соотнесение получаемых результатов с
условием задачи, с реальностью и контекстом,
умение усомниться в своих вычислениях и рас-
суждениях образуют комплекс умений, важных
не только для математики. Соображения о поряд-
ке величины (может ли количество учеников в
школе быть восьмизначным числом), о целочис-
ленности (классические “два с половиной земле-
копа”) и о делимости (если по условию все дети
класса стояли парами, их должно быть четное
число) обеспечивают ученику ту самую обратную
связь, которая помогает скорректировать невер-
ные рассуждения в ходе решения задачи, найти
свою ошибку. Это позволяет повысить безоши-
бочность решений более адекватным современ-
ному миру способом, чем традиционная “отрабо-
танность алгоритмов вычислений” без обратной
связи. Учитель помогает ученикам изобретать и
следовать различным стратегиям, которые помо-
гают им находить ошибки и несоответствия и в
математическом контексте, и в более широком
круге задач.

Новизна. Как показывает практика работы ма-
тематических классов в СССР и в России, новиз-
на и посильная трудность задач являются важ-
нейшим мотивирующим фактором для самых
разных детей [15].
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Следуя П.Я. Гальперину [16] в его интерпрета-
ции исследования Вольфганга Кёлера когнитив-
ного поведения животных [17], мы отмечаем сле-
дующие характерные особенности самостоятельно
изобретенного решения в сравнении с решением
задачи по заранее известному алгоритму:

● гибкость – найденное решение легко пере-
носится в другие, чем-то похожие, ситуации: обе-
зьяна, догадавшись сама использовать палку,
чтобы достать банан, и далее, при решении дру-
гих задач пробует использовать палку;

● обобщаемость и модифицируемость – П.Я. Галь-
перин приводит пример, когда обезьяна в очеред-
ной раз за отсутствием палки использует одеяло,
скатав из него валик; другая же обезьяна, которая
не изобрела перед этим использование палки, а
подсмотрела это у других, не догадывается ис-
пользовать одеяло таким образом;

● эмоциональная значимость – человек гордит-
ся своим изобретением, самостоятельно найден-
ным решением, помнит о нем, получает удоволь-
ствие от процесса решения в дальнейшем. Тот
факт, что опыт самостоятельного открытия сти-
мулирует поисковую активность в дальнейшем,
отмечается и другими исследователями, напри-
мер, [18].

Одним из подтверждений важности (Proof of
Concept) “педагогики неожиданных задач” слу-
жит для нас олимпиада Кенгуру [19, 20] – конкурс
для учеников 1–11 классов, который проводится
в России с 1994 г. Учащимся предлагается
30 задач разной сложности, не похожих на обыч-
ные школьные задачи, которые они решали в
школе до этого. Необычность задач часто дает
возможность и неуспешному в школьной матема-
тике ребенку получить высокий результат в олим-
пиаде. Это привлекает детей, их родителей и учи-
телей, поэтому количество участников олимпиа-
ды растет год от года – в 2022 г. в конкурсе
приняло участие почти 350 тысяч учеников из
72 регионов России. В международном конкурсе
Кенгуру ежегодно принимает участие больше
6 млн. школьников [21].

Систематичность. Наглядные объекты дис-
кретной математики, суждения о них и действия с
ними образуют фундамент математики и инфор-
матики и, соответственно, основу нашего курса
для начальной школы. Практически все введен-
ные понятия, структуры и операции получают
развитие в курсе основной школы, используются
и в дальнейшем, в том числе в профессиональной
деятельности человека XXI века – подобно тому,
как в XIX веке профессионалами использовались
числа и десятичные дроби.

Помимо этого, мы формируем:
● систему рассуждений, обобщающих отдель-

ные примеры;

● “большие идеи” как ориентацию в мире, в
том числе – общие методы решения задач.

Концепция большой идеи (Big Idea) возникла в
естественно-научном образовании как оппози-
ция к “горé фактов” [22]. Большая идея – это ори-
ентационная часть представления человека о ми-
ре, без которой представление в целом, поведе-
ние в мире становятся другими. Большая часть
“навыков XXI века” является более древней и при-
сущей образованному человеку системой, чем
остальная часть результатов образования XX века.
К таким навыкам относится само умение учиться,
понимать другого человека, ставить цели и ана-
лизировать неудачи и т.п. Ориентация в мире ме-
няется быстрее и особенно быстро – сейчас. Все
более необходимыми для ориентации становятся
большие идеи цифровой грамотности [23, 24].
Способность использовать ориентацию вместе с
формирующейся в математике и информатике
способностью решать совершенно новые задачи,
составляют основу пре-адаптивности [25].

Общий метод, большую идею невозможно
“выучить”, можно лишь накапливать ситуации,
где они применяются. При этом ученик, который
освоил общий метод в применении к некоторому
классу ситуаций, начинает “видеть” решение для
очередной ситуации, которая оказывается для не-
го не новой. Тогда желательно опять перейти к
новому материалу. Однако, если решение похо-
жих задач, демонстрация мастерства в таком ре-
шении остается фактором положительной моти-
вации, такими задачами можно эту мотивацию
подпитывать.

В следующих разделах статьи параллельно с
введением основных математических структур
начальной школы (почти все они появляются уже
в первом классе) мы даем примеры начальных
упражнений и задач. Эти примеры направлены, в
частности, на иллюстрацию тезиса о сочетании
постоянной новизны с систематичностью и боль-
шими идеями. Примеры взяты из двух линеек:
курса “Математика и информатика 1–4” [26],
рассчитанного на 4 или даже 5 ч в неделю и курса
“Информатика” [9], рассчитанного на 1 ч в неде-
лю. Авторский коллектив курса “Математика и
информатика 1–4” – А.Л. Семенов,
М.А. Посицелькая, С.Е. Посицельский, Н.А. Со-
прунова, И.А. Хованская, Т.В. Михайлова,
Т.А. Рудченко. Авторский коллектив курса “Ин-
форматика 1–4” – А.Л. Семенов, Т.А. Рудченко.
Оба курса создавались внутри одной авторской
концепции и под общим руководством А.Л. Се-
менова, тем не менее, и программы курсов, и объ-
емы курсов различаются, над линейками работа-
ли разные авторские коллективы, поэтому подхо-
ды и реализации конкретных тем различаются. В
дальнейшем описании мы время от времени ука-
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зываем, к какому именно курсу относятся те или
иные моменты.

4. ОСНОВНЫЕ СТРУКТУРЫ

Еще до школы ребенок сталкивается с упоря-
доченными и неупорядоченными совокупностя-
ми, циклами и таблицами.

Упорядоченной является цепочка событий:
одно событие следует за другим. Слова в речи
идут одно за другим: их можно вычленять в уст-
ной речи, преобразуя ее в письменную – получат-
ся цепочки букв, которые образуют слова, цепоч-
ки слов образуют предложения и т.д.

Список покупок – пример языковой цепочки.
А вот сами покупки, лежащие в тележке, уже не
упорядочены. Среди покупок могут быть два ба-
тона, четыре банана и десяток яиц, три пакета мо-
лока. При этом при покупке мы скорее всего счи-
таем, что все батоны одинаковы, все яйца в упа-
ковке одинаковы, а вот яйцо и батон – это разные
объекты.

Смена дня и ночи, дни недели и времена года в
жизни ребенка образуют длинную периодиче-
скую цепочку и тесно связанный с ней цикл. На-
конец, таблицы в жизни современных детей воз-
никают очень рано как способ структурировать
режим дня, присутствуют в расписаниях поездов
и автобусов, поликлиник и магазинов, с которы-
ми ребенок сталкивается в повседневности. Ча-
сто таблицы возникают в тех или иных мобиль-
ных и компьютерных приложениях для дошколь-
ников.

Мы в наших курсах математики и информати-
ки для начальной школы определяем все эти
структуры на визуальных примерах – именно так
ребенок обычно выучивает новые слова. При
этом мы комментируем примеры, например: “в
цепочке обязательно указывают начало и конец”
или “в цикле нет первого и последнего элемента”.
Это создает плавный переход от бытового мыш-
ления к научному, о котором писал Л.С. Выгот-
ский [27].

Важными объектами являются пустые струк-
туры (пустой мешок, пустая цепочка, пустой
цикл). Существует только одна пустая структура
каждого вида.

Ключевым для нас выступает вопрос об изо-
морфизме или одинаковости структур.

У всех объектов, атомарных и более сложных,
могут быть имена. Именем обычно выступает це-
почка символов – букв русского или латинского
алфавита и цифр.

5. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ (АТОМАРНЫЕ) 
ОБЪЕКТЫ

В школе символами, элементами цепочек,
мешков и циклов могут быть:

● телесные объекты – бусины разных форм и
цветов – из дерева или пластика;

● карточки с рисунками, в частности и с нари-
сованными бусинами;

● разнообразные графические объекты на бу-
маге – на отдельных листах или в тетради;

● разнообразные графические объекты на
экране – в цифровой среде.

Из элементов можно составлять цепочки и
мешки, например, нанизать вырезанные из кар-
тона бусины на шнурок. Реальные объекты и гра-
фические образы на экране легко перемещать рука-
ми или мышкой. Из мешка можно что-то вынимать
и туда класть. Цепочки можно перемещать цели-
ком. В цепочку на шнурке можно что-то добав-
лять или убавлять только в начале или в конце –
на концах шнурка. С цепочкой карточек, выло-
женных в ряд на столе, можно обходиться более
свободно, например, можно договориться, что
карточки в цепочке можно менять местами, как
угодно; это означает, что мы имеем дело не с це-
почкой, а с мешком карточек. Такие же догово-
ренности можно применять и к элементам в циф-
ровой среде.

Элементами, с которыми работают дети при
решении большинства задач курса, являются бу-
сины, монеты, фигурки (картинки), цифры и
символы различных алфавитов, знаки дорожного
движения и пр. Будем называть их атомарными
объектами.

Бусины бывают восьми цветов (цвета радуги и
черный) и трех форм: треугольные, круглые и
квадратные. Две бусины являются одинаковыми,
если у них совпадают цвет и форма. По размеру
бусины не различаются (см. рис. 1).

Две монеты являются одинаковыми, если у
них совпадает номинал. Иногда монеты изобра-
жаются реалистично, картинкой, а иногда схема-
тично – как кружок с числом внутри.

Рис. 1. Бусины, используемые в курсе.
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Фигурки могут быть разными, их список не
ограничен. В курсе “Математика и информати-
ка” фигурки считаются одинаковыми, если суще-
ствует движение плоскости, переводящее одну фи-
гурку в другую. Ученик может приклеивать фигурки
в мешок не только вертикально (см. рис. 2).

В курсе “Информатика” определение одина-
ковости для фигурок более узкое, но при этом и
более универсальное: одинаковыми считаются
только те фигурки, которые можно получить одну
из другой параллельным переносом – в таком
случае, скажем, для дорожных знаков не придется
вводить новое определение одинаковости и для
букв и цифр можно остаться на уровне этого
определения, не вдаваясь в нюансы, сложные для
первоклассников. В рамках такого определения
на рис. 3 даны пары разных фигурок.

Кроме того, атомарными объектами являются
символы: цифры, буквы, знаки препинания и да-
же иероглифы.

6. СВОЙСТВА, ОТНОШЕНИЯ, 
ВЫСКАЗЫВАНИЯ (УТВЕРЖДЕНИЯ), 

ДЕЙСТВИЯ

Мы считаем, что учителю, который работает с
курсом в классе, полезно иметь в своем распоря-

жении сформированную систему понятий, кото-
рой он может пользоваться в своем внутреннем
языке для описания ситуаций и процессов в ре-
шении задач – в частности и для того, чтобы ис-
пользовать эти понятия при обсуждении с ребен-
ком полученного им решения. Учащиеся могут
постигать смысл этих понятий постепенно, на
примерах.

Одновременно в работе и ученика, и учителя
используются ключевые понятия, которые вводят-
ся в учебнике последовательно и явно, и тоже на
примерах. Мы исходим из того, что понимание
того, о чем идет речь, возникает у ребенка быстро
и в дальнейшем просто подкрепляется и расши-
ряется при решении задач.

К ключевым понятиям относится, например,
понятие о цвете бусины – одном из восьми. Об-
щее же понятие о свойствах бусины, которыми
бусина может обладать или не обладать, относит-
ся к внутреннему языку учителя.

Ключевым является отношение непосред-
ственного следования между бусинами в цепочке:
“эта желтая бусина следует за этой синей” – это
мы показываем ученикам на примерах из листов
определений учебника. Отношение усваивается
при решении задач этого и следующих уроков.

Учащийся выполняет конкретные действия с
объектами, например, соединяет одинаковые фи-
гурки зеленой линией. Общее представление о
действии, понятное учителю, постепенно форми-
руется и у учащегося.

Общее понятие высказывания (утверждения),
которое может быть истинным или ложным для
некоторой системы объектов – это поначалу эле-
мент внутреннего языка учителя. Понимание то-
го, что все высказывания из условия задачи вы-
полнены для данной цепочки – элемент работы

Рис. 2. Определение одинаковости для фигурок в кур-
се “Математик и информатика”. Здесь все фигурки
считаются одинаковыми.

Рис. 3. Определение одинаковости фигурок в курсе “Информатика”. Фигурки в этих парах считаются разными.

Рис. 4. Пример высказывания, которое может быть истинным или ложным.

“Эти две цепочки одинаковы: ”.
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учащегося. В некотором месте курса мы даем уже
подготовленным ученикам понятия истинности
и ложности утверждения и используем их при вы-
делении в условии задачи отдельных высказыва-
ния – выписывая их каждое по отдельности и в

условии явно формулировать требование о том,
что все указанные утверждения должны принимать
указанные значения (в большинстве своем истин-
ные, но в некоторых задачах – и ложные тоже).

Пример высказывания, которое может быть
истинным или ложным, показан на рис. 4.

В учебной ситуации ребенок обычно может
сам быстро и надежно проверить, подходит ли со-
зданный им объект под условия задачи. Свойства
объектов мы, как правило, формулируем в виде
набора утверждений. Эти утверждения могут
включать в себя слова, связанные со структурой
объекта и одинаковостью его элементов. Исполь-
зуются такие обороты, как:

● есть три разные бусины,
● нет трех одинаковых подряд,
● за каждой синей следует либо красная, либо

снова синяя,
● перед треугольной бусиной идет красная.
Чтобы проверить выполнение всех условий,

нужно против каждого утверждения поставить
его значение. Если все значения окажутся истин-
ными, задание выполнено верно.

Особенное внимание авторы уделяют квантор-
ным словам – “все”, “каждый”, “найдется”, “су-
ществует” и другим, смысл которых соответству-
ет кванторам, используемым в математике: ∀, ∃.
На рис. 5 даны несколько примеров их использо-
вания.

Возможно использование квантора по под-
множеству, заданному свойством (см. рис. 6).

В случае, если объектов немного, утверждение
с квантором легко проверить (см. рис. 7).

Если ложное утверждение касается объектов
из некоторого класса, к нему можно привести
контрпример (см. рис. 8).

Рис. 5. Пример использования кванторов в задаче.

Рис. 6. Пример использования кванторов в задаче.

Рис. 7. Пример использования кванторов в задаче.

Рис. 8. Контрпримеры к ложным утверждениям.
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Рис. 9. Примеры истинных утверждений с кванторами.

Рис. 10. Появление цепочки бусин – процесс нани-
зывания на нитку.

В русском языке не используются артикли, но
есть достаточно много умолчаний, которые на
математическом языке выражаются формулами с
кванторами. Много внимания в нашем курсе уде-
лено экспликации подобных умолчаний и обсуж-
дению их с детьми. На рис. 9 приведены примеры
истинных утверждений о мешках.

7. ЦЕПОЧКИ (ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ)
Примерами цепочек в окружающей жизни яв-

ляются, например, последовательность событий
и их запись – последовательность звуков устной
речи и их письменная фиксация, последователь-
ность ходов в игре и запись партии игры.

Цепочка, с одной стороны, является записью,
моделью последовательности выборов. С другой
стороны, создание, рисование цепочки – есть ре-
зультат выборов очередного ее символа из мешка
символов. Цепочка возникает при нанизывании
объектов на нить; мы стараемся, чтобы дети хотя
бы раз проделали это руками с телесными бусина-
ми (см. рис. 10).

Символически цепочка показана на рис. 11.

У цепочки есть начало, которое отмечается пе-
рекладинкой, и конец, который отмечается стре-
лочкой; для каждого объекта, кроме последнего,
известен следующий за ним (см. рис. 12);

Рис. 11. Пример цепочки бусин.

Рис. 12. Определение следующего элемента в цепочке.
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для каждого объекта, кроме первого, известен
предыдущий перед ним (см. рис. 13).

Кому-то могут не понравиться смысловые по-
вторы в словосочетании “предыдущий перед”, но
мы перепробовали разные варианты и пришли к
тому, что это наименьшее из зол.

Пустая цепочка – это просто веревка, на ней
нет бусин, но отмечены начало и конец.

Две цепочки одинаковы, если совпадают
почленно – первая бусина в одной цепочке такая
же, как первая бусина в другой, вторая – такая же,
как вторая в другой, и так далее; количество бу-
син в цепочках также должно быть одинаковым
(см. рис. 14).

Все пустые цепочки одинаковы.

8. МЕШКИ (СОВОКУПНОСТИ)
Мешки – очень естественные математические

объекты, по крайней мере, для конечной матема-
тики. С точки зрения работы с физическими объ-
ектами, мешки более естественны, чем множе-
ства. Одно из математических названий для меш-
ка – это мультимножество, т.е. множество, в
которое каждый элемент входит с той или иной
кратностью. Чтобы продемонстрировать детям

мешок, нужно взять в руки прозрачный полиэти-
леновый пакет и положить в него какие-либо
предметы. Если мешок потрясти, объекты внутри
него переместятся, поэтому про мешок мы знаем
лишь, что там лежит, никакого порядка на эле-
ментах мешка не предусмотрено.

Иногда мешки и вправду похожи на мешки, а
иногда больше напоминают коробки. Иногда ме-
шок принимает форму кошелька, а иногда это
просто контур, нарисованный вокруг фигурок
(см. рис. 15).

Мешки называются одинаковыми, если между
ними можно установить взаимно-однозначное
соответствие, при котором в пары объединены
одинаковые объекты. Дети реализуют такие соот-
ветствия, соединяя пары одинаковых фигурок
линиями. Установить одинаковость мешков
сложнее, чем одинаковость цепочек – непонят-
но, с чего начать соединение в пары, легче запу-
таться (см. рис. 16).

Если в мешке лежат бусины, удобно сравнить
количество бусин каждого вида. Для этого можно
использовать так называемую таблицу мешка (см.
рис. 17). В такой (одномерной) таблице в верхней
строке – “шапке” – представлены все виды бу-
син, имеющиеся в мешке.

Рис. 13. Определение предыдущего элемента в цепочке.

Рис. 14. Определение разных цепочек – пример.
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Конечно, в курсе есть много разнообразных
задач, использующих одинаковость мешков – по-
мимо прямого сравнения двух мешков, предлага-
ется найти два одинаковых среди большого коли-
чества мешков, найти все пары одинаковых, по-
строить два одинаковых мешка (телесных или
нарисовать), достроить мешки так, чтобы они
стали одинаковым и пр. В качестве сложной ли-
нейки задач предлагаются задачи, в которых тре-
буется изменить ровно один объект в одном меш-
ке так, чтобы на картинке появились два одина-
ковых мешка (см. рис. 18).

Самой естественной операцией над мешками
является сумма (обобщение суммы натуральных

чисел): “сложить” два мешка – это действительно
сложить их содержимое в один. Две других важ-
ных операции над мешками – это объединение
(максимум) и пересечение (минимум). Конечно,
мешки с этими операциями образуют решетку.
Также ясно, что эти операции естественно при-
менять не только к двум мешкам, но к произволь-
ному мешку мешков.

Только что описанные операции над мешками
показывают, что в мешках могут лежать не только
атомарные объекты, но и структуры – мешки, це-
почки, слова (цепочки букв). Работа с мешком
слов дает возможность точно сформулировать
стандартное задание из курса русского языка

Рис. 15. Определение одинаковых мешков.

Рис. 16. Сравнение мешков, пример.

Рис. 17. Пример таблицы мешка.
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“вставь пропущенные буквы” Возможная точная
формулировка такая: “напиши в каждом окне од-
ну букву так, чтобы получилось слово из слова-
ря”. При этом, конечно, должно быть понятно, о
каком словаре идет речь. Словарь может быть
стандартным школьным, бумажным или элек-
тронным, словарем, создаваемым самим уча-
щимся, или имеющимся в самой задаче или в
конце учебника и т.п.

В нашем контексте возникают сложные и со-
держательные задачи на установление соответ-
ствия между двумя мешками цепочек, которые
нужно сделать одинаковыми (см. рис. 19).

Эта задача хороша тем, что допускает простей-
шие ходы рассуждения и разделения на подзада-
чи. Например, для начала можно заметить, что в
мешке только одно слово из четырех букв и разо-
браться со словами из трех букв; слов, начинаю-
щихся на букву р, в мешке только два и т.д. Этими
соображениями можно делиться с товарищами,
осваивая при этом математическую речь, увели-
чивая запас эвристических приемов.

Заметим, что в таких задачах мы не предпола-
гаем, что дети знают значения используемых
слов. Задача – формальная, требующая только
использования математического определения.
При этом совсем не плохо, если кто-то из учени-
ков заинтересуется каким-то словом и посмотрит
его значение в словаре сам или с помощью учите-
ля. В методических комментариях мы часто напо-
минаем о такой возможности. Кроме того, в курсе

есть отдельный цикл задач, для решения которых
ребенку необходимо найти указанные слова в
толковом словаре и понять их значение, чтобы за-
тем оценить истинность высказывания, данного в
задаче. Пример задачи приведен на рис. 20.

В мешке, конечно, могут лежать числа (цепоч-
ки цифр). Все числа, лежащие в мешке, можно
сложить или перемножить. При этом коммута-
тивность и ассоциативность этих операций за-
кладываются непосредственно в определение –
числа, лежащие в мешке, точно не упорядочены.
С другой стороны, эти свойства получают содер-
жательную интерпретацию. Например, можно
попросить детей найти сумму мешка из четырех
троек и мешка из трех четверок и обсудить, поче-
му эти суммы равны. Здесь необходим переход к
другому определению умножения – через пло-
щадь соответствующего прямоугольника (см.
рис. 21).

В современном мире задача сложения не-
скольких чисел встречается даже чаще, чем задача
сложения пары чисел – покупки в магазине, зар-
платы, количество посетителей редко встречают-
ся парами, скорее складываются большие масси-
вы таких данных. Встречаются и задачи, когда
нужно сравнить суммы без необходимости их вы-
числения. Работа с мешками чисел позволяет нам
легко формулировать такие задачи в курсе (см.
рис. 22).

Подобные задачи также дают простор для рас-
суждений. Например, можно вычеркивать одина-

Рис. 18. Пример сложной задачи об одинаковых мешках.

Раскрась в одном мешке фигурку так,
чтобы получились два одинаковых мешка.

Проверь свое решение – соедини два одинаковых мешка. 

Рис. 19. Пример задачи об одинаковых мешках слов.
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Рис. 20. Пример задачи, которой нужно использовать толковый словарь.

ковые числа в мешках – это действие влияет на
сумму каждого из мешков, но не влияет на разни-
цу этих сумм. Оставшиеся числа также можно не
складывать, а сравнивать: если одно число из пер-
вой суммы больше на 9, а другое меньше на 1, зна-
чит, первая сумма больше на 8. Можно, вычерки-
вая в двух мешках близкие по величине числа,
ставить разность этих чисел рядом с мешком, в

котором лежало большее. Конечно, вычеркива-
ние чисел (стирание, вынимание чисел из мешка
и т.п.) проще делать в цифровой среде, чем на бу-
маге.

Язык мешков позволяет легко формулировать
переборные арифметические задачи, в которых
неважен порядок слагаемых. Так, например,

Рис. 21. Прямоугольники на сетке.

Рис. 22. Задача о мешках чисел.
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можно познакомить детей с гипотезой Варинга и
теоремой Лагранжа (см. рис. 23).

Конечно, очень важное и необходимое приме-
нение числовых мешков – это моделирование
разложения чисел на множители. Можно переби-
рать все разложения или задавать те или иные
ограничения на сомножители, пример приведен
на рис. 24.

И, конечно, естественно сопоставить число с
мешком, где все числа простые, а произведение
мешка равно данному числу – это мешок разло-
жения числа на простые множители. Тогда про-
изведению чисел будет соответствовать операция
суммы двух таких мешков, а НОД и НОК будут
получаться как минимум и максимум (объедине-
ние и пересечение) двух таких мешков.

9. ТАБЛИЦЫ

Поучительно обратить внимание на место таб-
лиц в традиционной школе. С одной стороны,
они там очевидно используются – это таблицы
сложения и умножения, разнообразные таблицы
в курсах русского и иностранного языка, в стар-
ших классах используется великое достижение
человечества – таблица Менделеева. Школьное
расписание, школьный дневник и журнал – это
таблицы.

Однако несмотря на постоянное использова-
ние таблиц, их “не проходят” в школе как само-
стоятельный математический объект. Таблица
оказывается чем-то вроде тетради, которую не
имеет смысла “проходить” в математике. Причи-
на, видимо, в том, что таблица как-то не умещает-
ся в строгую последовательность постижения
арифметики. Но при этом школа исходит из того,
что ученики откуда-то про таблицу знают, умеют
ею пользоваться.

Таблица состоит из цепочки имен строк (са-
мый левый столбец), цепочки имен столбцов (са-
мая верхняя строка) и клеток. Выражаясь матема-
тически, таблица – это отображение, ставящее в
соответствие паре “имя строки, имя столбца” со-
держимое клетки, стоящей на пересечении этой
строки и этого столбца. Раньше мы упоминали
одномерные таблицы.

К примеру, в таблицу удобно внести все виды
бусин, которые встречаются в курсе (см. рис. 25).

Школьное расписание является таблицей, где
имена строк – это номера уроков, а имена столб-
цов – это дни недели.

На рис. 26 приведен пример задачи на состав-
ление расписания.

Возможны и более приближенные к жизни
условия, например: “…каждый день есть урок
русского языка”, “…есть ровно один урок музыки

Рис. 24. Пример задачи о разложении числа на множители.

Рис. 23. Гипотеза Варинга и теорема Лагранжа в задаче курса.
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в неделю”, “…такие-то уроки идут раньше таких-
то” – подобные требования бывают в СанПиНах.
Могут быть и ограничения, связанные с днями
работы учителя физкультуры или музыки, кото-
рые приходят в школу не каждый день.

Классическое использование таблиц – реше-
ние так называемых логических задач, которых

дано несколько утверждений. Пример приведен
на рис. 27.

Требуется выяснить, какой напиток налит в
какой сосуд. Самый удобный способ структури-
ровать такую информацию – внести ее в таблицу,
пометив разным образом высказывания о жидко-
сти в сосуде, которые являются истинными зна-

Рис. 26. Пример задачи на составление расписания.

Рис. 25. Двумерная таблица мешка бусин.
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ком “+” и зачеркиванием те, которые являются
ложными (см. рис. 28).

Новизна этой задачи для ученика может состо-
ять в том, что он использует помимо явных вы-
сказываний: “что-то в чем-то”, еще и высказыва-
ния с отрицанием, и два высказывания, объеди-
ненных в одно предложение; высказывания о
пространственном расположении, в том числе, с
использованием терминов “рядом”, “между”, хо-
рошо, если у ученика возникнет вопрос, относя-
щийся к линейности расположения сосудов.
Сложностью при решении этой задачи может
оказаться рассмотрение высказывания: “стакан
находится рядом с банкой и сосудом с молоком”.
Эквивалентно ли это высказывание такому: “ста-
кан находится рядом с банкой и рядом с сосудом
с молоком”? А такому: “стакан находится рядом с
банкой и стакан находится рядом с сосудом с мо-
локом”? Почему мы думаем, что стакан не нахо-
дится рядом с собой? В связи с трудностью ис-
пользования союзов “и”, “или” в естественном
языке, в некоторых вариантах нашего курса мы
избегаем союзов и формулируем так: “все выска-
зывания из данного мешка истинны” и “среди
высказываний данного мешка есть истинные”.

Примеры использования таблиц для нахожде-
ния ВСЕХ объектов, удовлетворяющих какой-то
системе условий, см., например, в [28] и [29].

10. ЦИКЛЫ
В цикле у каждого элемента есть предыдущий

и следующий. У цикла нет начала и нет конца.
Направление от предыдущего к следующему ука-
зывается стрелками (см. рис. 29).

Цикл можно разрезать – получится цепочка.
Два цикла одинаковы, если их можно разрезать
так, чтобы получилось две одинаковые цепочки
(см. рис. 30).

В случае циклов даже задача создания двух или
трех одинаковых объектов может быть вполне
сложной и содержательной (см. рис. 31).

Циклы имеют разнообразные математические
приложения: периодические последовательно-
сти, арифметику остатков (см. рис. 32).

Эта задача является одной из вводных в экспе-
риментальную математику. Заполняя таблицу (в
нее можно добавить верхнюю строчку, в которую
мы вписываем сами произведения – их можно
найти с помощью калькулятора), мы видим, что
последняя цифра в произведениях двоек повто-
ряется. Нарисованный цикл подталкивает нас к

Рис. 27. Пример традиционной логической задачи.

Рис. 28. Пример решения традиционной логической задачи с помощью построения таблицы.

Рис. 29. Определение цикла.
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идее доказательства. Учитель может в ходе реше-
ния задачи, или после него, предложить другие
задачи на ту же тему, например, кто-то из учени-
ков отворачивается (закрывает глаза), на доске
написаны два числа, их цифры, кроме последних,
закрываются. Может ли ученик найти послед-

нюю цифру произведения? Почему она будет та-
кой?

Задача становится вполне посильной, если
ученики сами изобрели тот или иной алгоритм
умножения многозначных чисел, например,
древний индийский алгоритм умножения “диа-

Рис. 31. Пример непростой задачи о циклах.

Рис. 30. Определение одинаковых циклов.

Рис. 32. Задача о периодической последовательности.
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гоналями”, но обсуждение этого вопроса увело
бы нас от основной темы данной статьи.

11. ДЕРЕВЬЯ1

Деревья – это конечные ориентированные
графы, где в одну вершину (корень) не идет ребер,

1 Это описание имеет отношение только к курсу “Информа-
тика”. В курсе “Математика и информатика” было решено
ограничиться только двоичными деревьями.

а в любую другую ведет ровно одно ребро. В вер-
шинах дерева могут стоять любые элементы, ко-
торые до этого использовались в курсе для по-
строения цепочек и мешков: бусины, фигурки,
буквы, слова и пр. По аналогии с цепочками на-
чало (корень) дерева, отмечается перекладинкой.
Каждая вершина такого дерева имеет ровно одну
предыдущую (если она не лежит на первом уров-
не дерева) и конечное число следующих. Если
следующих – 0, вершина называется листом. Ли-
стья дерева отмечены выходящими из них стрел-

Рис. 33. Определение дерева на примерах в курсе “Информатика”.

Рис. 34. Задача о построении всех путей дерева.
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ками – так же, как отмечен конец цепочки. Це-
почка тоже является деревом – у которого каждая
не последняя вершина (бусина) имеет ровно одну
следующую.

Путь в дереве – это цепочка, идущая от корня
дерева к листу.

Примеры деревьев, имеющих лингвистиче-
ский смысл, приведены на рис. 33: идя по пути в
дереве, мы читаем осмысленную фразу или слово.

Вопрос об одинаковости деревьев авторы по-
считали слишком сложным и объемным для на-

чальной школы, поэтому в курсе он не обсужда-
ется.

На деревьях определена операция перехода от
дерева к мешку путей, состоящему изо всех цепо-
чек, которые можно прочитать на путях дерева
(см. рис. 34).

С деревьями дети будут встречаться на различ-
ных уроках, пример на рис. 35 – деревья предков
и деревья потомков.

Используются такие деревья и на уроках био-
логии – различные классификации, и построен-
ные на их основе определители.

Рис. 35. Работа с деревом потомков.
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Построение дерева помогает решить задачу о
переборе всех вариантов – для этого строим дере-
во и затем выписываем все его пути, считаем,
сколько разных цепочек получилось (см. рис. 36).

Также полезно построить дерево при исследо-

вании игр с полной информацией и построении

выигрышной стратегии (см. рис. 37).

Рис. 36. Пример задачи о поиске всех вариантов.

K

Рис. 37. Пример ветки из дерева игры крестики-нолики.
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Дерево позволяет исследовать вопрос о воз-
можных позициях Робика после выполнения,
скажем, двух команд (см. рис. 38).

12. ДВОИЧНЫЕ ДЕРЕВЬЯ2

Один из вариантов темы деревья в наших кур-
сах построен на использовании только двоичных
деревьев. Используемая при этом система опре-

2 В курсе “Информатика” рассматриваются не только дво-
ичные, но и любые конечные деревья.

делений несколько отличается от рассмотренной
выше. Двоичное дерево состоит из корня, веток,
развилок и листьев. Пример на рис. 39.

Из корня выходит строго одна ветка. Каждая
ветка ведет в развилку или ведет в лист. Из каж-
дой развилки выходит ровно две ветки – левая и
правая.

Деревья можно по-разному изгибать, при этом
они остаются такими же (пример на рис. 40).

Путь к листу от корня может быть задан после-
довательностью левых и правых выборов во всех

Рис. 38. Пример дерева выполнения команд длиной
в 2 команды.

Рис. 39. Определение двоичного дерева в курсе “Ма-
тематика и информатика”.

Рис. 40. Определение одинаковости двоичных деревьев.
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развилках – цепочкой из букв Л и П. Эту цепочку
мы называем именем соответствующего листа.
Например, если мы из корня идем влево и на вто-
рой развилке снова влево и приходим к листу, то
этому листу мы даем имя ЛЛ (см. рис. 41).

Имея мешок имен всех листьев, можно нари-
совать все дерево. Можно предложить несколь-
ким ученикам построить свои деревья, распола-
гая одним и тем же мешком: могут ли у них полу-
читься разные деревья? Если такое случилось,
предложим детям обменяться рисунками и объ-
яснить друг другу, как они действовали. Для срав-
нения деревьев можно покрасить листы с одина-
ковыми именами в один цвет и т.п. В конце кон-
цов, вероятно, ошибка найдется и выяснится, что
правильное дерево только одно.

Возникает проблема: объяснить, доказать, что
из одного мешка всегда получатся одинаковые
деревья. В попытке разобраться с этой проблемой

можно начать с очень простых мешков, напри-
мер, состоящих из однобуквенных и двухбуквен-
ных имен (см. рис. 42).

Можно попытаться при построении деревьев
применить уже известный детям метод “разделяй
и властвуй”. А именно, разделить мешок на две
части: в одном мешке все имена начинаются с
буквы Л, в другом – с буквы П. Достаточно быст-
ро в обсуждении у кого-то из детей возникает
идея в этих двух мешках у всех имен (цепочек) от-
бросить первую букву. Теперь можно построить
для каждого из этих мешков дерево. Кажется, мы
начинаем понимать, почему из одного мешка у
всех получается одно и то же дерево?

Если дерево имеет сложную форму, не всегда
просто увидеть, где у него левая часть, а где пра-
вая (см. рис. 43).

Рис. 41. Определение мешка путей двоичного дерева.

Рис. 42. Подготовка к понимаю доказательства того, что из одного мешка всегда получатся одинаковые (двоичные) де-
ревья.
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На этой картинке листы левого поддерева рас-
крашены красным, листы правого поддерева –
синим цветом.

Двоичные деревья также имеют глубокое
арифметическое приложение. Дети не всегда по-
нимают смысл заключения выражения в скобки.
Вот пример вычисления:

27 + (45 : 9) =
1) 45 : 9 = 5

2) 27 + 45 = 72
В чем причина ошибки? Ребенок не понимает,

что результат первого действия нужно использо-
вать во втором. Для разрешения этой проблемы
полезно обвести эту пару овалом, дополнив скоб-
ки сверху и снизу:

А затем заменить овал результатом первого
действия и вычислить общий результат.

Двоичные деревья отлично описывают этот
процесс выполнения действий с двумя аргумен-
тами. Для того, чтобы найти значение выраже-
ния, мы “спариваем” числа, входящие в выраже-
ние, в определенном порядке (см. рис. 44).

Перебирая двоичные деревья, мы можем па-
раллельно перебрать все способы расставить скоб-
ки в данном числовом выражении (см. рис. 45).

Рис. 43. Раскраска левой и правой части двоичного
дерева.

Рис. 44. Дерево вычисления арифметического выра-
жения.

Рис. 45. Пример задачи о вычислении значения арифметического выражения при помощи двоичного дерева.
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Эти задания перекликаются с часто встречаю-
щимися в сборниках занимательных задач зада-
ниями расставить скобки в выражении так, чтобы
оно приобрело данное значение (см. рис. 46).

Если раньше дети могли решать такую задачу
лишь по наитию, теперь они, вообще говоря, мо-
гут системно перебрать все расстановки скобок и
доказать возможность или невозможность полу-
чения данного значения выражения.

Наконец, заметим, что бинарность ассоциа-
тивных и коммутативных операций, таких, как
сложение и умножение, не является естественной
необходимостью. В одной скобке (овале) может
находиться несколько слагаемых или сомножите-
лей – в таком случае, конечно, нужно использо-
вать не двоичное дерево (см. рис. 47).

13. ОПЕРАЦИИ С ЦЕПОЧКАМИ 
И МЕШКАМИ

Ссыпание мешков – аналог операции объеди-
нения для множеств. Два мешка можно ссыпать в
один – получится новый мешок (см. рис. 48).

Мешок можно разбить на части (см. рис. 49).
При этом часть может оказаться и пустой (см.

рис. 50).
Введенные таким образом операции над меш-

ками позволяют формулировать большой спектр
понятных детям задач, которые могут выходить и
за рамки собственно курса информатики – это и

работа с числами, и с языковыми структурами
(буквами, словами) (рис. 51).

Операция приписывания (склеивания) цепочек –
важный для начальной школы пример некомму-
тативной (не похожей на сложение и умножение)
операции. Две цепочки можно склеить – полу-
чится новая цепочка. Если порядок цепочек при
склеивании поменять – получится другой резуль-
тат (см. рис. 52).

Если одна из двух цепочек, которые мы склеи-
ваем, – пустая цепочка, в результате склеивания
получится вторая цепочка (см. рис. 53).

Операция склеивания мешков цепочек полезна
при решении комбинаторных и лингвистических
задач (см. рис. 54).

Рис. 46. Традиционная занимательная задача о рас-
становке скобок.

Рис. 47. Пример небинарного дерева вычисления
значения арифметического выражения из курса “Ин-
форматика”.

Рис. 48. Определение операции ссыпания мешков.

Рис. 49. Определение операции разбиения мешка на
части.

Рис. 50. При разбиении мешка некоторые части могут
быть пустыми.

Ю

T C
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Введение (в курсе “Информатика” 3 класса) и
использование операции склеивания мешков це-
почек позволяет объяснить в точных, математи-
ческих терминах и одновременно сделать нагляд-
ными правила курса русского и иностранного

языка, например, относящиеся к словоизмене-
нию и словообразованию (см. рис. 55).

Еще один пример – из морфологии – показан
на рис. 56.

И даже из этимологии (см. рис. 57).

Рис. 51. Задача о разбиении на части мешка чисел.

Рис. 52. Определение операции приписывания (склеивания, конкатенации) цепочек. Некоммутативность.

Рис. 53. Определение операции приписывания (склеивания, конкатенации) цепочек. Склеивание с пустой цепочкой.

Рис. 54. Определение операции приписывания (склеивания, конкатенации) мешков цепочек.
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Рис. 55. Пример задачи о склеивании мешков слов – основы и падежные окончания.

Рис. 56. Пример задачи на склеивание трех мешков – корни, суффиксы и окончания.

Для операции склеивания мешков удобно ис-
пользовать таблицу, приведенную на рис. 58.

14. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 
ОДНИХ СТРУКТУР В ДРУГИЕ

Таблица мешка. В таблице мешка указано,
сколько каких объектов находится в мешке. Таб-
лица может быть одномерной (мы уже упоминали
такие таблицы при определении одинаковости
мешков) или двумерной. Иногда мы добавляем к
таблице:

● еще один столбец справа, в каждой клетке
этого столбца мы суммируем числа из предше-
ствующих клеток строки,

● еще одну строку снизу, в каждой клетке этой
строки мы суммируем числа из стоящих выше
клеток столбца.

В таблице возникает и угловая клетка, добав-
ленная и в строке, и в столбце. В ней тоже получа-
ется сумма. При этом могли бы получиться и две
суммы – из строки и из столбца. Но они – одина-
ковые! Замечательная исследовательская задача
для каждого ученика – почему?
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Рис. 57. Пример задачи на склеивание трех мешков – порождение русских числительных второго десятка.

Мешок однозначно определен своей табли-
цей, если задана цепочка имен строк и столбцов.
Мешки одинаковы тогда и только тогда, когда их
таблицы заполняются одинаково (имеется в виду,
что сами таблицы – одинаковые, то есть у них за-
даны одни и те же цепочки имен строк и имен
столбцов).

Интересные задачи получаются, если заполне-
ны некоторые добавленные клетки и некоторые
исходные (рис. 60).

Ученики и сами могут придумывать задачи, в
которых требуется заполнить таблицу (см., на-
пример, табл. 1), пользуясь разнообразной число-
вой информацией об объектах. Возможно, они
встретятся с ситуациями, когда решений у задачи
не будет, или, наоборот, будет несколько реше-
ний. И здесь начинается совсем серьезная мате-
матика.

На прилавке, в 10 рядов по 9 штук, выложена
рождественская выпечка: разные пряники и 70 кор-

Рис. 58. Использование двумерной таблицы для склеивания двух мешков цепочек.

Рис. 59. Пример таблицы мешка с добавленными
суммарными столбцом и строкой.

Рис. 60. Пример задачи о заполнении таблицы мешка
с добавленными суммарными клетками.
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жиков. Имбирных пряников только 10 осталось…
Жалко! Зато есть медовые – и не только пряники,
но и коржики. 60 штук. Сколько на прилавке ме-
довых коржиков?

Работа с таблицами является первым шагом в
понимании и применении динамических таблиц
(spreadsheets).

Склеить цепочку в цикл можно только одним
способом (см. рис. 61).

Разрезать цикл, чтобы получить цепочку, мож-
но по любой стрелке (см. рис. 62).

медовые имбирные всего

коржики

пряников

всего

Иногда восстановить цепочку по циклу, из ко-
торого она получилась разрезанием, оказывается
непросто (см. рис. 63).

Количество разных цепочек, которые получа-
ются разрезанием данного цикла, не превосходит
количество элементов цикла, но может быть и
меньше, если у цикла есть симметрии.

Из цикла длины 7 разрезанием получается ли-
бо одна, либо 7 различных цепочек. Для любого
делителя m длины цикла N можно придумать
цикл длины N, разрезанием которого можно бу-
дет получить ровно m различных цепочек.

Мешок бусин цепочки, цикла. Из всех бусин
мешка можно построить много разных цепочек
(см. рис. 64).

А вот мешок бусин данной цепочки – только
один.

Сколько разных циклов можно собрать из дан-
ного мешка бусин? Если все бусины одинаковые –
то только один. А если среди них есть разные, а
если есть одинаковые? Подробнее тема полного
перебора вариантов обсуждается в статье этого
сборника [М.А. Посицельская. Перебор, пере-
числение, поиск, построение в задачах для на-
чальной школы].

15. ПРОЦЕССЫ
Процессы, идущие в наглядной среде, и зада-

ние этих процессов с помощью программ и пра-

Рис. 61. Склеивание цепочки в цикл.

Рис. 62. Задача о разрезании циклов.

Рис. 63. Задача о восстановлении цепочки по циклу.
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вил игры, дают важные содержательные классы
задач. Эти задачи очевидным образом содейству-
ют достижению целей современного математиче-
ского образования в начальной школе, формиро-
ванию computational thinking (вычислительного,
цифрового мышления) и подготовки к продолже-
нию образования и жизни в цифровом мире. Об
этом говорил А.П. Ершов своим лозунгом “Про-
граммирование – вторая грамотность” [6, 7].

Мы лишь бегло касаемся данного круга задач в
данной статье, не приводим всех необходимых
определений и отсылаем читателя к российским
курсам информатики, в создании которых авторы
принимали участие в последние десятилетия [9,
10, 30].

Исполнитель Водолей (реализован как stand-
alone программа на компьютере) помогает учите-
лям легко сформулировать задачи о переливании,
а второклассникам – сделать много попыток ре-Рис. 64. Определение цепочки из всех бусин мешка.

Рис. 65. Задача в бумажном учебнике об исполнителе Водолей.
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шения, а получив ответ, иметь перед глазами
путь, который привел к его получению – цепочку
команд. Для решения такой задачи на бумаге не-
обходимо заполнить таблицу состояний, что, ко-
нечно, занимает гораздо больше учебного време-
ни, чем в экранной среде (см. рис. 65).

Задачи об исполнителе Робик являются пропе-
девтикой, подготовкой в работе с исполнителем
Робот в средней школе. Робик работает на клетча-
том поле, умеет выполнять четыре команды:
вверх, вниз, вправо, влево и автоматически закра-

шивает клетку, через которую проходит. Помимо
простых линейных программ, в курсе вводится
конструкция повторения (цикл) (см. рис. 66).

Игра с полной информацией – это игра, в кото-
рой после каждого хода всем игрокам известны
все прошлые позиции игры и все позиции, кото-
рые могут получиться после очередного хода иг-
рока. В курсе рассматривается несколько игр двух
игроков с простыми правилами: камешки, кре-
стики-нолики, ползунок, сим. Партия игры – це-
почка позиций игры (см. рис. 67).

Рис. 66. Задача в бумажном учебнике об исполнителе Робик.

Рис. 67. Задача о построении партий игры крестики-нолики с указанным победителем в каждой партии.



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 511  2023

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЭЛЕМЕНТЫ НАЧАЛЬНОГО 51

Для простых игр с небольшим количеством ва-
риантов возможных позиций можно построить
полное дерево игры. Это удобно для того, чтобы
исследовать все позиции и построить выигрыш-
ную стратегию, если она есть. Например, на рис.
68 показано полное дерево игры камешки, в на-
чальной позиции которой 7 камешков, разреша-
ется брать 1, 3 или 4 камешка за ход. Для каждой
позиции указано количество оставшихся камеш-
ков. Синим раскрашены проигрышные (с точки
зрения игрока, чья очередь делать ход) позиции,
красным – выигрышные (см. рис. 68).

Заключительные позиции (листья дерева) –
всегда проигрышные (игра закончилась, тот иг-
рок, чья очередь ходить, уже проиграл). Затем,
идя от листьев к началу дерева, раскрашиваем по-
зицию красным, если среди следующих после нее
позиций есть хотя бы одна, раскрашенная синим.
В результате получили, что начальная позиция
игры синяя – значит, Первый игрок не имеет вы-
игрышной стратегии, а Второй может выиграть,
если будет делать каждый раз такой ход, который
оставляет противнику проигрышную позицию.

16. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Оглядываясь сегодня на 35-летний опыт со-
здания учебных материалов, учебников, про-
грамм и стандартов, их использования сотнями
учителей и десятками тысяч учащихся мы можем
констатировать устойчивость предлагаемого под-
хода, доступность его для учителей, готовых зано-

во посмотреть на школьную математику, работу
учащегося и среду этой работы. Среди созданных
нами курсы были и те, что успешно сочетали ос-
новной обсуждаемый выше материал с более тра-
диционными темами школьной арифметики.
Нам представляется, что и такое сочетание может
быть продуктивным, эффективно помогать тра-
диционному компоненту. Также кажется очевид-
ной актуальность этой новой математической ос-
новы для computational thinking [31, 32] и mathe-
matical digital competency [33].

Нам представляется, что наш подход свободен
от очевидных недостатков New Math. Единствен-
ная существенная проблема с его дальнейшим
распространением – это интеллектуальная
инерция, естественное сопротивление всему но-
вому, “непохожему”. Мы можем констатировать
значительное сопротивление этому подходу со
стороны большинства профессиональных мате-
матиков и лиц, принимающих решение в области
подготовки учителей и экзаменационных мате-
риалов.

Завершая это обсуждение, остановимся еще
раз на препятствиях, которые возникают на пути
реализации нашего подхода как с точки зрения
системы базовых объектов и типов заданий, так и
с точки зрения методики. Мы обсуждали необхо-
димость иметь задачи разной степени сложности,
в частности, последовательности задач, где каж-
дое приращение сложности будет оптимальным
для каждого ученика. Тем самым, общее количе-
ство задач увеличивается по сравнению с вариан-

Рис. 68. Полное дерево игры в камешки, в начальной позиции которой имеется 7 камешков и в которой за ход разре-
шено брать 1, 3 или 4 камешка.
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том для одного учащегося. Еще одна проблема
связана со следующим. Традиционный арифме-
тический пример или текстовая задача занимает в
задачнике или учебнике немного места на стра-
нице. Наших же задач нам удается разместить на
странице, обычно, не больше пяти, а иногда одна
задача занимает больше страницы. Если учиты-
вать оба обстоятельства – необходимость иметь
больше задач и для каждой использовать больше
места на странице, – то получается увеличение
объема задачника в несколько раз по сравнению с
традиционным. Естественно, это отражается на
стоимости издания, особенно с учетом использо-
вания цветной печати. Тем не менее наши бумаж-
ные пособия используются в десятках государ-
ственных и частных школ. Но наш опыт показы-
вает, что стоимость производства учебника
оказывается существенным препятствием. Выход
из этой ситуации сегодня очевиден: это учебник
(задачник) на цифровом носителе – на экране
планшета.

Мы продолжаем свою работу и считаем важ-
ным знакомить с ней учителей, родителей, мате-
матиков и широкое сообщество.
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In recent decades, several Russian schools have been implementing a unique for the world education program
of mathematics for elementary schools. In it, the landscape of school arithmetic is radically expanded due to
the basic objects of modern mathematics and computer science. These objects and their operations are visual,
making them much more accessible than traditional arithmetic. The range of activities is also expanding due
to, for example, the introduction of strategies for enumeration, winning the game, algorithms (also operating
in a visual environment). At the same time, the student’s position is changing – they independently discover
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1. ВВЕДЕНИЕ

Курс математики начальной школы имеет
очень долгую историю [1]. Мы можем найти учеб-
ники, изданные в России в XVIII веке [2–5]. В на-
чале XX века начальный курс математики сводил-
ся к изучению арифметики [6, 7]. Данные учебни-
ки воплощали идеи Я.А. Коменского,
указывающего на то, что в систему подготовки
учеников элементарной (начальной) школы
должны входить умение считать и умение изме-
рять [8]. Среди текстовых задач значительная до-

ля обращалась к торговым и коммерческим, ино-
гда – производственным реалиям.

Курс обучения в начальной школе в значи-
тельной степени имел прикладной, инструмен-
тальный характер. Учащиеся традиционно осваи-
вали инструменты, необходимые для проведения
вычислений и измерений. К инструментам изме-
рений относились линейки, часы, весы, термо-
метр, а к инструментам вычислений – алгоритмы
(правила) выполнения арифметических действий
с многозначными числами и счеты. Изучение
этих инструментов было частью познания мира
чисел, но, прежде всего, было освоением умений,
необходимых для будущей жизни и работы. Уметь
проводить вычисления на бумаге было необходи-
мо как для решения математических задач и задач
по другим предметам в школе, так и при решении
различных практических задач на протяжении
всей жизни. В начале прошлого века большая
часть учеников заканчивала свое обучение после
начальной школы – поэтому и ставилась задача:
дать на этом этапе всем ученикам именно практи-
ческие знания, необходимые для повседневной
жизни. Дальше часть учеников уходила в повсе-
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дневную жизнь, а часть продолжала обучение в
гимназии и др.

В начальной школе долгое время изучали ров-
но те же инструменты, которые в своей жизни ис-
пользовало большинство взрослых людей. Это
верно как для курса математики, так и для других
курсов, прежде всего, курса письма. Начальное
обучение строилось на простом и доступном де-
тям материале. Ушинский отмечал, что главная
задача – “приучить ученика к отчетливости и ос-
новательности в понимании” [9]. Ключевую роль
играл прикладной характер обучения. Осваивали
инструменты для того, чтобы далее применять их
при последующем обучении и на работе. При
этом инструменты, которые использовались во
взрослом мире, которые были доступны, когда
автор писал учебник арифметики (примерно то
же, что и за 50 лет до этого) и которым учили в
учительском институте, были теми же, которые
ученик изучал в первом классе и которые он будет
использовать в своей жизни и в профессии, тре-
бовавшей математики: приказчика, бухгалтера,
управляющего. Люди использовали для вычисле-
ний ручку и бумагу, и иногда – счеты. И лишь
очень немногие – инженеры, изобретатели, уче-
ные – использовали логарифмическую линейку,
которая изучалась в старших классах. Впрочем,
до этих классов доходило значительно меньше
10% населения. Постоянство прикладных задач и
их отражения в содержании позволяло долгие го-
ды использовать одни и те же программы и учеб-
ники в начальной школе.

Сегодня жизнь людей существенно измени-
лась. Цифровые инструменты для выполнения
вычислений и проведения измерений сейчас до-
ступны всем и часто даже более доступны, чем бу-
мага и ручка. Практически у каждого в кармане
есть смартфон, содержащий разные инструменты
для вычислений и измерений и, прежде всего,
калькулятор и рулетку. При этом содержание
курса математики начальной школы никак не из-
менилось и не планируется его менять в ближай-
шее время. Педагогический эксперимент извест-
ных ученых и официальное заявление о пользе
калькулятора в начальном образовании [10] не
привели к реальным изменениям в школе.

Еще в 1959 г. классики российской педагогиче-
ской психологии писали: “К началу школьного
возраста у ребенка возникает потребность к осу-
ществлению общественно значимой, общественно
оцениваемой деятельности; такой деятельностью
для него становится учение в школе. Не просто
учение, а именно учение в школе. …поступление в
школу не только обогащает ребенка, но вместе с
тем делает условия его дальнейшего развития го-
раздо более односторонними… Даже счетом, где
связь умственных операций с практическим со-
считыванием и измерением особенно тесна и

очевидна, ребенок овладевает в школе без опоры
на свои собственные внешние практические дей-
ствия с предметами; реальные предметы, конеч-
но, при этом участвуют, но главным образом в ка-
честве наглядных пособий – того, на что ученики
смотрят, слушая учителя. …сама задача формиро-
вания у учащихся требуемых новых действий и
операций, как составляющая особую сторону
обучения, ныне существующей методикой спе-
циально не выделяется, и методика не занимается
вопросом о том, как их нужно активно формиро-
вать. В результате процесс формирования новых
действий и операций в значительной мере остает-
ся вне поля зрения учителя, происходит стихийно
и поэтому требует большего числа всякого рода
упражнений и примеров, не всегда к тому же
увенчиваясь успехом” [11].

Складывается парадоксальная ситуация – со-
временные инструменты вычислений, использу-
емые повсеместно взрослыми и детьми в повсе-
дневной жизни, не изучаются и не используются
в начальной школе. При этом на изучение ин-
струментов, нужных человеку 250, 150 и 50 лет на-
зад, но не нужных в жизни сейчас, тратится
огромный объем времени. Это касается не только
курса математики в начальной школе, но и уро-
ков русского языка, на которых современные ин-
струменты цифрового письма (клавишная и вир-
туальная клавиатура, микрофон и распознавание
речи) просто игнорируются.

Достаточно очевидно, что изменения в мире,
привнесенные всеобщей цифровизацией, нельзя
не учитывать. Современная цивилизация форми-
рует новые цели и задачи математического обра-
зования и дает совершенно новые возможности
для их достижения. Меняются и цели начального
математического образования [12, 13]. Становит-
ся более приоритетной и более достижимой и
всегда значимая задача: школьный курс не только
должен готовить ребенка к решению практиче-
ских задач, но и давать ему ориентацию в мире,
объяснение того, с чем он сталкивается: от сезон-
ных изменений в природе до взаимодействия с
искусственным интеллектом.

По нашему мнению, сохранение традиций и
следование им заключается не в сохранении кон-
кретного содержания учебников, а в сохранении
ключевого требования – учебник должен соответ-
ствовать времени. Как и 150 лет назад, начальная
школа должна обеспечивать выпускника сред-
ствами, необходимыми ему в жизни и в дальней-
шем обучении. Курс начальной школы не может
не учитывать того, что основной объем вычисле-
ний, письма и чтения на данный момент осу-
ществляется в цифровой среде с помощью циф-
ровых инструментов и сервисов. Начальная шко-
ла должна готовить ребенка если не к будущей,
так хотя бы к настоящей жизни, а не к жизни его
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МУРАНОВ и др.

прадедушек и прабабушек. Однако из этого не
следует, что в начальной школе не стоит знако-
мить учащихся с различными традиционными
способами вычисления при помощи ручки и бу-
маги.

А.Л. Семеновым формулируется концепция
расширенной личности как одного из принципов
построения системы образования, соответствую-
щей реальности XXI века [14–17]. В определении
концепции расширенной личности авторы осно-
вываются на идеях Иосифа Фейгенберга [18], Эн-
ди Кларка [19], Мишеля Серра [20], Л.С. Выгот-
ского [21], А.Г. Асмолова [22]. Выготский указы-
вает на то, что орудия, используемые в
мыслительной деятельности, перестраивают саму
мыслительную деятельность: “Вся мыслительная
деятельность человека перестраивается благодаря
этим орудиям, некоторые умения и действия ста-
новится ненужными, одни передаются орудиям,
другие видоизменяются. Вся структура поведе-
ния пересоздается, совершенно так же, как тех-
ническое орудие пересоздает весь строй трудовых
операций” [21].

Можно отметить, что и раньше обучение не
сводилось к запоминанию всего того, что накоп-
лено человечеством. Принципиальное расшире-
ние личности в смысле Выготского и Семенова
произошло с изобретением письменности, появ-
ления возможности записать в тетрадь слова пе-
дагога и свои мысли, обратиться к книгам в биб-
лиотеке. В обращении к ученику звучал не только
призыв “Запомни!”, но и “Запиши!”, “Запомни, в
какой книге это можно прочитать!”. Но до циф-
ровизации у человека не было возможности все-
гда носить с собой в кармане или сумочке ариф-
мометр и энциклопедию, в любой момент посо-
ветоваться с огромным количеством людей.
Цифровые средства принципиально расширяют
возможности человека, дополняя его память, воз-
можности коммуникации, моделирования и ана-
лиза.

А.Л. Семенов отмечает, что в образовании мы
начинаем взаимодействовать с расширенной
личностью, что должно повлечь за собой измене-
ния в процедурах обучения и оценивания. Возни-
кают новые возможности для самосовершенство-
вания и самообразования. Сегодняшние пробле-
мы школы во многом могут быть решены, если
мы перестанем запрещать ученику быть расши-
ренной личностью, а будем исходить из того, что
это сегодняшняя данность цивилизации. Он от-
мечает также, что сегодня и взрослый, и малень-
кий человек способны в мире что-то делать, что-
то знают о нем, обращаясь, кроме собственного
организма, к цифровым ресурсам (источникам,
инструментам, средам и сервисам). В процессе
образования мы должны адресоваться к такому

расширенному человеку, к его расширенному со-
знанию [17].

Мы считаем, что немедленные “революцион-
ные” преобразования в школе обычно не приво-
дят к планируемым результатам, оказываются
бесполезными и даже вредными. Представляется
важным задание реалистичной перспективы и
сроков изменений и постепенное движение к
ним, с разной скоростью для разных школ и учи-
телей. Государственное регулирование в сфере
образования, имея в виду такую “дорожную кар-
ту”, не должно мешать продвижению образова-
ния по ней. Началом движения должны быть су-
ществующие стандарты и программы. В дальней-
шем тексте мы адресуемся к ним – в частности,
рассматриваем вопрос о том, как начать движе-
ние уже сейчас, не вступая в противоречие с дей-
ствующими нормативными документами. Мож-
но было бы сослаться в нашем рассмотрении на
конкретные документы, однако в этом нет особой
нужды, поскольку и предыдущие их версии, и,
скорее всего, последующие будут продолжать су-
ществующую традицию.

Отдельно стоит вопрос о “спускаемых сверху”
аттестационных и проверочных работах. Видимо,
школе надо согласовывать с учредителями, орга-
нами управления образованием соответствующе-
го уровня использование детьми и учителями
цифровых технологий при выполнении аттеста-
ционных работ, явно указывая на возможность
такого использования в своем учебном планиро-
вании.

Современная “Примерная основная образова-
тельная программа начального общего образова-
ния” выделяет следующие разделы в курсе мате-
матики:

− Числа и величины;
− Арифметические действия;
− Текстовые задачи;
− Пространственные отношения и геометри-

ческие фигуры;
− Математическая информация.
Далее мы рассмотрим каждый из этих разделов

и изменения, которые представляются необходи-
мыми для учета влияния цифровизации.

2. ЧИСЛА И ВЕЛИЧИНЫ
Курс математики начальной школы ограничи-

вается натуральными числами в пределах милли-
она. При этом в реальной жизни дети постоянно
сталкиваются и с отрицательными числами (тем-
пература воздуха зимой), и с дробями (кусок пи-
рога, длительность ноты и размер в музыке), а
также слышат о миллиардах (население Земли) и
даже о триллионах (бюджеты). Дети регулярно
видят десятичные дроби на цифровых измери-
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тельных устройствах. Не ясно также, почему про-
грамма останавливается именно на миллионе, то-
гда как принципиальной разницы в записи чисел
в позиционной системе счисления нет, независи-
мо от количества разрядов.

На наш взгляд, в части формирования понятия
числа курс математики нуждается в существен-
ных изменениях, опишем их хотя бы в общих чер-
тах.

В формировании числовой интуиции (“чув-
ства числа”) нужно уделить больше внимания
практической работе учеников: подсчету объек-
тов и оценке их количества, измерению размеров
реальных предметов и геометрическому пред-
ставлению чисел, манипуляциям с реальными
предметами при их подсчете (например, перекла-
дыванию яблок или спичек при пересчете, ис-
пользованию различного счетного материала, с
которым можно работать руками). В данной ча-
сти курса можно говорить о возращении к исто-
кам, опоре на практическую деятельность, фор-
мировании понимания устройства десятичной
системы счисления через реальный пересчет
счетных палочек или других объектов, объедине-
ние их в десятки, сотни и тысячи. Сегодня в прак-
тике школы, в школьных учебниках манипуляция
с реальными предметами практически отсутствует.
Парадоксально, что именно “счисление” – под-
счет, является у Магницкого важнейшим элемен-
том арифметики, именно подсчет – предметов,
людей, денег и т.п. – единственное, что сохрани-
ло свой смысл и значение сегодня из арифмети-
ческих навыков, но именно этому в школе прак-
тически не учат, тем более не учат способам по-
вышения безошибочности подсчета и т.п.

Мы считаем ошибочным останавливаться в
начальной школе только на натуральных числах.
Знакомство с обыкновенными и десятичными
дробями, отрицательными числами может проис-
ходить в начальной школе, как это было в про-
грамме начальной школы еще в тридцатые годы
прошлого века [23].

Остановимся на понятии измерения. Измере-
ние всегда предполагает наличие инструмента
для его проведения и здесь цифровизация добав-
ляет проблем в понимание учащимися сути изме-
рения как сравнения с эталоном. Эта часть курса
математики требует существенных изменений,
поскольку практически все измерения, изучае-
мые в начальной школе, в жизни уже проводятся
с использованием цифровых устройств. И если
длину еще измеряют не только цифровыми
устройствами, но и линейкой или рулеткой, то
увидеть нецифровые весы сейчас практически
невозможно, и это – еще один аргумент к исполь-
зованию десятичных дробей. Заметим, что при
этом использование реальных или экранных,

“виртуальных” чашечных весов может быть по-
лезным в образовательном контексте.

Программой предполагается изучение единиц
измерений ряда величин – масса (центнер, тон-
на), время (секунда, минута, час, сутки, неделя,
месяц, год, век), длина (миллиметр, сантиметр,
дециметр, метр, километр), площадь (квадратный
метр, квадратный сантиметр), объем (литр), ско-
рость (километры в час, метры в минуту, метры в
секунду). Изучаются и соотношения между этими
единицами. Возможно, что из-за отсутствия от-
рицательных чисел в программе не фигурируют
градусы, хотя и говорится об умении измерять
температуру, но только в помещении. Неясно,
почему упоминаются миллиметры, но умалчива-
ется о миллилитрах, в сегодняшней потребитель-
ской практике встречаются и сантилитры. Уча-
щиеся постоянно слышат пришедшее во все дома
с цифровизацией слово “дюйм” (например, в
дюймах обычно указываются размеры экранов
мониторов и смартфонов), впрочем, известное
детям и до того по сказке Г.Х. Андерсена, но о нем
не говорят в школе. В жизни используется гораз-
до больше разных единиц для измерения вели-
чин, соотношения между которыми помнить в
век цифровых технологий нет необходимости.
При этом именно упражнение в выяснении соот-
ношения величин занимают большую часть учеб-
ного времени, отведенного программой на изме-
рения.

В части формирования понятия числа и обуче-
ния проведению измерений, курс математики се-
годня необходимо изменить как в сторону широ-
кого знакомства с различными инструментами
проведения цифровых измерений, так и в сторо-
ну осознанной работы с использованием различ-
ных физически ощущаемых, в том числе самосто-
ятельно придуманных, эталонов. Именно в на-
чальной школе необходимо “пощупать” все
возможные единицы руками: например, попро-
бовать определять массу, используя рычажные
весы, или измерить длину стола и длину школь-
ного коридора самостоятельно изготовленной
рулеткой. Нужно дать возможность детям приду-
мывать единицы измерения массы, длины, объ-
ема и проводить с их использованием измерения.
Важным является формирование у учащихся по-
нимания обязательной договоренности об этало-
нах, используемых при измерениях (“в попуга-
ях”, так “в попугаях”, но главное, чтобы в одних
и тех же попугаях!). Необходимо хотя бы коротко
познакомить учащихся с историей появления и
исчезновения единиц измерения, рассказывать о
том, что даже для измерения длины сейчас ис-
пользуется очень много разных единиц (миля,
дюйм, световой год и др.), но люди договорились
об их соотношении и эти соотношения всегда
можно найти в специальных таблицах или про-
граммах-помощниках, которые используются
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для перевода одних единиц в другие. Надо пока-
зать детям, как найти такие программы, научить
использовать их в повседневной жизни. Понима-
ние сути измерения как сравнения с эталоном го-
раздо важнее запоминания точного соотношения
конкретных единиц и умения переводить одни
единицы в другие письменно в тетради.

На наш взгляд, введение ряда величин в сего-
дняшнем школьном курсе математики сильно за-
тянуто. Так, например, действующей Примерной
программой предполагается, что в первом классе
учащиеся не знакомы с понятием времени. Часы
и минуты появляются во втором классе, секунды –
в третьем, а все остальное (дни, недели, месяцы,
годы, века) – только в четвертом. При этом само
понятие времени знакомо детям задолго до шко-
лы и крайне необходимо для формирования уме-
ния организовывать свою жизнь и планировать
свой день, следовать расписанию уроков, ставить
учебные цели на день, неделю, месяц. Понима-
нию учащимися того, как устроено время, могут
помочь различные цифровые средства, предна-
значенные для планирования, такие как кален-
дарь, лента времени, цифровые часы, таймер, се-
кундомер. Раннее знакомство с единицами и спо-
собами измерения времени крайне важно и для
формирования у учащихся “чувства времени”,
ответственности за “потерянное время”, за опоз-
дания, “точности как вежливости королей”. Оно
также необходимо для решения текстовых мате-
матических задач, спектр которых может быть
расширен. Решать же задачи на перевод одних
единиц времени в другие можно начать и позднее –
как это и предлагается сегодня программой.

Также надо сформировать понимание того,
что при использовании цифровых инструментов
никто не застрахован от ошибочного ввода не тех
данных или измерения не того расстояния. А в
показаниях даже исправного измерительного
устройства, в особенности цифрового, присут-
ствуют погрешности, связанные с необходимо-
стью округления показаний: реальные измерения
всегда дают какой-то интервал для измеряемой
величины, а не конкретное точное значение. Все
это необходимо обсуждать с детьми по мере зна-
комства и использования ими измерительных ин-
струментов, но в сегодняшней программе этого
нет совсем.

3. АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ДЕЙСТВИЯ

В этом разделе традиционно можно выделить
две составляющие: содержательную и техниче-
скую.

Итог обучения в начальной школе в соответ-
ствии с действующей программой должен вклю-
чать следующие результаты:

− письменное сложение, вычитание много-
значных чисел в пределах миллиона; письменное
умножение, деление многозначных чисел в пре-
делах 100000 на однозначное/двузначное число;
деление с остатком; умножение/деление на 10,
100, 1000;

− свойства арифметических действий и их
применение для вычислений; поиск значения
числового выражения, содержащего несколько
действий с числами в пределах 100000; проверка
результата вычислений, в том числе, с помощью
калькулятора.

Фактически результаты сводятся к техниче-
ской стороне дела: умению проводить вычисле-
ния, причем основное внимание уделяется вы-
числению в тетради. При этом предлагается про-
верять результаты вычисления с помощью
калькулятора, обучение использованию которого
никак в Программе не упоминается. В реальной
жизни все происходит в точности наоборот: уме-
ние считать устно и на бумаге, а особенно, умение
прикинуть порядок и приблизительную величину
ответа, “выловить” ошибку, учитывая последние
цифры, необходимо для того, чтобы проверить
правильность вычислений на калькуляторе и в
электронной таблице. Это подтверждается, на-
пример, характером повседневных действий со-
временного инженера, конструктора, архитекто-
ра, статистика.

Многие школьные учителя отмечают, что дети
стали значительно хуже считать, в том числе про-
водить вычисления с многозначными числами на
бумаге. Но и взрослые стали хуже считать на бу-
маге! Очевидно, это является неизбежным и ло-
гичным следствием повсеместного использова-
ния калькулятора и других цифровых инструмен-
тов для вычислений. Любой устойчивый навык
формируется и сохраняется только при его посто-
янном использовании, а сейчас учащиеся за пре-
делами школы используют для вычислений каль-
кулятор, как и взрослые – вряд ли кому-то придет
в голову вычислять что-то на бумаге. Поэтому для
формирования устойчивого навыка проведения
вычислений с использованием ручки и бумаги
необходимо постоянно затрачивать время детей,
принуждая их к вычислениям на уроках. Имеем
ли мы право так распоряжаться детским време-
нем, вниманием и мотивацией? Или мы примем
тезис Л.С. Выготского, на который мы ссылались
выше, о том, что использование новых инстру-
ментов меняет мышление человека – и большого,
и маленького – и это изменение неизбежно?

Повсеместное использование цифровых ин-
струментов для вычислений требует существен-
ной коррекции анализируемого раздела курса.
В начальной школе необходимо учить пользовать-
ся калькулятором и динамическими (электронны-
ми) таблицами так, как раньше учили пользовать-
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ся счетами. Важным становится осознание преде-
лов возможностей цифровых устройств и причин
появления ошибок. Одна из основных причин по-
явления ошибок при использовании калькулято-
ра и других цифровых средств сходна с причина-
ми их появления при вычислении на бумаге – не-
внимательность. Но есть и другие причины,
особенно при делении и умножении больших чи-
сел. Необходимо специально показывать, где
цифровые устройства могут выдавать не тот ре-
зультат, который мы хотели получить, объяснять,
что оценка правильности решения задачи всегда
остается за человеком.

Мы не отрицаем необходимость знакомства
учащихся с различными алгоритмами арифмети-
ческих действий на бумаге, но не считаем необхо-
димым тратить учебное время на отработку навы-
ков их использования в работе с многозначными
числами, а также на доведение этих навыков до
автоматизма. Изучение, а еще лучше – совмест-
ное с ребенком изобретение данных алгоритмов
важно, прежде всего, для формирования понима-
ния сути арифметических действий. Можно и
нужно пробовать придумывать собственные спо-
собы вычислений, особенно на первых этапах.
Например, важно дать возможность детям само-
стоятельно придумать и построить таблицы сло-
жения и умножения. После этого детям будет ин-
тересно познакомиться с алгоритмами и запися-
ми операций, используемыми при умножении и
делении чисел в разных странах, разных традици-
ях. Для умножения можно вместе с учащимися
открыть “диагональный”, “косой” способ, с ко-
торого все и начиналось в Индии и потом в Евро-
пе. Начать можно с записи умножения однознач-
ных чисел, чисел с нулями, что прагматически
полезнее других вариантов. Такой способ умно-
жения работает немного медленнее, чем традици-
онно изучаемый в России, зато более интуитивно
понятный, использующий в основном те же дей-
ствия, что и при устном счете. Таким образом,
при использовании этого способа умножения,
действия напрямую переходят “из головы на бу-
магу”.

“Русский крестьянский” способ, использо-
вавшийся в Древнем Египте, по крайней мере с
XVII века до н.э. [24], связанный с двоичной си-
стемой, также представляет значительный инте-
рес и также может быть “открыт” учащимся само-
стоятельно. Не вдаваясь в детали, заметим, что
помимо использования его графом Л.Н. Толстым
для обучения детей, есть и другие причины обра-
тить на него внимание сегодня, в XXI веке: он не
требует сразу заучивания таблицы умножения –
для начала достаточно уметь умножать и делить
на 2. Кроме того, самостоятельное “изобретение”
этого способа ребенком содействует формирова-
нию у него “чувства числа”, числовой интуиции.

Показательно внимание к “русскому крестьян-
скому” способу в мировом образовании [25].

Существуют и другие способы умножения, ко-
торые могут быть открыты учащимися самостоя-
тельно или найдены в интернете: например, гра-
фический восточный способ (его еще называют
японским), для использования которого вообще
не нужно знать таблицу умножения, а достаточно
уметь складывать.

Мы думаем, что учащиеся могут предложить и
другие, свои собственные способы для умноже-
ния многозначных чисел. Главное – не заучить
какой-то один способ умножения до автоматиз-
ма, а разобраться с тем, как устроены разные спо-
собы и почему они позволяют получить одинако-
вые (верные) результаты.

Также мы обратили внимание на то, что в
учебниках, созданных в соответствии с существу-
ющей примерной программой, очень отодвинуто
знакомство учащихся с действиями умножения и
деления – дети начинают с ними знакомиться
только в конце 2-го класса. Между тем существует
успешный опыт, в том числе и опыт дореволюци-
онной России, в котором действия умножения и
деления вводились на самых первых этапах обу-
чения, практически одновременно со сложением
и вычитанием, при изучении чисел в пределах
первого десятка [26]. Стоит к этому опыту при-
смотреться.

О делении столбиком скажем очень коротко,
что оно эффективно развивает числовые пред-
ставления, содействует более содержательному
запоминанию таблицы умножения. Так же, как и
с умножением, стоит познакомить учащихся со
способами деления чисел, используемыми в раз-
ных странах.

Время, высвобожденное от ненужной дли-
тельной тренировки в вычислениях на бумаге,
может быть использовано на другие разделы кур-
са, в том числе, на решение задач в новых форма-
тах, устные вычисления.

В действующих стандартах начального образо-
вания (ФГОС НОО) среди предметных результа-
тов по учебному предмету “Математика” указы-
вается сформированность вычислительных на-
выков, умений выполнять устно и письменно
арифметические действия с числами, решать тек-
стовые задачи, оценивать полученные результаты
по критерию “достоверность/реальность” – для
устных и письменных арифметических действий.
При этом цифровые средства упоминаются от-
дельно, без связи с оценкой результата. Представ-
ляется важным соблюсти баланс между использо-
ванием цифровых, письменных и устных вычис-
лений, сформировать умение использовать
именно ту технологию, которая эффективна при
решении задачи. То, что этого сегодня не проис-
ходит, связано, прежде всего, с инерционностью
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системы образования и инерционностью челове-
ческой деятельности в целом. Задача преодоле-
ния этой инерции в начальной школе XXI века
уже более чем актуальна.

Хотя оценивание полученных результатов по
критерию “достоверность/реальность” выделяет-
ся в качестве необходимого результата, но этому
умению не уделяется должного внимания в дей-
ствующей программе и учебных материалах. Но
именно при использовании цифровых средств
вычислений роль оценки результата на достовер-
ность существенно возрастает. Как мы уже гово-
рили, приемам такой оценки необходимо обучать
уже в начальной школе. Наличие цифровых ин-
струментов вычисления не снижает важности
умения быстро и хорошо считать устно – прики-
дывать, оценивать достоверность результата и
пр., а делает это умение одним из важнейших для
начальной школы. Учащимся необходимо пони-
мать, что любые вычисления должны контроли-
роваться человеком, их результаты проверяться
на предмет адекватности. Нужно научиться осо-
знанно выбирать оптимальный инструмент для
проведения вычислений в каждом конкретном
случае. Интересно практиковать соревнования
между “головастиками” (считающими устно) и
“калькуляторщиками” – кто быстрее посчитает и
получит при этом верный ответ.

4. МОДЕЛИРОВАНИЕ РЕАЛЬНОСТИ И 
ТЕКСТОВЫЕ ЗАДАЧИ

Раздел программы называется “Текстовые за-
дачи”, но мы считаем, что правильнее тут гово-
рить в первую очередь именно о моделировании
реальности. Изначально текстовые задачи в
школьном курсе математики (арифметики) име-
ли большое прикладное значение. Дети учились
решать те задачи, которые в той или иной степени
предполагалось им далее решать в повседневной
реальной жизни. Поэтому отработка умения ре-
шать типовые задачи имела прямой практиче-
ский смысл. В дореволюционных учебниках для
начальной школы можно найти задачи на вычис-
ление прибыли и убытка, задачи из области прак-
тической деятельности в сельском и домашнем
хозяйстве [26]. Существенный практический
смысл имели и задачники первых лет советской
России [23]. Фактически, решение текстовых за-
дач во многом являлось курсом “Математика для
жизни”.

Отдаление задач школьных учебников от
практики происходило постепенно, но повсе-
местное использование цифровых технологий, в
том числе и в быту, сегодня изменило круг реша-
емых задач и способы их решения коренным об-
разом. Например, использование навигаторов су-
щественно изменило практику решения задач о
движении. Электронные платежи привели к

практическому исчезновению из оборота бумаж-
ных денег и монет, привычных расчетов налич-
ными и оперированием понятием “сдача”. При
этом роль текстовых задач в курсе математики не
снизилась, а возросла, поскольку возросла роль
умения человека анализировать тексты, находить
в них значимые элементы и строить их математи-
ческие модели. Изменения необходимы в на-
правлении существенного расширения круга ре-
шаемых задач, обучения самостоятельному поис-
ку решения разнообразных, в том числе
незнакомых задач. Важнее не научить решать
круг стандартных задач по готовым алгоритмам
(шаблонам), а сформировать умение разбираться
в прочитанном тексте и выявлять в нем математи-
ческую составляющую, строить математическую
модель текста. Это, конечно, более сложная зада-
ча, но она может быть решена, в том числе, и за
счет времени, которое высвобождается при ис-
пользовании калькулятора для вычислений в ходе
решения задач. Для моделирования могут эффек-
тивно использоваться цифровые средства. В част-
ности, целью решения учебной задачи может
быть именно построение ее модели в динамиче-
ской таблице.

Учащимся необходимо научиться осознавать
необходимость и испытывать потребность в ре-
шении неожиданных задач, непохожих на встре-
чавшиеся ранее, самостоятельно придумывать
способы решения разных задач. Именно умение
не бояться неизвестных задач, искать и находить
способы их решения, пробовать и ошибаться, яв-
ляется важным результатом обучения решению
текстовых задач в начальной школе. Тут можно
вспомнить слова Льва Толстого, вынесенные в
эпиграф “Математика имеет задачей не обучение
исчислению, но обучение приемам человеческой
мысли при исчислении…” [27].

Еще одним важным умением, которое необхо-
димо формировать уже в начальной школе, явля-
ется умение самостоятельно формулировать зада-
чи, видеть математическую задачу за стоящей
практической и жизненной ситуацией. Напри-
мер, выяснить, какие математические задачи на-
до решить вместе с родителями, чтобы успешно
прошел день рождения, на который ты пригласил
своих друзей.

Необходимость изменения роли анализа тек-
стов и решения текстовых задач в школьном кур-
се математики назрела давно и без прямой связи с
широким распространением цифровых техноло-
гий, но их появление обостряет проблему и дает
новые инструменты решения.
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5. ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ ОТНОШЕНИЯ
И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ФИГУРЫ

Этот раздел программы для начальной школы
предполагает знакомство с различными геомет-
рическими фигурами на плоскости и в простран-
стве. При этом программа ограничивает круг гео-
метрических вопросов только узнаванием фигур
и их построением на бумаге с помощью чертеж-
ных инструментов (линейка, циркуль). Конечно,
научиться пользоваться традиционными чертеж-
ными инструментами и строить с их помощью
изображение геометрических фигур на бумаге по-
лезно. Но необходимо обратить внимание на то,
что в практической жизни для этого уже много
лет используются цифровые инструменты. По-
строения с помощью циркуля и линейки у ребен-
ка начальной школы занимают так много време-
ни, что эффективно использовать их в учебном
процессе просто не получается – нет возможно-
сти решить много разных задач, провести иссле-
дование и пр. Использование цифровых экспери-
ментальных сред для геометрических построений
здесь открывает широкие возможности. Посто-
янное обращение к компьютерным моделям ста-
новится мощным средством воспитания про-
странственного воображения не только расши-
ренной личности, но и человека без цифровых
инструментов.

В школе, в том числе в начальной, есть успеш-
ный опыт использования для построения и ана-
лиза свойств геометрических фигур таких экспе-
риментальных сред, как Живая математика (рос-
сийская локализация Geometer’s Sketchpad) [28,
29], Cabri Geometry [30], Математический кон-
структор 1С [31] и GeoGebra (бесплатная и обще-
доступная среда) [32]. Использование цифровых
экспериментальных сред в сочетании с построе-
нием на бумаге и использованием телесных моде-
лей делает изучение раздела “Пространственные
отношения и геометрические фигуры” суще-
ственно более интересным и познавательным для
учащихся, позволяет добиться большего понима-
ния, дает возможность проводить детям самосто-
ятельные исследования и эксперименты.

Если возвращаться к построениям на бумаге,
то стоит обратить внимание на опыт работы на
клетчатой бумаге. Работать на клетчатой бумаге
ребенку гораздо проще, чем на белом листе. Это
позволяет начать обсуждение геометрических во-
просов с самого начала обучения – оставаясь на
уровне работы с небольшими натуральными чис-
лами, но решать при этом сложные и интересные
геометрические задачи. Такие построения ис-
пользовались в начальной школе ранее, мы счи-
таем, что их необходимо вернуть в практику рабо-
ты начальной школы. Заметим, что в такой “гео-
метрии на клетчатой бумаге” реализуется
представление арифметики в виде “геометрии

площадей”, что содействует параллельному фор-
мированию геометрических и арифметических
представлений [33, 34].

6. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ИНФОРМАЦИЯ
В этот важный раздел курса математики для

начальной школы входит все то, что относится к
нашим представлениям об учащемся как расши-
ренной личности – то, что прямо относится к ис-
пользованию цифровых технологий: поиск ин-
формации в сети Интернет, правила безопасной
работы с электронными источниками информа-
ции (электронная форма учебника, электронные
словари, образовательные сайты, ориентирован-
ные на детей младшего школьного возраста). С
другой стороны, в этом разделе отражены и во-
просы, актуальные в XXI веке, но прямо не ссы-
лающиеся на цифровые средства: алгоритмы ре-
шения учебных и практических задач; работа с
утверждениями: конструирование, проверка ис-
тинности; составление и проверка логических
рассуждений при решении задач.

К этому же разделу относится сбор данных об
объекте по образцу, характеристика объекта
(группы объектов) по признакам (количество,
форма, размер), группировка объектов по задан-
ному признаку, нахождение закономерностей в
ряду заданных объектов; данные о реальных про-
цессах и явлениях окружающего мира, представ-
ленные на диаграммах, схемах, в таблицах,
текстах. При этом нигде не говорится, что для
сбора и анализа данных можно и нужно исполь-
зовать цифровые инструменты. Но цифровые
средства (как и в большинстве других ситуаций)
не запрещены! Школа должна этим пользоваться.
На наш взгляд, учащимся необходимо приобре-
сти опыт в работе с графическим представлением
информации не только на бумаге, но в первую
очередь опирающимися на использовании совре-
менных цифровых инструментов работы с дан-
ными – динамическими (электронными) табли-
цами. Умение эффективно использовать возмож-
ности динамических таблиц для вычислений,
анализа данных и построения диаграмм будет не-
обходимо выпускникам начальной школы для
успешного обучения в основной школе. Также им
важно научиться работать с различными цифро-
выми форматами данных, вносить данные в таб-
лицы, анализировать данные, представленные в
табличной форме.

Как уже было сказано выше, в динамических
таблицах могут строиться модели решения тек-
стовых и практических задач. Модели решения
типовых задач, созданные учащимися самостоя-
тельно, могут сохраняться на их цифровых
устройствах и использоваться в дальнейшем при
решении задач данного типа – как учебных задач
на уроках и дома, так и практических, бытовых
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задач. Находить соответствие между решаемой
задачей и описывающей ее математической моде-
лью является важным умением. Однако еще раз
напомним, что важнейшая задача современного
курса математики − научить придумывать реше-
ния для незнакомых, новых по содержанию, не-
типовых задач.

7. ОТНОШЕНИЕ К ОШИБКЕ

Отдельно остановимся на отношении к ошиб-
кам, возникающим у учащихся при решении за-
дач курса математики. Учащимся необходимо на-
учиться находить ошибки в собственных рассуж-
дениях, позитивно относиться к процессу поиска
и выявления ошибок – и самостоятельно, и с по-
сторонней помощью. Проблема отношения к
ошибкам – общая проблема начальной школы,
касающаяся не только изучения математики. Су-
ществующая практика оценивания задается ме-
тодическими рекомендациями [35], в которых
упоминается снижение оценки на балл за два ис-
правления. Усердные учителя трактуют это по-
своему и приравнивают две исправленные учени-
ком (!) ошибки в тетради к одной ненайденной им
ошибке, и за это снижают оценку на балл. Такое
приравнивание задачи развития математической
грамотности к чистописанию – вопиющий ана-
хронизм! Существование человека, технологии и
общества XXI века в целом построено на механиз-
мах обратной связи. Навык критического отно-
шения к себе, умение посмотреть на себя со сто-
роны, найти ошибку в своих действиях и рассуж-
дениях, сам поиск решения задачи методом
“проб и ошибок” – важнейший метапредметный
результат образования, к которому человек обра-
щается всю жизнь. Позитивно к ошибке, а глав-
ное – к попытке ее обнаружить и исправить,
должны относиться и ученик, и учитель.

Использование цифрового письма, в том чис-
ле и цифровой математической тетради, упроща-
ет работу над собственными ошибками, позволя-
ет получить красиво и правильно оформленный
итоговый результат даже в том случае, если пер-
воначально была сделана и исправлена ошибка.
Цифровая тетрадь формирует привычку возвра-
щаться к решению, проверять работу, исправлять
ошибки и добиваться правильного результата без
мучительного многократного переписывания на-
бело.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Скорость цивилизационных изменений растет
– ясно, что будущее человечества будет не менее
цифровым, чем сегодня. Однако школа суще-
ственно отстает от цивилизационных изменений.
Парадокс математического образования состоит
в том, что:

− математика становится все более важным
элементом современной цивилизации: все циф-
ровые технологии построены на математических
методах и результатах;

− отношение школьников к математике во
многих странах ухудшается: дети теряют к ней
интерес и не видят в ней смысла [13].

Рис. 1. Диагональный (итальянский) способ умноже-
ния чисел 7609 и 82091.
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Рис. 2. “Русский крестьянский” способ умножения.

Рис. 3. Графический (японский) способ умножения.
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Интерес к математике, понимание ее основ за-
кладывается в начальной школе. Важно в началь-
ной школе заинтересовать математикой, вовлечь
в ее изучение большинство детей.

Предмет “Математика” является единствен-
ным предметом в предметной области “Матема-
тика и информатика” в ФГОС НОО 2021 г. и, со-
ответственно, в Примерной программе. Извест-
ным феноменом является ориентация школ на
изучение обязательных предметов. Поэтому даже
при наличии в отдельно взятом образовательном
учреждении кадров необходимой квалификации
и методического обеспечения предмета “Инфор-
матика” в начальной школе, он с большой веро-
ятностью окажется на периферии учебного про-
цесса. Поэтому учебным предметом, в ходе изуче-
ния которого в начальной школе должно
возникнуть понимание о цифровых технологиях,
цифровой природе будущей профессиональной
деятельности в постиндустриальную эпоху,
должна быть “Математика” [36].

Представляется также важным по итогам обу-
чения в начальной школе сформировать у уча-
щихся представление о математике как об инте-
ресном, современном, повседневно и повсемест-
но нужном предмете. Кроме того, одна из
ключевых задач современной начальной школы
– сформировать компетенции, необходимые для
дальнейшего успешного обучения: использова-
ние цифровых технологий в жизни и в учебе.
Описываемая нами тенденция развития может
реализовываться и в дополнительном образова-
нии, в компонентах образовательного процесса,
самостоятельно определяемых его участниками,
в частности, в предмете “Будущий мир” [37].

Эволюция человечества строится на расшире-
нии его возможностей через овладение техноло-
гиями как культурными орудиями развития. Курс
математики начального общего образования дол-
жен учитывать, что изучает математику человек с
расширенным сознанием, имеющий в руках не
только ручку, тетрадку и энциклопедию, но и
калькулятор, цифровой навигатор. Ему доступны
ресурсы интернета и другие цифровые средства,
расширяющие возможности человека. Это долж-
но учитываться в содержании курса математики
уже в начальной школе.
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1. ВВЕДЕНИЕ
1.1. Постановка проблемы

Задачи цифровой экономики и, шире, цифро-
вой цивилизации формируют принципиально
новые представления о компетентности и про-
фессионалов, и широкого круга граждан. Базой
такой компетентности является то, что называет-
ся “computational thinking”, цифровая функцио-
нальная грамотность. Одним из ключевых эле-
ментов при этом становится, с одной стороны,
способность к проектированию алгоритмических
процессов – программированию в производ-
ственной или условной, например, игровой среде
(“Волк, коза и капуста” и т.д.). С другой стороны,
“computational thinking” – это наличие представ-
лений, дающих возможность оценивать реали-
стичность реализации тех или иных алгоритмов,
вычислительную сложность тех или иных задач.

Одной из самых первых и самых базовых за-
дач, которая возникает перед человеком, являет-
ся задача перебора вариантов. Связанное с ней

точное утверждение – “Проблема перебора” [1]
стало проблемой № 1 в одном из официальных
вариантов списка “Задач тысячелетия” [2]. Заме-
тим, что в современной математике ответы на во-
просы: “существует ли объект?”, “сколько суще-
ствует объектов?” и “построить объект” часто
оказываются содержательно тесно связанными.
В русском математическом языке в связи с ними
употребляется термин перечисление, см., напри-
мер, книгу Ф. Харари и Э. Палмера “Перечисле-
ние графов” [3], начинающуюся с эпиграфа из
классического Тезауруса Роже [4] (российский
переводчик оставил ее без перевода): enumerate,
count, number, call over, run over, take an account of,
call the roll, muster, poll, sum up, cast up, tell off, ci-
pher, reckon, reckon up, estimate, compute, calculate.
Пожалуй, русский список будет короче, но тоже,
вероятно, будет содержать не менее десятка слов
и понятий.

Перейдем к уточнению образовательного кон-
текста. Задача построения всех объектов, удовле-
творяющих некоторому условию, и всегда была, и
по-прежнему остается универсальной задачей
математики. Конечно, традиционная для школь-
ной математики задача “решить уравнение”, или,
как подробнее пишут в некоторых задачниках,
“найти все решения и доказать, что других реше-
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ний нет”, дает пример такой задачи. Однако со-
временная система обучения школьной алгебре
маскирует общую постановку: эта система под-
талкивает ученика к тому, чтобы немедленно за-
няться преобразованиями, а затем – “проверкой
ОДЗ”. Эта проверка в системе представлений
ученика оказывается никак не связанной с логи-
ческим доказательством того, что найдены все ре-
шения уравнения и только они.

Корректное нахождение конечного множества
дискретных объектов в традиционных школьных
курсах затрагивается обычно в старших классах в
контексте темы, называемой “комбинаторикой”.
Но, к сожалению, эта тема в школьных курсах,
как правило, быстро превращается в набор “пра-
вил сложения” и “правил умножения”; в курсах
для студентов – к вычислению биномиальных ко-
эффициентов и получению асимптотических
оценок. В курсе, комбинаторики, как правило,
главной задачей оказывается не построение нуж-
ной совокупности, а получение ответа на вопрос
типа “Сколькими способами можно…?”, “Сколь-
ко существует…?”. Вот наугад взятый пример ин-
структирующего письма Минобразования на эту
тему; все, что там говорится о комбинаторике –
это: “Решение комбинаторных задач: перебор ва-
риантов, подсчет числа вариантов с помощью
правила умножения” [5]. Фактически в школах, а
тем более в вузах, перебору уделяется совсем
небольшое время. Перенос центра тяжести с
перебора на подсчет – ответ на вопрос “сколь-
ко?” – облегчает проверку учителем ответа, но
ученика подталкивает к угадыванию: “сочета-
ния?”, “размещения?”, “какую формулу исполь-
зовать?”. При этом обучающиеся не имеют воз-
можности не просто пересчитать, а построить
(мы называем это – перечислить) достаточно
большие совокупности объектов, например вы-
борок с возвращением или путей в графе.

Одновременно остается в тени и часто приво-
дит к ошибке ответ на вопрос о том, какие из
строящихся объектов мы считаем одинаковыми –
что мы, собственно, подсчитываем? Практика
показывает, что для содержательного обсуждения
даже самых простых свойств чисел и фигур
школьной системы понятий зачастую оказывает-
ся недостаточно. Например, в каком смысле по-
рядок слагаемых или множителей в выражении не
важен? В каком смысле разложение числа на
множители единственно? Треугольник АВС и тре-
угольник СВА – это один объект на чертеже, один
и тот же треугольник, или разные? А четырех-
угольник АВСD и ABDC – один и тот же, или раз-
ные?

Предпринимаемые время от времени попытки
помещения задач комбинаторики в начальную
школу (см. [6]) натыкаются на чрезмерную аб-
страктность изначального подхода – младше-

классникам сложно считать не конкретные объ-
екты, а абстрактное “число способов”, если
опять-таки не сводить, без понимания, задачу к
подстановке в формулу. При этом вопросу об
одинаковости объектов здесь тем более не уделя-
ется подобающего внимания.

1.2. Предлагаемое решение

В настоящей работе рассматривается система
задач о переборе вариантов, используемая в со-
временном курсе математики и информатики,
внедренном в десятках школ РФ в рамках реали-
зации программы, начатой АН СССР во второй
половине 1980-х гг. [7].

Важность выхода в образовании за рамки
арифметических “знаний–умений–навыков”,
фиксированных алгоритмов решения арифмети-
ческих задач известных типов, была осознана и
подчеркивалась еще в начале 1980-х гг. Иосифом
Фейгенбергом [8]. Еще раньше на это обращали
внимание известные математики, серьезно зани-
мавшиеся школьным образованием ([9, 10]). 

В начальной школе начинаем именно с введе-
ния самих комбинаторных объектов, а не с обсуж-
дения вопросов “сколько”. Это является частью
общего подхода курса, перемещения внимания от
нескольких типов задач арифметики позапро-
шлого века к широкому кругу вопросов совре-
менной математики и информатики. Более точ-
но, речь идет об общем подходе в двух курсах: о
курсе “Математика и информатика 1–4” [11],
рассчитанном на 4–5 ч в неделю, и курсе “Ин-
форматика” [12], рассчитанном на 1 час в неделю.
Авторский коллектив курса “Математика и ин-
форматика 1–4” – А.Л. Семенов, М.А. Посицель-
ская, С.Е. Посицельский, Н.А. Сопрунова,
И.А. Хованская, Т.В. Михайлова, Т.А. Рудченко.
Авторский коллектив курса “Информатика 1–4” –
А.Л. Семенов, Т.А. Рудченко. Оба курса создава-
лись внутри одной авторской концепции и под
общим руководством А.Л. Семенова.

Мы вводим цепочки (конечные последова-
тельности), совокупности (мешки, конечные
мультимножества), циклы1, деревья, таблицы –
как однозначно понимаемые всеми участниками
объекты, для которых сразу же определяется и по-
нятие одинаковости (в этом контексте мы избе-
гаем перегруженного слова равенство). В началь-
ной школе все эти объекты предполагаются ко-
нечными. 

Это позволяет сделать и рассуждения о числах
и фигурах значительно более упорядоченными,
системными, вписанными в более широкий и со-
временный контекст моделирования и “computa-

1 Циклические порядки, см. https://ru.wikipedia.org/wiki/
Циклический_порядок
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tional thinking” [13]. Само изучение указанных
объектов позволяет ввести в основную школьную
программу широкий круг задач “занимательной
математики”, дать утверждениям однозначно по-
нимаемые и логичные формулировки, развить за-
ложенные в этих задачах большие идеи, то есть
общие когнитивные стратегии [14, 15].

Заметим, что конечность строящейся совокуп-
ности объектов – не самое существенное ограниче-
ние, хотя, безусловно, конечное множество реше-
ний является в начальной школе основной моде-
лью. Рассмотрение задач, где требуется нахождение
всех решений, в начальной школе служит подго-
товкой и для задач, где решений бесконечное ко-
личество.

Задача конструктивного построения конечно-
го множества естественно возникает и в непре-
рывной математике – например, в геометрии.
Есть классическая задача: “Сколько треугольни-
ков ты видишь на картинке?”, на картинке изоб-
ражен треугольник, в котором проведена медиа-
на. На первый взгляд, треугольников два, но есть
еще и большой треугольник, составленный из
двух маленьких. Эта задача приводит к серии за-
дач, развивающих геометрическую зоркость, и
продолжает развитие навыков систематического
перебора вариантов, которые полезны в средней
и старшей школе.

Задачу построения (перечисления) всех объек-
тов, удовлетворяющих заданному набору усло-
вий, мы в данном тексте будем называть перебор-
ной задачей. В русском переводе упоминавшейся
книги Харари [3] говорится о задаче перечисле-
ния. Перечислять можно треугольники на кар-
тинке, кошельки с заданной суммой, цепочки, в
которой каждое число больше предыдущего хотя
бы на 2 и так далее.

В нашем курсе “Математика и информатика”
дети перечисляют все цепочки из двух двоек и
трех единиц или двоичные деревья с заданным
числом вершин, выписывая или рисуя их прямо
на страницах рабочей тетради. Бывает, что коли-
чество объектов как раз известно, но это не делает
задачу бессмысленной – чтобы перечислить все
объекты без повторов, необходимо изобрести тот
или иной принцип перебора. Заметим, что пони-
мание принципа перебора – это прямой путь к
глубокому пониманию комбинаторных формул
в будущем, в задачах традиционной комбинато-
рики.

Строить объекты до того, как их пересчиты-
вать, на наш взгляд, полезно было бы не только
младшеклассникам, но и студентам. Разумный
подход для них может состоять и в том, чтобы на-
писать программу, печатающую один за другим
все комбинаторные объекты с заданными свой-
ствами (см., например, курс программирования
А. Шеня [16]).

Остановимся на важном вопросе однозначно-
сти понимания формулировки переборной зада-
чи. Как, например, сосчитать количество разбие-
ний (натурального) числа в сумму упорядоченных
слагаемых? Значит ли это, что слагаемые упорядо-
чены по возрастанию (то есть разбиение 10 = 2 +
+ 3 + 2 + 3 не годится) или что порядок слагаемых
важен (т.е. 10 = 2 + 2 + 3 + 3 и 10 = 2 + 3 + 2 + 3 суть
различные разбиения)?

В нашем курсе эта проблема решается на уров-
не разделения понятий: мы говорим, что в первом
случае мы перечисляем все совокупности (муль-
тимножества) с суммой 10, во втором случае –
все цепочки (последовательности) с суммой 10.
Последовательное рассмотрение используемой на-
ми системы объектов можно найти в другой статье
этого сборника: [М.А. Посицельская, А.Л. Семенов,
Т.А. Рудченко. Математические элементы началь-
ного образования], а примеры использования – в
учебниках курсов “Математика и информатика”
[11] и “Информатика” [12].

Таким образом, основные, базовые объекты
нашего курса существенно расширяют традици-
онную арифметику. Это связано с другим, более
существенным обстоятельством. Основной це-
лью арифметики в начальной школе 150 и 100 лет
назад было научить ребенка механически выпол-
нять арифметические действия в заданном кон-
тексте, например, складывать количество товара,
отпущенного за наделю. Делать это было нужно
быстро и безошибочно, используя в качестве ин-
струментов счеты и лист бумаги с карандашом.
В какой-то степени эта задача соответствовала и
общей задаче научения человека четко и быстро
выполнять полученные инструкции. Эта цель
продолжала транслироваться в школу и 50 лет на-
зад, когда ее прагматическая значимость почти
исчезла: человек, которому нужно было что-то
вычислить, обращался к калькулятору или ком-
пьютеру. В XXI веке, кроме того, резко возрастает
роль самостоятельного принятия решений в
быстро меняющейся реальности, одновременно
снижается роль формальной исполнительности.
Учитывая это, мы использовали расширение
предметного содержания курса, класса исходных
объектов для того, чтобы существенно повысить
новизну решаемых ребенком задач, чтобы перед
ним чаще ставились задачи, которые “неизвест-
но-как-решать” (подробнее см. [17]). Конечно,
решение таких задач, удовольствие от открытия
нового, чередуется с удовольствием показать себе
и другим, как ты умеешь что-то делать. Но и в од-
ном, и в другом случае речь идет о позитивной
мотивации. Соответствующие общепедагогиче-
ские установки можно считать относящимися к
российской традиции математических кружков и
школ. Они рассматриваются в [17, 18].
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С методической точки зрения переборные за-
дачи несут в себе еще одно, может быть несколько
неожиданное, достоинство: их можно и в боль-
шинстве случаев даже нужно решать всем клас-
сом или в нескольких группах, при этом каждый
осваивает материал на индивидуальном уровне.
Задачи эти иногда оказываются слишком объем-
ными для самостоятельного решения учеником
начальной школы, но их решение может быть эф-
фективно организовано в группе. Коллективная
работа здесь является организационно-психоло-
гической, жизненной реализацией одной из глав-
ных больших идей современной информатики и
вычислительной практики – “разделяй и власт-
вуй”: математические представления осваивают-
ся на сочетании конкретных, четко поставленных
математических вопросов с человеческим взаи-
модействием и коммуникацией. 

При решении задачи поиска/построения всех
объектов с заданными свойствами появляется
широкий спектр меры участия каждого. Одни де-
ти лишь контролируют, что все утверждения вы-
полнены для найденного/построенного объекта;
другие могут сами создавать объекты с нужными
свойствами. Третьи отфильтровывают одинако-
вые (повторяющиеся) объекты и нащупывают
принципы, которые могли бы помочь системати-
зировать перебор. Четвертые в результате обсуж-
дения формулируют эти принципы явным обра-
зом, что дает инструменты и критерии для про-
верки полноты перебора. Наконец, пятым
доступно доказательство того, что перебор завер-
шен, других объектов с заданными свойствами не
существует. Результатом для каждого участника
является опыт участия в решении переборной за-
дачи и понимание того, как был организован про-
цесс перебора. Подробнее об этом можно про-
честь в статье С.Е. Посицельского [19]. В настоя-
щей работе мы также коснемся этого вопроса.

Заметим, что наш подход к “конструктивной
комбинаторике” имеет содержательные паралле-
ли с конструктивизмом Пиаже [20] и конструкци-
онизмом Паперта [21].

Дальнейшее рассмотрение мы начинаем с
описания базовых задач, на которых далее стро-
ится вся система задач перебора. Затем мы приво-
дим примеры переборных задач, каждая из кото-
рых является принципиально новой для ученика,
“нестандартной”, и обсуждаем общие когнитив-
ные стратегии, большие идеи, которые осваи-
ваются при решении этой задачи.

2. ПОСТРОЕНИЕ ОБЪЕКТА,
ПРОВЕРКА СВОЙСТВ, ПЕРЕБОР

Математика начинается в тот момент, когда
человек начинает мыслить и строить выводы –
мы хотим научить детей рассуждать. Ученики на-

чальной школы редко могут строить безупречные
и красивые рассуждения, и требовать этого от них
невозможно. Но можно предложить им создать
объект, который не построишь, не рассуждая.
Еще до этого рассуждение возникает при объяс-
нении того, что объект обладает некоторым свой-
ством.

Построение объекта, обладающего некоторым
свойством, другими словами, удовлетворяющего
некоторому условию (системе условий), входит в
большинство задач, которым посвящена настоя-
щая работа.

Как в реальных вычислениях, так и в абстракт-
ных математических рассуждениях, построение
объекта может оказаться достаточно сложным
процессом, а при этом проверка свойств объекта –
простым делом. Иногда проверка очевидна: “по
построению” – мы так строили этот объект. В ма-
тематике и вычислительных задачах такая ситуа-
ция встречается в т.н. “переборных задачах”,
“проблеме перебора” и т.п. Об этом будет гово-
риться подробнее в последней части текста.

Сейчас же мы более детально рассмотрим эле-
менты решения задач на построение объекта.

2.1. Истинные и ложные утверждения
О любом объекте можно сделать высказыва-

ния (утверждения). Вот истинные утверждения о
цепочке (см. рис. 1).

Принципиальная задача обучения в начальной
школе, которую желательно решить уже в самом
начале курса: сформировать у детей, на примерах,
представление, что утверждения могут быть ис-
тинными или ложными (см. рис. 2).

Бывают еще утверждения, про которые по раз-
ным причинам неизвестно, истинны они или
ложны, но в основной линии наших курсов мы их
избегаем.

2.2. Задачи: построение какого-то объекта с 
заданными свойствами и перебор

Когда процедура проверки того, обладает ли
объект данными свойствами, становится при-
вычной, возникает более сложная задача – по-
строить объект с заданными свойствами.

Раскраска цикла. Задание может выглядеть
так: нужно раскрасить бусины в цепочке (мешке,
цикле) так, чтобы выполнялся набор условий,
или “были истинны утверждения” (см. рис. 3).

Из рисунка видно, что все бусины – круглые.
Мы предлагаем читателю попытаться решить
приведенную задачу и понаблюдать за собой: ка-
кие стратегии вы используете. Одна из стратегий:
“попробовать и посмотреть, что получится”. Эта
стратегия противоречит традиционному обще-
ственному и школьному стереотипу “делай сразу
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правильно”. Конечно, можно подольше пораз-
мышлять и нас может “осенить” идея взять в цик-
ле две разные бусины; следом за ними обязатель-
но идет желтая, и дальше рассмотреть два вариан-
та: последняя из двух взятых желтая и не желтая и
т.д. Но к таким рассмотрениям можно прийти и

просто экспериментируя, перебирая все возмож-
ности и отбрасывая те, для которых какое-то
условие не выполнено.

Привычный формат задания “раскрась” дает
возможность ребенку сосредоточиться на суще-

Рис. 2. Истинные и ложные утверждения.

Рис. 1. Определение истинных утверждений, примеры.

Рис. 3. Задача о построении объекта с заданными свойствами.
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стве дела. Цепочка подобных заданий может на-
чинаться с самых простых задач, при этом, даже
если условие выглядят не так уж сложно, задача
может оказаться неожиданной, ее “неизвестно-
как-решать”.

Предложенная выше задача – не самая про-
стая, и у большинства учеников решение может
не получиться сразу; к ней может вести цепочка
задач, каждая из которых ученику посильна, но
содержит что-то новое по сравнению с предыду-
щими. Пример такой подготовительной задачи:
“Раскрась какую-нибудь бусину красным, а дру-
гую – зеленым” (нарисован цикл из двух бусин).

Расстановка точек на отрезке. Еще одно на-
правление задач на перебор – задачи о взаимном
расположении точек на отрезке. Перебор при
этом возникает стихийно: каким-то способом не
получилось, можно попробовать иначе (см. рис. 4).

Расположив наугад точки П и Р, мы можем на-
чать проверять первое условие и понять взаимное
расположение точек П и Р на отрезке. Используя
последнее условие, можно увидеть, что переби-
рать нужно положение только одной (любой) из
двух точек, положение другой, как говорят мате-
матики, “определяется однозначно”. Теперь
можно опять начать перебирать, эксперименти-
ровать, расположить где-то точку П, построить
точку Р и сравнить два указанных отрезка, изме-
рив их. Возникает гипотеза, в какую сторону нуж-
но сдвинуть П, чтобы улучшить дело (если нам не
повезло сразу). После нескольких попыток мы
достигаем цели. Заметим, что в условии задачи не
требуется проверить (доказать), что других реше-
ний нет (хотя мы с вами понимаем, что их дей-
ствительно нет).

Обратим внимание, что в данной задаче у то-
чек есть имена. Обсуждение проблемы введения
имен для математических объектов не входит в
задачу настоящей статьи. Ограничимся здесь
лишь замечанием, что мы вводим имена в нагляд-
ном контексте, когда видно, что значением имени
является такой-то объект, например, цепочка,
фигурка, точка. В данной задаче также видно, что

имя для объекта уже есть, оно дано в условии за-
дачи, но значение нужно найти, перебирая точки.

Для ребенка, который получил такую задачу
впервые, она может оказаться трудной – она из
разряда задач, которые “неизвестно-как-ре-
шать”. Всем детям в классе полезно с такой зада-
чей столкнуться, попытаться ее решить. Эта
задача продолжает серию из нескольких задач, каж-
дую из которых тоже “неизвестно-как-решать”, но
при этом, шаги от задачи к следующей будут уже
посильными для ученика. Серия может начи-
наться с выяснения длины нарисованного отрез-
ка – подсчета единичных отрезков в нем. Также в
серию могут входить задачи о рисовании отрезка
заданной длины, о выборе точки на отрезке так,
чтобы расстояние до одного из концов было за-
данным, о нахождении расстояния до другого из
концов, о нахождении перебором (методом проб
и ошибок) точки с заданной разностью расстоя-
ний: “…расстояние до одного конца на столько-
то больше, чем до другого”.

Для массового использования достаточное ко-
личество заданий различной сложности заготав-
ливается заранее и входят в учебную литературу
курса. С другой стороны, задачи могут создавать-
ся и самим учителем, это становится частью педа-
гогической культуры. И те и другие задачи могут
сохраняться в цифровом интернет-задачнике.

Геометрия прямоугольников. Вот пример зада-
чи на построение объекта, включающей арифме-
тику небольших чисел и геометрию прямоуголь-
ников уже в первом классе. P(…) в этой задаче
означает периметр фигуры – длину ее границы
(см. рис. 5).

Эта задача – тоже не первая в серии задач,
каждая из которых с тем же свойством новизны
для каждого шага. Сначала идут задачи на постро-
ение прямоугольников, у которых вершины име-
ют имена. На примерах формируется представле-
ние о том, что в имени всего прямоугольника
имена вершин идут по часовой стрелке. 

Дальше дается понятие периметра и идут зада-
чи на нахождение периметра прямоугольников,

Рис. 4. Задача о взаимном расположении точек на отрезке.
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среди которых есть и квадрат, и прямоугольник
“ширины” 1. Заметим, что здесь P – уже не имя
объекта, а имя операции над объектами, перево-
дящей геометрический объект в число, при этом – в
наглядном контексте. Сложность использования
такого имени здесь снижена, благодаря тому что
значение этого имени фиксировано – можно
просто читать “периметр” там, где написано “P”.
Учитель должен (явно – для себя, и менее явно –
для учеников) зафиксировать продвижение в
большой идее – присвоении имен объектам, опе-
рациям, отношениям.

Далее идет задача на построение какого-ни-
будь прямоугольника с заданным периметром.
Здесь может начаться исследовательский проект
выяснения того, для каких периметров задача
имеет решение – открытие четных чисел (сторо-
ны прямоугольников пока – целые, мы их рисуем
на клетчатой бумаге).

Появляется задача построения всех прямо-
угольников с заданным периметром. Нужно при-
думать, как вести перебор в ходе построения. Да-
лее в проекте идет задача выяснения для конкрет-
ных чисел, сколько есть разных прямоугольников
с заданным периметром. И здесь мы сталкиваем-
ся с уже упомянутой проблемой: какие прямо-
угольники считать одинаковыми? Решению этой
проблемы помогает вырезание прямоугольников
из клетчатой бумаги. 

Возвращаясь к первоначальной задаче, заме-
тим, что мы не требуем “доказательства един-
ственности” ответа. Это доказательство легко
можно получить из решения, но построение всей
логической цепочки все же слишком сложно для
первоклассников.

Фиксированное число истинных утверждений.
Мы используем цепочку задач, к которых требу-
ется построить объект так, чтобы для него истин-
ным оказалось заданное количество утверждений
(см. рис. 6).

Здесь непонятно, среди каких объектов (чи-
сел) вести перебор. Чисел, на самом деле, беско-
нечно много; для ребенка – просто очень много.
Здесь тоже помогает стратегия “попробовать лю-
бое”. Когда ученики уже много раз ее успешно
применили, такая стратегия сама по себе уже не
добавляет существенного элемента новизны. Это –
общая математическая и шире – жизненная стра-
тегия. Она является большой идеей – приобрете-
нием ребенка, которое пригодится ему и в дальней-
шей жизни. Однако каждое последующее примене-
ние приводит к “закреплению” этой стратегии и к
удовлетворению от такого применения.

Взяв любое число, ученик сумеет указать ис-
тинные и ложные утверждения для этого числа.
Очень вероятно, что это число будет небольшим,
меньше, чем все, участвующие в формулировке
задачи. Однако, как вести дальнейший перебор,
все еще не ясно – это задача, которую “неизвест-
но-как-решать”. Конечно, и к этой задаче может
вести цепочка более простых задач. Она может
привести ученика к еще одной большой идее: по-
пытаться решить не задачу целиком, а какую-то
более простую ее часть, сначала проэксперимен-
тировать с этой частью. Для нашей задачи первый

Рис. 5. Задача о построении объекта с заданными свойствами.

Рис. 6. Задача на построение объекта с заданным чис-
лом истинных утверждений.
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шаг такой стратегии может состоять в том, что мы
из восьми утверждений оставим одно: несложно
найти какое-нибудь число, для которого это
утверждение истинно, и число, для которого оно
ложно. Следующий шаг – выбрать из восьми
утверждений какие-нибудь два и попроверять их
для разных чисел. Выясняется, что можно найти
числа, для которых оба истинны, оба ложны и т.д.
Если изобразить соответствующие числа на чис-
ловой оси, то нащупывается путь к решению.

Решение данной задачи дает, разумеется, и
внутриматематический результат – формирова-
ние “чувства числа”, интуиции перехода от внут-
реннего наглядного представления числа как

протяженности (линейки), если угодно – записи
в унарной системе, к числу, как цепочки десятич-
ных цифр, длина которой – это логарифм числа.

Поиск одинаковых объектов. Поиск одинако-
вых объектов бывает непростой задачей даже в
совсем небольшой совокупности. Пример такой
задачи – на рис. 7.

Первая идея здесь – тоже действовать наугад,
сразу увидеть, что две буквы похожи и дальше
подтвердить, что они действительно одинаковы.
Но что делать, если этот подход не дает результат?
Возникает идея, например, сравнивать первую
букву со всем следующими, потом вторую и т.д. –
в данной задаче при таком подходе придется пе-
ребрать все буквы первого ряда и перейти к бук-
вам второго ряда – решение находится при срав-
нении второй буквы второго ряда. Произошло
изобретение стратегии перебора.

Этой задаче у нас в курсе предшествует другая:
дан мешок букв, нужно найти в мешке такую же,
как данная – предъявлена буква для поиска. Ре-
шение этих двух задач является прекрасным вве-
дением в проблематику математической и жиз-
ненной сложности: сложность поиска такого же
объекта, как данный – линейна, поиска двух оди-
наковых – квадратична.

Конечно, есть и дополнительная проблема –
организация поиска; об этом мы уже писали вы-
ше. В линейном случае нужно просто аккуратно
просмотреть ряд картинок, расположенных по-
строчно, или помечать галочкой уже просмотрен-
ные элементы мешка. В квадратичном случае де-
ло сложнее. Оно может упроститься на компью-
терном экране, где можно сделать две копии
мешка, ставить галочки, зафиксировав очеред-
ной объект в первом мешке и пр.

2.3. Принцип “разделяй и властвуй”
Этот принцип состоит в том, чтобы разделить

задачу на подзадачи, которые решаются незави-
симо друг от друга, а потом собрать решение всей
задачи из полученных решений для частей. На-
звание этого принципа возникло в социальной
практике (политике), но для нас важно его ис-
пользование в программировании, математике,
повседневной жизни.

Поиск одинаковых мешков
“Среди этих 11 мешков найди два одинаковых.

Выпиши их имена” (см. рис. 8).
При решении этой задачи изображения меш-

ков вырезаются из бумаги и раскладываются на
столе. Затем начинается работа по их классифи-
кации. Например, в одних мешках есть фиолето-
вая треугольная бусина, в других нет; в одних есть
круглая красная бусина, а в других нет. По этим
двум признакам удается разбить все мешки на че-
тыре группы (см. рис. 9).

Рис. 7. Задача о поиске двух одинаковых объектов.

Рис. 8. Задача о поиске двух одинаковых мешков.

Рис. 9. Процесс решения задачи о поиске двух одина-
ковых мешков.
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Ясно, что искать одинаковые мешки нужно
внутри одной группы. Это мешки Б и И.

Задачи, допускающие разбиение на независи-
мые подзадачи, дают большой простор для орга-
низации работы в группах, в целом классе и даже
в лекционной аудитории. На лекции в МПГУ мы
выдавали каждому студенту факультета началь-
ного образования (их было около 300 человек) по
мешку (прозрачному пакетику на молнии) с круг-
лыми конфетами M&M разных цветов (количе-
ство разных цветов у M&M – 6). В каждом мешке
было по 8 конфет. Нужно было отыскивать оди-
наковые мешки среди сотен похожих. Студенты
быстро придумывают свои способы самооргани-
зации, чтобы выделить группы с одинаковыми
мешками. Мы заранее предусматривали, чтобы
некоторые мешки имелись в двух экземплярах,
некоторые – трех и четырех. (Легко понять, что
при случайном заполнении мешков одинаковых
было бы немного.) Конечно, провести такую ра-
боту в классе среди 30 учеников проще, но если
эти ученики – первоклассники, то это добавляет
свою специфику организации работы по сравне-
нию с работой со студентами.

2.4. Построение всех объектов 
с заданными свойствам

Пояснение. В РФ существуют монеты в 1 рубль,
2, 5 и 10 рублей. За время использования нашего
учебника они в большой степени вышли из обра-
щения. Поэтому некоторые наши задачи потеря-
ли повседневный смысл. Но монетки по-прежне-
му удобно и наглядно использовать в школе. Об-
ратим внимание, что решение этой задачи, как и
других, имеет специфику в зависимости от среды
деятельности учеников. В другой статье этого
сборника [М. А. Посицельская, А. Л. Семенов, Т. А.
Рудченко. Математические элементы начального
образования] мы перечислили виды сред для ра-
боты с нашими комбинаторными объектами: те-
лесные, графические и экранные. В этой задаче
естественно использовать бумажные монетки. Их
запас дети могут сделать сами, используя плот-
ную бумагу и ножницы. В экранной среде подсчет
суммы денег в кошельке может происходить авто-
матически, чтобы можно было сосредоточиться

на комбинаторном аспекте задачи. Автоматиче-
ское суммирование можно и отключить, тогда па-
раллельно с комбинаторикой тренируется устный
счет.

Задача о кошельке с 6 рублями. “Нарисуй все
кошельки с суммой в 6 рублей”. Как уже было
сказано, важнейшее общее умение, которое ребе-
нок должен приобрести и начать систематически
применять в начальной школе – это умение про-
бовать. В данном случае сначала можно постро-
ить какой-нибудь, любой, кошелек. Если пере-
считать деньги в нем, может получиться 6 рублей.
Если это не так, можно попробовать еще раз и ко-
шелек с шестью рублями в конце концов полу-
чится.

Следующая задача: как организовать построе-
ние всех кошельков? И здесь происходит само-
стоятельное изобретение той или иной стратегии
(в крайнем случае возможна подсказка учителя) –
например, попробовать перебрать все возможные
количества монет достоинством в 1 рубль в ко-
шельке.

В данном случае, положив в кошелек сколько-
то рублевых монет, мы видим, что или их никак
нельзя дополнить монетами другого достоинства
до суммы в 6 рублей, или есть только один способ,
добавляя что-то, получить 6 рублей. Оказывается,
что рублевых монет может быть от 0 до 6, исклю-
чая 5 и 3 (см. рис. 10):

• 0 рублевых монет: 2 + 2 + 2
• 1 рублевая монета: 1 + 5
• 2 рублевые монеты: 1 + 1 + 2 + 2
• 3 рублевые монеты: нет вариантов
• 4 рублевые монеты: 1 + 1 + 1 + 1 + 2
• 5 рублевых монет: нет вариантов
• 6 рублевых монет: 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1
Выбранное нами свойство, параметр – коли-

чество рублевых монет – полностью определяло
строящийся объект. Мы понимаем, что это одно-
мерная таблица – один параметр классификации
объектов и возможностей их построения.

Все цепочки из трех бусин. “Нарисуй все цепоч-
ки из трех бусин, для которых истинны утвержде-
ния:

Рис. 10. Процесс решения задачи о построении всех кошельков с 6 рублями.
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В цепочке первая и третья бусины – треуголь-
ные.

В этой цепочке вторая бусина – круглая.
Каждая бусина в цепочке либо красная, либо

желтая, либо зеленая.
В цепочке все бусины разные.”
Первые два утверждения можно выразить гра-

фически, нарисовав заготовку цепочки с нерас-
крашенными бусинами, и больше к этим утвер-
ждениям не возвращаться (см. рис. 11).

Замечательно, если ученику удастся сделать
это изобретение самостоятельно – нарисовать
все бусины, но не раскрашивать, а оставить белы-
ми, получить частичное решение, фиксировать
количество бусин и их формы, оставляя свобод-
ным выбор цвета для бусины, пока не принято ре-
шения о том, в какой цвет ее покрасить. Не
страшно, а даже полезно, если ученик просто вы-
черкнет первые два утверждения, но лучше каж-
дое из них обвести овалом и поставить рядом с
ним букву И (истинно) или + (уже рассмотрели и
выполнили).

Следующее в этой задаче важное самостоятель-
ное изобретение – это попробовать что-то сделать
наугад, об этом мы уже говорили. В данном случае –
покрасить одну бусину (а можно – и все), и по-
смотреть, что получится. Большая идея – “метод
проб и ошибок” (Trial and error, Guess and check,
попробовать, сделать наугад) – здесь получает
очередное подкрепление. Следующее изобрете-
ние – это, сделав какой-то ход (покрасив бусину),
понять, а каковы были другие возможности (т. н.
альтернативы) для этого хода. В нашем случае –
это цвет круглой бусины.

Следующая проблема, как все эти альтернати-
вы представить в голове и на бумаге. Довольно
естественно три цепочки, в каждой из которых
раскрашена только средняя бусина, нарисовать
рядом, одну за другой (см. рис. 12).

Каждое из этих изобретений учитель мог бы
директивно навязать ученику. Но это значило бы
лишить ученика удовольствия сделать изобрете-
ние или открытие самостоятельно, задержать
формирование соответствующей большой идеи
(обобщающей одно маленькое изобретение) “до
следующего раза”, или “до никогда”, “до грече-
ских календ”.

Идем дальше. Самый смелый может в первом
столбце как-то покрасить первую бусину цепоч-
ки. Можно рассмотреть все альтернативы и для
этого действия. Получаются три цепочки, кото-
рые можно разместить под цепочкой, где раскра-
шена только круглая бусина, получается первый
столбец таблицы. Для каждой альтернативы по-
лезно проверить, не нарушили ли мы какое-то из
исходных условий задачи (см. рис. 13).

В ходе решения задачи мы выясняем, что воз-
никающие перед нами возможности и выборы
бывают двух сортов: можно выбирать, что делать
следующим (какую по счету бусину пытаться по-
красить следующей) и выбирать, как именно это
делать (в какой цвет покрасить эту бусину). Мож-
но обсудить, в каком порядке рассматривать воз-
можные цвета. Например: сначала будем гово-
рить о красном, потом о желтом, и в конце о зеле-
ном (как в светофоре).

Итак, мы красим первую бусину тремя воз-
можными способами, при этом рисуем еще три
цепочки в первом столбце. Три цвета, три воз-
можности, дали три (частичных) результата – три

Рис. 11. Процесс решения задачи о построении всех
цепочек из 3 бусин. Графическая заголовка по двум
первым утверждениям.

Рис. 12. Процесс решения задачи о построении всех
цепочек из 3 бусин. Три варианта раскраски средней
бусины.

Рис. 13. Процесс решения задачи о построении всех цепочек из 3 бусин. По три варианта раскраски первой бусины.
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цепочки. Стоит обсудить и понять, почему две
уже закрашенные бусины разные. Ученик пони-
мает и может объяснить, что они разные по фор-
ме. Кто-то из детей продолжит работу с первым
столбцом, кто-то захочет дорисовать другие
столбцы, чтобы в них было по три цепочки.

Можно сразу же посмотреть, как можно по-
красить последнюю бусину в цепочках первого
столбца. И здесь надо внимательно следить, что-
бы одновременно рассмотреть все возможности и
не нарушить условие.

После покраски двух бусин существенным
становится третье условие: все бусины разные.
И здесь мы видим, что у третьей бусины теперь
есть только два варианта цвета, когда первые две
бусины уже покрашены. Это непросто. Если кто-
то сделал ошибку, надо попросить его объяснить,
как он действовал. Можно напомнить о необхо-
димости и соблюдения условий, и перебора всех
возможностей.

Можно попытаться предсказать, НЕ закраши-
вая последнюю бусину, сколько у нас будет воз-
можностей, вариантов для каждой нарисованной
цепочки. Становится ясным, что из каждой це-
почки нам нужно сделать две. Значит, можно за-
ранее предсказать, сколько всего у нас будет це-
почек (см. рис. 14).

Заметим, что при такой работе все шаги пере-
бора получают наглядное графическое выраже-
ние.

Подчеркнем важное обстоятельство, которое
должны понять ученики. Хотя перебор может
быть организован по-разному, и мы по-разному

можем расположить объекты в таблицах, но отве-
том является один-единственный мешок (сово-
купность) объектов; в этом мешке объекты никак
не упорядочены.

В какой среде идет работа? В данном случае
использование телесных цепочек не очень реаль-
но, хотя для более простых задач, скажем, где ре-
зультат включает 4 или 6 цепочек – полезно. Ис-
пользование графической среды (на бумаге) тоже
имеет свои варианты. В частности, цепочки могут
целиком рисоваться детьми, а могут раскраши-
ваться по готовым шаблонам. Цепочки могут за-
ранее вырезаться и наклеиваться и т.п.

На экране, конечно, возможностей больше.
Там, например, можно использовать среду, где
легко дублировать объекты, бусины можно пере-
крашивать и пр. При дистанционной работе дети
рисуют свои цепочки на белой доске, а потом пе-
редвигают их по общему полю, убирая дубликаты
и нащупывая принцип, позволяющий структури-
ровать процесс перечисления.

Обычно таблица возникает далеко не сразу.
Вначале дети индивидуально рисуют разные це-
почки и сравнивают их количество. При возник-
новении таблицы полезно просить детей запол-
нять ее по группам. Дети вырезают уже имеющи-
еся у них цепочки и раскладывают их в таблицу.
После того, как все убедились, что в таблице нет
одинаковых цепочек, их можно наклеить, а недо-
стающие – дорисовать.

Рис. 14. Процесс решения задачи о построении всех цепочек из 3 бусин. По два варианта раскраски третьей бусины.
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2.5. Организация перебора. 
Последовательность выборов

Вопросы для разбиения всех вариантов на
классы, определения параметра для возможно-
стей выбора и, тем самым, организации перебора,
могут быть самыми разными. Очень хорошо, если
ученики будут предлагать разные основания для
классификации. Рассмотрим, например, такую
задачу:

Задача о цепочках длины 3. “Перечислите все
цепочки длины 3, состоящие из букв А, Б и В, для
которых истинны утверждения:

• В цепочке есть две одинаковые буквы.
• В цепочке есть две разные буквы.”
Начать можно с того, что спросить: могут ли в

какой-то цепочке, которую мы хотим построить,
встретиться все три буквы А, Б, и В?

В связи с этой задачей существенно вспомнить
о договоренности, широко используемой в мате-
матике. Когда мы говорим “цепочка, состоящая
из букв А, Б и В” – это не значит, что все три бук-
вы в цепочке обязательно должны присутство-
вать. Даже и две различные буквы присутствовать
не обязаны, да и вообще букв может не быть – це-
почка может быть пустой. Здесь мы утверждаем
лишь, что каких-то еще букв, кроме указанных, в
цепочке точно нет. Большой неожиданностью
для учеников могут стать ситуации, в которых
принятые в математике умолчания контр-интуи-
тивны, но формально верны. Здесь, конечно, ва-
жны такт и компетентность учителя. И это –
большая идея: в некоторых случаях понимание
слов есть результат договоренности – часто при
этом цитируют Льюиса Кэррола [22], в частности,
этот отрывок (в переводе Н.М. Демуровой):

– Когда я беру слово, оно означает то, что я хо-
чу, не больше и не меньше, – сказал Шалтай пре-
зрительно.

– Вопрос в том, подчинится ли оно вам, – ска-
зала Алиса.

– Вопрос в том, кто из нас здесь хозяин, – ска-
зал Шалтай-Болтай. – Вот в чем вопрос!

[“When I use a word,” Humpty Dumpty said in
rather a scornful tone, “it means just what I choose it
to mean—neither more nor less.”

“The question is,” said Alice, “whether you can
make words mean so many different things.”

“The question is,” said Humpty Dumpty, “which
is to be master—that’s all.”]

Обсуждение слов, их употребления и значений
является полезной частью начального образова-
ния в курсах математики, информатики и линг-
вистики (родного языка и родной речи).

В данной задаче естественно использовать од-
ну из больших идей, – а именно, придумать ка-
кой-то более простой вариант задачи. Как и в дру-

гих проблемных ситуациях, предложение детям
придумать задачу попроще открывает содержа-
тельные возможности, и желательно, чтобы уче-
ники придумали упрощение сами. Можно, на-
пример, рассмотреть случаи, когда в нашем рас-
поряжении есть не три разных буквы, а две, или
даже, одна буква. В последнем случае у задачи,
конечно, решений нет, но это полезно заметить
самим ученикам. Если разных букв две, напри-
мер, это А и Б, то задача становится более содер-
жательной. И здесь тоже можно предложить де-
тям дальше ее упростить. Многие могут сообра-
зить, что дальнейшее упрощение состоит в том,
что в цепочке ровно одна, или ровно две буквы А;
трех быть не может, как мы уже установили.

Вспомогательная задача. “Перечислите все це-
почки длины 3, в которых есть две буквы А и одна
буква Б”.

Ученики быстро выписывают эти цепочки: ко-
нечно, цепочка определяется местом, где нахо-
дится Б: |-А-А-Б->, |-А-Б-А->, |-Б-А-А->. Полез-
но проверить, что для этих цепочек выполнены
оба утверждения из условия задачи.

Найденный “паттерн” из трех цепочек может
быть использован и в решении исходной задачи.
При таком использовании новой большой идеей
может быть именно “одинаковость”, “изомор-
физм” ситуаций, формально разных. С детьми
можно говорить о “похожих” цепочках, при этом
стараясь прояснять, что “похожесть” означает в
данном случае.

Перебор в основной задаче можно организо-
вать разными способами, и ученики действитель-
но подходят к нему по-разному. Вполне триви-
альная и при этом большая идея разных способов
решения задачи обычно противоречит традици-
онному “школьному” мышлению и обучению, с
единственно правильными решениями, заучива-
нием наизусть и т.п.

Пусть ученик выбрал какое-то свойство цепо-
чек. Нужно сразу же понять, какими могут быть
значения этого свойства и, в частности, прове-
рить, что другие значения невозможны. Цепочки
с одинаковым значением можно сложить в один
столбец таблицы и назвать этот столбец значени-
ем этого свойства.

Мы приведем пять способов, реально встреча-
ющихся в детских работах.

В качестве свойства можно взять количество
букв А в цепочке. Сразу выясняется, что больше
двух это количество не может быть. Дальше не бу-
дем прорисовывать линии цепочки, чтобы было
легче читать (см. рис. 15).

В этой таблице возникла упорядоченность: в
верхней строчке каждой клетки у нас “главной”, в
дополнении к А, была буква Б (она встречается
дважды), в нижней – буква В. Может возникнуть
идея двумерной таблицы. Именем первой строч-
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ки станет Б, именем второй строчки – В. Кто-то
из детей может заметить симметрию: нижняя
строчка получалась из верхней заменой Б на В, а
В на Б.

Или можно перебирать по букве, которая вхо-
дит в цепочку дважды (см. рис. 16).

Здесь мы тоже, переходя от верхней строчки к
нижней, следовали алфавитному порядку.

Есть и такое рассуждение: раз есть две одина-
ковые буквы, значит, какая-то из трех букв не
входит в цепочку (см. рис. 17).

Какая буква входит в цепочку только один раз?
См. рис. 18.

И, наконец, можно взять первую букву в це-
почке (см. рис. 19).

Полезно обсудить разные способы организа-
ции перебора, предлагая ученикам каждому рас-
сказать о своем способе. В некоторых случаях
можно показать детям готовую классификацию,
просить их угадать и сформулировать принцип
этой классификации.

2.6. Двумерная таблица. Формула умножения
Двумерная таблица соответствует случаю, ко-

гда у нас есть два свойства объекта и мы хотим пе-
ребрать все их комбинации, причем все объекты
оказываются различными. Если для какой-то
комбинации объекта нет, можно соответствую-
щую клетку зачеркнуть, чтобы не забыть, что эту
комбинацию мы уже рассмотрели.

Двумерную таблицу можно использовать, на-
пример, для перебора двузначных чисел (см.
рис. 20, 21).

Таблица хороша для работы в группах: сначала
все дети пишут числа хаотично на отдельных ли-
сточках, потом кто-то (в крайнем случае – учи-
тель) предлагает заполнить таблицу, и теперь уже
каждый ищет для своих чисел места в таблице.
Иногда таблица дается детям с самого начала, и
каждому достается свой столбик, который нужно
заполнить.

Рис. 15. Процесс решения задачи о цепочках букв
длины 3. Построение по свойству 1.

Рис. 16. Процесс решения задачи о цепочках букв
длины 3. Построение по свойству 2.

Рис. 17. Процесс решения задачи о цепочках букв
длины 3. Построение по свойству 3.

Рис. 18. Процесс решения задачи о цепочках букв
длины 3. Построение по свойству 4.

Рис. 19. Процесс решения задачи о цепочках букв
длины 3. Построение по свойству 5.

Рис. 20. Задача о переборе двузначных чисел.
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Иногда можно ответить на вопрос, сколько
есть тех или иных комбинаций цифр, не выписы-
вая все числа. То есть для подсчета количества ва-
риантов оказывается достаточно убежденности,
что в каждой клетке таблицы есть ровно одно чис-
ло, и эти числа во всех клетках разные. Если все
объекты, которые надо создать, являются “неза-
висимыми комбинациями” (упорядоченной) па-
ры объектов, то эти объекты можно так и предъ-
явить, а их количество получится как произведе-
ние. Тем самым “формула произведения”
оказывается непосредственным следствием по-
строения пары и определением произведения,
как числа квадратиков в прямоугольнике (его
площади). Перечисляя нужные комбинации при
помощи таблицы, ученики сами приходят к
“формуле произведения” вариантов. Она стано-
вится для них понятной и естественной. Тут же
возникает много поводов разобраться с тем, когда
эта формула не работает – например, если в ка-
кой-то клетке таблицы нет вариантов и мы пере-
черкнули ее крестом, количество вариантов уже
не равно произведению количества строк на ко-
личество столбцов. При обсуждении задачи о
трехзначных числах (еще до того, как дети увиде-
ли эту задачу в учебнике) кто-то может сообра-
зить, что количество столбцов в таблице – это в
точности количество клеток в задаче про двузнач-
ные числа с нечетными цифрами. Это – настоя-
щее открытие, и оно не становится меньше от то-
го, что потом мы прочтем про него в формулиров-
ке задачи.

Мы уже обращали внимание, что для нас удоб-
ным объектом для переборных задач являются
традиционные российский монеты достоинств 1,
2, 5 и 10 руб. Они добавляют к чисто комбинатор-
ному еще и арифметическое содержание: нараба-
тываемые навыки быстрого суммирования при-
годятся ребенку в любом случае.

Возвращаясь к комбинаторному аспекту, мы
отмечаем, что у кошелька с такими монетами есть
4 свойства: количество рублевых, 2-рублевых, 5-
рублевых и 10-рублевых монет. Если нас интере-
сует сумма денег в кошельке, то естественно ее
анализировать, начиная с монет большего досто-
инства. Как всегда, было бы хорошо, чтобы это
предложение исходило от кого-то из учеников.

Задача о кошельке с 36 рублями. Найти все спо-
собы набрать 36 рублей монетами по 2, 5 и 10 руб-
лей.

Попробуем перебирать все варианты с фикси-
рованным количеством монет достоинством в 10
и 5 рублей – это дает нам двумерную таблицу.
В каждой клетке должно появиться указанное ко-
личество 10- и 5-рублевых монет и еще сколько 2-
рублевых, чтобы в сумме получилось 36 рублей.
Начав заполнять таблицу, ученик быстро прихо-
дит к выводу, что одной клетке таблицы соответ-
ствует или один-единственный вариант наполне-
ния кошелька, или ни одного варианта. Этот экс-
периментальный факт стоит обсудить и дать ему
“теоретическое объяснение” (см. рис. 22).

Некоторые клетки можно вычеркнуть сразу.
Например, если в кошельке уже есть 6 пятирубле-

Рис. 21. Задача о переборе трехзначных чисел.
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Рис. 22. Решение задачи о кошельке с 36 рублями.

вых монет – это уже 30 рублей, добавлять туда
еще 3 десятирублевые монеты бессмысленно –
сумма получится точно больше заданных 36 руб-
лей. Обсудив это обстоятельство, можно предло-
жить всем вычеркнуть и другие клетки, в которых
еще до добавления двухрублевых монет получает-
ся слишком большая сумма. Если кто-то из детей
заметит, что такие клетки располагаются около
правого нижнего угла таблицы, важно обсудить
всем вместе, почему так получается.

Возможно, кто-то из детей поймет, что в неко-
торых столбцах не возникает ни одного решения
и спросит, чем это объясняется. Довольно тонкое
объяснение, с использованием соображения чет-
ности, оказывается доступным существенно
большей доле учащихся благодаря тому, что они
сами проводят эксперимент и пытаются объяс-
нить его результат.

Задача о поиске всех делителей числа. С помо-
щью таблицы хорошо перебирать все делители
числа, имеющего только два простых делителя.
Это упражнение закрепляет представление о чис-
ле как о произведении мешка его простых сомно-
жителей.

Вот, например, все делители числа 1000000
(см. рис. 23).

Эта таблица устроена как обычная таблица
умножения – в каждой клетке стоит произведе-
ние числа, стоящего в имени столбца, и числа,
стоящего в имени строки. Каждый делитель мил-
лиона представим в виде произведения какого-то
количества двоек и какого-то количества пяте-

рок, значит, мы ничего не потеряли. Таким обра-
зом, у числа 1000000 имеется 49 делителей. Мож-
но провести соревнование – кто сможет запол-
нить больше клеток таблицы, не используя
калькулятор.

Конечно, из приведенной таблицы не вытека-
ет, что у числа 1000000 нет других делителей – на-
пример, числа 7 или числа 128. Эти два факта, как
и другие аналогичные, можно проверить экспе-
риментально – при помощи калькулятора. Об-
щий же факт – что в нашей таблице есть все дели-
тели числа 1000000 – есть частный случай основ-
ной теоремы арифметики.

2.7. Два последовательных выбора.
Мешки и цепочки

Рассмотрим простую модельную задачу, в ко-
торой у учеников начинает формироваться идея
последовательных выборов в разных представле-
ниях объектов. В ней в условиях, ограничиваю-
щих класс объектов, используется числовое отно-
шение больше (см. рис. 24).

Начать необходимо с обсуждения вопроса: ес-
ли в цепочке желтых бусин – две, а зеленых нет
совсем – верно ли, что желтых больше, чем зеле-
ных? Можно предложить детям обменяться мне-
ниями по этому вопросу и в конце концов сфор-
мулировать общую идею, что если каких-то бусин
нет, то их количество равно 0. Далее надо сравни-
вать количества бусин: если желтых 2, а зеленых 0,
то желтых больше, чем зеленых, потому что 2 > 0.
Можно начать и с того, что слова “используя
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только красный, желтый,…” надо понимать та-
ким образом, что использовать можно только пе-
речисленные цвета, но при этом, например, крас-
ный можно не использовать вовсе. Это – матема-
тический язык!

Затем можно предложить ученикам нарисо-
вать мешки из 3 бусин, из которых можно состав-
лять цепочки, годящиеся для решения задачи.
Перебирать можно по числу желтых бусин, сразу
определяя, сколько может быть зеленых, и добав-
лять красных до трех.

Мешков оказывается 4:
• 3 желтых,
• 2 желтых 1 красная,
• 2 желтых 1 зеленая,
• 1 желтая 2 красных.

Можно составить таблицу, где эти мешки бу-
дут именами столбцов. В клетки таблицы можно
вписать получающиеся цепочки (см. рис. 25).

2.8. Дерево перебора

Что такое дерево перебора? В корне дерева мы
помещаем условие задачи. В развилках дерева пи-
шем вопросы, позволяющие разбить все множе-
ство вариантов на классы. На каждой ветке – от-
вет на вопрос. Наконец, в листах дерева размеща-
ем собственно перебираемые или строящиеся
объекты. Дерево перебора часто оказывается дво-
ичным деревом (например, если всегда имеются в
виду ответы “да” или “нет”), но так бывает далеко
не всегда (см. рис. 26).

В каждой развилке (узле дерева) стоит вопрос.
Если ответы на уже заданные вопросы не опреде-

Рис. 23. Решение задачи о поиске всех делителей числа 1000000.

50 = 1умножить на

20 = 1

21 = 2

22 = 4

23 = 8 40

24 = 16

25 = 32

26 = 64

51 = 5 52 = 25 53 = 125 54 = 625 55 = 3125 56 = 15 625

Рис. 24. Задача о раскраске бусин в цепочках длины 3.
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ляют строящийся объект однозначно, необходи-
мо задать еще один вопрос. Если мы видим, что
какой-то ответ не дает ни одного варианта дей-
ствия и построение завершается неудачей, ставим
крест.

Если на вопрос только один ответ, то из раз-
вилки выходит только одна ветка. Это может
быть, когда мы уже пришли к конечному вариан-
ту (листу дерева), но может быть, мы хотим задать
еще какой-то вопрос, чтобы убедиться, что мы
ничего не забыли – на этот вопрос ответов будет
несколько, но при всех других вариантах ответа
что-то не сойдется с условием и вариантов нет –
ставим там кресты.

Для задач в начальной школе путь от корня к
листу не должен быть слишком длинным – не
больше 5 развилок, иначе ребенку будет трудно
совместить в голове одновременно все ответы на
вопросы, которые были заданы, даже если ответы

выписаны около ветвей. Исключение можно сде-
лать в случае очень однородных вопросов, напри-
мер, при угадывании загаданного числа из данно-
го диапазона. Чтобы уменьшить высоту дерева,
при прочих равных стоит выбирать вопрос так,
чтобы на него было побольше возможных ответов –
т.е. увеличивать ветвление, а не высоту дерева.
Это значит, что из двух вопросов: “Есть ли в меш-
ке число 6?” и “Каково наименьшее число в меш-
ке?” мы отдаем предпочтение второму.

Во многих задачах полезно изобразить на
большом листе бумаги полное дерево перебора.
В задачах с однотипными, повторяющимися вет-
ками бывает достаточно нарисовать его частично.

В обсуждении школьной математики часто ак-
центируется важность задач, у которых много
числовых “ответов” или нет “ответа”. Например,
тема работы [23] – это именно построение мно-
жества “ответов”, при этом множество это может

Рис. 25. Решение задачи о раскраске бусин в цепочках длины 3.

Рис. 26. Схема дерева перебора.
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оказаться и пустым. В случае перебора с помо-
щью дерева возможность отсутствия ответа ста-
новится очень наглядной – вполне может ока-
заться, что все пути дерева закончатся крестами.
Это означает, что объекта, удовлетворяющего
данной системе условий, не существует. Конеч-
но, такой ответ может быть ошибочным, если
что-то при построении было сделано неправиль-
но, например, пропущена какая-то ветвь. И в та-
ком случае нарисованное дерево помогает ребен-
ку еще раз проверить свое решение, найти и ис-
править свою ошибку – самостоятельно или с
помощью учителя.

Заметим, наконец, что дерево является есте-
ственным сочетанием и обобщением двух базо-
вых структур в нашем курсе: цепочки (последова-
тельность выборов) и совокупности (мешка) аль-
тернатив – ветвей, выходящих из одного узла.

Дерево перебора в графическом или мысли-
мом виде удобно использовать для перечисления
всех:

• мешков с заданными свойствами, в том чис-
ле – мешков чисел с заданной суммой или произ-
ведением;

• цепочек и циклов с заданными свойствами
(в частности, цепочек цифр в арифметических
ребусах);

• частей геометрической конфигурации с не-
которым свойством, например, все пятиугольни-
ки на данном чертеже;

• ходов в дереве игры;
• объектов в задачах, где задается частичная

информация о соответствии между объектами и
их свойствами и надо восстановить полную кар-
тину – таким задачам посвящена целая книга
[24]. Некоторые из задач там решаются с помо-
щью двумерных таблиц, в других используются
деревья.

2.9. Перебор цепочек

Перебирать цепочки проще всего, строя пер-
вый, второй, третий элемент (бусину) цепочки и
т.д. Однако возможны и другие стратегии. На-
пример, иногда удобнее строить цепочку с конца,
или с какой-то выделенной бусины, свойства ко-
торой известны, или в качестве вариантов перво-
го хода фиксировать и номер бусины, и значение
ее свойств. Одна из общих продуктивных страте-
гий состоит в том, чтобы фиксировать максимум
информации, которую удается извлечь, или из
условия задачи, или из уже полученной. В резуль-
тате будет возникать частично определенная це-
почка, в которой постепенно некоторые бусины
приобретают форму, другие – цвет, известны
длины отдельных участков, но их взаимное рас-
положение пока не известно, и т.д.

Задача о монотонных цепочках. В следующей
задаче параметры перебора не очевидны заранее
и возникают при использовании осваиваемой
учениками стратегии “попробовать как-нибудь”.
В задаче используются арифметические термины,
такие как больше на, больше в, не более, чем на и т.п.
Тем самым при ее решении закрепляются арифме-
тические понятия, но основная суть здесь все-таки
комбинаторная (см. рис. 27).

Ученик начинает пробовать, поставив на пер-
вое место в цепочке 2, как сказано в условии: тут
вариант только один. Что поставить на следую-
щее место? Чтение условия показывает, что у нас
есть выбор из чисел: 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Осторожный
и понимающий ребенок поставит на это место 3,
более “рисковый” – 9. “Математик”, опытный
экспериментатор, поставит, например, 5 и по-
смотрит, что будет дальше. В какой-то момент в
обсуждении может появиться идея в качестве сле-
дующего брать самое маленькое возможное чис-
ло. Получится цепочка: |-2-3-4-5-6-7-8->.

Рис. 27. Задача о цепочках из семи чисел.
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Один вариант требуемого объекта построен.
Одновременно мы поняли, что не любой из раз-
решенных выборов второго элемента цепочки
перспективен. Некоторые такие выборы “заранее
обречены”. Таким образом, последовательно осу-
ществляется несколько выборов, некоторые вы-
боры заканчиваются тупиком – не приводят к по-
строению никакого объекта. Это приводит нас к
визуализации ходов и тупиков перебора в виде де-
рева и формулирования соответствующей систе-
мы понятий.

Задача о цепочках из единиц и двоек. Дано неза-
вершенное дерево перебора – детям предлагается
поместить нужные цепочки в листья дерева (см.
рис. 28).

Итак, дерево помогло нам построить все це-
почки, ничего не упустить. Новизна здесь в пере-
ходе от двух выборов к их результату – построен-
ной цепочке.

2.10. Перебор мешков

Дерево перебора мешков чисел с произведением
128. Детям предлагается понять принцип постро-
ения дерева и написать нужные числа в мешках.
Перед началом работы с деревом полезно разло-

жить число 128 на простые множители и выписать
все делители этого числа (см. рис. 29).

Задача не первый взгляд выглядит не такой уж
сложной. Но все же большинству учащихся без
какой-то подсказки, например, в виде этого дере-
ва, решить ее будет сложно. Можно, после реше-
ния с деревом, предложить ученикам решить ее
иначе. Обсудить сначала, каким может быть са-
мое большое число в мешке. Потом коллективно
рассмотреть случаи, когда это число 128 и 64. По-
сле этого разбить класс на группы, предложив
ученикам каждой группы самим выбрать самое
большое число. Один из вопросов – определить
список возможностей.

2.11. Перебор геометрических конфигураций
При изучении геометрии в средней школе за-

частую оказывается, что детям сложно найти на
чертеже фигуру с данным именем. Особенно это
касается обозначения углов тремя буквами. В на-
чальной школе можно поработать только над этим,
не отвлекаясь на более сложные вещи – задачи,
определения, аксиомы и теоремы. Кроме того,
можно привлечь более широкий контекст, в том
числе – топологический, рассмотреть много-
угольники более общие, чем в стандартном курсе
геометрии.

Рис. 28. Задача о цепочках из единиц и двоек.
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В самом начале курса дети усваивают понятие
области на картинке, т.е. компоненты связности,
которую можно раскрасить, не пересекая границ
(см. рис. 30).

Далее детям демонстрируются разные приме-
ры областей, являющихся многоугольниками, на

картинке выделяются вершины и стороны, ука-
зывается количество вершин и сторон для них
(см. рис. 31).

Математическая сторона дела, которую мы
объясняем на примерах, не вводя терминов, тако-
ва. Многоугольник – это фигура, ограниченная
замкнутой несамопересекающейся ломаной. То
есть многоугольник – не обязательно выпуклая
фигура. Вот примеры не многоугольников, которые
помогают нам объяснять, что имеется в виду (см.
рис. 32).

Левая фигура состоит из двух кусков, которые
не составляют вместе многоугольник. Правая фи-
гура имеет “дырку” внутри, ее граница – не одна
замкнутая линия, а две; это тоже не многоуголь-
ник.

Рис. 29. Задача о переборе мешков чисел с произведением 128.

Рис. 30. Задача о подсчете областей в картинке.
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Задача о поиске всех треугольников. “Перечис-
лите все треугольники, изображенные на чертеже
ниже (см. рис. 33).

В переборе здесь легко запутаться. Что может
помочь упорядочению перебора? Можно предло-
жить ученикам подсчет числа (одноцветных) об-
ластей, образующих какой-то из треугольников,
которые мы хотим найти.

Дальше мы приводим подробный, довольно
сложный разбор всех случаев. Задача учителя ор-
ганизовать работу всех учащихся, предлагая каж-
дому, или каждой группе, свою систему “наводя-
щих” вопросов так, чтобы всюду очередная зада-
ча была посильной и трудной. Формулируемые
далее вспомогательные утверждения могут воз-
никать в диалоге с классом, изобретаться самими
детьми.

Рассмотрим сначала области одного цвета –
всего на чертеже 6 таких областей, 4 из них тре-
угольные.

Следующий шаг – объединять по две области,
имеющие общую границу. Всего таких границ и
фигур-объединений на чертеже 7, 6 из них – это
треугольники.

Некоторые дети уже на этих случаях начинают
“видеть” треугольники. Важно дать возможность
каждому ученику двигаться самостоятельно, со

своей скоростью. Они могут довольно быстро на-
ходить некоторые примеры в каждом из случаев.
Но нужно еще убедиться, что найдены все при-
меры.

Посмотрим, сколько треугольников можно со-
ставить из трех областей. Сначала заметим, что
среди трех областей, составляющих треугольник,
должна быть одна, которая граничит с двумя дру-
гими. Это утверждение интересно обсудить: если
у первой области есть общая граница только со
второй, то вторая должна иметь границу с тре-
тьей; или можно считать его очевидным. Значит,
можно перебрать все шесть закрашенных обла-
стей, к каждой из них добавить две, возможно,
разными способами и из получившихся фигур
выбрать треугольники. 

Хотя это можно сделать и устно, в коллектив-
ном обсуждении, но кому-то из детей может по-
нравиться организовать перебор в виде дерева. В
помощь таким детям можно дать много копий ис-
ходных нераскрашенных чертежей. Тогда в узлах
дерева можно рисовать частично раскрашенные
треугольники. 

Из корня мы попадем в 6 рисунков, где закра-
шено по одной области, а дальше из каждого узла
в дополнение этой раскраски двумя областями.
Больше всего ветвей (как легко сообразить) будет

Рис. 31. Примеры областей, являющихся многоугольниками.

Рис. 32. Примеры не многоугольников.
Рис. 33. Рисунок к задаче о перечислении треуголь-
ников.
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исходить из чертежей, где область граничит с тре-
мя другими. Именно к этим (двум) областям мож-
но добавить еще по две области и получить тре-
угольники. Итак, из трех областей на чертеже со-
ставлены 2 треугольника.

Наглядная фиксация является важной частью
доказательства того, что мы нашли все возмож-
ности.

Посмотрим сколько треугольников можно со-
ставить из четырех областей. Заметим, что есть
ровно три области, которые не содержат точки П.
Значит, среди четырех объединяемых областей
есть хотя бы одна, эту точку содержащая. Все об-
ласти, содержащие точку П, треугольные. Каждая
из них граничит по крайней мере еще с одной, со-
держащей точку П. Если среди нашей четверки
есть только одна такая область, то еще три – это в
точности те, которые не содержат П. Перебирая
три содержащих П области, видим, что добавле-
ние к каждой из них этих трех областей треуголь-
ника не дает. Если включить в четверку все содер-
жащие П области и добавлять к ним еще какую-то
одну из трех, треугольника не получится. Остает-
ся рассмотреть случай, когда к паре областей, со-
держащих П, добавляется еще пара не содержа-
щих П. Рассматриваем три варианта и получаем 2
треугольника.

Сколько треугольников можно составить из
пяти областей? Будем перебирать области, кото-
рые не входят в эти пять. Видим, что треугольни-
ка не получается.

Из шести областей уже составлен 1 треуголь-
ник.

Данную сложную задачу интересно решать в
коллективе, строя одно большое дерево и обсуж-
дая, какие варианты перебираются. Естественно
разбивать детей на группы, возможно разного со-
става на разных этапах.

Задача о поиске всех шестиугольников. “Найти
все шестиугольники, которые имеются на черте-
же” (см. рис. 34).

Детям предлагается разобраться в принципе,
по которому строится дерево перебора, и раскра-
сить шестиугольники на чертежах в листах дере-

ва. Наш чертеж состоит из треугольных областей,
не разбивающихся на более мелкие. Их неплохо
было бы раскрасить в разные цвета.

Первый вопрос, как и в предыдущей задаче,
состоит в количестве областей, образующих ше-
стиугольник. Тут возможно теоретическое обсуж-
дение: сколько треугольников могут образовать
шестиугольник, если они примыкают только по
целой стороне?

У двух треугольников 6 вершин. При склейке
двух треугольников по стороне из четырех вер-
шин остается две, в итоге остается 6 – 2 = 4 вер-
шины. Тут полезно обсудить, а может ли из двух
треугольников получиться треугольник, и, если
может, то почему это не противоречит нашему
вычислению.

У трех треугольников 9 вершин. Этого должно
было бы хватить для шестиугольника, но давайте
посмотрим. Начнем склеивать. Если мы склеива-
ем два треугольника, то общее число вершин со-
кращается по крайней мере до 7. Приклеив к ним
еще один, получаем не больше 5 вершин – не го-
дится.

У четырех треугольников 12 вершин, при
склейке остается 12 – 6 = 6 вершин. Это может
быть шестиугольник.

Общее число областей у нас 6. Все они содер-
жат общую точку и “идут вокруг нее по циклу”,
т.е. каждая из областей граничит ровно с двумя
другими. Если из этих областей вынуть две не со-
седние, то цикл распадется, шестиугольника (и,
вообще, многоугольника) не получится. Значит,
будем вынимать по две соседние области. Это
можно сделать шестью способами (стоит заранее
обсудить, почему). Из этих способов один дает
четырехугольник, два дают пятиугольники, три
дают шестиугольники.

Подумав про пять треугольников, мы быстро
приходим к выводу о том, что надо перебирать ва-
рианты выбрасывания одной из 6 областей. Кро-
ме того, кто-то может заметить, что наша картин-
ка симметрична относительно горизонтальной
оси, имеющейся на чертеже, т.е. “одинаково
устроена сверху и снизу”. Поэтому достаточно
посмотреть на три варианта, получающихся вы-
брасыванием одного из треугольников, лежащих,
например, в верхней половине чертежа. Получа-
ем 6 вариантов.

Шесть треугольников на чертеже уже образо-
вали пятиугольник, этот случай тоже перебирать
не нужно (см. рис. 35).

Вот еще одно дерево. Оно используется для пе-
ребора всех четырехугольников на чертеже. Нуж-
но раскрасить четырехугольники на чертежах,
расположенных в листах дерева, и подписать
имена этих четырехугольников (см. рис. 36).

Рис. 34. Рисунок к задаче о поиске всех шестиуголь-
ников.
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Рис. 35. Заготовка дерева для решения задачи о поиске шестиугольников.

Рис. 36. Заготовка дерева перебора всех четырехугольников.
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Построение объектов и вычисление их коли-
честв в переборных задачах. Изоморфизм ситуаций.
В данном разделе мы рассматриваем примеры,
где естественно возникает переход от построения
комбинаторных объектов к вычислению их коли-
чества.

Использование числа сочетаний в работе с
детьми описано в статье А.К. Звонкина 1986 г.
[25] (позднее вышла книга [26], включающая в се-
бя описание работы его математических кружков
для дошкольников). А.К. Звонкин был членом
коллектива под руководством А.Л. Семенова, со-
здававшегося в то время. Он использовал различ-
ные ситуации, сводящиеся к выбору 2 элементов
из 5, и наблюдал за тем, как постепенно дети учат-
ся видеть сходство, изоморфизм всех этих задач.

Как уже видно из предыдущего, для нас суще-
ственно в первую очередь построение самих пере-
бираемых объектов. С другой стороны, изомор-
физм с некоторой стандартной ситуацией, и сле-
дующий отсюда числовой результат о количестве
объектов, тоже представляет интерес.

Мы начнем с более простых задач, чем уже
рассмотренные выше, чтобы проиллюстрировать
описанный сейчас переход.

Задача о перечислении треугольников и числе
сочетаний. При перечислении треугольников на
чертеже также могут возникнуть числа сочетаний
(см. рис. 37).

Для того, чтобы образовать треугольник, нуж-
но на нижней стороне выбрать две точки из четы-
рех. Это будут две вершины треугольника, еще
одна вершина – это точка А.

Задача о цепочках из бусин двух видов и числе
сочетаний. Мы аналогично перебираем цепочки,
составленные из бусин двух видов (см. рис. 38).

В этой задаче мы выбираем два объекта из ше-
сти – это места в цепочке, где стоят двойки.

Следующая задача требует значительного объ-
ема анализа, чтобы свести ее к той же задаче о
числе сочетаний.

Рис. 37. Задача о перечислении треугольников. Для того, чтобы образовать треугольник, нужно выбрать две точки на
нижней стороне.

Рис. 38. Задача о цепочках из бусин двух видов и числе сочетаний.

Рис. 39. Рисунок к задаче о делителях числа 100 и чис-
ле сочетаний.
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Задача о делителях числа 100 и числе сочетаний.
“Заполни окошки во всех цепочках так, чтобы
были истинны утверждения (см. рис. 39):

• В каждой цепочке следующее число больше
предыдущего или в 2 раза, или в 5 раз.

• Все цепочки разные”.
Конечно, из условия видно, что нам придется

три раза умножать на двойки и пятерки. Но 100 =
2*2*5*5. Среди этих сомножителей нужно вы-
брать три. Их произведение – или 50, если мы не
взяли двойку, и тогда первое число будет двой-
кой, или 20, если мы не взяли пятерку, и тогда
первое число будет пятеркой.

Теперь видно, что начать можно с того, что
умножить единицу на двойку или пятерку, и это
будет первый элемент цепочки, а все различные
цепочки получаются выбором двух из четырех
моментов, когда мы умножаем на 2.

Задача о двоичных цепочках и числах Фибонач-
чи. Числа Фибоначчи (1, 1, 2, 3, 5, 8, …) появляют-
ся в разных задачах.

“Назовем цепочку из нулей и единиц краси-
вой, если в ней нет двух единиц подряд. Начните
выписывать все красивые цепочки нулей и еди-
ниц.”

Это пример новой задачи, вполне посильной
для детей, если они уже потренировались в реше-
нии задач, которые “неизвестно-как-решать”. В
задаче есть неопределенность. Можно начать де-
лать то, что требуется, но где остановиться? Такая
ситуация часто встречается в работе математика,
который начинает работать с новым видом объек-
тов. Надо начать их строить, может получиться
что-то интересное. По ходу дела дети начинают
сами формулировать вопросы и предложения. В
чем-то помогает учитель.

Пустая цепочка, конечно, подходит: |–>.
Цепочки длины 1 тоже годятся: |-0-> и |-1->.
Цепочки длины 2 годятся уже не все: из четырех

цепочек подходят только три (дальше не будем
прорисовывать линии цепочки, чтобы было легче
читать): 01, 00, 10.

Вот какие получаются красивые цепочки дли-
ны 3: 001, 101, 000, 010, 100.

Прежде чем переходить к цепочкам длины 4,
зададимся вопросом: из каких красивых цепочек
длины 2 и длины 3 и как можно получить краси-
вую цепочку длины 4? Красивые цепочки длины
4 могут заканчиваться на 0 или на 1. Вопрос: ка-
кие цепочки длины 3 получатся, если в красивой
цепочке длины 4 отбросить последний 0? Ответ:
красивые. Вопрос: все ли? Вопрос: Если у краси-
вой цепочки в конце стоит 1, что стоит перед ним?
Ответ: обязательно 0. Вопрос: какие цепочки дли-
ны 2 получатся, если отбросить эти 01?

Наконец, вопрос: как получить все цепочки
длины 4 из цепочек длины 3 и 2?

Цепочки с нулем на конце: 0010, 1010, 0000,
0100, 1000.

Цепочки с единицей на конце: 0101, 0001, 1001.
Вопрос: пусть нам известно, сколько есть кра-

сивых цепочек длины 4 и длины 5. Сколько будет
красивых цепочек длины 6? Попробуйте найти от-
вет на этот вопрос, не выписывая цепочки длины 6,
а потом выпишите. Теперь уже выписывать мож-
но быстрее и надежнее, беря цепочки двух пред-
шествующих длин. Вопрос: сколько будет краси-
вых цепочек длины 10?

Давайте попробуем: 1, 2, 3, 5, 8, 13,…
Решение рассмотренной только что задачи

сложно именно своей логической структурой.
Эта сложность преодолевается рассмотрением
примеров, в которых логика становится нагляд-
ной и очевидной. Когда это прояснение произо-
шло, выписывание общего количественного за-
кона уже не составляет труда.

2.9. Сложность вычислений
Учет фактора сложности вычислений – обяза-

тельный элемент вычислительного мышления
современного человека. Умение учитывать слож-
ность вычисления может формироваться уже в
начальной школе, становиться уже на этом этапе
одной из больших идей математики и информа-
тики.

Приведем пример, который мы используем
для введения в понятие сложности вычислений.
Учащимся второго класса предлагается страница,
на которой имеется порядка 50 изображений. В
первой из двух похожих задач фигурка, для кото-
рой нужно найти пару, предъявляется сразу в
условии задачи (см. рис. 40).

Во второй похожей задаче (см. рис. 41) требу-
ется найти пару одинаковых фигурок, неизвест-
но, каких именно (на листе есть ровно одна пара
одинаковых).

Решение этих двух задач запускает формиро-
вание представлений о сложности вычислений, в
частности, сложности перебора. В классе проис-
ходит обсуждение того, почему первая задача ре-
шена всеми в классе за несколько минут, а вторая
за то же время не решается. Это обсуждение мо-
жет привести к “качественным” оценкам сложно-
сти: “здесь мы ищем такую же картинку, а здесь –
непонятно что искать”, “здесь я быстро нашла та-
кую же, а там – непонятно, что сравнивать”. Уже
в начальной школе после такого “качественного”
обсуждения можно попросить посчитать, сколь-
ко картинок ученику пришлось сравнить, когда
он решал первую задачу, и сколько пар фигурок
может понадобиться сравнить при решении вто-
рой. Если сразу посчитать не удастся, можно
взять меньшую картинку, где, например, 6 фигу-
рок. На ней скорее всего удастся найти две одина-
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ковых относительно быстро, при этом можно со-
единить каждую фигурку с каждой – тогда станет
ясно, что каждая соединяющая линия соответ-
ствует одному сравнению двух картинок, и можно
будет посчитать сколько сравнений понадобится.

Задача о рюкзаке или проблема перебора. “Возь-
мем 7 отрезков линейки различной длины, рав-
ной целому числу сантиметров – каждый меньше
1 м. Можно ли, взяв некоторые из этих семи от-
резков, сложить линейку в 1 метр?”

Ясно, при одном наборе отрезков это возмож-
но, при другом – нет. Также ясно, что получить

ответ можно, просто перебирая все подмножества
совокупности (мешка) из семи отрезков. Взрос-
лый математик быстро сообразит, что количество
подмножеств будет равно 27 = 128. Число не такое
уж большое, но все же достаточное, чтобы при не-
которых наборах отрезков пришлось потрудиться.

Наконец, можно вспомнить, что предлагаемая
задача – это т. н. “Задача о рюкзаке”, она являет-
ся универсальной переборной задачей, т.е. никто
не умеет решать ее существенно быстрее, чем
полным перебором, и неизвестно, существует ли
такой способ быстрого решения.

Рис. 40. Задача о поиске такой же фигурки, как заданная.
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Поэкспериментировав с палочками нужной
длины или отрезками в цифровой среде, ученики
могут попытаться работать просто с числами –
длинами отрезков. Таким образом, ученики па-
раллельно тренируются в сложении нескольких
двузначных чисел, осваивают идею полного пере-
бора в комбинаторных задачах и осознают, что
такая переборная задача даже при небольших па-
раметрах может стать непосильной для человека.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Наш опыт практической работы с учителями и
школьниками в течение более чем двух десятиле-
тий подтверждает исходные посылки. Ограниче-
ние математики в начальной школе только ру-
тинными арифметическими упражнениями, по-
сле утраты, во многом, своего первоначального
прагматического значения, сегодня удерживается
только инерцией. Эта инерция может легко раз-

Рис. 41. Задача о поиске двух одинаковых фигурок.
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рушаться, когда учитель видит, что дети с интере-
сом решают переборные и другие комбинаторные
задачи. Более существенна инерция на уровне
принятых стандартов, методик, издателей учеб-
ников и, наконец родителей, которых “учили
иначе и вот, мы же выросли людьми”. Если все же
ориентироваться на потребности экономики и
общества XXI века, то следует, видимо, наряду с
накоплением практического материала, вести пе-
дагогические измерения, пользоваться авторите-
том математического и бизнес-сообщества. На
это могут уйти десятилетия, за которые жизнь –
Ахиллес уйдет еще дальше от школы – Черепахи.
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вательной математике существенно расширяются за счет компьютерного внутриматематического
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программы.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Потребность в массовом качественном мате-
матическом образовании, формировании и со-
хранении интереса к математике растет во всем
мире. Но современное массовое образование не
отвечает этой потребности. Одной из причин это-
го является то, что образование, которое ребенок

получает в школе, не имеет отношения к тому,
что ему интересно сегодня и что понадобится зав-
тра.

При этом уже сегодня сформировано пред-
ставление о системе математического образова-
ния, при котором:

• Предметное содержание соответствует по-
требностям цифровой экономики и всего цифро-
вого мира.

• Способы деятельности, осваиваемые учени-
ком с самого начала учения, естественны для не-
го, соответствуют природной любознательности
и являются при этом способами деятельности
профессионального математика и программиста.

• Образовательный процесс является доступ-
ным и мотивирующим для большинства учащих-
ся. В нем легко выстраиваются индивидуальные
траектории, соответствующие персональным це-
лям.

• Основные образовательные результаты за
пределами математики (метапредметные, лич-
ностные и т.п.) также являются ключевыми в со-
временном и будущем мире.

Настоящая статья, описывая общую перспек-
тиву рассматриваемого подхода, особо останав-
ливается на роли математического эксперимента
в работе исследователя и ученика; эксперимент
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ВИШНЯКОВ и др.

является необходимым, и, пожалуй, централь-
ным элементом этого подхода.

2. ПРОБЛЕМЫ МАССОВОГО 
МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОБРАЗОВАНИЯ 

И ПУТИ ИХ РЕШЕНИЯ
Система математического образования разных

уровней была сформирована в России еще в нача-
ле XX в., стала массовой в нашей стране в конце
1930-х гг. и была восстановлена после Великой
Отечественной войны. Эта система исходила из
потребности подготовки сильных учеников мас-
совой школы (“верхней четверти класса”) для
продолжения образования в инженерных вузах.
Результаты остальных оценивались “путем вычи-
тания”. Отдельные школьники с выделяющими-
ся результатами имели возможность получить ин-
дивидуальную помощь хорошего учителя, пойти
в кружок при вузе, в том числе – в заочный, пе-
рейти в специализированную математическую
школу, затем – поступить на математический фа-
культет университета.

Сегодня мы сталкиваемся с парадоксом: роль
математики в жизни общества растет, цивилиза-
ция становится цифровой, а интерес к школьной
математике в обществе падает. Непрямым, но
очевидным доказательством этого является со-
храняющийся в течение десятилетий дефицит
студентов (по крайней мере, мотивированных,
способных) на ИТ-специальностях многих вузов.

Существенная причина этого, как мы считаем,
состоит в том, что буквальное содержание школь-
ной математики не нужно в современном мире –
все это “может сделать компьютер”. То, что
именно это содержание мы проверяем на ЕГЭ,
лишь усугубляет ситуацию, но ЕГЭ – не главное.
Математика оказывается архаичным и оторван-
ным от жизни школьным предметом.

Ключевым лозунгом идущей трансформации
является очень простое и очевидное для многих
из нас высказывание Пола Халомша: The only way
to learn mathematics is to do mathematics – “Един-
ственный способ изучать математику – это ее со-
здавать” [1, с. 7].

Мы считаем, что у нас есть возможность оста-
новить и обратить процесс падения интереса
школьников к математике. Мы можем сделать
математику действительно главным школьным
предметом так, что его содержание будет нужно в
цифровом мире, а результаты образования будут
выходить далеко за пределы только математики.
Это обусловлено, в частности, достижением це-
лей, которые и так постоянно провозглашаются
для математического образования, но при этом
не реализовываются в массовой школе: развитие
логического мышления (“Логика”), моделирова-
ние реального мира (“Моделирование”), осозна-

ние красоты математических объектов и построе-
ний (“Эстетика”).

Наряду с этим целями, которые становятся ре-
ально достижимыми, мы подчеркиваем важность
еще одной, тоже не новой, цели. Эта важнейшая
цель – формирование умения решать совершен-
но новые, не виданные, неожиданные задачи, го-
товность и интерес к такому решению (“Новиз-
на”). А.Г. Асмолов для этого качества личности
предложил термин “преадаптивность” [2, 3]. Мы
разъясним это подробнее, но начнем с того, что
такое качество является очевидным качеством
профессионального математика, необходимым в
его профессиональной деятельности. Соответ-
ственно, оно вырабатывается (или должно выра-
батываться) в подготовке математиков-профес-
сионалов. Самое замечательное – это качество
становится все более необходимым для совре-
менного человека на любом рабочем месте и про-
сто в повседневной жизни.

Принципиальным является то, что, прибли-
жая математическую деятельность школьника к
деятельности профессионального математика,
перечисленные цели могут стать реальными це-
лями массового математического образования.
Конечно, это не означает, что масса школьников
будет открывать действительно новые математи-
ческие результаты, но массовый школьник полу-
чит опыт открытия новых для себя результатов и
сможет использовать этот опыт в дальнейшей
жизни.

Говоря о результатах “за пределами математи-
ки”, мы имеем в виду общее, ясное в математиче-
ском сообществе понимание того, что А.Я. Хин-
чин называл “воспитательным эффектом уроков
математики” [4], В.В. Фирсов – “учить математи-
кой” [5–7], а в сегодняшних официальных
текстах называется метапредметными и личност-
ными результатами.

Наиболее существенными, на наш взгляд, яв-
ляются возможность и необходимость переклю-
чения целей массовой школьной математики (ре-
альных, а не провозглашаемых) с заучивания
“близко к тексту” алгоритмов, жестко формали-
зованных эвристических (часто – мнемониче-
ских) правил, формулировок теорем, определе-
ний и доказательств к совершенно иной системе
изучения математики. Эта иная система предпо-
лагает:

• Самостоятельное изобретение и открытие,
вместо заучивания. Эксперимент, пробы и ошиб-
ки, “отладка” (в более широком смысле, чем от-
ладка программы), в том числе – с использовани-
ем компьютера. Поиск и исследование подходя-
щей визуализации как основы для наблюдений и
интуиции.
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• Использование ошибки как источника сове-
та от учителя и движения вперед ученика, а не как
бесспорного основания для наказания отметкой.

• Постоянное решение новых для учащегося
(и во многих случаях – для учителя) нестандарт-
ных задач вместо отработки безошибочности и
скорости в решении стандартных задач.

• Совместный поиск решения учителем и уче-
ником, в том числе – решения, неизвестного и
учителю; учитель как мастер математического по-
иска, открытия, эксперимента, использования
ошибки.

• Решение задач, похожих на уже решенные,
отнюдь не запрещается, если оно содействует луч-
шему пониманию, помогает в решении новых
творческих задач, и одновременно содействует мо-
тивации: “вот что я умею делать быстро и безоши-
бочно”. Однако такое решение не может быть ос-
новано на принуждении или быть основным эле-
ментом при оценивании результатов учащегося.

• Для вычислений, в том числе – арифметиче-
ских и алгебраических, решения уравнений и
т.п., сегодня входящих в программы по математи-
ке, разрешается использование цифровых техно-
логий: калькулятора, систем компьютерной ал-
гебры – так, как это происходит за стенами школы.

Можно выразить сомнение в принципиальной
реализуемости описанной системы, в том числе –
достижимости цели “Новизна” для большинства
учащихся. Однако у нас есть серьезные аргументы в
пользу такой достижимости. Эта система основана
на продуктивных традициях, интеллектуально на-
много более мощных, чем сформированная в целях
“индустриализации” (“промышленной револю-
ции”) система советской школы и школы ряда
других стран. Это ставшая устойчивой практика
математического образования в ряде российских
школ последних десятилетий. К этой традиции и
практике относятся:

• Традиции занимательных задач (начиная с
античности, задачника Алкуина, продолженные
Е.И. Игнатьевым, Я.И. Перельманом и другими
[8–12]).

• Международная олимпиада “Кенгуру”, охва-
тывающая десятки стран [13], в России в большой
степени поддерживалась питерским профессио-
нальным математиком Марком Ивановичем Баш-
маковым [14], несмотря на отрицательное отно-
шение к ней ряда влиятельных, в том числе – ад-
министративно, деятелей образования. Эта
олимпиада постоянно привлекает десятки про-
центов всех учащихся начальной школы страны и
встречает энтузиазм массы учителей начальной
школы. Задания этой олимпиады разнообразны и
совершенно не похожи на задачи из учебников
начальной школы, при этом большинство уча-
щихся каждого класса успешно решает по не-

сколько задач; даже самые сложные, и повторим-
ся, неожиданные задания доступны многим.

• Система кружков и математических классов
в разных сообществах, восходящая к российско-
му университетскому кружковому образованию.
Одной из наиболее значимых и устойчивых явля-
ется система Н.Н. Константинова, истоки кото-
рой можно найти в Лузинском кружке в Москве –
“Лузитании” [15].

• Параллельно с российской традицией совре-
менного математического образования формиро-
вались традиции и в других странах, в США эту
традицию обычно связывают с именем Роберта
Мура, который начал учить студентов младших
курсов в UPenn в 1911 г., основываясь на том, что
потом назвали Inquiry-Based Learning (IBL) – ис-
следовательским подходом в математике. Люби-
мым принципом Мура была поговорка, припи-
сываемая Конфуцию: “Услышу и забуду, увижу и
запомню, сделаю и пойму.” В настоящем тексте
мы обращаемся к одному из наиболее ярких пред-
ставителей этой традиции – Полу Халмошу. Под-
ход этот ограничивался высшей школой (посвя-
щенный этому подходу журнал [16] называется
Journal of Inquiry-Based Learning in Mathematics);
контингент студентов – к которым адресовался
этот подход, по математическому уровню, види-
мо, ближе всего к нашим старшеклассникам из
массовых математических и ИТ-ориентирован-
ных школ.

• Задачи на построение и отладку алгоритмов
(программирование), включенные в учебники по
предмету “Информатика” (формально “Основы
информатики и вычислительной техники”, “Ин-
форматика и ИКТ”), введенному во всех школах
страны в 1985–86 гг., обладают высоким уровнем
разнообразия и индивидуальной новизны. Эта
линия продолжилась в последующие десятилетия
и не вызвала массового отторжения. Обучение
алгоритмике и творческому программированию
развивается в мире на разных уровнях образова-
ния [17–22], в последнее десятилетие оно бурно
развивается под несколько странным именем
“coding”.

• Инновационный курс информатики для на-
чальной школы, интегрированный с математи-
кой или изучаемый отдельно, в различных вари-
антах [23–25] успешно используется десятками
тысяч учащихся в ряде начальных школ РФ на
протяжении десятилетий, что убеждает нас в воз-
можности достичь результата в работе с каждым
учеником. Курс предусматривает возможность
оптимального подбора заданий для каждого уча-
щегося при сочетании эффектов новизны с эф-
фектом “надежности и уверенности”.

Распространение традиций подготовки профес-
сиональных математиков в лучших университетах и
работы с высокомотивированными детьми в спе-
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циализированных математических школах и ма-
тематических кружках на массовое математиче-
ское образование продиктовано потребностями
цифровой цивилизации и становится возможным
благодаря цифровым технологиям современного
мира.

Существенными для нашего построения со-
держания математического образования являют-
ся следующие его характеристики:

1. Содержание релевантно для цифрового века:
• в профессиональной и частной жизни чело-

века исчезла необходимость в технических вы-
числительных навыках – помогает компьютер; и
в школе рутинные вычисления и другие стандарт-
ные элементы учебной работы тоже разрешается
выполнять с помощью компьютера;

• на школьном уровне систематически на-
глядно представлены общие основания совре-
менной математики и информатики, существен-
но расширяющие традиционную арифметику с ее
четырьмя действиями;

• содержание курса математики интегрирова-
но с курсом информатики и является основой для
понимания того, “как работают” цифровые тех-
нологии и искусственный интеллект.

2. Математический эксперимент и открытие –
существенная часть учебной деятельности. Время
для них высвобождается в результате снижения
объема тренажа ручных вычислений.

3. Обеспечивается высокий уровень новизны,
“нестандартности” заданий, индивидуально под-
бираемых для каждого ученика на оптимальном
для него уровне сложности.

Одним из основных (может быть, и самым
важным) из проектируемых и уже реально дости-
гаемых эффектов является рост интереса к мате-
матике среди детей.

Компьютер явно упомянут в характеристике 1;
при этом он необходим в большей части экспери-
ментов школьников (характеристика 2) и обеспе-
чивает реальность и эффективность персонализа-
ции массового образования (характеристика 3):
количество разнообразных заданий, которые
можно хранить в цифровой среде, принципиаль-
но больше, чем в бумажном задачнике; индиви-
дуальные цели, степени и пути их достижения в
цифровой среде выстраиваются естественно и
комфортно для ученика и учителя.

Суммируем результат изменений для массово-
го школьника:

• приобретения: развитие математических и
общеинтеллектуальных способностей; интерес к
математике и к учению; умение применять циф-
ровые технологии при решении широкого класса
задач; освоение элементов современной матема-
тики; опыт самостоятельного открытия и доказа-

тельства математических, в частности (неболь-
шого числа) геометрических утверждений;

• потери: умение без компьютера производить
бегло и надежно арифметические и алгебраиче-
ские вычисления, которое было полезно 50 лет на-
зад; знание близко к тексту некоторых формулиро-
вок и доказательств геометрических теорем в объ-
еме, близком к сформированному 100 лет назад.

Именно применение цифровых технологий, в
частности, компьютерный эксперимент, позво-
ляет сделать серьезное математическое образова-
ние массовым.

В завершение этого раздела вспомним, что
символом математического образования в нашей
стране стала написанная в 1895 г. картина “Уст-
ный счет. В народной школе С.А. Рачинского”
художника Н.П. Богданова-Бельского (1868–
1945) [26]. Обратим внимание, что в этой картине
учащимся не “задают” перемножить в уме “на
скорость” два пятизначных числа или решить за-
дачу про землекопов. Наоборот: каждому ученику
предлагают попробовать решить неожиданную
задачку, явно не похожую на то, что он видел
раньше, при этом с индивидуальной скоростью,
при индивидуальном обсуждении с учителем (вы-
нужденно – не в цифровой среде).

3. ОБЩЕМАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ПЕРСПЕКТИВА

Последние десятилетия XIX века и первые де-
сятилетия века XX стали периодом метаматемати-
ческого осмысления и моделирования математи-
ческой деятельности человека. Работы Фреге,
Кантора, Гильберта, Геделя, Тьюринга, Тарского
предложили математическое описание того, что
такое язык математики, что такое математиче-
ское доказательство, математическое определе-
ние и математическое вычисление. Сформиро-
вавшиеся представления оказали безусловное
влияние и на математическое образование. Есте-
ственная установка математиков на реализацию
такого влияния в практике системы массового
образования привела к ряду масштабных драм
(New Math, “Колмогоровская реформа”). Среди
причин неудач в этих реализациях были: отдале-
ние от мира ребенка, а не приближение к нему,
игнорирование традиции, слабость работы с сего-
дняшними и будущими учителями. Для нас важно,
что вместо деятельности с реальными, “осязаемы-
ми” (в том или ином смысле) объектами, детям
предлагали работу с абстрактными определения-
ми, которая, к сожалению, часто вырождалась
просто в их заучивание. Сегодня к этим причинам
добавляется отсутствие связи с цифровой реаль-
ностью. Однако анализ этих причин – не тема
данной работы. Возможные проблемы с реализа-
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цией нашего подхода и способы решения этих
проблем обсуждаются в специальном ее разделе.

Сто лет спустя после появления метаматема-
тики – последние десятилетия XX века и первые
десятиления XXI стали периодом, когда указан-
ное математическое осмысление распространи-
лось за пределы математики: возникли математи-
ческие модели человеческого языка, мышления и
деятельности в различных сферах жизни уже за
пределами математики. Что не менее существен-
но – эти модели были реализованы в виде ком-
пьютеров (“железа”) и микропроцессоров (“чи-
пов”), а также программного обеспечения (“ко-
дов”), отдельные спроектированные целостные
элементы и комплексы которого на несколько
порядков превосходили по объему любые мате-
матические или литературные произведения, со-
зданные человеком до этого. То же можно сказать
и о процессорах, чипах – computer hardware в
сравнении с механическими устройствами. Это
программное обеспечение и “железо” сегодня
управляют физическими процессами, происхо-
дящими в окружающей нас реальности: транс-
порте, энергетике, производстве, медицине, тор-
говле, социальных процессах и т.п.

XXI век ознаменовался ускоряющимися изме-
нениями в наших представлениях о человеческой
личности, в частности, о том, что значит, что че-
ловек – в том числе ученик в школе – что-то знает
и умеет. Как заметил когда-то Платон и вслед за
ним Лев Выготский, появление письменности
привело к расширению личности человека: па-
мять человека расширилась за счет письма (от Го-
мера и Сократа, которые помнили свои произве-
дения в клетках головного мозга – к Толстому и
Канту, которые помнили их на бумаге), вычисли-
тельные способности – за счет вычислений на
счетах или бумаге [27, 28]. Сегодня человек запо-
минает то, что ему нужно (например, телефоны
друзей) в кусочке своей расширенной личности –
мобильнике, тот же мобильник мгновенно соеди-
няет человека с памятью всего человечества в ин-
тернете.

Наряду с моделями рационального в психике
человека, возникли и модели интуитивного: на-
пример, распознавания образов на основе ма-
шинного обучения.

4. ЭКСПЕРИМЕНТ В МАТЕМАТИКЕ. 
ОТ ВООБРАЖАЕМОГО ЭКСПЕРИМЕНТА
К РЕАЛЬНОМУ. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ 

МАТЕМАТИКА И КОМПЬЮТЕР

В своей статье “О преподавании математики”
[29], написанной на основании выступления на
дискуссии о преподавании математики в Palais de
Découverte в Париже 7 марта 1997 г., Владимир
Игоревич Арнольд говорит: “Математика – часть

физики. Физика – экспериментальная, есте-
ственная наука, часть естествознания. Математи-
ка – это та часть физики, в которой эксперимен-
ты дешевы”. Намеренная парадоксальность этого
заявления великого математика подчеркивает для
нас роль математического эксперимента.

Другой крупный математик прошлого столе-
тия Пол Халмош (мы уже его цитировали) гово-
рил: “Математика – это не дедуктивная наука,
как это представляется в распространенном кли-
ше. Когда вы пытаетесь доказать теорему, вы не
просто выписывает гипотезы, а затем начинаете
рассуждать. То, что вы делаете, – это пробы и
ошибки, эксперименты, догадки. Вы хотите вы-
яснить, каковы факты, и то, что вы делаете, похо-
же на работу экспериментатора или лаборанта…
Радость внезапного открытия доселе неизвестной
истины… сопровождается вспышкой просветле-
ния, почти невероятным улучшением видения, экс-
тазом и эйфорией освобождения и разрядки” [30].

В предшествующие столетия этот экспери-
мент мог идти в мозгу математика или на бумаге.
История одного из важнейших направлений в ма-
тематике началась, когда Евклид доказал беско-
нечность множества простых чисел, поставив
мысленный эксперимент, состоявший в предпо-
ложении о конечности их множества и ведущий к
выводу о том, что найдутся и еще простые числа
за пределами этого конечного множества. Карл
Фридрих Гаусс поступил в колледж (Карлово
училище – Collegium Carolinum) в Брауншвейге в
15 лет и заинтересовался вопросом о том, сколь
много простых чисел содержится в начальных от-
резках натурального ряда и на основе экспери-
ментов, теперь уже – на бумаге, предположил,
что π(x) – количество простых чисел, не превос-
ходящих числа x, асимптотически оценивается

как . Правда, как и другие свои резуль-

таты студенческих времен, он долгое время это
наблюдение не обнародовал. Доказательство ука-
занного факта было получено лишь через 100 лет
после его экспериментального открытия Гаус-
сом. Более точные гипотезы о поведении этой
функции эквивалентны одной из основных про-
блем современной математики – Гипотезе Рима-
на, подтверждаемой многочисленными мыслен-
ными экспериментами в получаемых из нее след-
ствиях. В наши дни Юрий Матиясевич пытается
вести экспериментальное исследование поведе-
ния рядов, связанных с дзета-функцией Римана,
уже с помощью современных компьютеров [31].
Самые большие простые числа сегодня находятся
в рамках массового компьютерного эксперимен-
та, см. ниже.

Понятие мысленного эксперимента (Gedank-
enexperiment) ввел в обиход научного исследова-
ния Альберт Эйнштейн. Вот примерная цитата:

π ≈( )
ln

xx
x
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“Я сидел на стуле в своем патентном бюро в Бер-
не. Внезапно меня осенила мысль: если бы чело-
век падал свободно, он не чувствовал бы своего
веса. Я был ошеломлен: простой мысленный экс-
перимент произвел на меня глубокое впечатление.
Это привело меня к теории гравитации” [32, 33].

Сегодня в расширенной личности исследова-
теля и ученика как исследователя, мысленный
эксперимент легко переселяется на экран ком-
пьютера. Это соображение является ключевым
для нас.

Реализованные вне мозга модели психической
деятельности стали возвращаться в математику,
помогая математикам ставить эксперименты, на-
блюдать математическую реальность, произво-
дить численные и символьные вычисления, осу-
ществлять перебор вариантов. Один из знамени-
тых первых примеров – это решение Аппелем и
Хакеном проблемы четырех красок, доведенное
до формата, вызывающего доверие у математи-
ков, в работе Жоржа Гонтье [34].

Наблюдая формирующуюся вычислительную
практику, такие новые явления, как прецедент
Аппеля и Хакена и ряд других, Майкл Атья еще в
1984 г. опубликовал замечательную статью “Ма-
тематика и компьютерная революция” [35], напе-
чатанную по-русски через 32 года в Известиях АН
[36]. (Мы не считаем, что эти 32 года понадоби-
лись российскому математическому сообществу
для осознания важности темы.) Сегодня эта ста-
тья звучит более чем современно. Мы еще будем к
ней постоянно возвращаться в дальнейшем изло-
жении.

Описывая перспективу, связанную с ситуаци-
ей “эксперимент и компьютер в математике”
М. Атья пишет: “В математике, как и в естествен-
ных науках, открытие состоит из нескольких эта-
пов, и формальное доказательство – всего лишь по-
следний его этап. А самый первый этап заключается
в выявлении существенных фактов, их упорядочении
в осмысленные структуры и извлечении какого-то
правдоподобного закона или формулы. Далее насту-
пает очередь проверки этой предлагаемой формулы
на соответствие новым экспериментальным фак-
там, и только затем рассматривается вопрос о до-
казательстве” [35, с. 10].

Конечно, то, что здесь названо “правдоподоб-
ным законом или формулой”, может оказаться
соотношением отрезков или чисел в задаче, или
элементом стратегии в игре и т.п.

Существенно, что сфера экспериментирова-
ния принципиально расширяется за счет ком-
пьютера. М. Атья пишет: “На каждом из ранних
этапов компьютеры могут играть некоторую роль,
в частности когда рассматриваются большие или
сложные системы. Например, интересные вопросы
теории чисел могут касаться очень больших про-
стых чисел, и некоторые глубочайшие гипотезы,

изучаемые в настоящее время, были основаны на об-
ширных компьютерных вычислениях. Подобным же
образом задачи теории дифференциальных уравне-
ний, которые включают эволюцию в течение очень
долгого времени некоторых систем (например, по-
тока жидкости), находились под очень сильным
влиянием экспериментальных фактов, обнаружен-
ных на компьютерах.

…компьютер оказывается практически очень
полезным математикам на всех этапах их работы,
но, возможно, в первую очередь – на этапе исследо-
вания или эксперимента. Великие математики
прошлого, такие как Эйлер или Гаусс, проводили
большое количество утомительных расчетов вруч-
ную, c тем чтобы обеспечить себя первичным мате-
риалом, “сырьем”, по которому они могли бы уга-
дать некий общий закон или выявить какой-то за-
мечательный пример. По мере того, как
математические исследования становятся все бо-
лее глубокими, а мы становимся все более амбициоз-
ными, первичный материал делается, соответ-
ственно, все более беспорядочным и сложным. Ком-
пьютер может помочь нам проанализировать этот
материал и указать путь к дальнейшему прогрессу
и пониманию” [35, с. 10].

Дальнейшее развитие событий подтверждает
наблюдения и предсказания Атьи. Более того, в
случае гипотезы четырех красок и в ряде других
случаев оказывается возможным построить “ис-
черпывающий” математический эксперимент,
“закрывающий” важную проблему. Примером из
теории чисел является, в частности, тернарная
проблема Гольдбаха о возможности представле-
ния любого нечетного числа, начиная с 7, в виде
суммы трех простых. Иван Матвеевич Виногра-
дов в 1937 г. доказал эту возможность для всех до-
статочно больших нечетных чисел. Но оконча-
тельное решение проблемы – для всех нечетных
чисел – было получено лишь в 2013 г. Харальдом
Хельфготтом с использованием современных
компьютеров [37].

В чисто математической, прикладной, техно-
логической, социальной и образовательной пер-
спективе представляет интерес прецедент “на-
родного” поиска простых чисел Мерсенна – са-
мых больших известных простых, т.е. простых
чисел вида Mp = 2p − 1, где p – простое. До 1914 г.
было найдено 12 чисел Мерсенна. Самое большое
из них содержало 39 цифр. Дальнейшее продви-
жение дожидалось появления компьютеров: в
1952–2018 гг. нашли следующие 39 чисел. Начи-
ная с 1996 г. их находят “простые люди”, ведущие
эксперимент на многих тысячах компьютеров в
рамках проекта Great Internet Mersenne Prime
Search [38]. Самое большое найдено программи-
стом Патриком Ларошем на обычном (в его слу-
чае – из местной церкви) персональном компью-
тере для p = 82.589.933; в этом числе: 24.862.048
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десятичных цифр [39]. Эксперимент здесь состо-
ит в тестировании простоты: если он заканчива-
ется успешно, мы получаем доказательство про-
стоты или непростоты [40].

Многие математики относятся с предубежде-
нием к доказательствам, в которых использовал-
ся компьютер. Они радуются, когда вслед за ком-
пьютерным доказательством появляется “настоя-
щее”, “ручное”, “бумажное” доказательство,
которое может проверить человек. Иногда (но не-
часто) так и получается. Характерно высказыва-
ние, которое МакХейл приписывает Халмошу:
“Компьютеры важны, но не в математике” [41].
Конечно, это было сказано (если было) более
20 лет назад, однако сказано математиком, кото-
рый полностью разделяет общий подход настоя-
щей статьи, см. цитату выше.

Возможна и другая точка зрения – что доказа-
тельство, построенное и/или проверенное с по-
мощью компьютера, заслуживает большего дове-
рия. Владимир Воеводский пришел к программе
применения компьютера для создания математи-
ки именно с этого конца. Обнаружив и исправив
ошибки в своих доказательствах важных для дру-
гих математиков результатов, Воеводский решил,
что автоматизация доказательства в некоторых
случаях – единственный способ гарантировать
правильность сложных доказательств [42]. Более
того, он начал поддержанное рядом других мате-
матиков построение математики на новых (т.н.
унивалентных) основаниях, в какой-то степени
пересматривающее, в какой-то – использующее
идеи основания математики начала XX в. [43].
В связи с этим стоит упомянуть одно из сложней-
ших и бесспорно важных достижений математи-
ки XX в. – классификацию конечных простых
групп. Здесь компьютер уже рассматривается как
инструмент повышения надежности и доступно-
сти доказательств, например, для доказательства
теоремы Фейта – Томсона на Coq в работе Жоржа
Гонтье [44].

Заметим, что интересный эффект возник и в
области компьютерного моделирования интуи-
тивной деятельности человека. Специалисты по
машинному обучению недавно попробовали от-
нестись к массивам данных математических экс-
периментов и к массивам математических дока-
зательств и иных текстов, как к “сырому” матери-
алу для машинного обучения. Утверждается, что
при этом машина находит значимые для человека
закономерности, предлагает корректные тексты
решения задач и т.д. [45, 46].

Компьютерное выявление совпадения вычис-
ленных с большой точностью значений двух по-
разному заданных числовых констант наводит на
гипотезу, что это совпадение не случайно, а рав-
ны точные значения констант [46]. В качестве за-
вершающего примера укажем на экспери-

ментальное открытие в 1995 г. формулы Бейли–
Борвейна–Плуффа для вычисления цифры дво-
ичного разложения π по ее номеру [47].

5. НАГЛЯДНОСТЬ В МАТЕМАТИЧЕСКОМ 
ЭКСПЕРИМЕНТЕ И МАТЕМАТИЧЕСКОМ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВЕ

Вот еще одна цитата из работы М. Атьи: “Од-
ним из преимуществ нынешних компьютеров, ко-
торое математики только-только начинают оце-
нивать по достоинству, является их способность
отображать информацию графически (и даже в
цвете). Для многих сложных математических за-
дач, включающих геометрические свойства, это
дает новый, чрезвычайно эффективный инстру-
мент изучения явлений” [35, с. 10].

Последнее соображение Атьи можно отнести,
в частности, к языку, на котором мы формулиру-
ем математические утверждения. Величайшим
примером построения математической теории в
истории человечества стала древнегреческая гео-
метрия, отраженная в “Началах” Евклида. Эта
теория являлась сочетанием точных рассуждений
с наглядными представлениями. Как мы теперь
понимаем, наглядность играла существенную
роль, позволявшую использовать и не доказывать
некоторые не формулируемые явно “очевидные”
посылки в доказательствах. Декартова алгебраи-
зация геометрии – “аналитическая геометрия” –
в определенном смысле завершила вопрос о том,
что такое истинное геометрическое утверждение.
В дальнейшем, однако, выяснилось, что все не
так просто. И до сих пор школьные построения
геометрии в стиле Евклида страдают пробелами.

Возвращаясь к языку формулирования мате-
матических утверждений, мы видим сегодня сле-
дующую возможность. Математическое утвер-
ждение формулируется в виде “картинки”, на-
пример, в форме разбиения части плоскости на
многоугольники [48]. Многоугольники картинки
соответствуют некоторому разбиению математи-
ческой плоскости, каждый из них задается систе-
мой неравенств. Картинка фиксирует огромное
количество утверждений об абстрактных объек-
тах: те или иные многоугольники не пересекают-
ся, граничат друг с другом и т.п. Каждое из этих
утверждений может быть проверено компьюте-
ром. Утверждение о том, что математическая ре-
альность именно такова, как это видно на кар-
тинке, получает точное компьютерное доказа-
тельство. Компьютерное доказательство может
получить и утверждение, выраженное картинкой.
Наконец, утверждение о том, что компьютерные
построения соответствуют математической ре-
альности, также доказывается, возможно, но не
обязательно, с некоторой помощью компьютера.
Картинка становится не менее точным отображе-
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нием абстрактного математического утвержде-
ния, чем формула или текст.

Более простым примером является обоснован-
ное компьютерным вычислением предъявление
изображения конечного числа конечных графов
и утверждения о том, что этими графами исчер-
пываются все возможности реализации некото-
рых условий (ср. [49]).

Относительно возможностей формулировок
математических теорем на естественном языке
см. [50].

6. ОТЛАДКА КАК МАТЕМАТИЧЕСКИЙ 
ЭКСПЕРИМЕНТ

Обратим внимание на то, что огромный мас-
сив математической деятельности идет в сфере
ИТ. Как правило, проектировщики в этой обла-
сти имеют дело с математическими объектами и
математическими методами работы с этими объ-
ектами. При этом им часто приходится сталки-
ваться с математически новыми, неожиданными
ситуациями. Как только ситуация становится по-
вторяющейся, изобретается соответствующий
программный инструмент, который заменяет по-
вторяющиеся, рутинные действия человека.

В той же сфере ИТ сформировался особый вид
компьютерного математического эксперимента –
отладка. В процессе отладки построенный мате-
матический объект экспериментально сравнива-
ется с некоторым условием, требованием. Выяв-
ленное несоответствие приводит к изменению
объекта и построенного ранее формальному или
интуитивному “доказательству” “правильности”
работы объекта. Иногда это ведет и к изменению
формального требования.

Кратко затронув проблемную область “ком-
пьютер в математических доказательствах”, мы
намеренно не упомянули очевидное: компьютер
используется в реализации математических алго-
ритмов при численном моделировании объектов
и процессов, в бухгалтерских расчетах, написа-
нии текстов, обработке изображений и т.д. Пере-
чень огромен, человек использует цифровые тех-
нологии практически в любой сфере своей дея-
тельности.

7. РОЛЬ В ОБРАЗОВАНИИ 
МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИЗОБРЕТЕНИЯ
И ОТКРЫТИЯ ЧЕРЕЗ ЭКСПЕРИМЕНТ

Итак, как сформулировал Джонатан Борвайн
[51, 52]: “…мощность современных компьютеров
в сочетании с современным математическим про-
граммным обеспечением и мощными математи-
ческими методами меняет наш подход к матема-
тической деятельности”.

Мы уверены, что еще более существенным яв-
ляется закономерное изменение наших представ-
лений о математической деятельности всех лю-
дей, изучающих математику – начиная с самых
первых этапов такого изучения в начальной шко-
ле, а может быть, и раньше.

В данном разделе мы постараемся объяснить,
каким образом перспектива профессиональной
деятельности современного математика помогает
решить упомянутые проблемы математического
образования, сосредоточимся на одном – ключе-
вом в данной перспективе аспекте – роли экспе-
римента. Повторим вслед за Халмошом и Атьей,
что математический эксперимент является клю-
чевым элементом математической деятельности.

Принято считать, что рассказ детям о матема-
тических экспериментах и изобретениях бывает
полезен: он их воодушевляет, мотивирует. Мы
считаем, что этот рассказ будет их мотивировать
еще больше, если они сами изобретение совер-
шат! Возможно, но не обязательно они при этом
повторят путь какого-то великого математика
древности. Возможно и весьма вероятно решение
какой-то новой задачи или системы задач приве-
дет ученика к глобальным (для него) открытиям и
изобретениям, из которых складывается понима-
ние “больших идей”. Оптимальна ситуация, когда
задача исходно осмыслена и интересна ученику и
этот интерес возрастает в ходе поиска им пути ре-
шения, постановки и проведения эксперимента,
неожиданных открытий.

Приведем несколько примеров, относящихся,
в основном, к начальной школе:

• Еще до школы дети знают (возможно, не-
твердо) имена чисел до 9 и их запись цифрами.
Задача, которую учитель ставит перед учениками,
состоит в том, чтобы изобрести способ записы-
вать бóльшие числа и называть больш е числа
(количества). Процесс, в котором ученикам мо-
жет помогать учитель, приводит к изобретению
ими десятичной системы счисления. Экспери-
мент здесь состоит в рассмотрении различных со-
вокупностей одинаковых предметов, их группи-
ровке и попытке изобрести способ записи ответа
на вопрос: “Сколько здесь предметов?” – их пе-
ресчете. Понадобятся много одинаковых объек-
тов, например спичек или фасолин, и какой-то
способ их телесной группировки, например обвя-
зывание резинкой или складывание в отдельную
емкость. В процессе работы для называния групп
предметов, конечно, понадобятся соответствую-
щие слова, эти слова сообщает (или напоминает)
учитель, не делая секрета из того, что дети сейчас
изобретают то, что человечество изобрело тысячи
лет назад: “десяток”, “сотня”… Эта группировка за-
тем переносится на группировку нарисованных на
бумаге объектов (например, маленьких бусин) –
здесь обвязывание заменяется обведением лини-

и'
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ей. Объекты на листе могут размещаться ровно по
строкам или хаотически. Результат группировки
отражается в таблице, где есть столбцы для “еди-
ниц”, “десятков”, “сотен”… Видно, насколько
запись количества занимает меньше места, чем
сама страница с нарисованными бусинами. Те-
перь можно стереть имена столбцов таблицы и
предложить детям узнать, какое число записано,
выложив на столе нужное количество спичек –
единиц, связанных десятков и сотен. Можно об-
судить, как быть, если в таблице добавлены
столбцы и в них записаны цифры, но имена
столбцов не заданы. Так происходит откры-
тие/изобретение позиционной системы счисле-
ния.

• Ученики создают таблицы сложения и умно-
жения, пересчитывая площади (количество еди-
ничных квадратов) в полосках и прямоугольни-
ках. Эксперимент состоит в рисовании различ-
ных прямоугольников по клеткам или на сетке,
подсчете количества единичных квадратов в них
и записи результата в правильную клетку табли-
цы. Важные эффекты возникают во взаимодей-
ствии двух учеников, у которых получились раз-
ные произведения для одной и той же пары чисел,
как и у тех, у кого для двух разных пар получились
одинаковые произведения.

• Опыт с площадью прямоугольника приводит
к важным идеям имен (обозначений). Символ ×
имеет фиксированное значение “умножения”, а
Д и Ш в имени Д × Ш могут иметь разные значе-
ния длины и ширины прямоугольника. Начина-
ется постепенное изобретение соответствия меж-
ду именем и значением. Возникают имена, значе-
ние которых мы стараемся фиксировать, всегда
считать одним и тем же, как например, символы
сложения и умножения, и имена, значение кото-
рых может меняться, например: “длина” и “ши-
рина”. Изобретается общая формула для площа-
ди суммы двух прямоугольников с одинаковой
шириной – это важнейшее математическое от-
крытие человечества – Алгебра, и прекрасно, ес-
ли это открытие ученик сделает самостоятельно.

• Ученики изобретают алгоритмы для сложе-
ния и умножения с подробной (иногда графиче-
ской) записью на бумаге; изобретается и исполь-
зуется способ записи двузначных чисел в одной
клетке, разделенной диагональю из верхнего пра-
вого угла в нижний левый: над диагональю пи-
шутся десятки, под диагональю единицы. Откры-
вается, изобретается запись алгоритма умноже-
ния по способу индусов, принесенному в Европу
Леонардо Пизанским (Фибоначчи): двузначные
произведения однозначных чисел пишутся в кле-
точках с диагональю, изобретается способ орга-
низации записи умножения однозначного числа
на целое число десятков и т.п. [53].

• Ученики изобретают способ нахождения
площади произвольного многоугольника с вер-
шинами в целых точках, открывают свойство ад-
дитивности площади.

• Ученики изобретают способы организации
исчерпывающего перебора для нахождения объ-
екта, удовлетворяющего условию, например, по-
иск нужного среди объектов на странице, или по-
иск одного из решений уравнения.

• Ученики изобретают общие формулы для
решения линейных и квадратных уравнений, ра-
ботающие при любых значениях входящих в них
имен (коэффициентов).

• Ученики изобретают выигрышные страте-
гии в играх с камешками, открывают общее поня-
тие стратегии и дают его определение. Открывают
способ индуктивного доказательства правильно-
сти программы и стратегии.

• Ученики изобретают рациональные числа,
экспериментируя с площадями.

• Ученики изобретают алгоритм нахождения
общей меры отрезков (алгоритм Евклида), на-
хождения наибольшего общего делителя двух чи-
сел, обнаруживают геометрическую ситуацию,
где алгоритм работает бесконечно – с уменьшаю-
щимися подобными фигурами, тем самым от-
крывают иррациональные числа и, возможно, их
разложение в цепные дроби.

• Ученики изобретают способ разложения
числа на простые множители, открывают основ-
ную теорему арифметики.

• И так далее.
Чтобы показать диапазон, в котором может

разворачиваться школьный математический экс-
перимент, приведем один пример чисто матема-
тической задачи, поиск решения которой перебо-
ром может быть запрограммирован самими уче-
никами. Морделл [54–57] в 1953 г. предложил
найти решения уравнения:

Следующим по величине является набор чи-
сел, дающий равенство:

Выше мы уже упоминали о поисках больших
простых чисел, такой поиск также доступен уже
школьнику.

В традиционной школе этап изобретения от-
сутствует, но значительное время отводится на
то, чтобы учащийся выучил алгоритм, иногда да-
же в некоторой его словесной формулировке, и
потом натренировался на быстрое и безошибоч-

+ + =
+ + = + − =

3 3 3

3 3 3 3 3 3

   3 в целых числах, кроме:

1  1  1  3,  4  4  5  3.

x y z

=

3

3

3

569 936 821 221 962 380 720 –

–  569 936 821 113 563 493 509 –

– 472 715 493 453 327 032  3.
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ВИШНЯКОВ и др.

ное его применение. Времени учеников и учителя
на изобретение чего-то нужно больше (иногда,
намного больше), чем на то, чтобы учитель что-то
произнес у доски, а ученики записали в тетрадь.
Однако:

• Записать – не значит понять.
• Многократно механически применить вы-

ученное – не значит понять; такое применение
может действовать против понимания.

• Понятое можно передать компьютеру, кото-
рый будет это делать вместо человека. Эту общую
ситуацию мы уже упоминали выше как модель
деятельности профессионала в области програм-
мирования и вообще в сфере ИТ.

8. ТЕЛЕСНОСТЬ И НАГЛЯДНОСТЬ
В ШКОЛЬНОМ КОМПЬЮТЕРНОМ 

МАТЕМАТИЧЕСКОМ ЭКСПЕРИМЕНТЕ
Математиком, явно осознавшим огромную

мощь компьютера как устройства для математи-
ческого эксперимента и открытия в руках ребен-
ка, стал Симор Паперт [58, 59]. Важнейшим дет-
ским впечатлением для него, в докомпьютерной
реальности, стало активное телесное знакомство
с зубчатыми передачами, дифференциалом в ста-
рой автомастерской. Паперту принадлежит идея
визуализации и овеществления числового мате-
матического мира в цифровой век [60]. Взяв вер-
сию Лиспа, спроектированную его друзьями как
среды учения для детей, он предложил присоеди-
нить к компьютеру робот – черепашку на полу, а
потом и на экране [61]. Числовые сущности – за-
данное расстояние перемещения, заданный угол
поворота – представлялись (материализовались)
как действия перемещения и поворота черепашки.

Математическое образование, по Паперту, на-
чинается с программирования [62]. Поясним, по-
чему программирование в школе может быть
важнейшим элементом развития математическо-
го мышления:

• Задачи создания программ с ожидаемым ре-
зультатом могут быть более разнообразными и
осмысленными, чем в большинстве случаев ре-
шение уравнения или текстовой задачи (“приво-
дящей к квадратному уравнению”).

• Работа программы и ее результат могут полу-
чать наглядное, осмысленное представление в
форме изображения, действия в реальном мире,
текста, мелодии, анимации. Числовые результаты
также могут быть графически, наглядно пред-
ставлены.

• Процесс создания (изобретения) алгоритма,
передачи его компьютеру, выполнение компью-
тером этого алгоритма при различных исходных
данных, возможность для ученика самостоятель-
но обнаружить и устранить вычислительные
ошибки – все это создает позитивный эмоцио-

нальный контекст, как и отладка программы,
приводящая к желаемому, а иногда – к новому,
неожиданному и интересному результату.

• Построение и доказательство правильности
работы программы образуют область, параллель-
ную с геометрическим построением и доказатель-
ством. В этой области появляются (изобретаются)
важные общие понятия и конструкции: инвариан-
ты, индукция, разбиение задачи на подзадачи, раз-
бор случаев и пр. Формируемые при этом страте-
гии рассуждения и действия переносятся и за пре-
делы программирования и математики.

• Отладка, в том числе, пошаговое выполне-
ние является богатой экспериментальной средой,
способствующей повышению естественной мо-
тивации. В XXI веке отладка, коррекция своих
действий в результате получения обратной связи,
самокритичность становятся намного более акту-
альными качествами личности, чем заучивание и
детерминированное выполнения данного прика-
за или заданного алгоритма.

Среда Лого, используемая в течение десятиле-
тий в математическом образовании детей в десят-
ках стран мира, сегодня дополняется Скретчем,
разработанным в том же конструкционистском
круге и в той же конструкционистской филосо-
фии Паперта, что и Лого [63]. Программируемые
устройства ЛЕГО (Симор Паперт – ЛЕГО-про-
фессор Массачусетского технологического ин-
ститута) дополнились электронным конструкто-
ром Ардуино [64].

Еще одним мощным “микромиром” развития
математического мышления является “Робот в
лабиринте”. Средой существования Робота в
классическом варианте является прямоугольник
на клетчатой бумаге, ограниченный стеной, внут-
ри которого также имеются стены. Априори, раз-
мер прямоугольника и расположение стен неиз-
вестны. Робот выполняет команды сдвига на одну
клетку в одном из четырех направлений, кроме
того, он определяет, что уперся в стену. Задача со-
стоит в написании программы, которая обеспе-
чит перемещение Робота, например, из левого
верхнего угла в правый нижний поля. Из одной
общей постановки возникает большой спектр
конкретизаций. Например, можно рассматривать
ограничения на расположение стен. Скажем,
внутри прямоугольника могут иметься ровно две
стены и обе они идут с севера на юг и т.п. Клетки
лабиринта могут быть заранее покрашены и Ро-
бот может определять их закрашенность и может
их перекрашивать и т.п. Нетривиальность задачи
состоит в том, чтобы заранее спланировать ходы
Робота, достигающего нужный результат в ука-
занном классе лабиринтов [65].

Эффективной реализации функции развития
математического мышления может способство-
вать снижение “чисто языковой” сложности



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 511  2023

РАБОТА МАТЕМАТИКА КАК ПРООБРАЗ ОСВОЕНИЯ 105

(лексики и синтаксиса) системы программирова-
ния за счет:

• выделения минимального ядра алгоритми-
ческих конструкций (в формате операторов
структурного программирования или блок-схем),
фиксации этого ядра еще в начальных классах;

• использования родного языка или пикто-
грамм, см., например, ПервоЛого – язык про-
граммирования без слов и поначалу даже чисел
[66] и ПиктоМир [67];

• блочного структурного редактора, позволя-
ющего собирать программы с произвольными
функциями и снижающего возможности для син-
таксических ошибок (аналогично спел-чекеру
при редактировании текстов).

Укажем на еще один базовый пример эффектив-
ного использования цифровой технологии для
формирования математического представления:

• Ученик движется по прямой в классе (на-
пример, вдоль доски). В конце его пути установ-
лен датчик (ультразвуковой, инфракрасный) из-
меряющий расстояние до тела ученика.

• На экране для всего класса показывается
график движения: положения (координаты на
прямой), к нему может быть добавлен график
скорости, ускорения, пройденного пути.

• У ученика в руках может иметься планшет,
на котором тоже отображаются графики.

Исследовательский модуль на базе описанной
экспериментальной среды уже более 40 лет явля-
ется чрезвычайно эффективным способом для
понимания учащимся графика движения и дру-
гих соседствующих понятий физики и математи-
ки. Задание учащемуся может состоять в том, что-
бы максимально соответствовать заданному гра-
фику, или, завершив движение и не видя в ходе
движения экрана, нарисовать график и т.п.

Среда, которая в последние десятилетия суще-
ственно повлияла на изучение геометрии во мно-
гих школах по всему миру, в том числе в России,
– это динамическая геометрия. В ней возможны
точные построения, использующие прямые и
окружности, равенство отрезков, параллельность
и т.п. Эти построения отображаются на экране.
Конечно, точность построения на экране ограни-
чена, но компьютер может использовать внутрен-
ние символические представления, используя
вычисления с радикалами, а на экране “правиль-
но округлять”, “понимая”, что хотел построить
ученик. На экране можно указать (курсором, т.е. –
рукой) точку на отрезке или окружности и дать ей
имя. В распространенных школьных реализациях
динамической геометрии, таких, как ГеоГебра,
[68] Живая математика (российская версия
Geometer’s Sketchpad) [69, 70], Математический
конструктор 1С [71], и уже в самой ранней, наря-
ду с Geometer’s Sketchpad – Геометрии Кабри [72]

реализована ключевая идея динамической гео-
метрии: ученик меняет конфигурацию на экране
(“берет” точку и двигает ее), компьютер изменяет
чертеж, следя за сохранением нужных соотноше-
ний (например, вписанный треугольник остается
вписанным, хотя радиус окружности, углы и пр.
меняются). Ученик видит, что какие-то свойства
при этом сохраняются, может сформулировать
гипотезу о том, что эти свойства будут верны все-
гда и пытаться свою гипотезу доказать.

Заметим, что во многих из перечисленных вы-
ше примерах ввода данных для эксперимента мы
имеем дело с целой серией экспериментов, пара-
метризованной числовым параметром (векто-
ром). Возможны, в частности, следующие спосо-
бы задания, формирования данных для экспери-
мента:

• Генерация числового параметра (в том числе
– вектора чисел) как отражение положения или
движения руки, перемещающей мышь, пальца по
тактильному экрану, предмета или тела ученика
по отношению к ультразвуковому (или иному ди-
станционному, например, инфракрасному, ра-
дио) датчику, головы в виртуальных очках. В
дальнейшем возможно более сложное реагирова-
ние на положение рук, тела, направление взгляда,
электро-активности мозга, реакция на скорость
движения и т.п. Принципиальным, в большин-
стве случаев, является использование обратной
связи: учащийся видит результат движения в виде
движения объекта (курсора, точки, ползунка), из-
менения ситуации, например, трансформации
геометрической фигуры, изменения “положения
и точки зрения наблюдателя” и, собственно, ре-
зультата эксперимента: в виде числовых парамет-
ров, как правило, отражаемых в новой конфигу-
рации, анимации и пр.

• Автоматическая генерация случайного чис-
лового параметра как аналога пространственного
ввода, с визуализацией, аналогичной предыдуще-
му случаю.

• Выбор учеником комбинаторного, дискрет-
ного объекта, например, начального состояния в
игре Жизнь (или в ином клеточном автомате), хо-
да в игре с дискретным множеством состояний:
игра в камешки, карточная игра.

• Случайный выбор компьютером комбина-
торного объекта.

• Организация учеником перебора в подходя-
щей (в том числе – визуализированной) среде.

9. КОМПЬЮТЕРНАЯ ОБРАБОТКА 
РЕЗУЛЬТАТОВ РЕАЛЬНОГО 

ЭКСПЕРИМЕНТА
Отдельная тема – это использование компью-

тера для обработки данных реального физическо-
го эксперимента. Мы начали с такого использо-
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вания предыдущий раздел. Дальнейшие примеры
очевидны: практически все эксперименты
школьной физики становятся намного более эф-
фективными, “рабочими”, если использовать
оцифровку тех величин, с которыми данный экс-
перимент работает. Есть и новые возможности,
например, оцифровка положения и скорости точ-
ки в видеозаписи. В любом случае визуализация
данных помогает высказать гипотезу о математи-
ческой закономерности, связывающей физиче-
ские величины.

Соседняя тема – компьютерное моделирова-
ние реального процесса, получение и проверка
предсказания. Модель при этом может быть по-
строена учащимся, например, в виде системы
уравнений, совсем не обязательно “школьных”.
Компьютер может найти явное решение системы
или осуществить ее “обсчет” при каких-то исход-
ных данных. Программа этого обсчета может
быть написана учеником.

Говоря о переносе математической деятельно-
сти в школьный контекст, как и в других случаях,
мы должны “масштабировать” ситуацию. И на
школьном, и на университетском уровне мы мо-
жем указать целый ряд ключевых моментов, ко-
гда эксперимент важен и для понимания, и для на-
хождения нетривиального доказательства. Ряд
примеров можно найти в статьях Г.Б. Шабата [73,
74]. Важно при этом, что понимание не обяза-
тельно сопровождается строгим определением и
таким же доказательством. Очевидный и важный
пример этому – понятия математического анали-
за и теории вероятности в школе. Нечего и гово-
рить о трудности и не очевидной полезности фор-
мализации этих понятий в школе. Можно “на
глазок” строить производные и первообразные,
определять площадь под кривой, эксперименти-
ровать с бросанием кубика и т.д.

10. ОСНОВНЫЕ ПРОБЛЕМЫ В 
РЕАЛИЗАЦИИ ПРЕДЛАГАЕМОГО ПОДХОДА 

И ПУТИ ИХ РЕШЕНИЯ

Естественным препятствием для любого изме-
нения в школе является учительская инерция. Та-
кая инерция, свойственная человеку вообще, в
случае работника школы всегда была частью про-
фессионализма: задача школы – транслировать
знания, накопленные человечеством вчера, для
того чтобы выпускник смог их использовать зав-
тра. Однако сегодня задача образования должна
быть иной: готовить человека к не предсказуемо-
му завтра, к тому, чтобы самому добывать нужные
знания и учиться их применять. Если система об-
разования не перестроится, она будет становить-
ся все менее и менее нужной, а люди, в том числе –
дети, будут переходить на образование вне шко-
лы. Прогноз И. Иллича – Deschooling Society [75]

станет из предостережения и конструктивной ме-
тафоры очевидностью и необходимостью.

Перестройка же начинается с изменения роли
учителя: от авторитета, который знает ответы на
все вопросы, к мастеру учения, который эти отве-
ты действительно не знает, но ищет вместе с
детьми и при этом учит их учиться, эти ответы ис-
кать. Такое изменение роли учителя очевидным
образом дает и (неполное, конечно) решение
проблемы работы учителя с постоянно обновляе-
мым содержанием образования: он совсем не
обязан знать все заранее.

Наиболее естественно пытаться менять уста-
новку массового учителя, начав работу с препода-
вателей педагогических вузов. И их позиция
должна быть: “учение в течение всей жизни”, в
том числе – овладение все время обновляющи-
мися цифровыми технологиями своей области
знания. В нашем случае речь идет о математике,
но и владение микрофоном и видеокамерой, по-
иск в интернете – должны быть очевидными ат-
рибутами профессора.

Еще одной значимой группой являются пре-
подаватели инженерных, экономических и по-
добных вузов. Мы слышим от них справедливое
утверждение о том, что существенная доля посту-
пающих к ним студентов не знают “формулу для
синуса суммы” и другое, что знали они сами, ко-
гда поступали в институт. Предлагаемые измене-
ния вряд ли улучшат дело. Абитуриенты будут
еще хуже, чем сегодня, решать уравнения и нера-
венства. Однако простейшие формулы выпуск-
ники смогут доказывать самостоятельно, пони-
мать их смысл, помнить эксперимент, в котором
они сами “до этой формулы дошли”. И это все –
будут делать успешнее, чем сегодняшние студен-
ты, при этом, они будут спрашивать вузовских
преподавателей, зачем от них требуют брать по
частям уже двадцатый интеграл, хотя они поняли
идею, а компьютер все эти интегралы прекрасно
берет без человека.

Естественно возникает вопрос о целях и со-
держании вузовского математического образова-
ния для разных направлений подготовки и роли
цифровых технологий в этой подготовке. Этот во-
прос требует серьезного профессионального об-
суждения.

Следующим препятствием являются родите-
ли. В наибольшей степени приверженцами ста-
рой школы оказываются родители наиболее
успешные и наиболее влиятельные, хотя и не-
многочисленные: роль школы в получении ими
хорошего образования могла быть позитивной и
значительной. Позиция “учащегося учителя” мо-
жет вызвать отторжение у родителей; школе при-
дется ее отстаивать как “педагогический прием”.

Определенную роль в формировании позиции
родителей может играть диалог, который с ними
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ведет школа, а также – демонстрация школой и
учеником его успешности и заинтересованности
в учении. Этому может содействовать реализация
концепции результативного образования, где це-
лью родителей оказывается не “отличник по всем
предметам”, “золотой медалист”, а молодой че-
ловек, достигающий реальных целей, выстроен-
ных им самим вместе с родителями и школой [76].
К этим целям может относиться и результат ито-
говой аттестации, и возможность продолжения
образования, совместное прогнозирование этого
результата и возможности, исходя из хода учения
ребенка. Но и сохранение физического и психи-
ческого здоровья, интерес к жизни, гармоничные
отношения в семье – цели, которая школа также
должна иметь в виду.

Предлагаемый подход к вовлечению учителей
и родителей в предлагаемый процесс основывает-
ся на добровольном для всех использовании циф-
ровых технологий в учебной работе. На экзамене
есть возможность использовать или не использо-
вать компьютер при выполнении заданий. Точно
также, независимо от компьютеров, можно в гео-
метрической задаче использовать или не исполь-
зовать чертеж, решать алгебраическую задачу тем
или иным способом, использовать ограниченный
перебор или логическое рассуждение и т.д.

Обратим внимание на проблему государствен-
ной итоговой аттестации в форме ЕГЭ или иной.
По нашему мнению, основным негативным эле-
ментом существующей системы ЕГЭ является
очень высокая степень предсказуемости получае-
мых выпускником на экзамене заданий. Это
сужает подготовку к экзамену (а массовая школа
ориентируется на нее) по сравнению с содержа-
нием учебников, приводит к “натаскиванию”,
репетиторству “на скорость”. Как может заметить
читатель, одной из основных особенностей пред-
лагаемых изменений является рост разнообразия
решаемых задач, их неожиданности для ученика,
в том числе – и на экзамене.

Использование цифровых технологий не за-
прещается федеральными стандартами и учебны-
ми программами. Оно просто “не предполагается
по умолчанию”, поэтому отсутствует на экзаме-
не. В результате – учителя в массе запрещают ис-
пользование цифровых технологий, исходят из
следующих факторов: раньше, в частности, когда
они сами учились, ученики цифровые технологии
не использовали, на экзаменах использование
технологий не предполагается, как и в заданиях
из учебников.

Существенными факторами в реализации
предлагаемого подхода могут быть следующие:

• постепенность и предсказуемость, заранее
планирование изменений, на первых этапах за-
траты времени на эксперимент будут небольши-
ми, доля нестандартных задач будет расти посте-

пенно, компьютер, как инструмент учебной ра-
боты будет разрешен только в отдельных
заданиях, а на экзаменах – только, например, на
пересдачах и т.д.;

• добровольность изменений;
• более явное выделение возможности изме-

нений в федеральных нормах: ФГОС и пр., вклю-
чение туда требования, чтобы использование, как
и не использование цифровых технологий в от-
дельных видах деятельности и темах явно указы-
валось в основной образовательной программе
школы и учебном планировании на школьном
сайте.

11. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
За рамками настоящей статьи находится экс-

периментирование с использованием современ-
ных технологий работы с большими данными –
“интуитивного искусственного интеллекта”, мы
также не рассматривали применения в школе тех-
нологий искусственного интеллекта для провер-
ки доказательств, применения технологий вирту-
альной и дополненной реальности. Мы старались
ограничиться наиболее естественными, важными
и надежными применениями цифровых техноло-
гий, но это не значит, что мы не считаем перспек-
тивными указанные, или какие-то еще направле-
ния, которые появятся в будущем. С другой сто-
роны, мы не рассматривали и того, что называется
компьютерными тренажерами, например, ариф-
метическими. Они могут быть вполне эффектив-
ными, однако, в очень многих случаях мы счита-
ем, как видно из предшествующего текста, их ис-
пользование соответствует цели “отработки
навыков” – мы предлагаем относиться к таким
целям с большой осторожностью и исходить,
прежде всего, из интересов ученика.
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The paper considers an approach to mathematical education adequate to the task of developing mathematics
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Математический эксперимент всегда был ключевым источником для математического открытия.
За последние 50 лет благодаря цифровым технологиям его роль в математических исследованиях су-
щественно выросла. Цифровые технологии открыли принципиально новые возможности для экс-
перимента в математическом образовании, в приближении для основной массы обучающихся ма-
тематического образования к математическому исследованию. Такое приближение особенно жела-
тельно именно в современном мире, где оно становится возможным благодаря цифровым
технологиям. В статье обсуждаются результаты работы авторов в течение последних десятилетий по
применению компьютерного математического эксперимента на разных ступенях школьного и уни-
верситетского образования. Особое внимание уделяется средам динамической геометрии. Также
рассматриваются возможности использования систем компьютерной алгебры. Подробно рассмат-
ривается проект работы школьников над обобщениями теоремы Наполеона.

Ключевые слова: математический эксперимент в образовании, компьютерный эксперимент, дина-
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1. ВВЕДЕНИЕ
Работа посвящена перспективам коренного

обновления подходов к изучению математики.
Основой этого обновления является систематиче-
ское использование компьютерных экспериментов
(в некоторых местах мы сокращаем – КЭ), прежде
всего – в работе обучающегося.

Основное положение, разделяемое авторами и
подробно обсуждаемое в работе [1], состоит в сле-
дующем:

В сегодняшнем мире для большинства учащихся,
в аспекте их мотивации, математического и обще-
интеллектуального развития, освоение общих ме-
тодов математической деятельности должно
иметь больший приоритет, чем знание формулиро-
вок и доказательств теорем, алгоритмов и стра-
тегий решения известных классов задач.

В работе математика и изучающего математи-
ку ученика мы выделяем экспериментальную фазу
математической деятельности, планирование и
постановку эксперимента, наблюдение, выдви-
жение, подтверждение и опровержение гипотез.
При этом уже имеющаяся мировая практика
убеждает нас в том, что компьютер является чрез-
вычайно мощным средством математического
эксперимента. Он делает реальностью экспери-
ментальную работу каждого учащегося. Особую
важность имеет наглядная среда проведения экс-
перимента и представления его результатов.

Попытки доказательства должны логично вы-
текать из экспериментального материала, им мо-
тивироваться и постоянно соотноситься с ним.
Индивидуально конструируемые каждым уча-
щимся, на его уровне, доказательства также со-
здаются при наглядной компьютерной поддерж-
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ке: чертежи иллюстрируют доказательства, от-
дельные вычисления проводит компьютер и т.д.

Мы утверждаем, что математические экспери-
менты уже на школьном уровне могут быть столь
же зрелищными, как физические, химические и
биологические. В таких экспериментах компью-
тер, как правило, играет решающую роль, внося
вклад в осознание учащимся красоты математики.

Наконец, даже при традиционном подходе к
преподаванию, когда ученикам сообщаются
утверждения и доказательства, а они должны их
выучить (в лучшем случае – поняв), “демонстра-
ционный эксперимент” или иллюстрация, пред-
ставляемые учителем, оказываются полезными
(как и демонстрации в естественных науках).

Настоящая работа содержит примеры соответ-
ствующих образовательных ситуаций и стратегий
как для стандартных тем школьной и универси-
тетской “общеобразовательной” математики, так
и для исследовательских проектов, дополняющих
эти стандартные темы. В рамках нашего подхода
ответ на вопрос “Чему учим?” тавтологичен мате-
матике, а не навыкам решений стандартных за-
дач. По поводу зачем? обратимся к [2]:

Математика – замечательная наука, и, кого бы
мы ей ни обучали, наша главная цель – убедить в
этом обучаемых. … Однако передать наши чувства
… невозможно, лишь предоставив учащемуся воз-
можность наблюдать за чужими рассуждениями и
действиями – даже восхищенно, как за танцами
Майи Плисецкой (“я все равно так никогда не смо-
гу…”); недостаточно также ограничиться дей-
ствиями по образцу, непонятными и неинтересны-
ми. Необходимо помочь каждому учащемуся по-
строить собственные отношения с математикой,
честные, осмысленные и приносящие радость; в
рамках этих отношений он должен научиться что-
то делать, что-то понимать и что-то формулиро-
вать.

В рамках грамотно (с участием учителя) спла-
нированных серий компьютерных эксперимен-
тов учащиеся самых разных уровней могут всему
этому научиться, получая удовольствие и испы-
тывая законную гордость в случае успеха.

О роли доказательств следует сказать подроб-
нее. Традиционные возражения против экспан-
сии математических экспериментов состоят в
том, что доказательные рассуждения – основа ма-
тематики – отодвигаются на второй план или во-
все исчезают.

Отчасти эти возражения основательны. Одна-
ко, во-первых, само понятие доказательства в ма-
тематике не является чем-то абсолютным и со-
вершенно ясным, см. [3] и [4]. Мы еще вернемся
к этому тезису. Во-вторых, принципиальной
ошибкой является единообразное рассмотрение
задач обучения доказательным рассуждениям
разных категорий учащихся.

Для учащихся, далеких от математики, ситуа-
ция сегодня в лучшем случае сводится к бездум-
ному заучиванию чужих доказательств, без како-
го-то бы ни было их понимания, а тем более –
“присвоения”. Один из авторов (ГБШ), прорабо-
тавший более 30 лет в Российском гуманитарном
государственном университете, может утвер-
ждать это с полной ответственностью. Для этих
обучающихся понимание математики как экспе-
риментальной науки, в которой истинность хотя
бы некоторых утверждений допускает проверку,
предпочтительнее восприятия математики как
набора текстов (некоторые из которых помечены
словами теорема, следовательно, необходимо и
т.п.), иногда на специальных языках, а овладение
математикой – как способности к воспроизведе-
нию этих текстов. Мнение о том, что некоторые
из этих текстов действительно что-то доказыва-
ют, делают более обоснованным, убедительным,
увы, почти исключительно тоже является повто-
рением текста, бездумным воспроизведением
точки зрения учителя. Таким образом, мы полу-
чаем картину, полностью противоположную же-
лаемой: вместо уважения к истине и самостоя-
тельному ее открытию, мы получаем ничем не
подкрепленное (кроме отметки на экзамене) сле-
дование авторитету.

Более серьезен вопрос о сохранении обучения
доказательствам (иногда скучноватым) будущих
математиков, физиков, айтишников, инженеров
и т.п. Предлагаемый нами подход предполагает
сочетание эксперимента как источника гипотез и
инструмента их проверки, с доказательством. Ко-
нечно, доказательство может представлять собой
полный перебор в каком-то множестве, если пол-
нота перебора доказана (например, очевидна).
Формирование умения что-то доказывать являет-
ся частью профессиональной квалификации, от-
сутствие доказательства какого-то утверждения
может обернуться неэффективностью труда или
даже опасностью для жизни.

Предлагаемый нами подход выглядит есте-
ственным для ученика, если и эксперимент, и до-
казательство возникают, используются, достав-
ляют удовольствие, вызывают доверие – другими
словами становятся частью математической
культуры – уже в начальной школе. В более стар-
шем возрасте доверие к “очевидным” “экспери-
ментальным фактам” полезно подорвать опровер-
жением правдоподобных утверждений – напри-
мер, что определяемая методом Ньютона

последовательность  всегда (и

очень быстро) сходится к решению уравнения
. В результате такого “подрыва” мы воз-

вращаемся к необходимости доказательства.
Но даже уделяя достаточное внимание и время

классическим доказательствам, не следует их
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идеализировать и полагать, что проблемы обуче-
ния строгому мышлению решаются возвращением
к стандартам, царившим в докомпьютерную эпо-
ху. Дело в том, что представление о полной стро-
гости даже таких почтенных аксиоматических на-
ук, как евклидова планиметрия, требует серьезных
оговорок. Классическим примером формального
пробела в Евклидовых “Началах” (см. [5]) являет-
ся утверждение о непустом пересечении окруж-
ностей, на котором основан “алгоритм” построе-
ния равностороннего треугольника с заданной
стороной, см., например, [6]. Успешной попыт-
кой заполнения пробелов такого рода является
книга [7], но не может быть и речи о школьном
курсе (даже для самых продвинутых), построен-
ном на ее основе1. Также улучшение ситуации на-
мечено в [8], однако эта попытка нуждается в
продвижении и завершении.

Даже в лучших школах докомпьютерной эпохи
допускались разные “уровни” строгости доказа-
тельств, а это безусловно противоречит “пури-
стичному” профессиональному взгляду на дока-
зательства (ср. булгаковский диалог Воланда с бу-
фетчиком о первой и второй свежести осетрины).
Конечно, ценность доказательств школьной гео-
метрии – не в воспроизведении “всего Евклида”,
а в том, чтобы дать каждому ребенку опыт его де-
ятельности в важнейшей области – математиче-
ского доказательства, поддержанной наглядно-
стью. С этой точки зрения не так уж важно, на-
глядность эта – бумажная или компьютерная,
просто компьютерная позволяет искать доказа-
тельства быстрее и большему числу учащихся,
расширить круг участников и сделать более твор-

1 Краткая и изящная аксиоматика, предлагаемая в [9], опре-
деляет плоскость над произвольным полем и, в принципе,
дополненная характеризацией поля вещественных чисел 
как единственного локально компактного связного упорядо-
ченного поля, могла бы лечь в основу строгой теории ев-
клидовой плоскости. Однако и этот подход, хотя и доступ-
ный особенно сильным школьникам, далеко отстоит от
традиций современной педагогики и практики современ-
ной школы.

R

ческим и увлекательным их труд. В пользу ком-
пьютерного эксперимента можно сказать и то,
что любые доказательства нетривиальных фактов
лучше всего усваиваются на материале проведен-
ных экспериментов с проверкой шагов доказа-
тельств в той же компьютерной среде, в которой
проводились эксперименты.

Резюмируя, можно сформулировать позицию
авторов. Математика – не просто набор формул,
формулировок и методов, знание и умение приме-
нять которые необходимы для получения различных
аттестатов и дипломов. Это – область интеллек-
туальной деятельности человечества, некоторое
представление о которой, формируемое на основе
собственного опыта, весьма желательно для совре-
менного культурного человека. Компьютерный экс-
перимент позволяет приобрести такой опыт.

О содержательных аспектах компьютерных
экспериментов мы поговорим в основной части
статьи.

2. ГЕОМЕТРИЯ

Традиционная евклидова геометрия уже в
1980-е гг. представлялась естественным полем
для школьного математического эксперимента с
применением компьютера. За прошедшие деся-
тилетия многие тысячи учителей и учеников, в
том числе в России, использовали в своей работе
экспериментальные среды Cabri Geometry, Живой
математики (Geometer’s Sketchpad), Математиче-
ского конструктора и GeoGebra (бесплатно распро-
страняемая и общедоступная система). Заметим
при этом, что в период 1980-х гг. создание каче-
ственных сред динамической (экспериментальной)
геометрии было с математической и программист-
ской точки зрения делом весьма нетривиальным,
требовавшим очень высокой квалификации и та-
ланта, продемонстрированных Ж.-М. Лабордом
и Н. Джакивом.

В 1993 г. Г.Б. Шабат по инициативе А.Л. Семе-
нова стал руководителем и в 1993–1996 гг. был ос-
новным исполнителем (при участии Н.Х. Розова,
А.В. Пантуева и др.) масштабной работы Инсти-
тута новых технологий образования (ИНТ – ос-
новной распространитель образовательной фи-
лософии конструкционизма в России) по реали-
зации динамической геометрии в российском
образовании. В рамках этой работы все определе-
ния, теоремы, доказательства и упражнения ос-
новных линий российских учебников по геомет-
рии (авторские коллективы под руководством
Атанасяна и Колмогорова) были переведены в
формат динамической геометрии “Живая геомет-
рия”, реализованной ИНТ на базе Geometer’s
Sketchpad. Продолжением этой работы стала ра-
бота над “Математическим конструктором” под
руководством В.Н. Дубровского. Параллельно, в

Рис. 1. Пересечение окружностей.
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сотрудничестве с болгарским коллективом, в Се-
верном (Арктическом) федеральном университе-
те имени М.В. Ломоносова шла образовательная
деятельность группы М.В. Шабановой со школь-
никами и студентами на базе GeoGebra. Наконец,
в том же ИНТ под руководством С.Ф. Сопрунова
развивался подход к динамической (в данном
случае можно сказать – алгоритмической) гео-
метрии на базе версий Лого во взаимодействии с
канадскими (LCSI) и болгарскими (ПГО) иссле-
дователями и педагогами.

Традиционные возражения против геометри-
ческих курсов, целиком построенных на основе
компьютерного эксперимента, звучат как кар-
тинка не может заменить логические рассужде-
ния. Выше мы уже рассматривали это возражение
в общем виде. Фактически оно означает, что вы-
учивание (при сомнительном понимании) чужо-
го доказательства принципиально важнее само-
стоятельного выдвижения гипотезы о верности
геометрического утверждения. Такая позиция,
основная и очевидная для массовой школы XIX–
XX вв., сегодня становится все менее оправдан-
ной и попросту — архаичной.

Мы же считаем, как и ряд других известных
математиков, что самостоятельный анализ мате-
матической реальности (очень хорошо, если
представленной наглядно) является необходи-
мым элементом работы математика и ученика,
изучающего математику.

Подчеркнем еще раз, что в наиболее ясной фор-
ме доказательство геометрического утверждения
проводится именно в той самой динамической сре-
де, в которой это утверждение было открыто (до
доказательства и в ходе доказательства) экспери-
ментально. Предпочтительно, чтобы и доказа-
тельство было открыто учащимся – с помощью
учителя или самостоятельно. Однако любой объ-
ем доказательств, который мы сочтем необходи-
мым для освоения конкретным школьником, по-
требует меньших затрат времени и энергии от
учителя и учащегося, если эти доказательства бу-
дут проходить в наглядной среде – на общем
экране в классе или на индивидуальных планше-
тах учеников.

Резюмируем: наглядность является главной
опорой школьных геометрических доказательств,
очевидность каких-то фактов всегда помогала их
доказательству. Использование динамической
геометрии расширяет сферу такой помощи.

Если мы принимаем решение о приоритете са-
мостоятельного наблюдения, выдвижения гипо-
тез и построения доказательств о геометрической
реальности, то мы получаем основу для пересмот-
ра состава геометрических теорем школьного
курса. Необходимость такого пересмотра, пере-
груженность курса для массового школьника се-
годня сомнений не вызывают.

Мы рассматриваем только планиметрические
темы. Современная компьютерная графика высо-
кой четкости, вычислительная мощность процессо-
ров, применение виртуальной и дополненной ре-
альности, 3D-принтеров делают возможными еще
более существенные изменения в изучении школь-
ной стереометрии благодаря компьютерному экс-
перименту.

Рассмотрим несколько показательных приме-
ров, начиная с простейших.

(a) Окружность. Одним из главных детских
впечатлений великого математика Александра
Гротендика было определение окружности – см.
его знаменитый текст [10]. Гротендика восхитила
сама возможность выражения идеальной кругло-
сти точной формулировкой (согласно тридцати-
летнему опыту одного из авторов, лишь небольшая
доля современных студентов нематематического
Университета знают определение окружности
как геометрического места точек, равноудален-
ных от ее центра).

Как писал Гротендик2, …в возрасте около 12 лет
я был заключен в концлагерь в Риекро (близ Манда).
Там я узнал от другой заключенной, Марии, давав-
шей мне бесплатные частные уроки, определение
окружности. Оно восхитило меня своей простотой
и очевидностью, тогда как до этого определения
“идеальная круглость” казалась мне мистическим
свойством, не выразимым словами. Именно тогда, я
думаю, я в первый раз почувствовал (разумеется, не
объясняя это себе такими словами) креативную
мощь “хорошего” математического определения,
формулировки, объясняющей суть дела. Кажется, и
по сегодняшний день волнение, которое я испытал
тогда, почувствовав эту мощь, ничуть не утихло.

Эти слова написаны математиком, прославив-
шимся своими “абстрактными” определениями в
различных областях математики (прежде всего, в
алгебраической геометрии); к его соображениям о
правильных определениях и их понимании, иногда
эмоционально окрашенном, следует относиться
как к исключительно авторитетным.

Мы обсуждаем не столько взаимоотношения
учащихся с текстами определений, сколько ком-
пьютерные эксперименты, проясняющие эти
определения. В данном случае речь идет о не
вполне очевидной (согласно и Гротендику, и пе-

2 В оригинале: …vers l’âge de douze ans, j’étais interné au camp de
concentration de Rieucros (près de Mende). C’est là que j’ai appris,
par une détenue, Maria, qui me donnait des leçons particulières
bénévoles, la définition du cercle. Celle-ci m’avait impressionné par
sa simplicité et son évidence, alors que la propriété de “rotondité
parfaite” du cercle m’apparaissait auparavant comme une réalité
mystérieuse au-delà des mots. C’est à ce moment, je crois, que j’ai
entrevu pour la première fois (sans bien sûr me le formuler en ces
termes) la puissance créatrice d’une “bonne” définition mathéma-
tique, d’une formulation qui décrit l’essence. Aujourd’hui encore, il
semble que la fascination qu’a exercé sur moi cette puissance-lá n’a
rien perdu de sa force.
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дагогическому опыту авторов) связи между круг-
лостью и расстояниями до фиксированной точки.

Измерение расстояний между фиксированной
и многочисленными случайно выбранными точка-
ми, сравнение этих расстояний с фиксированным и
разная окраска в результате этих сравнений нагляд-
но постепенно формируют определение круга в па-
мяти даже самых “нематематических” учащихся
(см. рис. 2).

(b) Теория треугольников. Признаки равенства
треугольников могут осваиваться эксперимен-
тально как задачи на построение треугольников с
заданными элементами.

Эксперимент показывает, что построения, свя-
занные с 1-м и 2-м признаком, возможны при
разнообразных комбинациях исходных данных,
тогда как на чертеже, связанном с 3-м признаком,
треугольник исчезает, как только длина какой-
либо стороны превосходит сумму двух других. И
возможность, и невозможность, и единствен-
ность (последняя и есть признак равенства) ре-
зультата не только выглядят очевидными; стано-
вятся очевидны и причины этого. Школьные “до-
казательства” этих фактов бледнеют в свете этой
очевидности. Но связано это в данном случае не
столько с убедительностью наглядности, но и с
размытостью оснований школьной геометрии.

На тех же чертежах ученику легко эксперимен-
тально открыть необходимость условия “между”
для первого признака и условия “прилежащих”
для второго признака.

Динамические среды позволяют также экспе-
риментально исследовать равенства треугольни-
ков в терминах изометрий – как собственных, так
и обращающих ориентацию. Треугольник удается
реально, а не “мысленно” “наложить” на другой –
или непосредственно, или отразив.

(c) Изопериметрическая задача для многоуголь-
ников. Отношение квадрата периметра много-
угольника к его площади инвариантно относитель-
но гомотетий (преобразований подобия). Этот
факт, неочевидный для далеких от математики
школьников (квадрат периметра кажется неося-
заемой абстракцией), убедительно обосновыва-
ется с помощью компьютерного эксперимента.
Минимизация этой величины может интерпре-
тироваться как задача Дидоны (см., например,
[8]). Задача нахождения в динамической среде
наилучшего, в смысле этой величины из -уголь-
ников при фиксированном n весьма поучительна.

Итак, для многоугольника P обозначим

Эксперименты в динамической геометрии мо-
гут дать, например, следующие результаты (см.
рис. 6).

n

=
2perimeter( )Didona( ) : .

area( )
PP

P

Рис. 2. Расстояния от цветных точек до черной.

Рис. 3. Первый признак.

Рис. 4. Второй признак.

Рис. 5. Третий признак.
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Из этих результатов видно, что, чем “круглее”
многоугольник, тем меньше его число Дидоны.
Наоборот, для многоугольников, которые, на-
пример, “изрезаны” или “сплющены”, число Дидо-
ны может быть как угодно велико – в этом можно
убедиться экспериментально, рисуя всевозмож-
ные многоугольники и видя, как меняется для
них число Дидоны. “Нащупав” какую-то законо-
мерность, можно предложить какую-то последо-
вательность многоугольников, для которых число
Дидоны будет превосходить заданную границу.
Задача доступна заинтересованному восьми-
класснику, и важно, что вычисления взял на себя
компьютер, а ученику осталась исследователь-
ская и творческая часть.

Широко известна несколько более простая за-
дача: существует ли треугольник со сторонами
больше одного метра (километра) и площадью
меньше одного квадратного сантиметра (милли-
метра). Здесь тоже можно, если задача не реши-
лась сразу, начать экспериментировать, нарисо-
вав треугольник, вычислив его площадь (это сде-
лает компьютер), и дальше двигать вершины,
чтобы при этом стороны “оставались длинны-
ми”, а площадь уменьшалась.

В контексте же задачи Дидоны при продолже-
нии исследования возникает вопрос о минималь-
ном возможном значении числа Дидоны по всем n-
угольникам при фиксированном n. Эксперимен-
ты позволяют предположить, что это значение
достигается для правильного -угольника, хотя до-
казать это не очень просто.

Эксперименты же подводят к идее рассмот-
реть проблему при , т.е. для многоугольни-
ков со сколь угодно большим числом сторон. Экс-
перимент подсказывает, что чемпионом среди
“многоугольников” будет окружность. Для
окружности радиуса  число Дидоны:

– это число и ограничивает снизу все значения
числа Дидоны, которые экспериментатор может
(в динамике!) наблюдать. Теоретическое проду-
мывание этого факта содержит много хорошей
математики – в частности, определение длины
окружности.

Задача Дидоны, конечно, замечательна еще и
тем, что вводит ученика в проблему оптимизации
ресурсов. Такие проблемы в современном мире
играют принципиальную роль.

(d) Теорема Чевы. Предложим Эксперимента-
тору (ученику) нарисовать произвольный тре-
угольник, выбрать на его сторонах три произ-
вольные точки и соединить их с противополож-
ными вершинами (соединающие отрезки
называются чевианами, они на рисунке пунктир-
ные). Дальше нужно раскрасить участки сторон,
как на рисунке: используются три цвета и череду-
ются “жирные” и “тонкие” отрезки. Это – подго-
товка к эксперименту, “конструирование экспе-
риментальной установки” с использованием эле-
ментарных графических и вычислительных
возможностей динамической геометрии.

Следующий шаг – измерение в “среде экспе-
римента”, на “экспериментальной установке”
интересующих нас параметров: длин отрезков, –
продемонстрирован на рис. 7.

n

→ ∞n

r

π π ≈
π

2

min 2
(2 )Didona = 4 12.56,r

r

Рис. 6. Эксперименты “число Дидоны”.

13.00 cм = perimeter
11.96 cм2 = area
14.13 = Didona

10.92 cм = perimeter
7.19 cм2 = area
16.59 = Didona

12.23 cм = perimeter
5.85 cм2 = area
25.60 = Didona

Рис. 7. Теорема Чевы.

1.81 cм

3.75 cм

2.13 cм

4.40 cм

0.96 cм

3.43 cм
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В нашем тексте и иллюстрациях к нему мы
упрощаем изложение: в реальной динамической
геометрии, как и в обычных геометрических рас-
суждениях, всем точкам, отрезкам и т.д. можно
давать имена. Дальше можно оперировать с дли-
нами отрезков, получивших имена. После этого
ненужные обозначения, вычисления и другие де-
тали можно скрыть на экране. То, что получается,
мы и приводим на иллюстрациях.

Задача, которую ставит учитель перед учени-
ками: записать два произведения – всех жирных и
всех тонких отрезков.

Следующая фаза эксперимента может состо-
ять в том, чтобы рассмотреть в качестве чевиан
известные школьнику отрезки в треугольнике –
медианы, биссектрисы, высоты – и посмотреть
на два произведения – “жирное” и “простое”.
Трудно не заметить, что эти произведения оказы-
ваются равными.

Можно поступить и иначе: предложить поэкс-
периментировать с тремя произвольными отрез-
ками, пытаясь добиться, чтобы получилось ра-
венство.

Теперь можно вернуться к нашей эксперимен-
тальной установке, опять рассмотреть общую си-
туацию и поставить вопрос об условиях равенства
двух произведений. Многие ученики делают эм-
пирическое открытие и высказывают простую ги-
потезу: “произведения равны, когда три чевианы
проходят через одну точку”.

Эксперимент стал стимулом для доказатель-
ства теоремы Чевы, а заодно может дать возмож-
ность экскурса в историю Италии, ее математи-
ков и инженеров.

Доказательство, в разных вариантах, также мо-
жет быть построено совместно с учащимися и с
использованием динамической геометрии. Кто-
то может начать с доказательства в частных случа-
ях медиан, высот и биссектрис: построив эти ли-
нии, вывести на экран полученные шестерки от-
резков. Здесь в каждом из случаев начинается но-
вый эксперимент с продумыванием результата:
надлежащим образом названные (а лучше покра-
шенные) отрезки измерить, найти (возможно, с
чьей-то помощью) алгебраические выражения
для них, многократно в динамической среде пе-
ремножить их численно, а затем ОДИН раз про-
верить соответствующее алгебраическое тожде-
ство. Вот как выглядят соответствующие форму-
лы для медиан, высот и биссектрис:

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ,
2 2 2 2 2 2
a b c a b c

γ ⋅ α ⋅ = γ ⋅ α ⋅ βcos cos cos cos cos cos ,a b c b c a

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
+ + + + + +

.ab bc ca bc ca ab
a c b a c b a c b a c b

Продумывание частных случаев, к примеру,
показывает, насколько сильна обобщающая фор-
мулировка.

(e) Теорема Наполеона и ее обобщения. Импе-
ратору Наполену приписывают следующую тео-
рему:

Теорема 1 (Наполеона). Центры равносторон-
них треугольников, построенных (внешним обра-
зом) на сторонах произвольного треугольника, сами
образуют равносторонний треугольник.

Теорема эта представляет собой пример зани-
мательного и глубокого “математического фоку-
са”: начиная с произвольного “неправильного”
объекта и применив к нему красивые и понятные
операции, мы получаем абсолютно правильный,
симметричный объект (того же рода). Конечно,
полностью оценить красоту этого факта (и само-
стоятельно открыть его, до доказательства!) уче-
ник массовой школы может только в среде дина-
мической геометрии. Именно там он, сначала не-
много “шевеля” вершины треугольника, а потом
“войдя во вкус”, старается их переместить в самые
экзотические места экрана, видит чудо: “Наполео-
нов” треугольник – всегда равносторонний.

В настоящее время мы не можем рассчитывать
на то, что “массовый” ученик самостоятельно,
даже с помощью учителя, докажет теорему Напо-
леона. Однако многие могут справиться с задача-
ми наблюдения и выдвижения гипотез. Следую-
щий шаг: рассмотрение правильных треугольни-
ков, построенных “внутрь” исходного.

Связанный с теоремой Наполеона факт, кото-
рый “рядовой ученик” может не только увидеть,
но и доказать – это

Теорема 2 (Вариньона). Середины сторон произ-
вольного четырехугольника являются вершинами
параллелограмма.

Следуя нашему общему принципу подходить к
любому ученику как к работающему математику,
мы и здесь предлагаем школьнику самому по-
строить “серединный” четырехугольник для раз-
личных исходных четырехугольников и ответить
на вопрос о том, нет ли свойства, общего для всех
получающихся “серединных” четырехугольни-
ков.

Кому-то можем предложить даже сделать ис-
ходный четырехугольник невидимым, оставить
только его вершины, “за которые можно подви-
гать” всю конфигурацию.

Дальше наступает этап доказательства. Тем, у
кого оно сразу не получится, можно посоветовать
провести диагональ, рассмотреть часть возника-
ющего чертежа – треугольник и т.д.

Тем, кто справился с задачей доказательства,
можно предложить рассмотреть случай невыпук-
лого четырехугольника, попытаться найти экспе-
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риментально и доказательно площадь серединно-
го четырехугольника и т.д.

У обобщений теоремы Наполеона своеобразная
история. В 2002–2003 гг. один из авторов (ГБШ)
участвовал в использовании “Живой Геометрии”
на уроках математики. В частности, это происходи-
ло в 8-м классе московской 45-й школы (ныне
школе имени Л.И. Мильграма, ее тогдашнего ди-
ректора) совместно с учительницей В.В. Кулаги-
ной. Наряду с основным материалом учащимся
были предложены исследовательские проекты,
среди тем которых была и теорема Наполеона.
Естественно было рассмотреть какие-то более об-
щие ситуации. Другой автор (АЛС) предположил,
что при этом в результате использования мощных
средств наглядного компьютерного эксперимен-
та могут быть найдены даже новые, неизвестные
не только школьникам, школьным учителям, но
и участвовавшим в работе математикам, а воз-
можно, и “абсолютно новые” теоремы.

Это предположение в большой степени оправ-
далось, вот детальный рассказ о событиях. Вось-
миклассником 45-й школы Женей Лисицыным
была экспериментально обнаружена “теорема о
квадратоиде” (так мы решили называть четырех-
угольник, диагонали которого равны и перпенди-
кулярны). А теорема состоит в следующем:

Теорема 3 (О квадратоиде). Центры квадратов,
построенных вовне на сторонах любого четырех-
угольника, являются вершинами квадратоида.

В 2004 г. организованная А.Л. Семеновым рос-
сийская делегация из 100 человек участвовала в
10-м международном конгрессе по математиче-
скому образованию в Копенгагене (см. [11, 12]).
Там был специальный “Российский день” – на
400 кв. м была развернута российская математи-
ческая выставка, и мы пропагандировали научно-
исследовательскую работу школьников, иллю-
стрируя утверждение о ее плодотворности резуль-
татом Лисицына; квадратоиды были даже изобра-
жены на майках членов делегации. Г.Б. Шабат
выступил с докладом на эту тему, который был
доброжелательно воспринят; полученный мате-
матический результат воспринимался как новый,
по существу и будучи таким.

Впоследствии Г.Б. Шабат разрабатывал со сту-
денткой МПГУ Полиной Макаровой и препода-
вательницей МПГУ О.Ю. Тесля методики гео-
метрических исследований с применением дина-
мических сред [13]; обобщения теоремы
Наполеона были важным примером. И тогда По-
лина обнаружила, что “теорема Лисицына” все
же известна, она имеет название теоремы ван
Обеля и была доказана в XIX веке, см. [14].

О некоторых других обобщениях теоремы На-
полеона см. [13].

В следующем разделе (до перехода к алгебре в
данной статье), написанном Г.Б. Шабатом, пока-

зано, как для доказательства теорем элементар-
ной геометрии можно применять высшую алгеб-
ру – комплексные числа и матрицы.

Это делает данную область элементарной гео-
метрии особенно ценной в подготовке учителей
математики. Сегодня такая подготовка перегру-
жена разделами математики, даже по своим фор-
мулировкам не имеющим отношения к школе, и
дает студентам материал, который им никогда не
понадобится, плохо усваивается и не содействует
их математическому, общеинтеллектуальному и
общекультурному развитию.

Наш подход связан с рассмотрением преобра-
зований множеств многоугольников; этот же под-
ход развит в книге [15], замечательной по сочета-
нию элементарности и глубины.

3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ
НАПОЛЕОНА–ДЭВИСА

Для любого натурального  введем (сим-
плициальный) конус многоугольников

Очевидно, множество  непусто лишь при .
Для произвольного угла  определим

преобразование Наполеона–Дэвиса

сопоставляющее каждому многоугольнику но-
вый многоугольник, вершины которого лежат
вне3 исходного в вершинах равнобедренных тре-
угольников, построенных на сторонах исходного
и имеющих равные углы α при вершинах, проти-
волежащих сторонам исходного многоугольника
(см. рис. 11).

Преобразование, приписываемое Наполеону,
во введенных обозначениях представляет собой

, а теорема Наполеона утверждает, что об-

раз  состоит из точек пространства ,

соответствующих равносторонним треугольни-
кам.

Предложение. Преобразование Наполеона–Дэ-
виса продолжается до линейного отображения

Если wk – вершина равнобедренного треугольника,
опирающегося на сторону , то это отобра-
жение задается формулами:

3 Мы для простоты не рассматриваем новые многоугольни-
ки, обращенные внутрь исходного.
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где .

Доказательство. По определению преобразо-
вания Наполеона–Дэвиса имеют место равенства

для всех , откуда и следует предложение.

ЧТД
Следствие. В стандартном базисе преобразова-

ние Наполеона задается матрицей, пропорциональ-
ной матрице

Геометрически содержательные обобщения
теоремы Наполеона связаны с обнаружением па-
раметров преобразования Наполеона–Дэвиса,
при которых результаты этого преобразования
обладают какими-то специальными свойствами,
т.е. само преобразование не является сюръектив-
ным. Поскольку оно линейно, оно не сюръектив-
но тогда и только тогда, когда вырождено.

Основная теорема. Преобразование Наполеона–
Дэвиса  вырождено тогда и только тогда, ко-

гда .
Доказательство. Применим простой вспомога-

тельный результат.
Лемма. Имеет место формула для определителя

n × n-матрицы

Доказательство. Индукция по n с разложением
по 1-му столбцу. ЧТД
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Для установления основной теоремы остается

положить в лемме  и . ЧТД

Из основной теоремы следует, что при рас-
смотрении преобразований n-угольников доста-
точно ограничиться рассмотрением углов, крат-

ных ; в соответствии с исторической традицией

мы будем интерпретировать эти углы как централь-
ные углы правильных многоугольников. Иначе го-
воря, мы собираемся строить на сторонах произволь-
ных -угольников правильные -угольники.

Правильные m-угольники и углы . Со-

гласно нашей основной теореме, для несюръек-
тивности преобразования  необходимо и

достаточно, чтобы , т.е.  делит .

Мы укажем несколько пар , при которых
многоугольники из образа преобразования Напо-
леона–Дэвиса  могут быть описаны гео-

метрически.

Вырожденный случай m = 1. Преобразование
 при α = 2π имеет вид

αi
2= ep

α−i
2= eq

π2
n

n m

πα 2=
m

π2,n
m

1$

π2 i

e = 1
n

m m n

( , )m n

π2,n
m

1$

α,n1$

Рис. 8. Теорема Наполеона.



120

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 511  2023

ШАБАТ, СЕМЕНОВ

Например,

π

− 
 − 

− =  
 
 
 − 

 
 


    
    



,2

1 0 1
1 1 0 0

0 1 1 0 0
ND .

0 0 0 1 1

n

т.е.

Это отображение ставит в соответствие треуголь-
нику последовательность его направленных сто-
рон. Аналогичный смысл отображение 
имеет и для n-угольников при произвольных n > 3.

Вырожденный случай m = 2. Хотя выражение
построение правильного 2-угольника на сторонах
произвольного n-угольника и не имеет традицион-
ного геометрического смысла, угол  можно
подставить в формулу преобразования и получить

– мы получаем преобразование многоугольника в
многоугольник, образованный серединами сторон
исходного!

Эта конструкция подробно рассматривается в
книге [15]. Основной результат, касающийся об-
раза преобразования Наполеона–Дэвиса в этом
случае, называется теоремой Вариньона, которую
мы уже упомянули выше.

На нашем языке: преобразование Наполеона–
Дэвиса  переводит произвольный четырех-
угольник в параллелограмм.

Случай m = n = 3. Именно здесь мы встречаем-
ся с тем, что обычно называется теоремой Напо-
леона.

В наших обозначениях она проверяется так:

поэтому, если ввести обозначение

то

π

− 
 = −  − 
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ND 1 1 0 ,

0 1 1

π
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
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Рис. 9. Теорема Вариньона.

Рис. 10. Теорема о квадратоиде (–24, 30) .kz

Рис. 11.

zk

zk � 1

zk + 1

wk
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(последнее сокращение имеет место, поскольку

). Это и есть теорема Наполеона.
Случай m = n = 4. Имеем

Теперь, если ввести обозначение

то вычисляется

Мы установили следующий аналог теоремы
Наполеона:

Преобразование Наполеона–Дэвиса  пере-

водит произвольный четырехугольник в квадрато-
ид.

Завершим геометрический раздел коммента-
рием к теореме Наполеона и ее обобщениям,
присланным В.Н. Дубровским, доцентом кафед-
ры математики СУНЦ МГУ, который познако-
мился с проектом этой статьи.

Имеется доступное сильным школьникам гео-
метрическое доказательство Основной теоремы о
преобразовании Наполеона–Дэвиса; оно факти-
чески содержится в решении задачи 19 из класси-
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ческой книги И.М. Яглома [16]. Попробуем стро-
ить обратное преобразование: возьмем любой -
угольник P и произвольную точку  и начнем
строить его прообраз – ломаную  В этой ло-
маной каждая вершина  должна быть образом

 при повороте на  вокруг соответствующей
вершины P. Получим n-звенную, необязательно
замкнутую ломаную . Если P – образ не-
которого n-угольника  то  (лома-
ная замыкается), т.е.  – неподвижная точка
композиции  поворотов на угол  При  0
mod  эта композиция – поворот, т.е.  опреде-
ляется однозначно, а значит преобразование не-
вырождено. Если же   0 mod , то компози-
ция – параллельный перенос на вектор, завися-
щий от P. И тут возможны два случая. Для
“большинства” многоугольников P вектор нену-
левой; эти многоугольники не принадлежат обра-
зу преобразования Наполеона–Дэвиса. Но есть
специальные P, для которых вектор равен нулю.
Тогда композиция – тождественное преобразова-
ние, и при любом выборе  есть (одна) ломаная с
вершиной  переходящая при преобразовании
Наполеона–Дэвиса в P, т.е. это преобразование
вырождено. Следующий вопрос – описать эти
специальные многоугольники P. В случае тре-
угольников получим, что P – правильный тре-
угольник (это теорема Наполеона), в случае четы-
рехугольников P – это “квадратоид” (теорема
Ван Обеля).

Школьников можно подвести к формулиров-
кам этих теорем и их геометрическим доказатель-
ствам через эксперимент. Ставится задача по-
строить n-угольник по его образу P при различ-
ных значениях  Выполнив описанное выше
построение в программе динамической геомет-
рии, пытаемся совместить мышью концы  и 
ломаной  Если получится – имеем невы-
рожденный случай, если нет – увидим, что  и

 связаны параллельным переносом, но их
можно совместить, перетаскивая вершины P.
Причем достаточно передвинуть только одну вер-
шину – это уже приведет и к “случаю Наполео-
на”, и к “квадратоиду”. Задания, основанные на
этом эксперименте, реализованы в “Математиче-
ском конструкторе”, см. [17]. Продолжая это ис-
следование, можно получить и ответ на более
сложный вопрос о том, когда n-угольник P будет
правильным при  (теорема Наполеона-
Барлотти).

Важным достоинством этих экспериментов яв-
ляется то, что они образуют серию, начинающуюся
с простого случая  и приводят школьников к
формулировке результатов исподволь, в ходе иссле-
дования решений не очень сложной задачи на по-
строение.

n
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4. АЛГЕБРА
Компьютерная алгебра позволяет перейти от

рецептурной школьной теории квадратичных
многочленов и квадратных уравнений к исследо-
вательским обобщениям.

(a) Графики многочленов. Мало кто из встре-
чавшихся авторам студентов-гуманитариев (и да-
же не все учителя математики) знают, что, наряду
с осевой симметрией графиков квадратичных
многочленов (см. рис. 12) имеет место централь-
ная симметрия графиков кубических парабол (см.
рис. 13).

Задание для учащихся, работающих в среде ди-
намической математики: “на глаз” определить
наличие симметрий у графиков многочленов.
Особенно наглядно это получается, если на экра-
не размещены “ползунки”, позволяющие плавно
менять коэффициенты многочлена.

Следующий шаг – попытаться совместить, пе-
редвигая график, ось симметрии с осью ординат,
центр симметрии с началом координат. При этом
мы можем видеть, как меняются значения коэф-
фициентов.

Следующий шаг – понять, какому алгебраиче-
скому преобразованию соответствует такой сдвиг
в различных частных случаях.

После этого более сильные учащиеся могут
изобрести общую формулу сдвига, другие могут
воспринять общую природу обсуждаемых сим-
метрий из рассуждений учителя: график много-
члена

при n ∈ {2, 3} заменой  превращается

при n = 2 в график четной функции, а при n = 3 –
в сдвинутый в вертикальном направлении график
нечетной функции.

Полезно также отметить, что центр симметрии
графика кубического многочлена является точ-
кой перегиба этого графика.

В предыдущем примере мы продуктивно ис-
пользовали сочетание формул с наглядностью.
Однако не все, даже школьные, компьютерные,
эксперименты построены на наглядности, хотя
она и очень желательна.

Что же является инструментом компьютерно-
го эксперимента, расширяющим возможности
динамической геометрии? Естественно – это
компьютерная алгебра. Инструменты компьютер-
ной алгебры сегодня успешно применяются всю-
ду, где когда-то требовались сложные аналитиче-
ские вычисления. Может показаться, что они
“тривиализируют” школьную алгебру. В некото-
рой степени так и есть, ведь эти инструменты три-
виализировали и те профессиональные аналити-
ческие вычисления, о которых речь шла выше.

−+ + +1
1= n n

ny x a x a

− 1= ' ax x
n

Рис. 12. Осевая симметрия параболы.
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Рис. 13. Центральная симметрия кубической пара-
болы.
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Рис. 14. Центральная симметрия кубической пара-
болы.
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Однако, как и в других случаях, компьютер от-
крывает простор для творческой исследователь-
ской деятельности школьника, поддержанной
учителем.

В последующих примерах мы не всегда явно
выделяем и подробно объясняем, какой компью-
терный эксперимент проводит студент, что ему
показывает и рассказывает преподаватель, какие
задания студенту дает, какие исследовательские
вопросы ставит.

При детальном планировании образователь-
ной ситуации целесообразно выделить:

0. Мотивировку: почему задача интересна во
“взрослой” математике и может быть интересна
обучающемуся.

1. Какой эксперимент предлагается поставить.
2. Наблюдение результатов.
3. Какое ожидается открытие, какие могут воз-

никать гипотезы.
4. Доказательства гипотез и связанная с ними

НЕэкспериментальная математика.
(b) Кубическая формула Кардано над . Вопрос

о решении уравнений степени выше второй при-
влекал внимание с глубокой древности (ср. удвое-
ние куба). Ближе к нашему времени его решение
знаменовало Возрождение в математике ( мы спо-
собны не только воспроизводить результаты древ-
них, но можем получить и свои, им недоступные),
наступившее позже Возрождения в литературе,
архитектуре и живописи. С решения в XVI веке
итальянскими математиками кубических уравне-
ний началась современная алгебра.

Кроме того, кубические уравнения примыка-
ют к квадратным и в отдельных задачах “повы-
шенной трудности” встречаются в школьной ма-
тематике – например, в современной Англии –
систематически. Поэтому для заинтересованных
школьников естествен “внепрограммный” вопрос:

есть ли для кубических уравнений такая же фор-
мула, как для квадратных?

Ответ: да, но существенно сложнее.
Общее кубическое уравнение

(1.2a)

при  заменой  (упоминавшейся

выше в связи с объяснением центральной сим-
метричности графиков кубических многочленов)
с последующим делением на a принимает более
компактный вид

(1.2b)
В отличие от итальянцев Возрождения совре-

менному человеку достаточно дать команду solve
системе компьютерной алгебры. Мы берем в ка-



+ + +3 2 = 0ax bx cx d

≠ 0a ← −
3
bx x
a

+ +3 = 0.x px q

честве такой системы MAPLE и получаем реше-
ние

(1.2c)

Экспериментатор получает предварительный
ответ на вопрос: перед ним формула с радикала-
ми, ее надо осознать.

Одна из возникающих проблем: (осложняв-
ших жизнь и итальянцам в XVI веке) под знаком
квадратного корня иногда стоят отрицательные
числа, а хотя бы один корень есть всегда. Этот
факт также может быть открыт эксперименталь-
но: те же системы компьютерной алгебры содер-
жат и инструменты построения графиков; наблю-
дения над ними приводят к гипотезе, которую
можно доказать, сочетая оперирование с нера-
венствами с аргументами анализа или топологии.
Этот эксперимент можно провести еще до вычис-
ления корней в компьютерной алгебре.

Систематические алгебраические экспери-
менты связаны с подстановкой чисел вместо букв в
формуле Кардано. Выделяются случаи, когда фор-
мула дает численно правильный ответ – его мож-
но проверить подстановкой. Но и в этих случаях
есть поле для экспериментирования с поддавка-
ми: при заданных  поработать с многочле-
ном . Примене-
ние формулы Кардано даст загадочные равенства,
связывающие кажущиеся иррациональными чис-
ла с рациональными. Эти равенства легко прове-
рять численно, и встает задача их ОСОЗНАНИЯ.
Полезно составление собственной структуриро-
ванной коллекции.

 Не может ли знаменатель в правой части
(1.2c) обратиться в 0? Несложный анализ показы-
вает, что это возможно, но лишь в случае p = 0, в
котором уравнение (1.2b) решается простым из-
влечением кубического корня.

Дальнейшее наблюдение показывает, что ино-
гда формула Кардано дает правильный и осмыс-
ленный ответ, а иногда – нет. Рассмотрение гра-
фиков кубических многочленов позволяет опре-
делить границу между несколькими (как в случае
квадратных уравнений) типами вещественных
кубических уравнений. Особое внимание при-
влекут границы между типами (снова параллель с
квадратными многочленами!) – многочлены с
КРАТНЫМИ корнями. В нашем случае это будут
многочлены , и формулу
Кардано для них надо будет проанализировать
особо.

 Сохраняет ли формула (1.2c) смысл, если стоящее

под знаком квадратного корня число  от-

− + + −

−
− + +

3 23

3 23
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рицательно? Ответ в рамках строгой школьной
математики – не имеет. Но именно здесь ком-
пьютерный эксперимент может прояснить ситуа-
цию. Действительно, подстановка (случайных)
численных значений  в левую часть урав-
нения (1.2b) позволяет и увидеть график этого
многочлена, а с его помощью – одно или три при-
ближенных решения уравнения (1.2b). Подста-
новка выбранных значений p, q в формулу (1.2c)
убедит школьника в том, что формула (1.2с) имеет
какой-то внешкольный смысл, и в некоторых слу-
чаях побудит его освоить комплексные числа.

 Почему иррациональность 
входит в слагаемые правой части формулы (1.2c)
как-то несимметрично? В отличие от первых двух
вопросов, этот вопрос неточен – и не имеет точ-
ного ответа. Вернее, ответ заключается в том, что
MAPLE выдает именно формулу (1.2c), и она пра-
вильна, более того, она проверяема программой в
символическом виде, в отличие от более красивой
и традиционной (см., например, [18]), вывод ко-
торой мы сейчас напомним.

Подставив в уравнение (1.2b) (для создания до-
полнительной степени свободы)

(1.2d)

получим , что преобразу-
ется к

(1.2e)
Постулируем (воспользовавшись упомянутой

свободой)
(1.2f)

Упростив (1.2e) с помощью (1.2f) и возведя чуть
преобразованное (1.2f) в куб, получим систему
уравнений

(1.2g)

из которой видно, что u3 и  – корни квадратного
уравнения, которое строится по коэффициентам
исходного кубического, т.е.

(1.2h)

и, следовательно,

(1.2i)

откуда, наконец, с учетом (1.2d)

(1.2j)
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Сравнительный анализ формул (1.2j) и (1.2c)
требует компьютерного эксперимента (КЭ).
Формула (1.2j) красивее и понятнее, чем (1.2c), но
(по неизвестным авторам причинам) с помощью
MAPLE в общем виде не проверяется, в отличие
от (1.2c). Поэтому весьма целесообразны разверну-
тые КЭ с рассмотрением многочисленных частных
случаев и проверкой как нетривиальных равенств
между иррациональностями, так и приближенных
численных значений корней, полученных по обеим
формулам. Полезны при этом “поддавки” – анализ
формул при известных корнях, т.е. выбор чисел

, удовлетворяющих  и исследо-
вание кубических многочленов с заданными кор-
нями (x – x1)(x – x2)  + px + q; такая ра-
бота приводит к более глубокому пониманию
теоремы Виета, чем при ее освоении по стандарт-
ным школьным методикам.

Наконец, осмысленность обеих формул зави-
сит от знака числа

Это число, определенное (как и в случае квад-
ратных трехчленов) с точностью до умножения на
квадрат рационального числа, заслуживает назва-
ния дискриминанта кубического многочлена. По-
лезно осознание его связи с величиной ((x1 –

‒ x2)  для кубического много-
члена

Все эти действия весьма трудоемки при руч-
ных вычислениях, но могут быть вполне убеди-
тельны в рамках грамотно организованных ком-
пьютерных экспериментов.

После соответствующей классификации и
уточнений формула Кардано дает ОДИН из кор-
ней всегда. В случае, когда надо извлекать квад-
ратный корень из отрицательного числа, формулу
надо трансформировать и связать с трисекцией
угла.

Строгие доказательства, проведенные в двух
случаях (в архаичной итальянской, невозможной
сегодня, терминологии приводимом и неприводи-
мом), оставляют ощущение неудовлетворенно-
сти: неужели с этими разными случаями надо так
по-разному обращаться? Сам собой напрашива-
ется переход к комплексным числам. После пол-
ного прояснения теории разложения кубического
трехчлена на линейные множители естественно
встает вопрос о многочленах 4-й степени, и, на-
верное, удивительным окажется тот факт, что
итальянцы свели его к многочленам 3-й степени,
рассмотрев для многочлена 4-й степени с корня-
ми  многочлен 3-й степени с корнями

1,2,3x + +1 2 3 = 0,x x x

− ≡ 3
3( )x x x

 + = + 
 

3 2
3 212 81 324 .
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В ходе внеэкспериментальных рассуждений
полезно постоянно обращаться к примерам их
экспериментальной части (компьютер здесь аб-
солютно необходим, вычисления чудовищно гро-
моздки). После освоения этого материала уча-
щийся будет готов к восприятию Основной Тео-
ремы Алгебры и теории Галуа.

(c) Уравнение Пелля. Так называется4 уравне-
ние в целых числах (см., например, [19])

мы ограничимся обсуждением случая D = 2. Это
одно из простейших уравнений в целых числах
(наименьшей нетривиальной) степени 2, однако
с ним связана интересная математика, уходящая
в глубокую древность [20].

Первый из вопросов – найти эксперименталь-
но какие-то решения. Следующий – найти их как
можно больше.

Естественно возникает вопрос: существуют ли
как угодно большие решения уравнения ?
Продвижение в этом вопросе с помощью КЭ до-
ступно учащимся с как угодно малой математиче-
ской подготовкой и минимальными навыками
программирования: решения могут искаться про-
стым перебором. Для школьника это прекрасное
введение в использование компьютера в теории
чисел.

Затем заинтересовавшимся учащимся можно
рассказать о кольце чисел , ввести сопря-

жение  и норму  с
тем, чтобы интерпретировать уравнение Пелля
как уравнение

Мультипликативность нормы (т.е. тождество
, которое учащийся с мини-

мальной подготовкой может проверить непо-
средственно) позволяет предъявить бесконечную
последовательность решений с начальной парой

  и рекурренцией

КЭ здесь не только помогает убедительно от-
ветить на поставленный выше вопрос о бесконеч-
ности множества решений, но и дает широкий
простор для установления и проверки многочис-
ленных доказуемых оценок и асимптотик.

4 Из-за ошибки Эйлера, перепутавшего двух англичан: Джо-
на Пелля (1611–1685) и Уильяма Браункера (1620–1684).
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Кроме того, естественно обсудить одно прило-
жение уравнения Пелля: после установления (по-
чти очевидного, но тоже требующего доказатель-
ства) равенства

введенная последовательность дает возможность
аппроксимации числа . В табл. 1 приведены вы-
численные на MAPLE (допускающем, в отличие
от классических языков программирования, рабо-
ту с как угодно большими натуральными числами
и дающем как угодно точные десятичные прибли-
жения рациональных чисел) значения определен-
ных выше натуральных чисел  и десятичных

приближений рациональных чисел .

Красным выделены стабилизирующиеся знаки
приближений – полезно доказать, что это – вер-
ные десятичные знаки числа . Одного взгляда
на цветную таблицу достаточно, чтобы отметить,
что количество верных знаков приблизительно про-
порционально номеру приближения. Уточнение и
доказательство этого утверждения (которое воз-
никло в результате несложного КЭ!) вместе с
освоением конструктивного определения предела
гораздо полезнее заучивания стандартного опре-
деления (не конструктивного).

В дальнейшем изложении мы уже не выделяем
специально различные стадии компьютерного
эксперимента учащегося и учителя, а указываем
показательные примеры, где есть опыт такого
эксперимента, а читатель может выстроить сам
эксперимент на свой вкус.

(d) Численное решение полиномиальных уравне-
ний. Упоминавшийся выше метод Ньютона5 ис-
ключительно эффективен и почти универсален.
Он применим к произвольным гладким функциям

(мы используем обозначения переменных, харак-
терные для комплексного анализа, поскольку со-
бираемся сравнить результаты этого и предыду-
щего разделов) и основан на рекурсии

имеющей прозрачный геометрический смысл.
Рассмотрим в качестве примера многочлен

5 Называемый также (например, в Англии) методом Ньюто-
на–Рафсона.
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и найдем его корень  методом Ньютона, начи-
ная с (довольно грубого) начального приближе-

ния . Имеем , или

Соответствующая таблица десятичных при-
ближений имеет следующий вид (см. табл. 2).

Очевидно, метод Ньютона вычисления  го-
раздо эффективнее рассмотренного выше метода,
основанного на решениях уравнения Пелля. Как
было отмечено выше, количество верных знаков
было приблизительно пропорционально номеру при-
ближения. При применении метода Ньютона дей-
ствует менее очевидный закон:

количество верных знаков приблизительно про-
порционально квадрату номера приближения.

Более тщательная проверка этого закона, его
более точная формулировка и обоснование тре-
буют дальнейших КЭ. Склонность школьников к
занятиям математикой проявится в том, что им
захочется рассмотреть аналогичные вопросы для
других приближений – как минимум .

Отметим, наконец, что само понятие эффек-
тивности алгоритмов, естественно возникающее
при работе в духе рассмотренных примеров, со-
временно и важно как с теоретической, так и с
практической точек зрения. В современных ЕГЭ-
программах оно не находит места, а с помощью
КЭ может быть вполне содержательно введено и
изучено.

5. АНАЛИЗ

Здесь мы ограничимся обсуждением возмож-
ностей иллюстрации базовых понятий с исполь-
зованием КЭ.

(a) Производная. Здесь необходимо освоить
понятия секущих и касательных графически.

Формулировка касательная – предельное поло-
жение секущих сохраняется в памяти многих вы-
пускников современных школ, но обычно не свя-
зывается ни с наглядными образами, ни с точны-
ми математическими понятиями. Возможно, это
объясняется тем, что графики элементарных
функций (иногда за исключением параболы и ги-
перболы) трудно точно изобразить мелом на доске;
то же верно относительно секущих и касательных.

Формула секущей графика

(1.3a)
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– одна из важнейших в анализе6. Трудность в ее
понимании заключается в том, что входящие в
нее буквы

относятся к четырем разным уровням “постоян-
ности”:

(1) f – функция, секущие к графику которой
обсуждаются;

(2)  – абсцисса точки, через которую прохо-
дит семейство секущих;

(3) h – параметр этого семейства;
(4)  – координаты на плоскости (на кото-

рой все это происходит), в которых пишутся урав-
нения секущих.

Могут ли компьютерные эксперименты по-
мочь разобраться в формуле (1.3a)? Думаем, что
да. Надо просто дать учащемуся возможность
увидеть достаточно много семейств секущих –
сначала готовых, а затем построенных собствен-
норучно с помощью подходящих средств.

В примере ниже f(x) = sinx, .

Понимание определения производной

(1.3b)

осложнено теми же факторами, что указывались
при обсуждении формулы (1.3a), но к ним добав-
ляется еще и определение предела. Заучивание
“ – ” определения лежит за пределами мнемо-
нических возможностей современного нематема-
тика со средним образованием (см., впрочем,
[21]). Однако упомянутое выше словосочетание
касательная – предельное положение секущих, ко-
торому может быть придан абсолютно точный
смысл, вместе с еще одним

производная – наклон касательной
вполне может быть воспринято при достаточном
количестве иллюстраций с использованием КЭ.
Например, приведенная выше картинка с не-
сколькими секущими может быть дополнена ка-
сательной с уравнением

в которое входят непопулярные, но легко вычисляе-
мые  и cos1 = .
Как показывает опыт одного из авторов, после са-
мостоятельного построения некоторого количе-
ства картинок такого рода самый далекий от ма-
тематики человек (например – студент РГГУ,

6 Первый автор (ГБШ) – категорический противник тради-
ционного обозначения  обычно используемого
вместе с “термином” приращение аргумента. И обозначе-
ние, и термин, хотя и имеют почтенную историю, лишены
математического смысла. Мы следуем замечательному
учебнику [22].
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лингвист или психолог) осваивает производные с
не меньшей уверенностью, чем отрицательные
числа.

Общее уравнение касательной, которое осо-
знается в результате намеченных рассмотрений:

(1.3c)

(b) Ряды Тейлора. Этот раздел классического
анализа, красивый, глубокий и имеющий огром-
ное прикладное значение, отстоит далеко от дей-
ствующих школьных программ.

Между тем, освоив проведение касательных,
т.е. линейные приближения элементарных функ-
ций, естественно поставить вопрос об их прибли-
жениях многочленами высших степеней. Ответы
были получены в XVIII веке и исключительно
легко осваиваются с помощью КЭ.

+ −0 0 0= ( ) '( )( ).y f x f x x x

В качестве бросающегося в глаза примера рас-
смотрим несколько приближений синусоиды, т.е.
графика , отрезками ряда Тейлора

Демонстрируя эти приближения студентам-
лингвистам, один из авторов обычно встречался с
их желанием попробовать самим что-нибудь при-
близить и несколько раз слышал вопрос а почему
нам в школе это не показывали? Ответ упомянуто-
му автору неизвестен.

Системы компьютерной алгебры выдают про-
извольное количество отрезков ряда Тейлора эле-
ментарных функций, и ответ обычно легко угады-
вается – особенно людьми, знакомыми с факто-
риалами. Исключение составляют ряды Тейлора
для тангенса

= siny x

− + − ±
3 5 7

sin =
3! 5! 7!
x x xx x

Рис. 15. Метод Ньютона.

w

zznzn + 1

w =
 f(z

n)
 +

 f '
(z n)

(z 
� z

n)
 

w = f(z) 

Рис. 16. Секущая.

y = f(x) 

Y

x

y = f(x0) +                      
       (x � x0) f(x0 � h) ��f(x0)  

�����������
��

h  

x0 x0 + h

Рис. 17. Секущие.

1.3

1.2

1.1

1.0

0.9

0.8

0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
x

1.8 2.0 2.2 2.4

0.7

0.6
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и для секанса

Эти загадочные числа связаны с вопросом, ко-
торый мы лишь вскользь затронули выше при об-
суждении графиков квадратичных и кубических
многочленов – вопросом о количествах возмож-
ных форм графиков вещественных многочленов

+ + + + + +

+ + +

7 9 113 5

13 15

17 62 13822=
3 15 315 2835 155925
21844 929569
6081075 638512875

x x xx xx x

x x

+ + + + + +

+ + +

4 6 8 102

12 14

5 61 277 505211 = 1
cos 2 24 720 8064 3628800

540553 199360981
95800320 87178291200

x x x xx
x

x x

произвольных степеней. О связи этих количеств с
коэффициентами разложения в ряды Тейлора
тангенса и секанса можно прочитать в [23].

Освоив несколько разложений известных
функций в ряды Тейлора и проверив эти разложе-
ния графически и численно, компьютерный экс-
периментатор осознает продолжение формулы
(1.3c)

(1.3d)

как одну из неоспоримых вершин классического
анализа.

(c) Некоторые интегралы. Мы скажем несколь-
ко слов лишь об определенных интегралах, по-
скольку развитие (довольно сложной) техники
неопределенного интегрирования представляет-

= + − + − +20 0
0 0 0

'( ) ''( )( ) ( ) ( )
1! 2!

f x f xy f x x x x x

Рис. 19. Приближение синуса рядом Тейлора, сте-
пень 1.
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Рис. 20. Приближение синуса рядом Тейлора, сте-
пень 3.
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Рис. 21. Приближение синуса рядом Тейлора, сте-
пень 5.
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ся рудиментом достаточно архаичной педагогики
в эпоху, когда системы компьютерной алгебры
дают ответ после одного нажатия кнопки. Эта
точка зрения относится к обучению математике
(будущих) нематематиков – которых, однако, не-
обходимо научить понимать и проверять полу-
ченные с помощью компьютера ответы.

Первый нетривиальный ( трансцендентный)
интеграл – это

Вместе с не вполне тривиальной интерпрета-
цией этого интеграла как площади единичного кру-
га полезно научить строго мыслящего студента
воспринимать равенство

как определение числа π. КЭ связаны с его прибли-
женным вычислением.

Оставшиеся два определенных интеграла, ко-
торые будут упомянуты, не берутся в элементар-
ных функциях. Для будущих математиков это –
такой же важный результат о невозможности, как
неразрешимость уравнений 5-й степени в ради-
калах и неудваиваемость куба с помощью циркуля
и линейки; для всех остальных это – небольшое
неудобство, которое никак не препятствует чис-
ленному исследованию интегралов.

Интеграл

играет центральную роль в теории вероятностей.
Приближенное равенство

− −
1

2
1

d = 3.141592...
1

x
x

−

π
−

1

2
1

d:=
1

x
x

∞
−

−∞


2
e d = 1.772453851...x x

ставит экспериментатора в тупик; видимо, лишь
совет поработать с кратным интегралом

может прояснить равенство

отдельно стоит вопрос о строгом обосновании это-
го равенства, доступном школьнику.

Другой интеграл, также важный для теории ве-
роятностей, зависит от параметра ; можно вре-
менно обозначить его

– легко проверить, что он сходится при . Од-
нако при некоторых навыках интегрирования об-
наруживается, что в случае  этот интеграл
все-таки берется, и оказывается, что

Теперь можно экстраполировать функцию

определив

≈21.772453851 3.141592654

∞ ∞
− −

−∞−∞
 

2 2
e d dx y x y

∞
−

−∞

π
2

e d = ;x x

x

∞
−

0

? := e dx tx t t

≥ 0x

∈x N

? = !x x

⋅ ⋅ ⋅ ! := 1 2 ,n n n

∞
−

≥ → 0
0

: e d .x tx t tR R

Рис. 23. График факториала.
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MAPLE может построить график этой функ-
ции и вычислить

Экспериментатор снова может обнаружить за-
гадочное приближенное равенство

но на этот раз авторы умеют объяснить точное ра-
венство

( ) 1 ! = 0.8862269255 .
2

≈24(0.8862269255) 3.141592654,

( )
∞

− π= 
0

1 ! e d =
2 2

tt t

только с помощью теории гамма-функции Эйлера,
для развития которой надо существенно исполь-
зовать теорию функций комплексной переменной.

6. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
Вразрез с доминирующими традициями мы

считаем возможным преподавание теории веро-
ятностей как раздела математики, а не ее при-
кладной области. Но в любом случае компьютер-
ный эксперимент, безусловно, является есте-
ственной частью курса.

(a) Случайные числа. Стохастические КЭ, ос-
нованные на датчиках случайных чисел, соответ-
ствуют духу теории вероятностей. Однако полу-
ченные с их помощью результаты должны интер-
претироваться как гипотезы, основанные на
случайных выборках, и сопоставляться с точными
результатами КЭ, основанными на полных перебо-
рах. Приведем два примера.

Вычисление π методом Монте-Карло. Здесь
речь идет об оценке для натурального числа 
мощности множества

∈r N

∈ ×
× + ≤


 2 2 2

Q := {( , ) {0,1,2, , }

{0,1,2, , } | };
r x y n

n x y r

Таблица 1

1 3 2 1. 50000000000000000000000000000000

2 17 12 1.41666666666666666666666666666667

3 99 70 1.41428571428571428571428571428571

4 577 408 1.41421568627450980392156862745098

5 3363 2378 1.41421362489486963835155592935240

6 19601 13860 1.41421356421356421356421356421356

7 114243 80782 1.41421356242727340249065385853284

8 665857 470832 1.41421356237468991062629557889013

9 3880899 2744210 1.41421356237314199715036385699345

10 22619537 15994428 1.41421356237309643083203725697474

11 131836323 93222358 1.41421356237309508948486370619374

12 768398401 543339720 1.41421356237309504999928957890286

13 4478554083 3166815962 1.41421356237309504883694280179329

14 26102926097 18457556052 1.41421356237309504880272650735873

15 152139002499 107578520350 1.41421356237309504880171927369328

16 886731088897 627013566048 1.41421356237309504880168962350253

17 5168247530883 3654502875938 1.41421356237309504880168875068241

18 30122754096401 21300003689580 1.41421356237309504880168872498898

n nx ny n

n

x
y

Таблица 2

1 2
2 1.50000000000000000000000000000000
3 1.41666666666666666666666666666667
4 1.41421568627450980392156862745098
5 1.41421356237468991062629557889013
6 1.41421356237309504880168962350253
7 1.41421356237309504880168872420970

n nz
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очевидно, но полезно строго доказать, что

Сходится эта последовательность очень мед-
ленно; здесь тоже полезно получить строгие
оценки. Однако этот малоэффективный метод
хорошо соответствует интуитивному представле-
нию о числе π как площади единичного круга, а
любопытный экспериментатор может заинтере-
соваться поиском более быстрых методов (включая
упомянутый выше интеграл), которыми изобилует
и классическая, и современная литература.

Применение метода Монте-Карло заключает-
ся в том, что точки квадрата {0, 1, 2, ..., n} ×

→∞
π 2

#Q= 4 lim ,r
r r

×  перебираются не все подряд, а слу-
чайно. При удаче получаются лучшие результаты.

С какой вероятностью наугад взятая дробь со-
кратима? Здесь с помощью прямого перебора тоже
можно получить численные результаты аналогич-
но предыдущему примеру, но для их понимания не-
обходимо включить вероятностную интуицию.

(1.4a)

(дизъюнкция счетного множества утверждений,
параметризованных простыми числами).

Применяя к (1.4a) отрицание и пользуясь фор-
мулой де Моргана, получим

{0,1,2, , }n

⇔

⇔ ∈ ∧ ∈ ∨ ∈
∧ ∈ ∨ ∈ ∧ ∈ ∨

[ ]

[[[ 2 ] [ 2 ]] [[ 3 ]
[ 3 ]] [[ 5 ] [ 5 ]] ]

Дробь сократимаa
b

a b a
b a b

Z Z Z

Z Z Z

(1.4b)

⇔

⇔ ∈ ∧ ∈ ∨ ∈ ∧ ∈ ∨ ∈ ∧ ∈ ∨
⇔ ∈ ∧ ∈ ∧ ∈ ∧ ∈ ∧ ∈ ∧ ∈ ∧




[ не ]

[[[ 2 ] [ 2 ]] [[ 3 ] [ 3 ]] [[ 5 ] [ 5 ]] ]

[[ 2 ] [ 2 ]]

Дробь со

[[ 3 ] [ 3 ]] [[ 5 ] [ 5 ]

ти

]

кра маa
b

a b a b a b

a b a b a b

     
     

(конъюнкция счетного множества утверждений,
параметризованных простыми числами).

Именно здесь включается вероятностная ин-
туиция. Предположив, что вероятность P на мно-
жестве пар натуральных чисел имеет смысл (как
предел вероятностей на конечном множестве дро-
бей с ограниченными числителем и знаменате-
лем) и что конъюнкты в (1.4b) попарно независи-
мы, получим

(1.4c)

( )

( ) ( ) ( ) ( )

=
− ∈ ∧ ∈ − ∈ ∧

∧ ∈ − ∈ ∧ ∈
       − − − −       
       




2 2 2 2

= (1 ([ 2 ] [ 2 ]))(1 ([ 3 ]
[ 3 ]))(1 ([ 5 ] [ 5 ]))

1 1 1 1= 1 1

случайная дробь не

1 1 .
2 3 5

сократим

7

а
a b a

b a b

P
P P

P
Z Z Z

Z Z Z

“Перевернув” формулу (1.4c) и воспользовав-
шись для каждого простого числа p формулой
суммы бесконечной геометрической прогрессии

получим

(1.4d)

+ + + +
−

2 4 6

2

1 1 1 1= 1 ,
11 p p p
p

=

  + + + + + + ×   
   

 × + + + 
 

 

 

2 4 2 4

2 4

1
(случайная дробь несократима)

1 1 1 1= 1 1
2 2 3 3

1 11
5 5

P

Рис. 24. Разложение синуса в сумму и в произведение.
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Согласно гениальной идее Эйлера, в правой
части формулы (1.4d) можно раскрыть все скобки
и согласно основной теореме арифметики полу-
чить ответ на рассматриваемый нами вопрос:

(1.4e)

С помощью современных вычислительных
средств уже можно получить ответ численно: по-

скольку , имеем

Таким образом, случайная дробь несократима
с вероятностью около 61% и, следовательно, со-
кратима с вероятностью около 39%. Эти результа-
ты теоретических рассмотрений допускают КЭ-
проверку с помощью датчиков случайных чисел.

Полученный результат можно было бы считать
исчерпывающим, особенно с учетом того, что
численный результат получен с традиционной
для теории вероятностей точностью.

Однако по ходу дела мы столкнулись с замеча-
тельным числом: суммой обратных квадратов

. Нельзя обойти молчанием классическую

математику, связанную с этим числом, особенно
учитывая огромные возможности КЭ при ее объ-
яснении.

Вопрос о точном значении суммы обратных
квадратов был поставлен в XVII веке учеником
знаменитого Бонавентуры Кавальери, малоиз-
вестным Пьетро Менголи, см. [24]. Он стал назы-
ваться Базельской задачей по месту жительства се-
мейства Бернулли, члены которого усердно зани-
мались этим числом (см. [25]) – см. Ответ был
получен лишь в XVIII веке, см. [26]. Эйлер приме-
нил тождество

∞

=  2
=1

1 1 .
(случайная дробь несократима) n nP

∞
≈ 2=1

1 1.645
n n

≈

≈ ≈

(случайная дробь несократима)
1 0.608.

1.645

P

∞ 2=1
1

n n

(1.4f)

которое он понимал как равенство “многочле-
нов бесконечной степени”, основанное на совпа-
дении множеств их корней; в данном случае это
множество целых чисел. Это тождество вместе с
обсуждавшимся выше разложением синуса в ряд
Тейлора – прекрасное поле для КЭ, графических
и численных (см. рис. 24). Здесь, например, изоб-
ражены три графика

(параметры, разумеется, можно варьировать и
улучшать). Применяя “теорему Виета” к вытека-
ющему из (1.4f) тождеству

(1.4g)

– точнее, приравнивая коэффициенты в (1.4g)
при x3 – получим ответ к Базельской задаче:

(1.4h)

Собирая вместе полученные результаты, отве-
чаем на исходный вопрос:

(b) Испытания Бернулли. Наряду с эвристикой –
на этот раз не КЭ, а реальным подбрасыванием
монетки достаточно большое количество n раз7 –

∞  π ≡ π − 
 

∏
2

2
=1

sin( ) 1 ,
n

xx x
n

= sin ,y x

π π π ππ − + − +
3 5 7 9( ) ( ) ( ) ( )= ,

3! 5! 7! 9!
x x x xy x

= π − − ×
         × − − − − −         
         
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Рис. 25. Приближения гауссианы при n = 4, 10, 100.

0 1 2

0.1

0.2

0.3

x
3 4�1�2�3�4 0 1 2

0.1

0.2

0.3

x
3 4�1�2�3�4 0 1 2

0.35
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

x
3 4�1�2�3�4



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 511  2023

КОМПЬЮТЕРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 133

предлагается рассмотреть точную математиче-
скую модель с пространством равновероятных
исходов

и случайной величиной (для согласования ее с
теорией испытаний Бернулли удобно называть ее
успешностью)

сопоставляющей серии испытаний количество
выпавших в ней орлов.

Верхняя огибающая гистограммы этой случай-
ной величины является “графиком” n-й строки
треугольника Паскаля

и Центральная Предельная Теорема в ее простей-
шем виде утверждает, что надлежащим образом
масштабированная форма этого “графика” стаби-
лизируется при . Рассмотренная выше экс-
траполяция факториала позволяет говорить о
графике определенной на отрезке [0, n] настоя-
щей функции

(альтернативой является КЭ-освоение формулы
Стирлинга).

Теоретико-вероятностный аспект указанного
эффекта стабилизации связан с нормализацией
случайной величины ξ

где M и D – математическое ожидание и диспер-
сия. В рассматриваемом случае  имеем

 и , так что речь идет о преобразо-

вании графика  по формулам

Возникает график функции

7 Один из авторов (ГБШ) регулярно проводит этот экспери-
мент с n = 100, прося 10 студентов подбросить монетку по
10 раз.
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Согласно вышеупомянутой формуле Стир-
линга

эти графики при  приближаются гауссиа-
ной (см. рис. 25).

Здесь изображены

,

при .
Как мы видим, приближения очень точны, а

при  и  синяя и красная кривые прак-
тически неразличимы – в этом заключается пра-
вило трех сигм.

Если вернуться от аналитических и графиче-
ских рассмотрений к численным теоретико-веро-
ятностным, то надо осознать упомянутый выше
(в чуть-чуть другом масштабе) интеграл

как полную вероятность и освоить как графически,
так и численно вероятности при 

проверяемые как с помощью КЭ, так и с помо-
щью реальных экспериментов.

Полезно и возможно распространение полу-
ченных результатов как на испытания Бернулли с
неравновероятными исходами, так на серии по-
парно независимых испытаний с бóльшим коли-
чеством исходов.

7. КОМБИНАТОРИКА
Назовем две особенно традиционные темы.
(a) Числа Каталана. Их можно определять мно-

гими разными способами, и сама равносильность
этих определений – хорошая математика, требу-
ющая КЭ; см. [27].
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Одно из определений чисел Каталана:

Соответствующая перечислительная задача
поучительна и может быть решаема с помощью
КЭ. Так, составлять списки деревьев удобнее с ис-
пользованием “Живой математики” или Геогебры.

Производящая функция

может быть определена несколькими равносиль-
ными способами. Она элементарна, и КЭ позво-
ляет проверить ее значения. Весьма перспектив-
ны различные обобщения чисел Каталана.

(b) Particio numerorum. Количество представле-
ний натурального числа суммой меньших натураль-
ных чисел (разложения кучки предметов на мень-
шие кучки…) может изучаться даже дошкольника-
ми, но связано с весьма серьезной “взрослой”
математикой. Введем стандартное обозначение

(2.1a)

составление полных списков разбиений при не-
больших  – нетривиальная перечислительная
задача; как и в предыдущем проекте, составлять
эти списки удобнее с использованием “Живой
математики” или Геогебры. Составление полных
списков p(n) хотя бы при  – нетривиаль-
ная компьютерная задача.

Она эффективно решается с помощью произ-
водящей функции (Эйлера)

(2.1b)

Решающую роль играет разложение этой
функции на множители

(2.1c)

из которого следует

(2.1d)

Раскрытие (бесконечного количества) скобок
в правой части вручную весьма трудоемко, одна-
ко может быть легко реализовано КЭ, скажем, с
помощью MAPLE. Результат, как и во времена
Эйлера, поразителен: ряд “квадратично” разре-
жен! Точнее, устанавливается

(2.1e)
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Не так легко угадывается закономерность в
правой части равенства (2.1e), которая (по неко-
торым комбинаторным причинам) называется
пентагональной теоремой Эйлера и гласит

(2.1f)

Вторично переворачивая ряд (2.1f), можно
весьма эффективно составлять списки значений
p(n).

Относительно КЭ с разбиениями см. [28]. Раз-
реженность некоторых степеней левой части
(2.1f) объяснена в [29].

8. ТОПОЛОГИЯ
Упомянем две действительно исследователь-

ские (не только учебные) проблемы.
(a) Числа Харера-Загье. Речь о случайных склейках

многоугольников. Обозначим  количество
ориентируемых склеек 2n-угольника (результатов
попарного отождествления сторон, из которых
нельзя вырезать лист Мебиуса). Перечисление та-
ких склеек – хорошая компьютерная задача, кото-
рая может сопровождаться различными КЭ над
гауссовыми словами. 

Хорошо известна рекурренция, с помощью ко-
торой можно строить таблицы чисел Харера-Загье:

Эта рекурренция важна для многих разделов
взрослой математики, и известно несколько ее
“взрослых” доказательств. Однако прозрачных
доказательств, имеющих ясный комбинаторно-
топологический смысл, по-видимому, на сего-
дняшний день не существует.

Скорее всего, какие-то фундаментальные
структуры, лежащие в основе теории графов  на
ориентируемых поверхностях S, дополнения к
которым  гомеоморфны дискам ( одноклеточ-
ных детских рисунков), современной науке неиз-
вестны. КЭ, группирующие склейки каким-то
осмысленным образом для прозрачного доказа-
тельства рекурренции, могут помочь эти структу-
ры обнаружить. Элементарное введение в теорию
можно найти в [30].

(b) Гомотопические группы сфер. Уже более по-
лувека известны несколько загадочные, негомо-
топные тождественным отображения сфер

при m > n. Они начинаются с комплексного и ква-
тернионного расслоений Хопфа
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Вряд ли начинающим математикам можно
предложить навести порядок (т.е. вычислить все
гомотопические группы сфер) в области многомер-
ной топологии, в которой начиная с середины ХХ
века работали крупнейшие математики.

Однако современные компьютерные техноло-
гии дают средства работы с многомерными объ-
ектами, которых не было 70 лет назад – напри-
мер, КЭ с кусочно-линейными отображениями
сфер, разбитых на маленькие кусочки (симплек-
сы). Возможно, молодые математики, которые
рано начнут думать над такого рода вопросами,
разовьют в себе многомерную топологическую
интуицию, которой не обладали предыдущие по-
коления.

Некоторые материалы можно найти, напри-
мер, в работе [31].

9. ДИНАМИКА
В предлагаемых направлениях в последние де-

сятилетия велась весьма интенсивная работа,
прежде всего экспериментальная. Тем не менее
открытые вопросы остаются, и дальнейшие КЭ
желательны.

(a) Гипотеза Коллатца (“3n + 1-проблема”).
Речь идет об итерациях отображения

Предполагается, что любая орбита выходит на
цикл , но за десятки лет никому
доказать это не удалось. Прямое компьютерное
исследование этой системы легко, и с него можно
начинать. Дальнейшие КЭ, по-видимому, связа-
ны со статистической обработкой данных: как
распределяются длины орбит до выхода на основ-
ной цикл, как далеко может зайти случайно взя-
тое число и т.п.

Занимаясь этим проектом, учащийся, по-ви-
димому, должен узнать, что такое 2-адические
числа, и понять аналогию рассматриваемого
отображения с палаточным отображением. Воз-
можно, полезно почитать [32]. Мы не считаем ве-
роятным, что существенный прогресс здесь мо-
жет быть достигнут в работе студентов, но про-
стота задачи и возможность эксперимента,
визуализации и т.д. – увлекательны.

(b) Итерации квадратичных отображений. Рас-
полагая возможностями современных компьюте-
ров, стоит порисовать разнообразные множества
Жюлиа и уникальное множество Мандельброта –
просто чтобы ими полюбоваться.

Серьезный математический вопрос заключа-
ется в изучении константы Фейгенбаума (для
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квадратичных отображений). Мы сегодня можем
строго доказать ее существование – см. [33]. Од-
нако мы даже не знаем, рациональна ли она, как
тысячи лет не были уверены в иррациональности
числа .

По-видимому, одно из главных условий
успешных размышлений о константе Фейгенбау-
ма – не переставать удивляться явлению универ-
сальности, которым она управляет.

10. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Много лет преподавая математику с использо-
ванием компьютерных экспериментов, авторы
могут пытаться сделать некоторые выводы, в
частности потому, что один из них в те же годы
интенсивно преподавал математику и более тра-
диционным образом.

Бросающиеся в глаза свойства разумного КЭ –
это экономия усилий, затрачиваемых на рутинные
операции, и некоторая несомненность результатов
при условии, что они многократно проверены,
желательно разными людьми на разных компьюте-
рах. Более существенна, разумеется, возможность
получить результаты, вообще недоступные при
ручных вычислениях, переборах и рисованиях.

Важный педагогический аспект КЭ заключа-
ется в том, что будущему математику недостаточ-
но как угодно много раз получить результаты с
помощью КЭ: для чувства полного понимания ему
нужно что-то еще (вряд ли только формальное
доказательство; скорее понимание картины ми-
ра, фрагмент которой был увиден с помощью
КЭ). Видимо, на основании этого параметра
можно судить о перспективах молодого человека
профессионально заниматься математикой; во
всяком случае, этот параметр не менее важен, чем
способность быстро и правильно решать одно-
типные задачи.

Что касается перспектив КЭ в преподавании,
авторы достаточно осторожны; многие суждения,
высказанные в настоящей работе, носили доволь-
но персональный характер. За последние десяти-
летия популярность КЭ в преподавании геомет-
рии заметно возросла; не вполне ясно, будет ли
этот процесс продолжаться (скорее да, чем нет) и
как скоро КЭ начнет распространяться на другие
разделы математики.

Абсолютно уверенно авторы на основе много-
летнего опыта могут сказать, что преподаватели
получают большое удовольствие в результате
удачных КЭ и что это удовольствие обычно пере-
дается учащимся. Именно это удовольствие (а
иногда – его отсутствие) – один из базовых пара-
метров в отношениях человека с Математикой.

π
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Mathematical experiment has always been a key source for mathematical discovery. Over the past 50 years,
thanks to digital technologies, its role in mathematical research has grown significantly. Digital technologies
have opened up fundamentally new opportunities for experimentation in mathematics education, bringing
the majority of students of mathematical education closer to mathematical research. Such an approximation
is especially desirable in the modern world, where it becomes possible thanks to digital technologies. The ar-
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1. ВВЕДЕНИЕ

Среди образовательных принципов (правил)
великого Яна Коменского [1, гл. XXI] мы нахо-
дим, что учиться делать что-то надо, делая это
(Fabricando fabricamur – создавая, создаешь себя):
учиться ковать – ковкой, учиться рассуждать,
рассуждая и т.д. Школа должна быть местом, где
кипит работа. В XX веке Пол Халмош писал:
“Единственный способ изучать математику – это
ее создавать” [2, с. 7]. Обсуждаемый им подход
восходит к Роберту Муру [3].

В Советском Союзе данный подход использо-
вался в университетском образовании, в частно-
сти в школе Николая Николаевича Лузина (“Лу-
зитании”) и в школьных математических круж-
ках, начиная с середины 1930-х гг. В середине

1960-х гг. он стал элементом регулярного школь-
ного образования для высоко-мотивированных
учащихся. Его идеологом и пропагандистом гла-
вой всего направления в педагогике в течение ря-
да десятилетий был Николай Николаевич Кон-
стантинов [4].

Анализ продолжающейся традиции россий-
ского математического образования [5, 6] приво-
дит нас к выводу о том, что эффективный способ
освоения математической деятельности может
опираться на:

• самостоятельное создание математики: экс-
перимент, высказывание гипотез, формулирова-
ние  определений, теорем, построение и отладка
доказательств;

• высокий уровень новизны задач для обучаю-
щегося – решение задач, которые “неизвестно-
как-решать”.

Мы полагаем, что такой подход становится не-
обходимым в XXI веке не только для математиков,
поскольку наиболее востребованными качествами
человека на рабочем месте и в жизни сегодня стано-
вятся именно способность к самостоятельному
поиску решений, способность решать новые, не-
ожиданные задачи.

Важно, что эти качества нужны уже не только
“творческим” личностям, ученым-исследовате-
лям, изобретателям и пр. Они оказываются по-
лезными, востребованными для всех людей. От-
сюда следует желательность их формирования
для всех учащихся массовой школы. Нам кажет-
ся, что наиболее эффективно эта задача может ре-
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шаться именно в рамках математического обра-
зования, хотя мы не отрицаем такой возможности
ни в одном школьном предмете.

Задача такого формирования чрезвычайно
упрощается благодаря цифровым технологиям.
Разгружая человека (ученика – в том числе) от не-
творческих задач, от заучивания рутинных опера-
ций и их автоматического выполнения, они поз-
воляют сосредоточиться на творческих задачах.

2. ПРОЕКТ
В настоящей работе мы описываем реализа-

цию указанных принципов в работе не с массовы-
ми школьниками, а с высокомотивированными
школьниками “первой лиги”. Это первый этап
исследования, целью которого являются иссле-
дование эффективности выбранных методов обу-
чения и возможность в дальнейшем их примене-
ния в массовой школе.

В России центром работы с высокомотивиро-
ванными школьниками является Образователь-
ный центр “Сириус”, расположенный в районе
города Сочи на берегу моря. Авторы настоящей
работы получили предложение по проведению в
Сириусе Проекта “Теория определимости” в
рамках Майской проектной программы по мате-
матике и теоретической информатике 1–24 мая
2022 г. [7] (дальше для краткости будем писать
просто Проект).

3. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ СОДЕРЖАНИЕ
В качестве математического содержания Про-

екта была выбрана теория определимости. Осно-
вы этой теории были заложены еще в XIX веке; на
знаменитых математическом и философском
конгрессах 1900 г. в Париже ей было посвящено
несколько докладов ведущих математиков. В по-
следующие годы эти вопросы изучались польски-
ми (Альфред Тарский) и американскими (Эдвард
Хантингтон) логиками. Определенный ренессанс
проблематики наметился в 1950-е гг., когда Ларс
Свенониус доказал свою замечательную теорему –
“теорему полноты” для определимости [8]. В тот
же период интенсивно развивались методы ко-
нечных автоматов, в этом русле был получен вы-
дающий результат Рабина об определимости на
бесконечных деревьях, доложенный на конгрессе
в Ницце [9], среди вызвавших интерес и широко
цитируемых была теорема Кобхема–Семенова
[10] и результаты ученика Семенова – Андрея
Мучника – по решению проблемы Рабина [11] и
новому доказательству теоремы Кобхема–Семе-
нова [12]. Доказательство Мучника последней
теоремы было основано на развитии идеи Тар-
ского о самоопределимости. Несмотря на десятки
работ последних десятилетий по проблематике
теории определимости, по сравнению с другими

областями математической логики эта тема мало
разработана, и есть большие шансы получить там
новые красивые результаты. В последние годы
авторы настоящей публикации получили ряд ре-
зультатов в этой области и поставили проблемы,
относящиеся к определимости на числовых и гра-
фовых структурах, которые не являются однород-
ными (для однородных структур результаты были
получены ранее результаты другими авторами).

Наш выбор проблематики мини-курса Проек-
та был основан на следующем:

• возможность быстрого вхождения школьни-
ков в тему – небольшой объем теории, которую
нужно освоить перед началом работы;

• возможность проведения эксперимента и
обсуждения результатов, “олимпиадный” стиль
возникающих задач; возможность использования
числовой и графовой интуиции;

• высокая вероятность получения “абсолют-
но” нового (т.е. неизвестного ни руководителям
Проекта, ни, по всей видимости, мировой мате-
матике) результата на базе уже имеющихся ре-
зультатов и подходов.

Приведем систему математических понятий,
которую мы использовали в нашем Проекте (см.
[13]).

Пусть задано некоторое множество объектов –
универсум. В нашем Проекте мы начинали с уни-
версумов целых и рациональных чисел. Рассмат-
ривались также натуральные числа и графовые
обобщения целых и натуральных чисел – древес-
ные структуры.

На универсуме задаются отношения. Основ-
ными случаями в программе Проекта были отно-
шения следования  и обычного линей-
ного порядка.

Пусть теперь на универсуме задана произволь-
ная система отношений  Отношение  опреде-
лимо через систему  если существует логическая
формула, определяющая  значения имен отно-
шений в которой берутся из  Например, отно-
шение “между” на рациональных числах опреде-
лимо через отношение порядка – “меньше”. Этот
простой пример является исходным для понима-
ния всей рассматриваемой ситуации. Действи-
тельно, можно увидеть, что отношение “мень-
ше”, наоборот, неопределимо через “между”. И
взрослые математики, и способные школьники
относительно быстро находят доказательство
этого факта: существует преобразование (пере-
становка) рациональных чисел, сохраняющая
“между” (а значит, сохраняющая также все, что
можно определить через “между”) и не сохраняю-
щая “меньше”. Такой перестановкой – автомор-
физмом “между” – является “переворачивание”
рациональной прямой, например, смена знака
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рационального числа. В общем случае возникают
естественно определяемые понятия:

• пространство определимости – множество
отношений, замкнутое относительно определи-
мости;

• группы автоморфизмов пространства;
• соответствие Галуа между пространствами

определимости и их группами автоморфизмов.
Формулируется Основная задача: описать ре-

шетку определимости всех подпространств дан-
ного пространства.

Естественно пытаться описывать решетку
определимости, рассматривая замкнутые (в есте-
ственной топологии) надгруппы группы автомор-
физмов исходного пространства. Однако про-
стейшие примеры, которые быстро находят сами
учащиеся, показывают, что такой подход продук-
тивен, но недостаточен: группы автоморфизмов в
некоторых случаях оказываются слишком бедными.

Достижение Ларса Свенониуса – теорема пол-
ноты для определимости – состоит в том, что ав-
томорфизмов оказывается достаточно, если на-
ряду с основной структурой рассматривать ее эле-
ментарные расширения. Идея последнего понятия
состоит в добавлении к универсуму некоторых
“идеальных элементов”, при этом истинность в
меньшей структуре любого высказывания с пара-
метрами из нее эквивалентна его истинности в
большей структуре. Например, в случае следова-
ния целых чисел элементарное расширение мож-
но получить, добавив к целым числам сколько-то
не связанных копий этого множества. В случае
порядка рациональных чисел всякое его расши-
рение просто изоморфно самим упорядоченным
рациональным числам.

Мы кратко описали весь “реквизит”, который
нам необходим для развертывания исследова-
тельской работы учащихся. Как видите, он имеет
небольшой объем и базируется на доступных
школьникам понятиях.

4. СТРУКТУРА УЧЕБНОЙ 
ПРОГРАММЫ ПРОЕКТА

Наша работа с учащимися состояла из следую-
щих этапов.

1. Формирование содержания Проекта как од-
ного из четырех направлений работы майской
смены Сириуса.

2. Предложение учащимся-кандидатам задач
подготовительного цикла с пояснениями по всем
четырем направлениям.

3. Выбор каждым кандидатом своего направ-
ления и решение задач подготовительного цикла
этого направления.

4. Предложение учащимся задач второго этапа
подготовительного цикла выбранного направле-

ния и личное онлайн-собеседование по задачам
второго этапа подготовительного цикла.

5. Очная работа в Сириусе с отобранными уче-
никами, которые успешно прошли второй этап.

Использованный нами формат очной работы
школы Сириуса предполагает мини-курсы, со-
ставленные из четырех этапов, каждый из кото-
рых занимает 4 дня. Между этапами объявляется
день отдыха, занятый экскурсиями и другими ви-
дами отдыха. Весь учебный день с перерывами на
обед и краткие перемены состоит в совместной
работе в небольшой аудитории и мало управляе-
мой самостоятельной работы учащихся вне ауди-
тории. Общий режим дня регламентируется вре-
менем завтрака, обеда и ужина – питание для уче-
ников бесплатно. По количеству учебных часов
такой мини-курс вполне можно приравнять к се-
местровому университетскому курсу или иссле-
довательскому семинару.

Помимо авторов статьи, в реализации Проекта
также принимал участие А.Я. Канель-Белов.
Предварительная апробация программы Проекта
прошла в 2021 г. в рамках Летней конференции
Турнира городов в Берендеевых полянах в Ко-
стромской области [14, 15], где несколько школь-
ников работали 8 дней.

В результате входного отбора и персонального
выбора кандидатов на наш Проект пришли
10 учащихся 10-х и 11-х классов из следующих го-
родов: Жуковский (Московская область), Кур-
ган, Новоуральск (закрытый город в Свердлов-
ской области), Москва (двое школьников, один из
них – из Ярославской области, но учится в мос-
ковском интернате), Томск, Кемерово, Самара,
Санкт-Петербург.

В течение первого из четырех этапов Проекта
учащиеся изучали основные понятия, кроме по-
нятия элементарного расширения, строили при-
меры определения одних отношений через дру-
гие. Это позволило им освоиться с базовой систе-
мой объектов, “кирпичиков”, из которых
строятся конструкции и рассуждения. Они строи-
ли формулы, соответствующие интуитивному
представлению о том, как что-то одно можно
определить через что-то другое. Важным момен-
том здесь было понимание того, что НЕЛЬЗЯ ис-
пользовать в определении. А именно, в определе-
нии нельзя использовать имена объектов и,
конечно, отношений, о которых заранее не объ-
явлено, что они могут входить в определения,
нельзя использовать переменные для множеств,
последовательностей, функций: переменные мо-
гут иметь значениями только объекты – элемен-
ты универсума. В этом обсуждении мы не давали
сразу формального определения формулы, пра-
вил использования скобок и т.п., что обычно де-
лается в курсах математической логики. В какой-
то момент такого общего обсуждения всем стало
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ясно, что такое формула и в чем смысл использо-
вания скобок.

Завершением первого этапа Проекта была по-
становка задачи о том, как доказать, что что-то
НЕЛЬЗЯ определить. В нашем контексте, как и
во многих других случаях в математике, доказа-
тельство невозможности требовало выхода за
рамки уже построенной системы понятий. Уча-
щиеся на частном примере упомянутых выше от-
ношений “меньше” и “между” приходили к идее
автоморфизма. Формальное определение не со-
ставляло большого труда, понимание метода ав-
томорфизмов было важным достижением. Как
известно, осознание ключевой роли автоморфиз-
мов было основой для построения знаменитой
Эрлангенской программы Феликса Клейна [16].

Второй этап Проекта включал построение ав-
томорфизмов структур там, где это получается. В
частности, строились надгруппы автоморфизмов,
соответствующие известным, уже обсужденным
примерам отношений Хантингтона и в нужных
случаях устанавливалась не-определимость. Об-
суждался вопрос об изоморфизме решеток опре-
делимости для элементарно эквивалентных
структур, в частности, для элементарных расши-
рений. Для некоторой пары подпространств в
пространстве следования целых чисел учащиеся
доказывали их различие переходом к элементар-
но эквивалентным. Основной моделью решения
задач и проверки найденных решений станови-
лось попарное и групповое обсуждение.

Два последних этапа Проекта были в основ-
ном исследовательскими; о них пойдет речь в сле-
дующем разделе.

В качестве отклонений от основной линии
курса были предложены занятия, где также в фор-
ме цепочки задач давались два замечательных ре-
зультата теории определимости:

• теорема Тарского об элиминации кванторов
и, как следствие, разрешимости элементарной
алгебры и геометрии;

• теорема Геделя–Тарского о неопределимо-
сти истины и, как следствие, теорема Геделя о не-
полноте.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ
Уже на втором этапе Проекта были сформиро-

ваны четыре исследовательские группы. Каждая
группа с участием преподавателей сформулиро-
вала открытую проблему для решения. Каждая из
проблем относилась к построению решетки опре-
делимости для соответствующей структуры. Рас-
сматривались такие структуры:

1. Порядок на неотрицательных рациональных
числах (Ирина Шатова, Новоуральск).

2. Следование натуральных чисел (Алексей Рут-
ковский, Жуковский; Федор Колотилин, Самара;

Анатолий Славнов, Москва; Леонид Михайлов,
Санкт-Петербург).

3. Сложение рациональных чисел (Кирилл Дик,
Москва; Константин Зюбин, Томск).

4. Бесконечный граф, без циклов, все верши-
ны которого имеют степень 3 (Артемий Денисов,
Кемерово; Михаил Сибиряев, Курган; Андрей
Дмитриенко, Санкт-Петербург; Леонид Михай-
лов, Санкт-Петербург).

В качестве основного инструмента для реше-
ния задач было выбрано рассмотрение надгрупп
автоморфизмов в элементарных расширениях.
В виде последовательности задач учащимися бы-
ла доказана теорема Свенониуса.

В ходе двух последующих этапов Проекта все
обучающиеся получили новые, неизвестные пре-
подавателям результаты:

• описали некоторые серии пространств отно-
шений;

• доказали некоторые включения для отноше-
ний в одних случаях и отсутствие включений – в
других.

Участники записывали свои построения, до-
вольно быстро перейдя от заметок на бумаге к на-
бору в редакторе ТеХ. Итоговые тексты, оформ-
ленные как драфт-статьи, были размещены на
сайте смены. В ходе двух заключительных этапов
Проекта выделялось время для рассказа каждой
из групп учащихся другим участникам о своих
продвижениях.

Один из участников – Леонид Михайлов,
Санкт-Петербург – по своей инициативе само-
стоятельно построил доказательство известной
сложной теоремы, описывающей решетку опре-
делимости для порядка рациональных чисел.
Первое доказательство этой теоремы, полученное
в 1965 г., содержало более сотни страниц [17], по-
следующие доказательства включали тонкие тео-
ретико-групповые построения. Именно такой ал-
гебраический характер носит и доказательство
Л. Михайлова, во многом близкое по стилю с до-
казательством известного математика Питера Ка-
мерона [18] (с доказательством Камерона Леонид,
конечно, не был знаком).

Полученные результаты каждой группы были
первоначально записаны для внутреннего ис-
пользования в группе. Запись большинства из
них на этом этапе потребовала десятков страниц.
Дальнейшая совместная работа между членами
каждой из групп и преподавателями продолжи-
лась дистанционно. Уже сейчас результаты, дока-
зательство которых проверено, заслуживают пуб-
ликации в профессиональных математических
журналах. Все группы результатов, видимо, могут
быть расширены и дополнены. Совместная рабо-
та групп продолжается.
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СЕМЕНОВ и др.

Учащиеся освоили и использовали в матема-
тической деятельности систему понятий, вклю-
чая:

• структура (универсум с отношениями, име-
ющими имена);

• логический язык;
• определимость;
• автоморфизмы;
• элементарные расширения;
• решетки;
• соответствия Галуа;

а также получили опыт построения и изложения
доказательств, использующих эти понятия. Все
учащиеся получили опыт коллективной работы, в
одной из групп возник и был отдельно прояснен
вопрос об авторстве отдельных построений.

6. УНИВЕРСИТЕТСКИЙ ПРИМЕР
В более массовом варианте этот подход ис-

пользуется нами в последние годы для порядка
200 студентов третьего семестра мехмата в рамках
обязательного курса математической логики и
теории алгоритмов [19]. Здесь, конечно, мы уже
не ставим перед всеми студентами курса настоя-
щих исследовательских задач. Речь идет о том,
чтобы многие задачи курса оказывались неожи-
данными для большинства студентов.

Особенно эффективным этот курс оказался в
период пандемии. Применение дистанционной
технологии обеспечивало хорошее качество пря-
мого диалога между лектором и каждым студен-
том, который проявляет инициативу. Для других
студентов такая учебная ситуация приближает их
к математической кухне их товарищей, а не толь-
ко взрослых математиков. Во вне-ковидное вре-
мя такое качество содержательной коммуника-
ции видимо потребуют технологического нара-
щивания в аудиториях более одной небольшой
группы. Письменное общение (записки лектору)
его не заменяет, возможность использования
каждым студентом голосового общения через мо-
бильник требует дополнительных технических и
организационно-педагогических мероприятий.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Реализация Проекта в Майской проектной

программе “Сириуса” подтвердила возможность
эффективного освоения нового раздела матема-
тики школьниками в режиме интенсивного ре-
шения новых задач в течение 20 дней. В ситуации
работы высокомотивированных детей уровня
призеров Всероссийской олимпиады, при опре-
деленном выборе проблематики, это может при-
вести к получению абсолютно новых математиче-
ских результатов.

Обычно для молодых математиков подготовка
первой публикации вызывает затруднения: либо
нужно изучать большой объем литературы, либо
сами результаты носят откровенно технический
характер, либо студенту сложно оформить имею-
щиеся исследования в нужном формате. Описан-
ный проект в значительной степени позволяет
преодолеть эти трудности и при этом получить
результаты хорошего качества.

Сегодня все одиннадцатиклассники-участни-
ки проекта поступили в намеченные ими универ-
ситеты (Матфак Высшей школы экономики,
Санкт-Петербургский государственный универ-
ситет, Университет ИТМО, Московский физико-
технический институт) и успешно учатся, а деся-
тиклассники, в основном, уже обеспечили себе
поступление в желаемые вузы. Руководители
Проекта надеются, что работа над темами про-
должится и завершится профессиональными
публикациями участников.

Применение современных цифровых техноло-
гий в Проекте не было совершенно необходи-
мым, но мы считаем его критически важным,
именно:

• исходный набор учащихся и выбор ими те-
матики проходили дистанционно;

• учащиеся и преподаватели использовали си-
стему математического набора и презентации на
экране;

• в период сессии и после него профессио-
нальная коммуникация продолжается в дистан-
ционной среде.
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явление систем Компьютерной Алгебры дает математическому сообществу шанс на изменение этой
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1. ВВЕДЕНИЕ

Мы убеждены, что текущая ситуация с матема-
тическим образованием и растущая пропасть не-
понимания между математиками и профанами,
даже наиболее образованными из них, представ-
ляют серьезную непосредственную опасность для
нашей профессии и, в конечном счете, для всей
человеческой цивилизации.

Проблема усугубилась с распространением
компьютеров, которые могут решать подавляю-
щее большинство традиционных вычислитель-
ных задач, где применялась математика. Ис-
пользуемые при этом математические пакеты и
программы не содержат частей, доступных поль-
зователю, что породило широко распространен-
ную иллюзию, состоящую в том, что теперь ко-
нечным пользователям вообще не нужно изучать
никакой математики.

Наша собственная оценка ситуации прямо
противоположна. Сегодня, чтобы успешно функ-
ционировать в своих областях, большинству про-

фессионалов нужно понимать гораздо больше
математики, и притом гораздо более глубокой и
современной математики. Обучать нематемати-
ков этой новой математике в том же стиле, как мы
это делали до сих пор, чисто физически невоз-
можно.

Однако мы убеждены, что будучи частью про-
блемы компьютеры могут быть также ключевой
частью ее решения. Мы описываем наш проект
“Математика и Компьютеры”, который реализу-
ется в Санкт-Петербургском государственном
университете последние 15 лет. Его концепция
состоит в том, чтобы сфокусироваться исключи-
тельно на понимании и больших идеях, заменяя
значительную часть доказательств и фактических
вычислительных навыков – кроме самых основ-
ных и тех, которые необходимы для понимания, –
на компьютерные вычисления, эксперименты и
визуализацию. Трудная часть работы над этим
проектом состояла, разумеется, в том, чтобы со-
здать систему нескольких сотен учебных задач,
которые требуют одновременно математического
и алгоритмического мышления. Незначительная
часть этого опыта отражена в нашем недавнем
учебнике [1].

Хотя мы обсуждаем в основном наш собствен-
ный преподавательский опыт в Петербурге, сама
проблема представляется нам весьма общей и уже
несколько десятилетий очевидна во всех техноло-
гически развитых обществах. Здесь можно вспом-
нить, например, лекцию Владимира Абрамовича
Рохлина [2], 1981 г. или статью Уилльяма Терсто-
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на [3], 1990 г., которая начинается с констатации:
Mathematics education is in an unacceptable state.
Уже в то время интерес нематематиков к матема-
тическим курсам постоянно падал, см., напри-
мер, [4, 5]. Однако за последние 10–15 лет, с тех
пор как компьютеры изменили правила игры, все
проблемы драматически обострились.

2. МАТЕМАТИКА В ЧЕЛОВЕЧЕСКОЙ 
КУЛЬТУРЕ

Начнем с нескольких истин, которые пред-
ставляются нам самоочевидными:

 В духовном и интеллектуальном плане мате-
матика, вместе с другими высшими творческими
искусствами, такими как музыка или изобрази-
тельное искусство, является важнейшим проявле-
нием человеческой культуры как таковой.

 С другой стороны, в практическом плане мы
живем в мире, который создан математикой и на-
укой, в первую очередь математическим есте-
ствознанием.

 Не будет большим преувеличением утвер-
ждать, как это делал Освальд Шпенглер, что уро-
вень цивилизации в огромной степени определя-
ется уровнем ее математики.

К сожалению, эти простые факты редко – если
вообще! – осознаются не только широкой публи-
кой, в лице налогоплательщиков, предпринима-
телей и политиков, но даже философами, журна-
листами, эдукационистами и другими торговца-
ми дискурсом (= discoursemongers).

В действительности, большинство вещей во-
круг нас, включая нас самих, не могли бы суще-
ствовать в нанешнем виде без науки, начиная
просто с численности популяции человека как
вида (и других синантропных видов животных,
таких как коровы, свиньи и овцы), которые на не-
сколько порядков величины превосходят популя-
ции любых других животных сопоставимой мас-
сы и которую было бы невозможно поддерживать
без науки.

Точно так же без большого количества специ-
алистов, глубоко понимающих математику и
естественные науки, невозможно просто сохра-
нять – не говоря уже о том, чтобы развивать! –
многие из современных технологий.

В различные периоды своей истории матема-
тика чрезвычайно успешно способствовала разви-
тию естественных наук, прежде всего астрономии
и физики, а потом и других естественных и техни-
ческих наук.

Мы убеждены, что сегодня математика могла
бы сыграть аналогичную роль по отношению к
наукам о жизни, таким как биология и медицина,
но также и в лингвистике, психологии, экономи-
ке и т.д.

•

•

•

Сегодня у нас есть большая часть теоретиче-
ских инструментов и вычислительных ресурсов,
необходимых для этого. Чего с нашей точки зре-
ния не хватает, так это именно осознания со сто-
роны тех, кто должен применять математику в со-
ответствующих предметных областях. Они не
знают математику, не понимают ее и, что самое
главное, не понимают даже, почему она им необ-
ходима, что математика – это единственный воз-
можный посредник между духом и действитель-
ностью.

3. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОБРАЗОВАНИЕ
Сказанное выше объясняет абсолютно исклю-

чительную роль, которую математическое обра-
зование играет в функционировании общества.
Жан Пьер Кахане следующим образом сформу-
лировал эту мысль: in no other science has teaching
and learning such social importance (цитируется
по [6]).

Здесь нужно ясно различать следующие три
уровня:

 Общее математическое образование – зрите-
ли;

 Математика для нематематиков – любители;
 Математика для математиков – игроки.

Из этих трех уровней обучение профессио-
нальных математиков представляется нам с
огромным отрывом наименее проблемным. Мы
полностью согласны с Рохлиным в том, что обу-
чение математике математиков – дело бесконеч-
но более легкое, чем обучение математике нема-
тематиков, см. [2]. Если Вы знаете, понимаете и
любите свой предмет и если Вы честны со своими
студентами, то не имеет никакого значения, на-
сколько Вы искусный преподаватель, и что имен-
но Вы рассказываете на занятиях, и то, как имен-
но Вы это делаете. Если они уже интересуются
математикой, можно делать что угодно, так как
сильный и мотивированный студент все равно
это поймет.

Однако, общаясь с широкими народными
массами или с [будущими] профессионалами в
других областях, необходимо постоянно осозна-
вать, что мы работаем с ними на трех совершенно
различных планах:

 Математика как часть общей культуры;
 Математика как таковая;
 Математика для конкретных приложений.

Основной недостаток традиционного матема-
тического образования состоит в том, что оно фо-
кусируется почти исключительно на третьем ас-
пекте, и пытается продавать математику как
нечто, имеющее непосредственное практическое
значение. Между тем, обычно те приложения, ко-
торые можно обсуждать на элементарных уров-

•

•
•

•
•
•
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нях обучения, являются наименее важным и наи-
менее интересным аспектом, притом часто совер-
шенно фиктивным.

С нашей точки зрения самый важный аспект в
преподавании математики на элементарном
уровне – это выработка и культивация интеллек-
туальной честности. Иными словами, способно-
сти отличать то, что мы понимаем, от того, что мы
не понимаем. То, что было определено и имеет
точный смысл, от того, что его не имеет. То, что
именно говорится, от того, что имеется в виду.
Правдоподобное от невероятного, истинное от
ложного, доказанное от предполагаемого и т.д.

Еще один столь же важный аспект, это гимна-
стика ума, подготовка к решению трудных задач
любого рода. С этой точки зрения, математика
это просто тренировка мозга1, позволяющая раз-
вить, упражнять и поддерживать высшие мен-
тальные функции, такие как внутреннее зрение,
эстетический вкус, память, выдержка, концен-
трация, способность наблюдать, сопоставлять,
обобщать и специализировать, извлекать след-
ствия, прослеживать и строить цепочки аргумен-
тов и т.д.

Но на более высоких уровнях образования, в
особенности при обучении профессионалов в
других областях, все более важной становится
именно выработка математического стиля мыш-
ления. То есть привычки начинать с первых прин-
ципов, брать простейшие возможные случаи и
переходить ко все более общей ситуации, опира-
ясь на них, умения выражать одну и ту же мысль
на разных языках и использовать аналогии, навы-
ка символьных рассуждений, способности сжи-
мать огромные общие куски рассуждений и опе-
рировать с ними как с единым целым.

Если мы будем пытаться продавать специфи-
ческие приложения, мы проиграем! Собственно,
именно это сейчас и происходит, с совершенно
разрушительными результатами.

4. УТИЛИТАРНАЯ ПЕРСПЕКТИВА
Наше глубокое убеждение состоит в том, что

утилитарный подход разрушает образование.
Лучшее возможное образование совершенно бес-
полезно. Разумеется, это относится и к математи-
ческому образованию.

В Европе спор между сторонниками всеобъем-
лющего общего образования и приверженцами
практически ориентированного образования не
затихал в течение последних 5 веков. Достаточно
вспомнить борьбу вокруг преподавания в школе
классических языков, латыни и греческого. Разу-

1 Когда нашего коллегу Тимоти О’Миру спросили “What
kind of exercise do you prefer?”, он ответил: “Well, I’m exer-
cising my brain”.

меется, как мы упоминаем чуть дальше, это дей-
ствительно огромная социальная и экономиче-
ская проблема.

Но сам по себе этот спор гораздо гораздо стар-
ше. Полемика между Мо Ди и Чжуан Чжоу оста-
ется столь же актуальной сегодня, как она была в
их время, 24 века назад. Но, в любом случае, мы
здесь целиком на стороне Чжуан Чжоу: все знают
пользу полезного. Никто не знает пользы беспо-
лезного.

С другой стороны, математика – это форма ис-
кусства, работающая с идеями, см. [7], а как заме-
тил Оскар Уайльд, “all art is quite useless”. Совер-
шенно поразительно, сколько раз слово “полез-
ный” повторяется в “Апологии” Харди, многие
десятки раз. Вот самый знаменитый фрагмент на
эту тему, который, в частности, полностью при-
меним и к образованию:

“One rather curious conclusion emerges, that pure
mathematics is on the whole distinctly more useful
than applied. A pure mathematician seems to have the
advantage on the practical as well as on the aesthetic
side. For what is useful above all is technique, and
mathematical technique is taught mainly through pure
mathematics”.

Проиллюстрируем мысль Харди на типичном
примере. Часто между первоначальной идеей и
последующим открытием, а потом между откры-
тием и его техническим воплощением проходит
довольно значительное время, десятилетия, если
не столетия. Было бы невозможно открыть лазе-
ры в природе, их нужно было изобрести на основе
квантовой механики. В свою очередь, квантовая
механика не могла бы возникнуть без предше-
ствующего развития физики и математики, вклю-
чая, в частности, комплексные числа, дифферен-
циальные уравнения и матрицы.

Но, вводя комплексные числа, итальянские
алгебраисты XVI века руководствовались какими
угодно соображениями, любопытством, забавой,
соперничеством – чем угодно, только не практи-
ческими приложениями. Они не имели в виду не
только возможную роль комплексных чисел в
обосновании квантовой механики и изобретении
лазеров, но даже переменный ток или радио!

Если резюмировать все социальные и педаго-
гические учения XX века одним словом, то таким
словом будет “упрощенчество” = “ oversimplifica-
tion”. Юрий Иванович Манин [8] язвительно
комментирует эту ситуацию:

“Глубинное внутреннее противоречие рыноч-
ной метафоры состоит в том, что мы проецируем
многомерный мир несравнимых и несовмести-
мых степеней свободы на одномерный мир цен в
денежном выражении. Этот одномерный мир в
принципе нельзя сделать совместимым даже с ос-
новными отношениями порядка на различных
осях; тем более нельзя его сделать совместимым с
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несуществующими или несравнимыми ценно-
стями различных видов.

В этом смысле пример наиболее внутренне
противоречивого использования рыночной мета-
форы дает выражение “свободный рынок идей”.
На этом рынке продается одна-единственная
идея: идея “свободного рынка””.

Точно так же, лозунг “полезного образования”
пытается продать только одну идею, идею “полез-
ности”.

5. МАТЕМАТИКА ДЛЯ ШИРОКИХ 
НАРОДНЫХ МАСС: СОЦИОЛОГИЯ

В 1905–1915 гг. в Санкт-Петербурге и других
крупных городах империи были элитные школы,
гимназии, студенты которых изучали алгебру по
учебникам Дмитрия Александровича Граве, ко-
торые начинались с определения поля, комплекс-
ных чисел и всего такого и заканчивались теорией
Галуа, серьезное изучение которой составляло
содержание его следующего учебника, для уни-
верситетов. К сожалению, математическая осве-
домленность менее привилегированных слоев
населения была значительно ниже.

Вот как Александр Боровик описывает соот-
ветствующий выбор сегодня, см. [9], повторено
в [10]:

“Democratic nations, if they are sufficiently
wealthy, have three options:

(A) Avoid limiting children’s future choices of pro-
fession, teach rich mathematics to every child – and
invest serious money into thorough professional edu-
cation and development of teachers.

(B) Teach proper mathematics, and from an early
age, but only to a selected minority of children. This is
a much cheaper option, and it still meets the require-
ments of industry, defence and security sectors, etc.

(C) Do not teach proper mathematics at all and de-
pend on other countries for the supply of technology
and military protection.

Which of these options are realistic in a particular
country at a given time, and what the choice should
be, is for others to decide.

I am only calling a spade a spade”.
Нам не очевидно, как это связано с демократи-

ей – или даже богатством – в конце концов опция
(B) не намного дешевле. Но такой выбор несо-
мненно стоит перед каждым государством.

В 1990-х годах один из нас преподавал курс
Matematica generale классу из 200 студентов эконо-
мики и менеджмента в Università commerciale Luigi
Bocconi. В то время для него было полным шоком
встретить в одном и том же классе студентов эко-
номических училищ ragioneria, которые никогда
до этого не видели логарифмов, и студентов науч-
ных лицеев liceo scientifico, которые непринужден-

но обращались с кратными интегралами. В по-
следние десятилетия Россия стремительно разви-
валась в том же направлении, от опции (A) к
опции (B), так что такого же рода отсутствие еди-
нообразной подготовки стало обычным делом на
некоторых факультетах нашего университета. Но,
опять же, это скорее социальный, а не экономи-
ческий выбор.

Фактор, который смягчает последствия этой
ситуации в России и позволяет легко набирать
превосходных студентов математиков2, это систе-
ма великолепных физико-математических школ,
действующих в крупных российских городах, на-
чиная с Москвы, Санкт-Петербурга, Новосибир-
ска и т.д. Первые такие школы были созданы Ан-
дреем Николаевичем Колмогоровым, Дмитрием
Константиновичем Фаддеевым, Михаилом Алек-
сеевичем Лаврентьевым и другими около 60 лет
назад и они продолжают оставаться с огромным
отрывом лучшей, наиболее функциональной и
эффективной компонентой всей российской си-
стемы образования. Президентский Лицей 239 яв-
ляется для Петербурга тем же, чем является Lyceé
Louis-le-Grand для Парижа, со всеми социальны-
ми следствиями этого факта. Базовые принципы,
история и современное состояние физико-мате-
матических школ в России подробно обсуждают-
ся в недавней статье Николая Николаевича Кон-
стантинова и Алексея Львовича Семенова [11].

Однако все наши основные инстинкты под-
сказывают, что единственный правильный ответ
на этот вопрос – это самая решительная форма
опции (A). Мы верим, что всестороннее и глубо-
кое общее образование в области математики и
точных наук было бы отличной идеей. Это нико-
гда ранее не осуществлялось в истории человече-
ства, и мы полностью согласны с Рохлиным [2] в
том, что:

“Как-то мы интуитивно чувствуем, что это бу-
дет хорошо, если наши дети и внуки будут приоб-
щены к логической культуре, к математической
культуре, будут лучше понимать точные науки”.

6. МАТЕМАТИКА ДЛЯ ШИРОКИХ 
НАРОДНЫХ МАСС: ПРЕПОДАВАНИЕ

Сегодняшнее преподавание математики на
элементарном уровне обременено слишком жест-
кой традицией и консерватизмом, из-за которых
оно больше не отвечает требованиям хотя бы
XVI века. Для некоторых это может прозвучать
слишком драматично, но с точки зрения профес-
сионального математика это именно так. Суще-
ствующие учебные программы ориентированы
главным образом на выработку [бесполезных]

2 Ну, в действительности и математиков, и специалистов по
теоретическим компьютерным наукам и наукам о данных,
см. https://math-cs.spbu.ru
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вычислительных навыков и механическое ис-
пользование небольшого количества [устарев-
ших] стандартных алгоритмов.

В прошлом подобное рукоделие имело не-
оспоримую ценность, но сегодня сохранение
древних ремесел в массовом обучении выглядит
довольно странно. Это можно сравнить с получе-
нием огня трением: вам, возможно, доведется ис-
пользовать этот навык один раз в жизни – скорее
всего, нет! – но было бы глупо практиковаться в
нем каждый день.

Разумеется, точные границы здесь не очевид-
ны. Нужно ли запоминать таблицу умножения
100 × 100? А таблицу умножения 10 × 10? Наша
собственная точка зрения здесь такова. Полезно
понимать идею длинного умножения – с тем,
чтобы ясно представлять себе сравнительную ве-
личину чисел, логарифмический характер деся-
тичной записи числа и т.д. [– ну или осознание
того, что умножая два 8-значных числа, мы, ско-
рее всего, проделываем операцию, которую ни-
кто до нас никогда не делал, чтобы получить не-
которое представление о вероятности]. В то же
время абсолютно бессмысленно пытаться разви-
вать соответствующий навык – никому из учени-
ков не придется в будущем производить подоб-
ные вычисления вручную, просто потому что лю-
бое устройство делает это быстрее, эффективнее
и надежнее.

6.1. Учебные программы

По отношению к фактической внутренней ар-
хитектуре математики и ее современным прило-
жениям выбор содержания школьных программ
представляется весьма причудливым и совершен-
но произвольным. Разумеется, во многих случаях
подобные странности имеют историческое объ-
яснение, иногда несколько таких объяснений.

Так, например, абсолютное доминирование
тригонометрии легко объясняется потребностями
баллистики и навигации. Вот что говорит по это-
му поводу Александр Боровик [10]:

“It is worth to remember that in the first half of the
20th century, school mathematics curricula in many
nations were dictated by the Armed Forces’ General
Staffs – this is why trigonometry was the focal point
and apex of school mathematics: in the era of mass
conscription armies, it was all about preparation for
training, in case of war, of a sufficient number of artil-
lery and Navy officers and aircraft pilots. With this
legacy, we still cannot make transition to a more hu-
man mathematics”.

Это очевидно, и очевидно верно. Однако это
все еще не объясняет того, почему тригонометрия
преподается совершенно допотопным образом,
без комплексных чисел.

Разумеется, вся школьная тригонометрия ста-
новится непосредственно очевидной, если объяс-
нить школьнику, что формулы сложения для ко-
синуса и синуса являются в точности формулами
умножения комплексных чисел – в различных
национальных традициях это называется форму-
лами Эйлера, формулами де Муавра, и т.д. Когда
одному из нас было 10–11 лет, его отец (инженер-
электротехник) объяснил это ему примерно за
полчаса.

Однако в школах это делается абсолютно не
так. Вместо этого детей принуждают заучивать
наизусть десятки частных случаев, связь которых
между собой совершенно неочевидна, никто не
объясняет истинного значения знаков и т.д. Все
это просто требуется механически запомнить без
всякого понимания.

Одну из возможных причин такой ситуации
упоминает Анри Лебег [12]. Он утверждает, что
все это делается из чистого садизма, просто чтобы
мучить и унижать детей. Однако Юрий Неретин
[13] предлагает гораздо более зловещее объясне-
ние. Он считает, что это делается абсолютно со-
знательно, как часть рыночной стратегии по про-
движению специальной области знаний, элемен-
тарной математики.

Бизнес план здесь состоит примерно в следую-
щем:

• использовать математику как барьер и
фильтр – так называемая вступительная матема-
тика, или экзаменационная математика.

• создать рынок частных или получастных об-
разовательных услуг – подготовительные курсы,
репетиторы и тому подобное + соответствующая
литература, сайты, программы и т.д.

Более того, Неретин замечает, что так как эта
новая область знаний не имеет вообще никакого
отношения к какой-либо другой области матема-
тики, чистой или прикладной, то человек, в со-
вершенстве овладевший вступительной матема-
тикой, не приобретает при этом никаких знаний
или навыков, хоть каким-либо образом полезных
для других разделов математики или наук.

А теперь представьте себе добрые чувства, ко-
торые должны возникать у бедных детей и их ро-
дителей по отношению к такого рода математике!
Что хуже всего, многие из них убеждены, что вот
этот гибрид военной подготовки, бухгалтерского
учета и чистописания и представляет собой на-
стоящую математику.

6.2. Ложная строгость и ошибочные 
доказательства

Во многих случаях эдукаторы упорствуют в ис-
пользовании устаревших форм и способов препо-
давания. Уже более половины века всем матема-
тикам очевидно, что один из разделов школьного
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курса, преподавание которого необходимо полно-
стью пересмотреть, это геометрия. Такого рода
реформа не устранила бы геометрию, как многие
опасаются, а наоборот, усилила и оживила бы ее!
На самом деле подавляющее большинство
школьных геометрических доказательств в духе
Эвклида, которые школьников заставляют запо-
минать под лозунгом мнимой строгости, непол-
ны, неверны и непонятны.

В то же время, как все мы знаем, подход
XVII века в духе де Ферма и Декарта устраняет все
такого рода сложности и делает геометрию идей-
но прозрачной, открытой для приложений и по-
лезной. Уже 40–60 лет назад каждому грамотному
математику было очевидно, что именно так надо
преподавать геометрию в массовой школе. Про-
цитируем по этому поводу Жана Дьёдонне [14], ко-
торый был пылким сторонником такого подхода:

“For the trained mathematician of today, it is a
triviality that the fundamental theorems of Euclidean
geometry (in any number of dimensions, by the way)
are very easily derived from the concept of a vector
space equipped with a positive definite quadratic
form. Why shouldn’t this method be made available
(in two or three dimensions) to high school students
instead of the incredible, apparently irrelevant dissec-
tions of triangles, where every step is made to appear to
be a conjurer’s trick?”

Но с тех пор так ничего и не изменилось.
Что еще гораздо хуже, многие из так называе-

мых “доказательств” в школьных учебниках гео-
метрии – включая доказательства большинства
результатов о длинах, площадях и объемах – яв-
ляются фейковыми или даже прямо ошибочны-
ми. Этому посвящены некоторые из наиболее яр-
ких фрагментов в книгах Лебега и Гротендика
[12], [15]. В 1981 г. Рохлин [2] упоминает об этом
вскользь, как о чем-то общеизвестном:

“Вот когда я учился в школе (возможно это и
сейчас так), мне объясняли, что такое площадь
круга. Мне говорили, что площадь круга – это
предел некий, и потом что-то писали, говорили, и
получали какую-то формулу для площади круга.
Трудно было понять, что там рассказывали, а ко-
гда я стал математиком, то мне стало совершенно
ясно, почему это было трудно понять – потому
что все это сплошной вздор”.

Снова, с тех пор ровно ничего не изменилось.

6.3. Элементарная математика

Что нас больше всего раздражает в жрецах так
называемой “элементарной математики”, так это
их крючкотворство и мелочный педантизм. Нам,
воспитанным профессиональными математика-
ми, все их дебаты кажутся совершенно лишенны-
ми смысла и крайне искусственными.

Российские образовательные сети полны об-
суждений следующего типа. Когда вы считаете,
сколько всего бутылок пива в 3 коробках по 6 бу-
тылок в каждой, следует умножать 3 × 6 или 6 × 3?
Оказалось, есть какой-то сакральный порядок,
утвержденный неким ареопагом несколько сто-
летий назад, и они фактически снижают оценки
бедным детям, которые умножают 3 на 6 в другом
порядке, даже получая при этом правильный от-
вет!!! С тем, что мы, разумеется, никогда не могли
запомнить, какой порядок операций здесь счита-
ется правильным.

Ву Хун-Си [16] следующим образом описывает
эту скандальную ситуацию:

“One of the f laws of the school mathematics cur-
riculum is that it wastes time in fruitless exercises in
notation, definitions, and conventions, when it should
be spending the time on mathematics of substance.
Such flaws manifest themselves in assessment items
which assess, not whether students know real mathe-
matics, but whether they could memorize arcane rules
or senseless conventions whose raison-d'être they
know nothing about”.

В старших классах на смену этому приходит
вся эта суета, связанная с тем, чтобы оставаться в
области вещественных чисел, все эти домогатель-
ства на тему “области допустимых значений” и
тому подобное. Как замечает по этому поводу Фе-
ликс Клейн [17], элементарная математика такого
рода – это чрезвычайно позднее изобретение, не
раньше последней четверти XIX века. До этого
классики XVIII и XIX веков всегда работали с
комплексными числами.

Юрий Неретин [13] заключает: “упомянутая
наука вызывает у нормального молодого человека
лишь скуку и отвращение, и что несравненно ху-
же – отупение”.

7. МАТЕМАТИКА ДЛЯ НЕМАТЕМАТИКА: 
ЧЕМ ОНА ЯВЛЯЕТСЯ СЕГОДНЯ

Ситуация с математической подготовкой спе-
циалистов других областей на университетском
уровне столь же безблагостна. Очевидно, что во
многих административных отношениях она не
столь одиозна, как массовое математическое об-
разование. Но в университетских курсах для ин-
женеров, экономистов и т.д. доминирует устарев-
шая традиция, которая часто делает преподава-
ние математики на этом уровне еще менее
осмысленным с точки зрения содержания.

Исторически все эти курсы “высшей матема-
тики” – это просто ухудшенные (или, как говорит
Рохлин, “испорченные”) курсы для математиков
начала XX века, которые сами были ухудшенны-
ми курсами анализа XIX века. Все они начинают-
ся с тех же последовательностей, рядов, пределов
и потом переходят к тем же производным, инте-



150

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 511  2023

ВАВИЛОВ и др.

гралам и дифференциальным уравнениям, при-
чем делается это самым бесплодным и поверх-
ностным образом.

Даже элементарные учебники анализа, в тот
момент, когда они пытаются начинать что-то до-
казывать, изобилуют прямыми математическими
ошибками [18]. С тем, что учебники “высшей ма-
тематики” обычно еще гораздо хуже, так как из
них убраны все более глубокие теоремы и все ма-
тематически интересные примеры, что делает
остающиеся объедки еще более неаппетитными,
скучными и неудобоваримыми3.

Традиционные математические курсы для не-
математиков – не только абсолютно застойные и
бесплодные курсы математического анализа, но
и большая часть архаичных сервисных матема-
тических курсов линейной алгебры, дифферен-
циальных уравнений, теории вероятностей и
дискретной математики – сфокусированы почти
исключительно на механической наработке руди-
ментарных вычислительных навыков, без какого-
либо серьезного понимания подлинной структу-
ры предмета, его приложений, его текущего со-
стояния или более широкого контекста.

Приведем яркую иллюстрацию того, насколь-
ко рабски учебники “высшей математики” следу-
ют традиционным курсам для математиков. Мы
были потрясены, увидев в учебнике по математи-
ке для философов тригонометрические подста-
новки, производную функции  и тому по-
добное. Мы осознаем, что идея функториально-
сти и даже цепное правило могут быть
чрезвычайно полезны для философов. Но мы не
видим никакого смысла в том, чтобы обучать их
конкретным техническим трюкам вычисления
производных и интегралов, суть которых они все
равно не смогут понять и применять которые им
никогда не придется.

Как и в школе, в этих курсах исступленно при-
зывают к построению “оcнований” и (мнимой)
“строгости”. Одним из таких совершенно искус-
ственных препятствий является “теория преде-
лов”. Упор на пределы создает концептуальные
трудности для многих студентов и совершенно не
нужен ни для изложения самого анализа, ни для
каких-либо его приложений4. Вот что говорит по
этому поводу Рохлин [2]:

“… пределы – это самая трудная часть курса
для понимания и, что самое интересное, – совер-
шенно ненужная. И дифференциальное исчисле-

3 То, что Питер Тейлор [19] говорит в отношении школьно-
го куррикулума, в еще большей степени относится к обыч-
ным университетским курсам: “The secondary-school math-
ematics curriculum is narrow in scope and technical in charac-
ter; this is quite different from the nature of the discipline itself”.

4 Сама эта дискуссия тоже не нова. Уже в “Луши Чуньцю”,
составленном не позднее III века до нашей эры, упомина-
ется, что настоящий ученый не знает пределов.

 xx x

ние, и интегральное исчисление, и, вообще, всю
классическую математику, я уже не говорю о ма-
тематике конечной, прекрасно можно изложить
без пределов. Более того, они там совершенно не
нужны. Это совершенно чужеродное явление, чу-
жеродный предмет, который был внесен в эту об-
ласть людьми, стремившимися обосновать ана-
лиз”.

8. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА И ДРУГИЕ 
ОБОСНОВАНИЯ

Мы уверены, что все преподавание математи-
ки нематематикам должно быть полностью ре-
формировано. Мы не понимаем, почему оно
должно оставаться просто ухудшенной, как по со-
держанию, так и по стилю, версией преподавания
математики математикам.

8.1. Доказательства в обучении

Традиционно утверждается, что большинство
результатов, которые формулируются в элемен-
тарных курсах, следует сопровождать полными
доказательствами. Такая точка зрения представ-
ляется нам безнадежно устаревшей, нереалистич-
ной и лицемерной.

В действительности дело обстоит следующим
образом. Наличие или отсутствие доказательств
никак не влияет на доверие студентов к самим ре-
зультатам. Мы думаем, что основная роль доказа-
тельств в лекциях и учебниках для нематематиков
состоит в следующем:

 Убедить студента в том, что он правильно по-
нимает формулировку.

 Уточнить смысл результата и его связь с дру-
гими результатами.

При обучении профессиональных математи-
ков доказательства могут иметь и другие функ-
ции:

 Отработать общие приемы математических
рассуждений (индукция, редукция, разбиение на
случаи, общее положение, специализация, …) и
стандартную технику в какой-либо конкретной
области.

 Выработать привычку и вкус к точным рас-
суждениям как таковым, а также тренировать
привычку сразу отличать предположения, свиде-
тельства и догадки от твердо установленных фак-
тов.

 Как говорят в Кембридже, to illustrate some of
the tedium.

Все эти цели можно ставить перед собой и при
обучении нематематиков – впрочем, особенно
при реализации последней из них, следует прояв-
лять некую умеренность!

•

•

•

•

•
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В большинстве случаев доказательства в учеб-
ной литературе, особенно длинные, плохо струк-
турированные и чисто вычислительные, лишь
дезориентируют учащегося, затемняя смысл и за-
трудняя понимание. В научных статьях плохие
доказательства лучше, чем их отсутствие, но в
преподавании дело обстоит прямо противопо-
ложным образом.

8.2. Другие свидетельства

Что, как нам кажется, многие математики не
осознают, так это то, что в нынешних (“совре-
менных”) формах изложения математики нет ни-
чего сакрального. То, как мы сегодня организуем
и записываем наши доказательства, является
столь же временным и исторически обусловлен-
ным, как и все остальное. С точки зрения целей
образования наши сегодняшние “доказатель-
ства” ничем не лучше древнеегипетских “доказа-
тельств”, древнекитайских “доказательств”,
древнеиндийских “доказательств” – или, если уж
на то пошло, древнегреческих “доказательств”, –
они все просто разные. И, несомненно, все наши
нынешние стандарты рассуждения и изложения
столь же исторически преходящи, как и все эти
более ранние формы.

Традиционное доказательство, и тем более
формализованное доказательство – это не един-
ственный способ понять математический резуль-
тат, и даже для профессионального математика
это чрезвычайно редко лучший способ. Есть дей-
ствительно остроумные доказательства, проника-
ющие в суть вещей и дающие нам большую власть
над материалом – такими доказательствами не-
обходимо дорожить.

Но, как правило, чтобы понять утверждение,
гораздо полезнее смотреть на примеры, частные
случаи, следствия, экспериментальные подтвер-
ждения, эвристику, аналогии, приложения, кар-
тинки и т.д. – даже профессионалам все это
обычно говорит гораздо больше об истинной
природе математического результата, чем боль-
шинство доказательств. Тем более студентам!

Всего 100–150 лет назад многие математики
утверждали, что они проверяют доказательства
всех результатов, на которые ссылаются5. Сего-
дня подобное утверждение прозвучало бы в луч-
шем случае патетически. Нам приходится все
больше полагаться на чужие работы, и это дорога
с односторонним движением. Распределение до-
верия становится такой же необходимостью в ма-
тематике, как и во всех других областях, см. [20]:

“In all these settings, modern computational tools
dramatically change the nature and scale of available

5 Действительно ли они это делали, это совсем другая исто-
рия. Мы уверены, что нет [18].

evidence. Given an interesting identity buried in a long
and complicated paper on an unfamiliar subject,
which would give you more confidence in its correct-
ness: staring at the proof, or confirming computation-
ally that it is correct to 10,000 decimal places?”

Смешно притворяться, что студенты могут со-
ответствовать тем требованиям, от которых мы
сами давно отказались.

9. МАТЕМАТИКА ДЛЯ НЕМАТЕМАТИКА: 
ЧЕМУ СЛЕДУЕТ УЧИТЬ?

Наш короткий ответ на вопрос в заголовке
этого параграфа состоит в том, что мы не знаем –
и никто не знает! Есть несколько возможных от-
ветов, вот те, которые приходится слышать чаще
всего:

 Тому же, чему всегда – пределы, собствен-
ные значения, whatever, …

 Тому, что сегодня используется в соответ-
ствующей предметной области, – обычно это
нечто промежуточное между “тому же, чему все-
гда” и “ничему”.

 Ничему – и это не шутка! Подобная точка
зрения находит все больше сторонников!

 Математике математиков.
Наш собственный ответ состоит в том, что не-

обходимо учить всех математике в том виде, как
мы, математики, ее понимаем. Тому, что мы сами
считаем в ней важным – языку, общим понятиям,
которые позволяют усвоить дальнейшие поня-
тия, и, прежде всего, самому математическому
мышлению: базовой технике, наиболее продук-
тивным соображениям и способам рассуждений,
классическим конструкциям и т.д.

В то же время, в том что касается собственно
содержания курсов, мы считаем, что не имеет
большого значения, чему именно мы учим. Ни-
кто не знает, что именно будет использоваться в
той или иной предметной области – разумеется,
мы не знаем, но, как мы уже говорили, никто не
знает.

Мы уверены, что для того, чтобы наука и тех-
нология развивались, совершенно необходимо,
чтобы профессионалы в этих областях видели и
понимали больше математики, более продвину-
той математики – и, прежде всего, более содержа-
тельной математики, как классической, так и со-
временной. Но учить их надо совершенно иначе,
фокусируясь на концептуальных аспектах, пони-
мании, приложениях, а не на технических деталях
доказательств или конкретных вычислительных
навыках.

Иными словами, мы считаем совершенно без-
рассудными первые три из приведенных выше от-
ветов, и особенно последний из них, предлагаю-
щий полностью упразднить изучение математики

•

•

•

•
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и переложить все вычисления на компьютеры.
Ровно наоборот, нужно учить неспециалистов
более разнообразной и более глубокой математи-
ке, чем это делается сегодня.

10. МАТЕМАТИКА И КОМПЬЮТЕРЫ
Уже несколько раз по разным поводам мы ци-

тировали следующее наблюдение Дорона Зайл-
бергера [21]:

“The computer has already started doing to math-
ematics what the telescope and microscope did to as-
tronomy and biology”.

Мы согласны с этим чуть более, чем полно-
стью! На самом деле, мы убеждены, что математи-
ки сегодня имеют лучший доступ к математиче-
ской реальности, чем большинство эксперимен-
тальных наук к физической реальности, см. [22, 23].
И мы склонны согласиться с Боровиком [24] в
том, что кажущаяся неэффективность математи-
ки в биологии и некоторых других приложениях
может объясняеться тем, что необходимая мате-
матика просто слишком велика для индивидуаль-
ного человеческого ума.

10.1. Математика для пользователя
Компьютеры уже целиком изменили все при-

ложения математики и то, как большинство
пользователей будут применять математику в лю-
бом обозримом будущем. Нужно просто честно
признаться себе, что никто из наших студентов
никогда не будет решать системы линейных урав-
нений, обращать матрицы, вычислять интегралы
или строить графики функции вручную, кроме как
собственно на занятиях в классе. Но тогда зачем
настаивать на том, чтобы они делали это без ис-
пользования вычислительных машин в классе?

Говорят, что мать Карла Фридриха Гаусса мог-
ла наблюдать фазы Венеры и некоторые спутники
Юпитера невооруженным глазом. К сожалению,
подавляющее большинство обычных людей не
обладает подобной остротой зрения и им прихо-
дится прибегать к помощи увеличительных машин.

Это ясно всем пользователям в соответствую-
щих областях, и столь же ясно нашим студентам.
Но мы все еще предпочитаем делать вид, что за-
нимаемся чем-то полезным, скармливая им пло-
хо пережеванный картон, который им не нужен и
который они все равно не могут переварить. По-
этому совершенно естественно, что многие поль-
зователи начинают выражать недовольство, при-
том все громче и громче.

В последние годы мы слышали не от одного
инженера, и притом не от каких-то шарлатанов, а
от серьезных специалистов, что [всех] студентов-
инженеров больше вообще не нужно учить мате-
матике, а только компьютерам. Мы знаем, что

они ошибаются и что даже сегодняшние отсталые
курсы математики, при всех своих несовершен-
ствах, лучше, чем ничего. А настоящий проду-
манный курс содержательной математики – ма-
тематики математиков – начал бы Золотой век в
некоторых предметных областях. Но дело в том,
что решать-то будут они!

10.2. Математика для игроков
Есть еще один чрезвычайно важный аспект,

который мы здесь вообще не упоминаем, но кото-
рый в самое ближайшее время полностью изме-
нит всю картину.

А именно, большинство математиков склонны
резко недооценивать, в какой мере развитие ма-
тематики определяется внешними обстоятель-
ствами, в первую очередь доступными вычисли-
тельными ресурсами. Но независимо от того, вос-
принимаем мы это или нет, вся математика
сегодня находится в процессе грандиозной мета-
морфозы, вероятно, величайшей в своей исто-
рии.

Уже сегодня развитие компьютеров и систем
компьютерной алгебры сильнейшим образом
влияет на исследования во многих областях са-
мой чистой математики, таких как теория групп,
комбинаторика, теория чисел, коммутативная
алгебра, алгебраическая геометрия и т.д. Можно
ожидать, что в ближайшем будущем это влияние
распространится на всю чистую математику и
приведет к переоценке всех ценностей: радикаль-
ному пересмотру направлений и стиля исследова-
ний.

11. СИСТЕМЫ КОМПЬЮТЕРНОЙ АЛГЕБРЫ
Для нас очевидно, что сегодня учить студентов

в области естественных наук и инженеров считать
производные и интегралы, решать алгебраиче-
ские или дифференциальные уравнения, пере-
множать или обращать матрицы вручную и тому
подобное – это пустая трата времени. Эти навыки
так же устарели, как использование логарифми-
ческой линейки или таблицы логарифмов.

На сегодняшний день стандартными инстру-
ментами для всех такого рода вещей являются
CAS общего назначения = системы компьютерной
алгебры. Есть огромное количество низкоуровне-
вых продуктов с весьма ограниченным функцио-
налом. Существует также довольно много специа-
лизированных CAS, которые очень хороши в не-
которых вещах, таких как полиномиальные
вычисления или линейная алгебра, но близко не
охватывают весь спектр символьной математики.

Если отбросить те системы, которые устарели,
недостаточно эффективны, больше не поддержи-
ваются, слишком сложны или слишком дороги,



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 511  2023

НЕБЕСА ПАДАЮТ 153

не имеют удобного внешнего интерфейса или не
поддерживают графику, у нас остается удиви-
тельно ограниченный выбор, по сути, всего четы-
ре продукта: Axiom, Maple, Mathematica и
SageMath.

Все эти четыре системы очень хороши. Все они
являются, в первую очередь, языками програм-
мирования чрезвычайно высокого уровня, чья
выразительная мощь приближается к фрагмен-
там естественного языка. Все они могут выпол-
нять все обычные вычисления, все, что нематема-
тик, вероятно, увидит в любом обычном совре-
менном приложении.

Сегодня, обучая продвинутых компьютерщи-
ков или математиков, мы, вероятно, предпочли
бы Axiom или SageMath. Однако по целому ряду
серьезных причин при обучении нематематиков
приходится выбирать между Maple и Mathe-
matica, и такой выбор является исключительно
вопросом вкуса и удобства. В наших курсах мы
использовали оба, но по ряду внематематических
причин в конечном итоге остановились на Math-
ematica.

12. КОМПЬЮТЕРНАЯ АЛГЕБРА:
ПЕРВЫЕ ИЛЛЮСТРАЦИИ

Обычно мы начинали наш курс с дюжины
предметных иллюстраций того, что такое на са-
мом деле математика и какую роль может играть в
ней компьютер. Фактические примеры менялись
более-менее каждый год, и сейчас мы воспроиз-
водим некоторые типичные задачи, которые мы
показывали нашим студентам на первых лекциях,
в качестве разминки для нашего курса.

12.1. Контрпример Элкиса

Разумеется, все наши студенты слышали о
проблеме Ферма. Поэтому мы спрашивали у них,
слышали ли они о том, что Эйлер предложил сле-
дующее широкое обобщение этой задачи. А
именно, он утверждал, что при  уравнение

не имеет решений в натуральных числах. Точно
так же, при  уравнение

не имеет решений в натуральных числах и т.д.
Однако в 1988 г. Ноам Элкис [25] обнаружил,

что
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Разумеется, без владения довольно серьезной
теорией чисел и алгебраической геометрией на-
хождение такого решения на домашнем компью-
тере – дело совершенно безнадежное.

Однако подобный контрпример для пятых сте-
пеней

за несколько часов может найти на домашнем
компьютере любой студент просто методом пере-
бора.

12.2. Рамануджан для низколобых
Много историй могут рассказать нам много-

члены. Воспроизведем поразительное 6-10-8 тож-
дество Рамануджана, см. [26]. Положим

(1)

Тогда

Разумеется, это снова можно доказать посред-
ством грубой силы, просто раскрывая скобки и
вычисляя обе части этого равенства:

В некотором смысле тождества Рамануджана
самые необычные, так как даже зрелому матема-
тику часто трудно догадаться, что именно проис-
ходит внутри. Но, чтобы произвести впечатление
на студента, обычно достаточно просто любого из
тождеств Лиувилля или даже следствий тождеств
Ньютона–Варинга.

12.3. Надувательство высокой точности
Обычно мы показывали пару примеров, иллю-

стрирующих различие математической и вычис-
лительной точек зрения и абсолютную необходи-
мость вычислений бесконечной точности.

Например,  настолько близко к целому
числу, что даже вычисление с 12 знаками после
запятой все еще не позволяет сказать, целое это
число или нет:

Разумеется, это только выглядит странным. В
действительности каждому образованному мате-
матику ясно, что здесь есть очевидное объясне-
ние, состоящее в том, что кольцо  является

областью главных идеалов. Числа  и  то-
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же очень близки к целым, хотя, конечно, не с та-
кой поразительной точностью.

12.4. BBP-формулы

Еще одной вершиной компьютерной матема-
тики является формула, позволяющая вычислять
любую шестнадцатеричную цифру π отдельно, не-
зависимо от вычисления предыдущих, см. [27, 28]:

12.5. Обращение  матрицы

Как еще один тапас мы генерировали случай-
ную вещественную 1000 × 1000 матрицу с коэф-
фициентами, скажем на отрезке [–10, 10], с ма-
шинной точностью. А затем обращали ее, с машин-
ной точностью, что обычно занимало 3–4 с. Затем
мы упоминали, что общее количество произве-
денных при этом численных вычислений намно-
го превышает все численные вычисления, кото-
рые все присутствующие в классе студенты вы-
полнят или могли бы в принципе выполнить в
течение всей своей жизни.

Обычно студенты были воодушевлены, удив-
лены и шокированы такого рода примерами. Мы
говорили, что не можем, разумеется, научить их
обнаруживать подобные чудеса самостоятельно,
но зато в течение года или около того мы сможем
объяснить им хотя бы часть той математики, ко-
торая лежит в основе этих примеров, и научить их
непринужденно и надежно выполнять такие вы-
числения – и, в действительности, все обычные
вычисления, которые они встретят в остальных
математических и прикладных курсах и в буду-
щей работе! Это неизменно стимулировало их ин-
терес к тому, чем мы занимались в классе.

Мы не знаем, можно ли научить чему-либо
студентов, которых не впечатляют подобные при-
меры. Вероятно, в столь безнадежных случаях
любое лекарство бессильно. Как замечает в самом
начале своего трактата Николя Бурбаки [29]:

“Nous ne discuterons pas de la possibilité d’ensei-
gner les principes de mathématique à des êtres dont le
développement intellectuel n’irait pas jusqu’à savoir
lire, écrire et compter”.

13. ШУТКА БОРВАЙНА

А вот еще один – более причудливый! – при-
мер, который мы до сих пор не использовали в
классе. Но несомненно используем в следующий
раз. Рассмотрим следующую последовательность
интегралов, см. [30]:

( )∞

π − − −
+ + + +

=0

1 4 2 1 1= .
8 1 8 4 8 5 8 616k

k k k k k

×1000 1000

Угадайте следующее значение.
На следующем шаге кажущаяся закономер-

ность нарушается:

Причина, разумеется, состоит в том, что

В действительности, понять, что именно здесь
происходит, это [в высшей степени нетривиаль-
ное!] упражнение по гармоническому анализу и
интегральным преобразованиям. Есть много дру-
гих таких замечательных примеров, см. [31–33] и
содержащиеся там ссылки.

14. КУРС “МАТЕМАТИКА И КОМПЬЮТЕРЫ”
В 2005 г. мы начали преподавать двухсеместро-

вый курс “ Математика и Компьютеры” на эко-
номическом факультете Санкт-Петербургского

∞
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государственного университета, весенний семестр
первого года и осенний семестр второго года.

По административным причинам6 второй се-
местр этого курса иногда назывался “ Математи-
ческие пакеты”, или что-то в таком духе, но фак-
тически это было непосредственное продолже-
ние того же курса, так что следует думать о нашем
курсе как о едином целом, “Математика и Ком-
пьютеры. I” и “Математика и Компьютеры. II”.

Курс читался не для всех студентов-экономи-
стов, а только для студентов специальностей
“Математические методы в экономике”7 и
“Прикладная информатика в экономике”8, около
25 студентов в год по каждой из них, всего 50 сту-
дентов в год.

Еще одним человеком, активно участвовавшим
в разработке этого проекта на начальном этапе, был
Олег Иванов. Позже он и Григорий Фридман запу-
стили аналогичный проект в Санкт-Петербург-
ском государственном университете экономики и
финансов, см., например, [34].

Обычно занятия проводились в смешанном
формате. Вначале мы излагали какие-то новые
математические понятия и идеи, а также форму-
лировали несколько ключевых утверждений,
иногда с набросками доказательств. Полностью
доказательства излагались только в тех случаях,
когда они были особенно короткими и наглядны-
ми или содержали мощные общие соображения,
полезные во многих ситуациях. После этого мы
давали рекомендации для дальнейшего чтения,
для тех, кто хотел глубже изучить эти понятия, и
переходили к алгоритмам и компьютерным де-
монстрациям, вычислениям, графике и т.д. В
конце занятия мы раздавали принтауты с неболь-
шими типовыми задачами и более крупными по-
луисследовательскими проектами, как индивиду-
альными, так и для небольших групп из 2–3 сту-
дентов. И то, и другое впоследствии обсуждалось
в классе, правда, очень выборочно, иногда только
в случае затруднений, а обычно только ответы,
идеи и/или какие-то ключевые части кода.

Курс концентрировался на основных матема-
тических идеях, а не на специфических приложе-
ниях. Сейчас мы перечислим те темы, которые
излагались каждый год. В остальном мы позволя-
ли себе большую свободу и от года к году могли
упоминать самые разные примеры и предметные
области.

6 Абсурдное бюрократическое требование, чтобы курсы в
разных семестрах имели разные названия.

7 Эта специальность была создана в СПбГУ в 1930-х годах
Леонидом Канторовичем.

8 Эта специальность была на тот момент относительно но-
вой, она создана только в начале 2000-х годов. В настоящее
время название изменилось на “ Бизнес-информатика”.

Обычно мы начинали с разминки по темам,
которые были [хотя бы частично] знакомы боль-
шинству студентов, хотя, вероятно, не всем! Мы
имели в виду, что студентам будет легче начать
писать простенькие программы на те темы, где
математика им хорошо знакома, либо занима-
тельна [либо и то, и другое!], с тем, чтобы они
могли почувствать некоторую первоначальную
уверенность в себе.

 Арифметика. Мы начинали с целых чисел, ра-
циональных чисел, вещественных и комплекс-
ных чисел и модулярной арифметики. Различные
форматы представления чисел, основные алго-
ритмы, элементарные функции, вычисление сте-
пеней, формулы Эйлера и де Муавра, корни из 1,
сравнения, вплоть до, скажем, алгоритма Эвкли-
да, конечных полей и китайской теоремы об
остатках. Иногда мы упоминали в этой части чуть
более причудливые вещи, типа непрерывных дро-
бей, упрощения радикалов, гармонических чи-
сел, чисел Бернулли и т.д.

 Теория чисел. Эта часть обычно включала
простые числа, теорему Эвклида и основную тео-
рему арифметики, всякие деликатесы типа про-
стых Ферма и Мерсенна, асимптотического зако-
на распределения простых и теоремы Дирихле о
простых в арифметической прогрессии9, теоремы
Ферма и Эйлера, псевдопростые, символы Ле-
жандра, квадратичный закон взаимности. Иногда
мы упоминали какие-то классические задачи ад-
дитивной теории чисел, но это никогда не входи-
ло в экзамен, а служило лишь основой для иссле-
довательских проектов в духе рекреативной мате-
матики.

С учетом того, что в конечном счете мы учили
математически грамотно использовать компью-
тер, центральное место во всем курсе занимала
часть, посвященная дискретной математике и
комбинаторике. В любом случае именно она за-
нимала основную часть первого семестра.

 Комбинаторика I. Здесь обычно рассказыва-
лось о факториалах, восходящих и нисходящих
факториалах, биномиальных и мультиномиаль-
ных коэффициентах, числах Стирлинга и Белла,
числах Каталана, производящих функциях и дру-
гих подобных вещах. Здесь мы пытались приво-
дить как можно больше доказательств, именно
чтобы отработать такие идеи, как индукция, ре-
курсия, разбиение на случаи, принцип Дирихле и
т.д.

 Дискретная математика I. Списки: генерация
списков, части списков, основные структурные
манипуляции, вложенные списки, деревья и дру-

9 И то и другое без малейшего намека на доказательства,
просто как экспериментальные факты! Студентам предла-
галось проверить их до каких-то значений или в каких-то
специальных случаях, именно как экспериментальные
факты.

•

•

•

•
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гие структуры данных, алгоритмы выборки, по-
иска и сортировки. Множества и наборы: под-
множества, цепи и антицепи, булевы операции,
декартово произведение, теория перечисления,
включение-исключение, разбиения, код Грея.

 Дискретная математика II. Отображения:
функции, принцип Дирихле, сюръективные и
инъективные отображения, чистые и анонимные
функции, -исчисление, композиции и итера-
ции, орбиты, траектории, неподвижные точки.
Отношения: бинарные отношения, графы, отно-
шения эквивалентности, отношения порядка,
диаграммы Хассе, обращение Мебиуса, теорема
Рамсея, теорема Холла (с доказательствами!)

 Комбинаторика II. Перестановки: алгебра пе-
рестановок, симметрическая группа, порождение
перестановок в лексикографическом и других по-
рядках, транспозиции, переборы с вариациями,
знак перестановки через декремент и количество
инверсий (с доказательствами!), знакоперемен-
ная группа, инволюции. Циклы: каноническое
разложение, длинные циклы, умножение циклов,
цикленный тип и классы сопряженности, стати-
стика циклов, наибольший порядок перестанов-
ки и т.д.

Это обычно занимало большую часть первого
семестра и после изучения этих тем студенты
обычно уже довольно уверенно справлялись с пе-
реводом математических задач в работающий код
на языке Mathematica и были готовы с энтузиаз-
мом применять эти навыки к другим областям
математики, которые они изучали.

Конец первого семестра и начало второго се-
местра представляли собой смесь еще нескольких
важнейших собственно математических тем и
различных [математических] приложений. Здесь
мы обычно покрывали некоторые дальнейшие
основные конструкции и иногда различные более
глубокие темы.

Обычно, после изложенного выше мы перехо-
дили к более детальному обсуждению следующих
двух классических конструкций с некоторыми
(но далеко не всеми!) доказательствами.

 Многочлены. Структурные манипуляции с
многочленами, рациональными функциями, сте-
пенными рядами, и тому подобным. Коэффици-
енты, корни, вычисление значений, быстрое
умножение и деление, свертки, различные версии
интерполяции (по Ньютону, Тейлору, Лагранжу,
Эрмиту,…), быстрое преобразование Фурье, ал-
гебраические уравнения и факторизация много-
членов, теорема Гаусса, многочлены Чебышева,
круговые многочлены, классические ортогональ-
ные многочлены и т.д. Многочлены от несколь-
ких переменных, симметрические многочлены
(формулы Виета, Ньютона, Варинга, …), и тому
подобное.

•

λ

•

•

 Матрицы. Структурные манипуляции со
строками и столбцами, матрицы и другие тензо-
ры, части матриц, умножение матриц и другие
операции, матрицы и линейные отображения,
собственные числа и собственные векторы, раз-
личные понятия ранга, элементарные преобразо-
вания, системы линейных уравнений, обратная
матрица, различные классические типы матриц
(симметрические, ортогональные, циркулянты и
т.д.), блочные матрицы и эффективные алгорит-
мы, кронекеровское произведение и сумма мат-
риц, определители и другие инварианты, канони-
ческие формы.

В качестве приложений мы часто упоминали
различные дальнейшие темы, очень коротко об-
суждая их в классе и вынося все более сложные
вопросы в проекты для домашней работы (к это-
му моменту мы исходили из того, что студенты
должны тратить по крайней мере 3 ч домашней ра-
боты на каждый час в классе).

 Анализ. Дифференцирование, интегрирова-
ние, дифференциальные уравнения, whatever.

 Линейная алгебра. Приложения к геометри-
ческим и/или прикладным задачам линейной ал-
гебры.

Во втором семестре мы обычно обсуждали так-
же различные темы, необходимые для создания
документов, содержащих сложные математиче-
ские формулы и вычисления и, возможно, что-то
еще, текст, графику и дальнейшие элементы.

 Алгоритмы со строками. Преобразование тек-
ста, формул и таблиц: поиск, сортировка, форма-
тирование и т.д. Простейшие типографские во-
просы, возникающие при наборе математическо-
го текста.

 Простейшая графика. Графики функций од-
ной и двух переменных, геометрические преобра-
зования 2D и 3D объектов: переносы, вращения,
симметрии. Обычно вплоть до, скажем, правиль-
ных и полуправильных тел, замощений, обойных
групп.

Это был довольно интенсивный курс и мы не
верим, что могли бы рассказать много больше за
год на столь раннем этапе с учетом предыдущей
математической подготовки студентов и той доли
времени, которую они могли посвящать нашему
курсу.

15. ОЦЕНКА ВОЗМОЖНОСТЕЙ ШИРОКОГО 
ВНЕДРЕНИЯ

В целом мы оцениваем этот проект как пол-
ный и ошеломляющий успех. Это, безусловно,
был освежающий опыт для нас самих, и мы полу-
чали огромное удовольствие от подготовки курса,
придумывания задач, проведения занятий и об-
щения со студентами. В любом случае, вести та-

•

•

•

•

•
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кой курс гораздо веселее, чем любой из традици-
онных сервисных курсов!

При активном участии и интересе со стороны
студентов нам удалось покрыть за то же время го-
раздо больше математики, более разнообразной
математики, более интересной и, в конечном сче-
те, более полезной математику с гораздо лучши-
ми результатами, чем это было бы возможно при
более традиционном подходе.

Как мы потом выяснили, это был позитивный
опыт и для наших студентов. Многие из них впо-
следствии отмечали, что, благодаря нашему кур-
су, они поняли, что такое математика, перестали
бояться математики, полюбили формулы, числа и
картинки и в результате стали систематически ис-
пользовать математические инструменты в дру-
гих курсах.

Является ли наш проект полностью переноси-
мым и был ли бы он столь же успешным в другом
университете и/или в другой предметной обла-
сти, это вопрос дискуссионный. Мы полностью
осознаем, что во многих отношениях все это вре-
мя находились в привилегированном положении.

1. Санкт-Петербургский государственный
университет – это один из двух университетов в
России (второй – Московский государственный
университет), пользующихся полной академиче-
ской автономией. Мы могли вводить новые кур-
сы без согласования с Министерством науки и
высшего образования или другими администра-
тивными органами.

2. Наш проект имел полную поддержку дека-
ната экономического факультета, как админи-
стративную, так и финансовую. Конечно, мы
должны были утверждать наш курс на учебно-ме-
тодической комиссии и Совете факультета, но по
существу у нас была полная свобода в том, что ка-
салось его общего плана и содержания.

3. У нас было два полностью оборудованных
компьютерных класса, с досками и 25+1 компью-
терами, объединенными в локальную сеть, с уста-
новленными лицензионными копиями Mathe-
matica, Maple и другим необходимым программ-
ным обеспечением + дружественная техническая
поддержка.

4. Программы “Математические методы в эко-
номике” и “Прикладная информатика в эконо-
мике” весьма популярны и набирают [в основ-
ном] очень хороших студентов, ориентирован-
ных на работу с компьютерами. Многие из них
уже имели опыт программирования на языках
низкого уровня.

5. Многие из этих студентов были выпускни-
ками хороших петербургских школ и ранее изуча-
ли математический анализ, векторы и тому по-
добное в школе, при этом они параллельно изуча-
ли традиционные курсы математического

анализа и/или линейной алгебры на самом эко-
номическом факультете.

6. Практически у всех студентов были домаш-
ние компьютеры с каким-то математическим
программным обеспечением, а также полный до-
ступ к факультетским компьютерам с лицензион-
ными копиями Mathematica, Maple и т.д. в том
числе в свободное от занятий время.

7. Большинство студентов хорошо владели ан-
глийским языком, поэтому нам не приходилось
переводить для них справочные и технические
файлы, задачи, инструкции, шутки и т.д.

Ясно, что любой из этих пунктов может не
иметь места даже в очень хорошем университете,
и ни один из них не выполняется при переходе на
более низкие уровни образования.

Разумеется, совершенно невозможно ожидать,
что каждый школьный класс будет оснащен обо-
рудованием для установки лицензионных ком-
мерческих CAS, таких как Mathematica, Maple
или Axiom. Одним из стартовых условий для мо-
дернизации массового математического образо-
вания должно быть создание более простой и ме-
нее требовательной CAS с интерфейсом на рус-
ском языке.

16. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Резюмируем наши общие соображения о пре-

подавании математики студентам нематемати-
кам, основанные на нескольких десятилетиях
опыта такого преподавания.

1. Преподавание математики для нематемати-
ков должно быть увлекательным, ярким и вдох-
новляющим. Гораздо важнее продемонстриро-
вать красоту и силу математики, чем изложить
любую конкретную тему. Математика – это
прежде всего веселая наука, любое преподавание,
игнорирующее этот основополагающий прин-
цип, в мирное время вредно, а в военное – опас-
но.

2. Выбор конкретного содержания в большин-
стве случаев не имеет никакого значения, по-
скольку мы в любом случае не знаем, какую мате-
матику наши студенты будут использовать в сво-
ей будущей карьере. Математическая культура,
математическое мышление, позитивное отноше-
ние и готовность изучать новые темы и использо-
вать математику в работе в любом случае несрав-
ненно важнее.

3. Ценность большинства конкретных вычис-
лительных навыков пренебрежимо мала. Боль-
шинство студентов никогда не будут использо-
вать эти навыки в своей карьере. Большинство
рутинных вычислений будет перепоручаться
компьютеру, а сложные случаи в любом случае
требуют профессиональной консультации. Цен-
ность концептуального понимания и осознания в
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любом случае гораздо выше, чем ценность любых
навыков.

4. Большинство доказательств имеют второ-
степенное значение. Студент может овладеть ма-
тематическим понятием или результатом и созна-
тельно их использовать и не зная никаких доказа-
тельств. В большинстве реально интересных
ситуаций примеры, частные случаи, следствия,
приложения, аналоги, экспериментальные дан-
ные, визуализация могут сделать для объяснения
результата не меньше, а часто гораздо больше,
чем формальное доказательство.

5. Компьютеры резко и по историческим мер-
кам внезапно изменили приложения математики.
Но компьютеры не упразднили саму математику.
Они просто показали ущербность традиционного
преподавания математики, которое и так было
ущербным, что было ясно и до появления ком-
пьютеров. Наоборот, сегодня мы должны учить
профессионалов во всех предметных областях го-
раздо большему количеству математики, более
глубокой математики, более продвинутой мате-
матики, чем когда-либо раньше. Но мы должны
делать это совершенно иначе, чем мы это делали
раньше.

6. If you cannot beat them, join them. Мы долж-
ны приветствовать использование символьных
вычислений и систем компьютерной алгебры на
уроках математики и широко использовать их в
качестве средств обучения. Конечно, соответ-
ствующее преобразование всех математических
курсов, учебных планов, проверочных работ, эк-
заменов и т.д. потребует немало труда. Но если
это будет сделано правильно, за этим не последу-
ет никаких опасностей для математического об-
разования, только возможности.

Чтобы закончить на чуть более оптимистиче-
ской ноте, процитируем Астерикса:

Галлы! Нам нечего бояться! За исключением
того, что завтра небо может упасть на наши голо-
вы. Но, как мы все знаем, завтра никогда не на-
ступит!!

Завтра наступит. Оно уже почти здесь. Наша
единственная надежда состоит в том, что его при-
ход будет достаточно неторопливым, чтобы дать
нам, математическому сообществу, время при-
способиться и реформировать преподавание ма-
тематики, прежде чем станет слишком поздно.
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Mathematical education, both mass education, and university education of non-mathematicians, are in an
abominable state, and rapidly degrading. We argue that the instruction of non-mathematicians should be dra-
matically reformed both as substance and style. With traditional approach, such a transformation would take
decades, with unclear results. But we do not have this time. The advent of Computer Algebra Systems gives
the mathematics community a chance to reverse the trend. We should make a serious attempt to seize this op-
portunity. In the present paper we describe one such project of reform implemented at the St Petersburg State
University.

Keywords: mathematical education, mathematics for non-mathematicians, mathematics and computers,
computer algebra systems


