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Аннотация. В статье на основе методологии i -гладкого анализа рассматривается мини-
максная позиционная дифференциальная игра с последействием. В конечномерном (ОДУ)
случае для минимаксной дифференциальной игры разрешающие смешанные стратегии
могут быть построены с использованием метода динамического программирования. В ста-
тье показано, что методология i -гладкого анализа позволяет полностью аналогично ко-
нечномерному случаю строить контрстратегии. Причем, как характерно для применения
i -гладкого анализа, в случае отсутствия последействия, все результаты статьи переходят
с точностью до обозначений в соответствующие результаты конечномерной теории пози-
ционных дифференциальных игр.

Ключевые слова: дифференциальные игры; системы с последействием

Благодарности: Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 20-01-00352_а).

Для цитирования: Ким А.В., Бочаров Г.А. Минимаксные дифференциальные игры с
последействием // Вестник российских университетов. Математика. 2020. Т. 25. № 132.
С. 359–369. DOI 10.20310/2686-9667-2020-25-132-359-369.

Abstract. The paper considers a minimax positional differential game with aftereffect based
on the i -smooth analysis methodology. In the finite-dimensional (ODE) case for a minimax
differential game, resolving mixed strategies can be constructed using the dynamic program-
ming method. The report shows that the i -smooth analysis methodology allows one to construct
counterstrategies in a completely similar way to the finite-dimensional case. Moreover as it is
typical for the use of i -smooth analysis, in the absence of an aftereffect, all the results of the
article pass to the corresponding results of the finite-dimensional theory of positional differential
games.
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Введение

Как известно, при постановке задач, составляющих минимаксную игру, игроки-союзни-
ки из противоположных задач наделяются неравными информационными возможностя-
ми (см. [1]). Отметим, что основы теории игр с последействием заложены в работах [2–4].
В данной статье рассматриваются аналогичные постановки и конструкции для минимакс-
ной игры в системе с последействием. Систематически используются терминология и кон-
струкции i -гладкого анализа (см. [5–7]).

1. Постановка задачи

Пусть τ > 0. Обозначим Q[−τ, 0) — пространство кусочно-непрерывных функций
y(s) : [−τ, 0)→ Rn, положим H = Rn ×Q[−τ, 0).

Рассматривается управляемая система

ẋ = f(t, x, y(·), u, v),

где f(t, x, y(·), u, v) : T ×Rn ×Q[−τ, 0)× P ×Q→ Rn, u ∈ P ⊂ Rr, v ∈ Q ⊂ Rq.

Обозначим h={x, y(·)} ∈ H, x(t+ ·)={x(t+ s), s ∈ [−τ, 0)}, xt={x(t), x(t+ ·)} ∈ H.
Игра сближения–уклонения состоит из задачи сближения для первого игрока-союзни-

ка, которая будет решаться им в классе контрстратегий U v = u
(
t, x, y(·), v

)
при условии

дискриминации второго игрока-противника. Задача об уклонении для второго игрока-
союзника должна решаться в классе чистых стратегий V = v

(
t, x, y(·)

)
. В соответствии с

этим минимаксной называется такая игра, в которой объединяются противоположные за-
дачи, каждая из которых в соответствии с общим правилом ставится для игрока-союзника
[1]. Но одна из задач ставится в классе стратегий, а другая — ей противоположная — в
классе контрстратегий.

Таким образом, при постановке задач, составляющих минимаксную игру, игроки-союз-
ники из противоположных задач наделяются неравными информационными возможностя-
ми.

Первой задачей будет задача о сближении, решение которой требуется определить в
классе чистых стратегий U ÷ u

(
t, x, y(·)

)
. Наряду с задачей сближения, естественно, рас-

сматривается и задача об уклонении, решение которой ищется в классе контрстратегий
V u ÷ v

(
t, x, y(·)

)
. Определим соответствующие понятия контрстратегий и движений, ко-

торые порождаются этими конрстратегиями.
Контрстратегии второго игрока V ÷ v

(
t, x, y(·)

)
будем отождествлять с функциона-

лами v = v
(
t, x, y(·), u

)
, которые определены для всех позиций и векторов u ∈ P и

удовлетворяют условию v(t, x, y(·), u) ∈ Q.
Пусть ∆ — система полуинтервалов [ξi, ξi+1) (i = 0, 1, . . .), покрывающих полуось

[t∗,∞) и V ÷ v
(
t, x, y(·)

)
— некоторая контрстратегия второго игрока. Назовем лома-

ной Эйлера x∆[t] = x∆[t, t∗, h
∗, V u] абсолютно непрерывное решение дифференциального
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уравнения в контингенциях

ẋ∆[t] =Fu
(
t, x∆[t], x∆[t+ ·], v(ξi, x∆[ξi], ·)

)
, ξi ≤ t < ξi+1, i = 0, 1, . . . ;

x∆[t∗] = x∗, x∆[t∗ + ·] = y∗(·),

где

Fu
(
t, x∆[t], x∆[t+ ·], v(ξi, x∆[ξi], ·)

)
=

= co
[
f : f

(
t, x, y(·), u, v(ξi, x∆[ξi], x∆[ξi + ·], u)

)
, u ∈ P

]
.

Движением x[t] = x[t, t∗, h
∗, V u], порожденным контрстратегией V u ÷ v(t, h, u), из

позиции {t∗, h∗} называется функция x[t] (xt∗ = h∗), для которой существует после-
довательность ломаных Эйлера x∆(k) [t] = x∆(k) [t, t∗, h

(k), V u] (k = 1, 2, . . . .), сходящаяся
равномерно к x[t] на каждом конечном отрезке [t0, θ] при условии sup

i
(ξ

(k)
i+1 − ξ

(k)
i )→ 0,

(k →∞).

Для любой позиции {t∗, h∗} и для любой пары U ÷ u
(
t, x, y(·)

)
— чистой страте-

гии первого игрока и V u ÷ u
(
t, x, y(·), u

)
— контрстратегии второго игрока все движения

x[t, t∗, h
∗, U, V u] содержатся как во множестве всех движений x[t] = x[t, t∗, h

∗, U ], так и во
множестве всех движений x[t] = x[t, t∗, h

∗, U, V u]. Это положение позволяет объединять
задачу для первого игрока в классе стратегий и задачу для второго игрока в классе конт-
стратегий в одну игру. Контрстратегии первого игрока U÷

(
t, x, y(·)

)
будем отождествлять

с функционалами u = u
(
t, x, y(·), v

)
, определенными при всех

(
t, x, y(·)

)
и v ∈ Q и удо-

влетворяющими условию u
(
t, x, y(·), v

)
∈ P. Ломаные Эйлера x∆[t] = x∆[t, t∗, h

∗, U, V u)

при этом определяются как абсолютно непрерывные решения дифференциальных урав-
нений в контингенциях

ẋ∆[t] =Fu
(
t, x∆[t], x∆[t+ ·], u(ξi, x∆[ξi], x∆[ξi + ·], ·)

)
, ξi ≤ t < ξi+1, i = 0, 1, . . . ., ;

x∆[t∗] = x∗, x∆[t+ ·] = y∗(·),
где

Fu(t, x, u(ξi, x∆[ξi], x∆[ξi + ·], ·) =

= co
[
f : f = f

(
t, x, y(·), u(ξi, x∆[ξi], x∆[ξi + ·], v), v

)
, v ∈ Q

]
.

Для каждой пары {U v, V } можно определить движения x[t] = x[t, t∗, h
∗, U v, V ], кото-

рые содержатся во множестве всех движений x[t] = x[t, t∗, h
∗, U v]. Это положение позво-

ляет объединить задачу первого игрока в классе контрстратегий и задачу второго игрока
в классе стратегий в одну игру.

Задача о сближении, рассматриваемая в классе контрстратегий U v÷u(t, h, v), форму-
лируется следующим образом.

Задача 1. Требуется найти контрстратегию U v
c ÷ uc(t, h, v) для которой всякое дви-

жение x[t] = x[t, t0, h
0, U v

c ] (xt∗ = h∗) удовлетворяет условию встречи

{µ, x[µ]} ∈M, {t, x[t]} ∈ Nc при t0 ≤ t < µ,

где µ — момент времени, когда точка {t, x[t]} впервые попадает на множество Mc.

Далее рассматривается случай, когда контрстратегия обеспечивает сближение к задан-
ному моменту t = θ, т. е. для любого движения x[t] = x[t, t0, h

0, U v
c ] момент µ удовлетво-

ряет оценке µ ≤ θ.
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Задача об уклонении, рассматриваемая в классе контрстратегий V u ÷ v
(
t, x, y(·), u

)
,

формулируется следующим образом.
Задача 2. Требуется найти контрстратегию V u

c , которая на заданном отрезке времени
[t0, θ] исключает встречу, т.е. для которой всякое движение x[t] = x[t, t0, h

0, V u
c ] удовле-

творяет условию
{t, x[t]} /∈ G(Mc) при t0 ≤ t ≤ µ,

где µ = θ, если при всех t ∈ [t0, θ] выполняется условие {t, x[t]} ∈ H(Nc), а в противном
случае µ есть первый момент времени, когда позиция {t, x[t]} покидает открытую область
H(Nc). Здесь Mc, Nc — замкнутые множества, G(Mc) и H(Nc) — некоторые открытые
окрестности этих множеств.

Задача 1 будет рассматриваться в одной игре вместе с задачей об уклонении, решение
которой требуется определить в классе чистых стратегий V ÷ v(t, h).

2. Дифференциальная игра с заданным моментом окончания.

Далее рассмотрим к наиболее удобную для исследования дифференциальную игру с
заданным моментом µ = θ окончания. В этой игре функционал, минимизируемый первым
и максимизируемый вторым игроком, имеет вид

φ(x[t], t0 ≤ t ≤ θ) = σ(x[θ]),

т. е. отождествляется с некоторой заданной функцией σ(x[θ]) от конечного состояния x[θ]

рассматриваемой системы. Функция σ(·) предполагается непрерывной.

Теорема 2.1. Предположим, что удалось найти инвариантно непрерывный в обла-
сти t0 ≤ t ≤ θ функционал ε

(
t, x, y(·)

)
, который удовлетворяет краевому условию

ε
(
θ, x, y(·)

)
= σ

(
x, y(·)

)
,

имеет инвариантно непрерывные частные ∂ε/∂xi и коинвариантную производные ∂tε

в области
σ0 < ε(θ, x, y(·) < σ0; t0 ≤ t < θ, (2.1)

причем
σ0 = inf

h
σ(h), σ0 = sup

h
σ(h); (2.2)

и удовлетворяет в этой области (2.1) условию

min
u

max
v

(
[∂ε/∂x]′f(t, h, u, v) + ∂tε

)
= 0. (2.3)

Пусть далее стратегия U0 ÷ u0(t, h) и контрстратегия V u
0 ÷ v0(t, h, u) определены в

области (2.1) условиями

max
v

(
[∂ε/∂x]′f(t, h, u0(t, h), v)

)
= min

u
max
v

(
[∂ε/∂x]′f(t, h, u, v)

)
,

[∂ε/∂x]′f
(
t, h, u, v0(t, h, u)

)
= max

v

(
[∂ε/∂x]′f(t, h, u, v)

)
,

а в областях ε
(
t, x, y(·)

)
≤ σ0, ε

(
t, x, y(·)

)
≥ σ0 — любыми допустимыми функционалами

u0
(
t, x, y(·)

)
и v0

(
t, x, y(·)

)
.

Тогда пара {U0, V u
0 } образует седловую точку дифференциальной игры на минимакс–

максимин функционала φ. При этом цена данной дифференциальной игры определяется
равенством

γ0 = γu0 = ε(t0, h
0).
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3. Программные конструкции

Дадим определение программы второго игрока для случая минимаксной игры сближе-
ния с множеством Mc. Будем называть такой программой на полуинтервале (t0, θ] всякое
слабо замкнутое множество {η(·), [t∗, θ)} программных управлений ηt(du, dv), t∗ < t < θ,

удовлетворяющее следующим условиям.
1) Какова бы ни была слабо измеримая функция µt(du), среди элементов η(·) из

η(·)[t∗, θ) найдется по крайней мере одно управление ηt(du, dv), согласованное с µt(du),

t∗ ≤ t < θ, условием ∫
Q

ηt(du, dv) = µt(du) (3.1)

при почти всех t ∈ [t∗, θ).

2) Пусть µ
(i)
t — некоторая слабо измеримая по t функция-мера, согласованная с

мерой η
(i)
t (du) условием (3.1), T — измеримое множество из полуинтервала [t∗, θ) и

{η(·)[t∗, θ)}Π — программа второго игрока, содержащая η
(i)
(·) (du, dv). Обозначим символом

{η(·)(du, dv)}[i],T — множество слабо измеримых функций-мер ηt(du, dv) (t ∈ T ), каждая
из которых согласована с мерой µ

(i)
t (du) условием (3.1) и является отрезком для t ∈ T

управления η(·)(du, dv) ∈ {η(·), [t∗, θ)}Π, совпадающим с η
(i)
t (du, dv) при t /∈ T. Каковы

бы ни были слабо измеримые функции µ
(1)
t d(u) и µ

(2)
t d(u) ( t∗ ≤ t < θ ), совпадающие на

некотором измеримом множестве T ⊂ [t∗, θ), и каковы бы ни были управления η
(1)
t (du, dv)

и η
(2)
t (du, dv) ( t∗ ≤ t < θ ) из {η(·), [t∗, θ)}Π, согласованные с µ

(1)
t d(u) и µ

(2)
t d(u) соответ-

ственно условием (3.1), множества {η(·)(du, dv)}[i],T и {η(·)(du, dv)}[2],T , будут совпадать.
Элементарные программы {η(·), [t∗, θ)}Π конструируются аналогично конечномерному

случаю [1].

4. Вспомогательные программные задачи

Пусть ω
(
t, x, y(·),m

)
— некоторый функционал, непрерывный по позиции {t, x, y(·)}

и параметру m, может быть векторному, из какого-то векторного пространства {m}.
Будем предполагать, что функционал ω

(
t, x, y(·),m

)
в области ω

(
t, x, y(·),m

)
> c име-

ет непрерывные частные ∂ω/∂xi и коинвариантную ∂tω производные. Пусть, далее, в
пространстве {t,m} задано ограниченное замкнутое множество M, сечения которого ги-
перплоскостью t = const будем, как обычно, обозначать M(t). Пусть далее

ρ
(
t, x, y(·)

)
= min

v∈M(t)
ω
(
t, x, y(·),m

)
. (4.1)

В частности, может быть, что пространство {m} совпадает с пространством {x}, то-
гда роль множества M может играть часть множества Mc, содержащаяся в какой-нибудь
сфере ‖x‖ ≤ R достаточно большого радиуса, а роль функции ω(t, x, y(·),m) — величина

ω
(
t, x, y(·),m

)
= ‖x−m‖+ c. (4.2)

Тогда
ρ(θ, x) = ρθ(x,Mc) при ‖x‖+ ρθ(x,Mc) ≤ R. (4.3)

Здесь, как и раньше, символ ρ(x,Mc) обозначает евклидово расстояние от точки (θ, x) до
сечения Mc(θ) множества Mc гиперплоскостью t = θ.

Первая из вспомогательных программных задач формулируется следующим образом.
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Задача 3. Задано значение θ, при котором множество M(θ) не пусто. Задана началь-
ная позиция {t∗, h∗} (t∗ ≤ θ) и выбрана программа {η(·), [t∗, θ)}Π. Среди программных
управлений η(·) ∈ {η(·), [t∗, θ)}Π требуется найти оптимальное минимизирующее управле-
ние η0

t (t∗ ≤ t < θ), которое удовлетворяет следующему условию:

ρ
(
θ, x(θ, t∗, h

∗, η0
(·))
)

= min
η(·)∈{η(·)}Π

ρ(θ, t∗, h
∗, η(·)).

Если предполагать, что в данной вспомогательной задаче право выбора программы
{η(·)}Π предоставляется второму игроку, а право выбора программного управления ηt
(t∗ ≤ t < θ) из выбранной таким образом программы {η(·)}Π — первому игроку, то эту
Задачу 3 мы можем трактовать как вспомогательную задачу, которая ставится перед пер-
вым игроком в той или иной реализовавшейся позиции {t∗, h∗}, при условии, что ему
сообщается программа {η(·)}Π, выбранная вторым игроком.

Задача 3 имеет решение при всяком задании начальной позиции {t∗, h∗} и при всяком
выборе программы {η(·), [t∗, θ)}Π. В самом деле, величина

ρ = (θ, x) = min
m∈M(θ)

ω(θ, x,m)

есть непрерывная функция x, а переменная x = x(θ, t∗, h
∗, η(·)) зависит непрерывно от

управления ηt (t∗ ≤ t < θ), если близость программных управлений ηt друг к другу
оценивать в слабой топологии. Но такой функционал ρ

(
θ, x{θ, t∗, h∗, η(·)}

)
на слабо ком-

пактном множестве {η(·)[t∗, θ)}Π своих аргументов обязательно достигает минимума на
каком-то программном управлении {η0

(·)}, который и доставляет, стало быть, решение
{η0

(·)} Задачи 3.
Вторая вспомогательная программная задача формулируется следующим образом.
Задача 4. Дана начальная позиция {t∗, h∗} и отрезок времени [t∗, θ], причем множе-

ствоM(θ) не пусто. Требуется найти максиминное программное управление η00
t , t∗≤ t< θ,

которое удовлетворяет условию максимина:

ρ
(
θ, x(θ, t∗, h

∗, η00
(·))
)

= max
{η(·)}Π

min
η(·)∈{η(·)}Π

ρ
(
θ, x(θ, t∗, h

∗, η(·))
)

= ε0(t∗, h
∗, θ). (4.4)

Программу {η(·), [t∗, θ)}0
Π, на которой достигается максимум в правой части (4.4) и в

которой по условию Задачи 4 должно содержаться искомое управление η00
(·), будем име-

новать максимизирующей программой, отвечающей данной начальной позиции {t∗, h∗} и
данному отрезку времени [t∗, θ].

Задачу 4 можно трактовать как вспомогательную задачу, которая ставится в реали-
зовавшейся позиции {t∗, h∗∗} перед обоими игроками при следующих информационных
условиях: второй игрок выбирает программу {η(·)}Π и сообщает ее первому игроку, после
этого первый игрок выбирает в указанной ему программе {η(·)}Π управление η0

(·). У вто-
рого игрока, таким образом, остается только право заранее так распорядиться выбором
программы {η(·)}Π, чтобы обеспечить наибольший возможный результат ε(t∗, h

∗, θ) (4.4)
при самом неблагоприятном для второго игрока выборе управления η(·) первым игроком.

5. Принцип минимума

В этом разделе мы покажем, что решающее Задачу 3 оптимальное программное управ-
ление η0

t , t∗ ≤ t < θ, удовлетворяет некоторому условию, которое будем называть прин-
ципом минимума (по сути дела, это условие есть не что иное, как известный принцип
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максимума Л.С. Понтрягина). Принцип минимума, характеризующий оптимальное про-
граммное управление η0

t (t∗ ≤ t < θ) и соответствующее ему оптимальное программное
движение x0(t) = x(t, t∗, h

∗, η0
(·)) из Задачи 3 при условии

min
η(·)∈{η(·)}Π

ρ
(
θ, x(θ)

)
> ε (5.1)

формулируется следующим образом.

Лемма 5.1. Оптимальное управление η0
t (t∗ ≤ t < θ), разрешающее Задачу 4, и

порожденное им оптимальное программное движение x0(t) = x(t, t∗, h
∗, η0

(·)) при условии
(5.1) удовлетворяют при почти всех значениях t ∈ [t∗, θ) равенству∫

P

∫
Q

s′(t)f(t, x0
t , u, v)η0

t (du, dv) =

∫
Q

min
u∈P

[s′(t)f(t, x0
t , u, v)]νt(dv). (5.2)

Здесь s(t) — решение дифференциального уравнения

ṡ(t) = −L′(t)s(t) (5.3)

при краевом условии
s(θ)[∂ω/∂x]{θ,x0

θ,m
0} = −L′(t)s(t), (5.4)

причем m0 — точка изM(θ), на которой достигается минимум (6.1) при t=θ, x=x0(θ).

Матрица L(t) в уравнении (5.3) определена равенством

L(t) =

∫
P

∫
Q

[∂f/∂x]x0(t)η
0
t (du, dv).

В частности, если M = Mc и величины ω и ρ определены равенствами (4.2) и (4.3),
краевое условие (5.3) принимает вид равенства

s(θ) =
x0(θ)−m0

‖x0(θ)−m0‖
, (5.5)

где {θ,m0} — точка из Mc(θ), ближайшая в евклидовой метрике к точке {θ, x0(θ)}.
И в общем случае функции ω(t, h,m), и в частном случае, при задании ω(t, h,m) форму-
лой (4.2), точка m0 может быть не единственной. Условие (5.2) будет выполняться
при всяком выборе минимизирующей точки m0, отвечающей данному оптимальному
движению x0(t) Задачи 3.

6. Правило максимина

При определенных условиях оптимальное программное управление η00
t (t∗ ≤ t < θ),

решающее Задачу 4 на максимин (4.4), удовлетворяет условию, которое называется пра-
вилом максимина. Будем говорить, что элементарная программа {η(·), [t∗, θ); ν(·)}Π регу-
лярна для данной позиции {t∗, h∗}, ( t∗ ≤ θ, ε(t∗, h

∗, θ) > c ), если задача для данной
позиции {t∗, h∗} при выборе этой программы {η(·), [t∗, θ); ν(·)}Π имеет единственное по су-
ществу (т. е. до значений на множестве точек t меры нуль) решение η0

(·), и значение m0,

минимизирующее величину ω в условии

ρ(t, h) = min
m∈M(t)

ω(t, h,m) (6.1)

при t = θ и x = x0(θ), также единственно.
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Лемма 6.1. Пусть оптимальная минимизирующая элементарная программа из за-
дачи (4.4) {η(·), [t∗, θ); ν(·)}Π для данной позиции {t∗, h∗}, где ε(t∗, h

∗, θ) > c, регулярна.
Пусть η00

t и x00(t) (t∗ ≤ t < θ) суть оптимальное управление и порожденное им оп-
тимальное движение, разрешающее эту Задачу 4.

Тогда при почти всех значениях t ∈ [t∗, θ] выполняется следующее условие максимина∫
P

∫
Q

s′(t)f(t, x00
t , u, v)η00

t (du, dv) = max
v∈Q

min
u∈P

s′(t)f(t, x00
t , u, v)s(θ) =

x0(θ)−m0

‖x0(θ)−m0‖
.

Здесь s(t) — решение уравнения (5.3), с краевым условием (5.4), в котором x0
θ заменено

на x00
θ .

7. Регулярная игра сближения

В этом разделе рассматривается метод построения решений позиционной дифференци-
альной игры сближения, который базируется на вспомогательных программных конструк-
циях. Начнем со случая игры сближения в момент θ, когда заданный соотношением (4.4)
функционал ε0

(
t, x, y(·), θ

)
оказывается функционалом инвариантно дифференцируемым

в области ε0

(
t, x, y(·), θ

)
> 0. Для выбранных значений c и β ситуация при выборе

σ(h) = ρ(θ, h) называется регулярной, если для всякой позиции {t∗, h∗} из области

G =
[
{t∗, h∗} : t ≤ θ, c < ε0(t∗, h

∗, θ) < c+ β
]

(7.1)

Задача 4 имеет единственное по существу решение η00
(·) (т. е. решение η00

(·) ( t∗ ≤ t < θ )
единственное с точностью до значений на множестве нулевой меры), и значение m00,

минимизирующее ω(t, h,m) в (6.1) при t = θ и при x = x00(θ), тоже единственно (здесь
может быть c = −∞ или c + β = ∞ ). В частности, будем называть игру сближения с
множеством Mc в момент θ регулярной, если Задача 4 при выборе ρ(t, h) из условия (4.3)
будет иметь единственное по существу решение η00

(·) и точка {θ,m00} из Mc, ближайшая
к точке {θ, x00

θ }, тоже будет единственной для всякой позиции {t∗, h∗} из области (7.1),
где β — достаточно малое положительное число.

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 7.1. Если при выбранных c и β ситуация для задачи при

σ(x) = ρ(θ, x) = min
m∈M(θ)

ω(θ, x,m)

является регулярной, то в области (7.1) функционал ε0(t, h, θ), заданный соотношени-

ем (4.4), имеет инвариантно непрерывные частные производные
∂ε0

∂xi
(i = 1, . . . , n) и

коинвариантную производную ∂tε0, и эти производные определяются равенствами[∂ε0

∂x

]
{t∗,h∗}

=
{∂ε0

∂xi
, i = 1, . . . , n

}
{t∗,h∗}

= s(θ, t∗),

(∂tε0){t∗,h∗} = −max
v∈Q

min
u∈P

[
s′(θ, t∗)f(t∗, h

∗, u, v)
]
.

Здесь s(θ, t) — решение дифференциального уравнения

ds/dt = −L′(t)s (7.2)
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при краевом условии

s(θ, θ) =
[∂ω
∂x

]
{θ,x00

θ ,m
00}
,

причем

L′(t) =

∫
P

∫
Q

{∂f
∂x

}
x00(t)

η00
t (du, dv).

Теперь мы можем рассмотреть специальную вспомогательную программную задачу.
Задача 5. Дана начальная позиция {t∗, h∗}, отрезок времени [t∗, θ] и непустое мно-

жество M(θ). Требуется найти максимизирующую программу {η(·), [t∗, θ)}0
Π = {η(·)}0

Π и в
ней максиминное управление η0

(·), которое удовлетворяет следующему условию

ρ
(
θ, x(θ, t∗, h

∗, η00
(·))
)

= min
η(·)∈{η(·)}0Π

ρ
(
θ, x(θ, t∗, h

∗, η(·)
)

=

= max
{η(·)}

min
η(·)∈{η(·)}0Π

ρ
(
θ, x(θ, t∗, h

∗, η(·)
)

= ε0(t∗, h
∗, θ).

(7.3)

При выбранных значениях c и β > 0 и при выборе σ(x) = ρ(θ, x) ситуация в мини-
максной игре называется регулярной, если для всякой позиции {t∗, h∗} из области

t0 < t < θ, c < ε0(t∗, h
∗, θ) < c+ β (7.4)

задача имеет единственное по существу решение — оптимальное максиминное управление
η00
t ( t∗ ≤ t < θ ) и точка m00, минимизирующая ω(t, x,m) в (6.1) при t = θ и x = x00(θ),

также единственна.
В регулярном случае оптимальное управление η00

t ( t∗ ≤ t < θ ) и оптимальное движе-
ние x00(t), разрешающие Задачу 5, удовлетворяют следующему условию минимакса:∫

P

∫
Q

s′(t)f(t, x00
t , u, v)η00

t (du, dv) = min
u

max
v

[
s′(t)f(t, x00

t , u, v)
]

при почти всех t ∈ [t∗, θ). Здесь s(t) — решение уравнения вида (5.5), в котором η00
t и

x00(t) суть решения Задачи 5 (а не решения Задачи 4).
Справедливо следующее утверждение.

Лемма 7.2. Если при выбранных значениях c и β > 0 ситуация в минимаксной игре
при выборе

σ(x) = ρ(θ, x)

является регулярной, то в соответствующей области (7.4) функционал ε0(t∗, h
∗, θ), за-

данный соотношением (7.3), имеет инвариантно непрерывные частные производные
∂ε0

∂xi
(i = 1, . . . , n) и коинвариантную производную ∂tε

0, и эти производные в каждой позиции
{t∗, h∗} из области (7.4) определяются равенствами[∂ε0

∂xi

]
= s(θ, t∗), (7.5)

∂tε
0 = min

u
max
v

[
s′(θ, t∗)f(t∗, h

∗, u, v)
]

(7.6)

где s′(θ, t∗) — решение дифференциального уравнения (7.2), в котором η00
t и x00(t) суть

решения Задачи 5 (а не Задачи 4).
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Из (7.5) и (7.6) следует, что при выполнении условия регулярности минимаксной игры
в области (7.4) функционал ε0(t∗, h, θ) удовлетворяет условию (2.3). Стало быть, в частно-
сти, если c = σ0 и c+ β = σ0 из (2.2), то этот функционал ε0(t∗, h, θ) будет в регулярном
случае удовлетворять условиям Теоремы 2.1. Следовательно, в таком случае рассматри-
ваемая игра будет иметь седловую точку, определяемую парой стратегия–контрстратегия
{U0, V u

c }, где U0 и V u
c определены соответственно функционалами u0(t, h) и v0(t, h, u),

которые в области (2.1) находятся из условий

min
v

[
s′(θ, t)f(t, h, u0(t, h), v)

]
= min

u
max
v

[
s′(θ, t)f(t, h, u, v)

]
,

s′(θ, t)f(t, h, u, v0(t, h)) = max
v

[s′(θ, t)f(t, h, u, v)],

а вне этой области могут быть произвольными. Цена этой игры определяется равенством

γ0 = γ0
u = ε(t, h, θ).
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