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Аннотация. Рассматривается задача о двойной неподвижной точке пары непрерывных
отображений, определенных на выпуклом замкнутом ограниченном подмножестве банахо-
вого пространства. Показано, что если одно из отображений вполне непрерывно, а второе
— непрерывно, то свойство существования неподвижных точек устойчиво к сжимающим
возмущениям рассматриваемых отображений. Получены оценки расстояния от заданной
пары точек до двойных неподвижных точек возмущенных отображений. Рассмотрена за-
дача о неподвижной точке вполне непрерывного отображения на выпуклом замкнутом
ограниченном подмножестве банахового пространства. Показано, что свойство существо-
вания неподвижной точки вполне непрерывного отображения устойчиво к сжимающим
возмущениям. Получены оценки расстояния от заданной точки до неподвижной точки
возмущенного отображения. В качестве приложения полученных результатов доказана
разрешимость разностного уравнения специального вида.
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Введение

Пусть X — банахово пространство, B ⊂ X — замкнутое выпуклое ограниченное мно-
жество, заданы отображения F1, F2 : B × B → B. Рассмотрим систему уравнений{

x1 = F1(x2),

x2 = F2(x1).
(0.1)

Решение этой системы принято называть двойной неподвижной точкой отображений F1,F2.

Задача о двойных неподвижных точках возникает естественным образом при исследова-
нии некоторых вопросов теории функциональных уравнений и теории игр.

Одно из возможных достаточных условий разрешимости системы (0.1) состоит в сле-
дующем. Если одно из отображений F1 или F2 непрерывно, а второе — вполне непре-
рывно (т. е. оно непрерывно и его образ предкомпактен), то система (0.1) имеет решение.
Это утверждение является простым следствием теоремы Шаудэра о неподвижной точке
(см., например, [1, глава II, §6.3]). Отметим, что имеются и другие подходы к получению
условий существования двойных неподвижных точек (см., например, [2]).

Цель настоящей работы состоит в том, чтобы в указанных предположениях показать
устойчивость разрешимости системы (0.1) к малым сжимающим возмущениям. А именно,
рассматривается следующая задача. Пусть заданы непрерывные отображения f1, f2 : B×
B → B. Рассмотрим систему уравнений{

x1 = f1(x1, x2),

x2 = f2(x1, x2).
(0.2)

Предположим, что f1 является β -сжимающим по x1 и вполне непрерывным по x2, а
f2 является β -сжимающим по x2. Система (0.2) может рассматриваться как возмущение
системы (0.1). В случае, когда f1(x1, x2) ≡ F1(x2), f2(x1, x2) ≡ F2(x1), возмущение отсут-
ствует, а системы (0.2) и (0.1) совпадают. В настоящей работе показано, что в приведенных
предположениях система (0.2) имеет решение.

1. Основной результат

Всюду далее символом ‖ · ‖ будем обозначать норму в пространстве X. Замкнутый
шар с центром в точке x радиуса δ > 0 будем обозначать через B(x, δ).

Пусть β ∈ [0, 1) задано. Будем говорить, что отображение f : B → B называется
β -сжимающим, если ‖f(x)− f(x′)‖ ≤ β‖x− x′‖ для любых x, x′ ∈ B.

Теорема 1.1. Предположим, что

• отображение f1 непрерывно; при любом x2 ∈ B отображение f1(·, x2) является
β -сжимающим; при любом x1 ∈ B отображение f1(x1, ·) является вполне непре-
рывным;

• отображение f2 непрерывно; при любом x1 ∈ B отображение f2(x1, ·) является
β -сжимающим.

Тогда существует точка (x̄1, x̄2) ∈ B × B такая, что

x̄1 = f1(x̄1, x̄2), x̄2 = f2(x̄1, x̄2),
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‖x̄1 − x1‖ ≤
‖x1 − f1(x1, x̄2)‖

1− β
∀x1 ∈ B,

‖x̄2 − x2‖ ≤
‖x2 − f2(x̄1, x2)‖

1− β
∀x2 ∈ B.

Прежде чем перейти к доказательству теоремы 1.1, напомним некоторые рассужде-
ния, используемые в доказательстве принципа сжимающих отображений (см., например,
[1, глава I, §1.1]).

Пусть f : B → B — β -сжимающее отображение, x ∈ B — произвольная точка. Рас-
смотрим последовательность итераций

g0 := x, gn+1 := f(gn), n = 0, 1, 2, . . . .

В доказательстве принципа сжимающих отображений показывается, что имеют место сле-
дующие неравенства

‖gn − gn+k‖ ≤ βn

1− β
‖x− f(x)‖ ∀n, k = 0, 1, 2, . . . ,

Последовательность {gn} сходится к некоторой точке ξ ∈ B, эта точка является един-
ственной неподвижной точкой отображения f. Из приведенных рассуждений следует, что

‖gn − ξ‖ ≤ βn

1− β
‖x− f(x)‖ ∀n = 0, 1, 2, . . . ,

и, в частности,

‖x− ξ‖ ≤ ‖x− f(x)‖
1− β

.

Последние два неравенства будут использоваться в приводимом далее доказательстве тео-
ремы 1.1.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
I. В силу принципа сжимающих отображений для любого x2 ∈ B существует един-

ственная точка ξ1(x2) ∈ B такая, что

ξ1(x2) = f1(ξ1(x2), x2).

Покажем, что отображение ξ1 : B → B вполне непрерывно.
Зафиксируем θ ∈ B. При каждом x2 ∈ B рассмотрим последовательность итераций

g01(x2) := θ, gn+1
1 (x2) := f1(g

n
1 (x2), x2), n = 0, 1, 2, . . . .

Для этой последовательности, как было отмечено выше, имеет место соотношение

‖gn1 (x2)− ξ1(x2)‖ ≤ βn‖θ − f1(θ, x2)‖
1− β

∀n = 0, 1, 2, . . . .

Поскольку отображение f1 принимает значения только в ограниченном множестве B,
то из последнего неравенства следует, что последовательность {gn1 (·)} сходится к ξ1(·)
равномерно при n→∞.



ВОЗМУЩЕНИЕ ЗАДАЧИ О НЕПОДВИЖНЫХ ТОЧКАХ 245

Поскольку по предположению теоремы отображение f1 непрерывно, то непрерывны
и отображения gn1 (·), n = 0, 1, 2, . . . . Поэтому из равномерной сходимости gn1 (·) к ξ1(·)
следует, что отображение ξ1(·) непрерывно.

Покажем, что ξ1(B) предкомпактно. Поскольку по предположению теоремы множе-
ство g01(B) предкомпактно, а отображение f1 непрерывно, то каждое из множеств gn1 (B),

n = 0, 1, 2, . . . , предкомпактно. Возьмем произвольное ε > 0. Поскольку {gn1 (·)} сходится
к ξ1(·) равномерно при n→∞, то существует номер n такой, что

‖ξ1(x2)− gn1 (x2)‖ ≤
ε

2
∀x2 ∈ B.

Кроме того, поскольку множество gn1 (B) предкомпактно, то оно имеет конечную ε/2 -сеть,
т. е.

∃ {u1, . . . , uk} ⊂ B : ∀x2 ∈ B ∃ j ∈ {1, . . . , k} : ‖gn1 (x2)− gn1 (uj)‖ ≤
ε

2
.

Множество {gn1 (u1), ..., g
n
1 (uk)} является ε -сетью множества ξ1(B), поскольку для любого

x2 ∈ B, существует номер j ∈ {1, . . . , k} такой, что ‖gn1 (x2)− gn1 (uj)‖ ≤ ε/2, и, значит,

‖ξ1(x2)− gn1 (uj)‖ ≤ ‖ξ1(x2)− gn1 (x2)‖+ ‖gn1 (x2)− gn1 (uj)‖ ≤
ε

2
+
ε

2
= ε.

Таким образом, множество ξ1(B) имеет конечную ε -сеть и, значит, предкомпактно.
Итак, доказано, что отображение ξ1 : B → B вполне непрерывно.
II. В силу принципа сжимающих отображений для любого x1 ∈ B существует един-

ственная точка ξ2(x1) ∈ B такая, что

ξ2(x1) = f2(x1, ξ2(x1)).

Покажем, что отображение ξ2 : B → B вполне непрерывно.
Зафиксируем θ ∈ B. При каждом x1 ∈ B рассмотрим последовательность итераций

g02(x1) := θ, gn+1
2 (x1) := f2(x1, g

n
2 (x1)), n = 0, 1, 2, . . . .

Для этой последовательности, как было отмечено выше, имеет место соотношение

‖gn2 (x1)− ξ2(x1)‖ ≤ βn‖θ − f2(x1, θ)‖
1− β

∀n = 0, 1, 2, . . . .

Поскольку отображение f2 принимает значения только в ограниченном множестве B,
то из последнего неравенства следует, что последовательность {gn2 (·)} сходится к ξ2(·)
равномерно при n → ∞. Поскольку по предположению теоремы отображение f2 непре-
рывно, то непрерывны и отображения gn2 (·), n = 0, 1, 2, . . . . Поэтому из равномерной
сходимости gn2 (·) к ξ2(·) следует, что отображение ξ2(·) непрерывно.

III. Рассмотрим систему уравнений{
x1 = ξ1(x2),

x2 = ξ2(x1).

Поскольку отображение ξ1 : B → B вполне непрерывно, а ξ2 : B → B непрерывно,
то отображение ξ1(ξ2(·)) вполне непрерывно. В силу принципа Шаудэра (см., например,
[1, глава II, §6.3]) существует точка x̄1 ∈ B такая, что

x̄1 = ξ1(ξ2(x̄1)).
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Положим
x̄2 := ξ2(x̄1).

Имеем
x̄1 = ξ1(ξ2(x̄1)) = ξ1(x̄2) = f1(ξ1(x̄2), x̄2) = f1(x̄1, x̄2),

x̄2 = ξ2(x̄1) = f2(x̄1, ξ2(x̄1)) = f2(x̄1, x̄2).

Кроме того, для неподвижной точки x̄1 β -сжимающего отображения f(·, x̄2) справедливо
неравенство

‖x1 − x̄1‖ ≤
‖x1 − f(x1, x̄2)‖

1− β
∀x1 ∈ B,

а для неподвижной точки x̄2 β -сжимающего отображения f(x̄1, ·) справедливо неравен-
ство

‖x2 − x̄2‖ ≤
‖x2 − f(x̄1, x2)‖

1− β
∀x2 ∈ B.

Таким образом, точка (x̄1, x̄2) является искомой.

2. Следствия и приложения

Теорема 1.1 гарантирует существование решения системы двух уравнений. Приведем
следствие теоремы 1.1, применимое к одному уравнению. Пусть задано отображение
f : B × B → B.

Теорема 2.1. Пусть отображение f непрерывно, отображение f(·, x2) является
β -сжимающим при любом x2 ∈ B, отображение f(x1, ·) является вполне непрерывным
при любом x1 ∈ B. Тогда существует точка x̄ ∈ B такая, что

x̄ = f(x̄, x̄),

‖x̄− x‖ ≤ ‖x− f(x, x̄)‖
1− β

∀x ∈ B.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

f1(x1, x2) := f(x1, x2), f2(x1, x2) := x2, (x1, x2) ∈ B × B.

Очевидно, что для отображений f1 и f2 выполнены предположения теоремы 1.1. Поэтому
существует точка (x̄1, x̄2) ∈ B×B, отвечающая утверждению теоремы 1.1. Очевидно, что
точка x̄ := x̄1 является искомой.

В предположениях теоремы 1.1 двойная точка может быть не единственной, и, со-
ответственно, условия теоремы 2.1 не гарантируют единственность неподвижной точки.
Так, например, для отображения f(x1, x2) ≡ x2 предположения теоремы 2.1 выполняют-
ся, если пространство X конечномерно, а множество неподвижных точек отображения F

совпадает с B.
Отметим, что если пространство X конечномерно, то теорема 2.1 является простым

следствием теоремы Брауэра о неподвижной точке (см., например, [1, глава II, §5.7]). Дей-
ствительно, в указанном случае отображение F непрерывно и действует из выпуклого
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компактного множества B в B. Следовательно, по теореме Брауэра F имеет неподвиж-
ную точку. Оценка в теореме 2.1 следует из сжимаемости отображения f по первому
аргументу.

Теорема 2.1 объединяет в себе принципы неподвижной точки Банаха иШаудэра. Утвер-
ждения о существовании неподвижной точки, объединяющие в себе эти классические ре-
зультаты, ранее рассматривались, например, в [3]. Теорема о неподвижной точке в [3]
формулируется в терминах уплотняющих операторов.

Проиллюстрируем приложение полученных результатов к неявным разностным урав-
нениям.

П р и м е р 2.1. Пусть заданы числа α, β ∈ R, непрерывная ограниченная функция
h : R → R и последовательность γ = (γ0, γ1, γ2, . . .) ∈ `1. Рассмотрим разностное уравне-
ние

yn = βyn−1 + γnh(yn+1), n = 1, 2, . . . , u0 = α. (2.1)

Покажем, что если β < 1, то уравнение (2.1) имеет решение {yn} в классе последова-
тельностей `1.

Пусть ‖ · ‖ — естественная норма пространства `1. Положим

r := sup
t∈R
|h(t)|, R :=

|a|+ ‖γ‖r
1− β

.

Обозначим через B шар в `1 с центром в нуле радиуса R. Зададим отображение f :

B × B → B по формуле

f(x1, x2) := (a, βu0 + γ1h(v2), . . . , βun−1 + γnh(vn+1), . . .),

x1 = (u0, u1, u2, . . .) ∈ B, x2 = (v0, v1, v2, . . .) ∈ B.

Отображение f определено корректно, поскольку для любых x1, x2 ∈ B выполняется
неравенство

‖f(x1, x2)‖ = |a|+ |βu0 + γ1h(v2)|+ . . .+ |βun−1 + γnh(vn+1)|+ . . .

≤ |a|+ β‖u‖+ ‖γ‖r ≤ |a|+ βR + ‖γ‖r ≤ R.

Покажем, что для отображения f выполняются предположения теоремы 2.1. Имеем

‖f(x1, x2)− f(x′1, x2)‖ = |βu0 − βu′0 + . . .+ βun−1 − βu′n−1 + . . . | ≤ β‖u0 − u′0‖

∀x1 = (u0, u1, u2, . . .) ∈ B, ∀x′1 = (u′0, u
′
1, u
′
2, . . .) ∈ B, ∀x2 = (v0, v1, v2, . . .) ∈ B.

Следовательно, отображение f(·, x2) является β -сжимающим при любом x2 ∈ B.
Покажем, что отображение f непрерывно. Отметим сначала, что

‖f(x1, x2)− f(x1, x
′
2)‖ ≤

∞∑
n=1

|γj||h(vn+1)− h(v′n+1)|

∀x1 = (u0, u1, u2, . . .) ∈ B, ∀x2 = (v0, v1, v2, . . .) ∈ B, ∀x′2 = (v′0, v
′
1, v
′
2, . . .) ∈ B.
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Возьмем произвольные последовательность {(xj1, x
j
2)} ⊂ B × B и точку (x1, x2) ∈ B × B

такие, что {(xj1, x
j
2)} → (x1, x2) при j → ∞. Возьмем произвольное ε > 0. Поскольку

γ ∈ `1, то существует номер N такой, что

2r
∞∑

i=N+1

|γi| ≤
ε

3
.

Поскольку {(xj1, x
j
2)} → (x1, x2) при j →∞, то существует номер J такой, что при j > J

выполняются соотношения

β‖xj2 − x2‖ ≤
ε

3
, ‖γ‖

N∑
i=1

|h(vin+1)− h(vn+1)| ≤
ε

3
.

Отсюда получаем, что при j > J выполняются неравенства

‖f(xj1, x
j
2)− f(x1, x2)‖ ≤ ‖f(xj1, x

j
2)− f(x1, x

j
2)‖+ ‖f(x1, x

j
2)− f(x1, x2)‖

≤ β‖xj2 − x2‖+
∞∑
i=1

|γi||h(vin+1)− h(vn+1)|

≤ β‖xj2 − x2‖+
N∑
i=1

|γi||h(vjn+1)− h(vn+1)|+
∞∑

i=N+1

|γi||h(vin+1)− h(vn+1)|

≤ β‖xj2 − x2‖+ ‖γ‖
N∑
i=1

|h(vin+1)− h(vn+1)|+ 2r
∞∑

i=N+1

|γi| ≤ ε.

Таким образом, доказано, что отображение f непрерывно.
Зафиксируем x1 = (u0, u1, u2, . . .) ∈ B Покажем, что отображение f(x1, ·) вполне

непрерывно. Возьмем произвольное ε > 0. Поскольку x1, γ ∈ `1, то существует номер
N такой, что

β
∞∑

j=N+1

|uj−1|+ r

∞∑
j=N+1

|γn| ≤ ε.

Имеем
∞∑

j=N+1

|βuj−1 + γnh(vj+1)| ≤ β

∞∑
j=N+1

|uj−1|+ r

∞∑
j=N+1

|γn| ≤ ε.

Следовательно, множество f(x1,B) вполне ограничено (см. [4, глава I, упражнение 6]) и,
значит, отображение f(x1, ·) вполне непрерывно.

Таким образом, показано, что для отображения f выполнены все предположения тео-
ремы 2.1. Поэтому существует последовательность x̄ = (y0, y1, y2, . . .) ∈ B ⊂ `1 такая, что
x̄ = f(x̄, x̄), т. е. y0 = α и yn = βyn−1 + γnh(yn+1) для всех n = 1, 2, . . . . Очевидно, что
указанная последовательность является решением уравнения (2.1).
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