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Аннотация. В статье рассматривается линейный матрично-дифференциальный оператор
n -го порядка вида An. Устанавливается операторный аналог бинома Ньютона, с помощью
которого для операторов An и (Ã−1)n получено аналитическое выражение. Приводится
лемма о решении линейного уравнения, которая применяется при исследовании абстракт-
ной задачи Коши для алгебро-дифференциального уравнения в банаховом пространстве
с кубом оператора A при старшей производной. Оператор A обладает свойством иметь
0 нормальным собственным числом. Методом каскадного расщепления уравнения и усло-
вий на, соответственно, уравнения и условия в подпространствах меньших размерностей
определены условия существования, единственности решения, и найдено это решение. Как
приложение, полученные результаты при n = 3 применяются при решении смешанной за-
дачи для уравнения в частных производных четвертого порядка. К таким уравнениям
относится обобщенное волновое уравнение на мелкой воде, обобщенное уравнение Лиувил-
ля.
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Abstract. The article considers a linear matrix-differential operator of the n -th order of the
form An. For it and for the operator (Ã−1)n, an analytical expression is derived, for which an
operator analog of the Newton binomial is obtained. A lemma on the solution of a linear equation
is given. It is used in the study of the abstract Cauchy problem for an algebro-differential
equation in a Banach space with the cube of the operator A at the highest derivative. The
operator A has the property of having 0 as a normal eigenvalue. Conditions for the existence
and uniqueness of the solution are determined; the solution is found, for which the method of
cascade splitting of the equation and conditions into the corresponding equations and conditions
in subspaces of lower dimensions is used. As an application, the results obtained for n = 3 are
used in solving a mixed problem for a fourth-order partial differential equation. These equations
include the generalized shallow water wave equation and the generalized Liouville equation.
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Введение

В статье рассматривается действующий в пространстве непрерывных двухкомпонент-

ных функций линейный оператор n -го порядка An, где A =
d

dx
+R, R задается числовой

матрицей
(

0 α

β 0

)
. Для произвольных линейных операторов A,B получен аналог бино-

ма Ньютона, с помощью которого выведено аналитическое выражение для оператора An

и для оператора (Ã−1)n, где сужение Ã оператора A в инвариантном подпространстве
M обратимо.

На основании этих результатов исследуется абстрактная задача Коши для алгебро-
дифференциального уравнения в банаховом пространстве с кубом оператора при стар-
шей производной, являющегося 0-NEV оператором, т.е. обладающего свойством иметь 0
нормальным собственным числом. Определены условия существования, единственности
решения и найдено это решение, для чего используется метод каскадного расщепления
уравнения и условий на уравнения и условия в подпространствах меньших размерностей.

Как показано в [1], оператор A обладает свойством 0-NEV, что позволяет применить
полученный результат к решению смешанной задачи для уравнения в частных производ-
ных четвертого порядка с оператором A3 при производной по выделенной переменной t.

К уравнениям в частных производных четвертого порядка относятся обобщенное волновое
уравнение на мелкой воде, обобщенное уравнение Лиувилля [2]. Такие уравнения в других
работах решались сведением к интегральному уравнению введением функции Римана [3],
методом Ибрагимова [4], методом функционального разделения переменных [5] и т. д.

1. Аналог бинома Ньютона для линейных операторов

Пусть P (i1, i2, . . . , im) — количество перестановок с повторениями i1 элементов пер-
вого вида, i2 элементов второго вида, . . . , im элементов m -го вида:

P (i1, i2, . . . , im) =
(i1 + i2 + . . .+ im)!

i1! i2! . . . im!
.

Справедливо следующее мультиномиальное тождество.

Лемма 1.1.

P (i1, i2, . . . , im) = P (i1 − 1, i2, . . . , im) + P (i1, i2 − 1, . . . , im) + . . .+ P (i1, i2, . . . , im − 1).

Лемма 1.1 доказана в работе [6].
Имеет место аналог бинома Ньютона для линейных операторов.

Теорема 1.1. Пусть A1, A2, . . . , Am — линейные операторы, попарно переместитель-
ные по умножению. Тогда

(A1 + A2 + . . .+ Am)n =
∑

i1,i2,...,im>0
i1+i2+...+im=n

P (i1, i2, . . . , im)Ai11 A
i2
2 . . . A

im
m .

Теорема 1.1 доказывается методом математической индукции по n с применением
леммы 1.1.

Пусть Ci
n = P (n − i, i) — количество сочетаний из n элементов по i элементов. Из

теоремы вытекает следующее утверждение.
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Следствие 1.1. Пусть A,B — линейные операторы, попарно переместительные по
умножению. Тогда

(A+B)n =
n∑
i=0

Ci
nA

n−iBi.

2. О степени одного матрично-дифференциального оператора

Пусть заданы вещественные α, β, γ > 0, γ2 = −αβ > 0. Обозначим Xγ = [0; 2π/γ] и
определим банахово пространство

E =

{(
y1(x)

y2(x)

)
: yi(x) ∈ C(Xγ), i = 1, 2

}
.

Рассмотрим в этом пространстве оператор

A =
d

dx
+R, R =

(
0 α

β 0

)
, (2.1)

с областью определения

domA =

{(
y1(x)

y2(x)

)
: yi(x) ∈ C1(Xγ), yi(0) = yi(2π/γ), i = 1, 2

}
.

Для определяемого соотношениями (2.1) оператора A в работе [1] доказаны следующие
утверждения, которые приведем здесь в виде лемм.

Лемма 2.1. Оператор A обладает свойством 0-NEV.

Лемма 2.2. Элементы ядра оператора A не имеют присоединенных элементов.

Для матрицы R имеет место следующее очевидное утверждение.

П р е д л о ж е н и е 2.1.

R2j−2 = (−1)j−1γ2j−2I, j ∈ N.

Применив предложение 2.1, получим представление некоторых операторных функций
от R.

Утверждение 2.1.

sinR = (−γ−1 sin γ)R, cosR = (chγ)I, expR = (cos γ)I + (γ−1 sin γ)R.

Далее, пусть [r] — целая часть числа r. Вычисления с применением следствия 1.1,
утверждения 2.1 и леммы 2.2 приводят к следующим теоремам.

Теорема 2.1.

An =

[n2 ]∑
j=0

C2j
n (−1)jγ2j

dn−2j

dxn−2j
+

[n+1
2 ]∑
j=1

C2j−1
n (−1)j−1γ2j−2R

dn+1−2j

dxn+1−2j
.
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Теорема 2.2.

(Ã−1)n = (−1)nI
(
K(1)
n (x)− γ

2π
L(1)
n (x)

)
+ (−1)n+1γ−1R

(
K(2)
n (x)− γ

2π
L(2)
n (x)

)
в обозначениях:

K(1)
n (x) =

2π/γ∫
x

2π/γ∫
s0

. . .

2π/γ∫
sn−2

(·) cos(γ(x− sn−1)) dsn−1 dsn−2 . . . ds1 ds0,

K(2)
n (x) =

2π/γ∫
x

2π/γ∫
s0

. . .

2π/γ∫
sn−2

(·) sin(γ(x− sn−1)) dsn−1 dsn−2 . . . ds1 ds0,

L(1)
n (x) =

2π/γ∫
0

2π/γ∫
s0

. . .

2π/γ∫
sn−2

(·)s0 cos(γ(x− sn−1)) dsn−1 dsn−2 . . . ds1 ds0,

L(2)
n (x) =

2π/γ∫
0

2π/γ∫
s0

. . .

2π/γ∫
sn−2

(·)s0 sin(γ(x− sn−1)) dsn−1 dsn−2 . . . ds1 ds0.

3. Решение линейного уравнения

Пусть A — линейный 0-NEV оператор, действующий в банаховом пространстве E.

Пусть корневое подпространство N состоит лишь из элементов ядра KerA, не имеющих
присоединенных элементов, а M — дополнительное к нему инвариантное подпростран-
ство. Ядро полагается двумерным: N = {c1e1 + c2e2}, e1, e2 ∈ E.

Обозначим P — проектор на N, Q — проектор на M, Ã — сужение оператора A

на M, I — единичный оператор в соответствующем подпространстве. В N вводится
скалярное произведение 〈·, ·〉 так, что 〈ei, ej〉 = δij, i, j = 1, 2.

Имеет место следующее утверждение.

Лемма 3.1. Линейное уравнение Anv = w, v ∈ domAn ∩ E, w ∈ E, n ∈ N, равно-
сильно системе

v = Hw + Pv,

〈Pw, ej〉 = 0, j = 1, 2,

в обозначении
H = (Ã−1)nQ.

Лемма 3.1 обобщает результат, доказанный в работе [7].

4. Решение задачи Коши для алгебро-дифференциального уравнения

Рассматривается задача

A3du

dt
= Bu(t), (4.1)

u(0) = u0 ∈ E, (4.2)

где A,B — замкнутые линейные операторы, действующие в банаховом пространстве E;

domA3 = E; domB = E; A является 0-NEV-оператором с двумерным ядром; элементы
ядра не имеют присоединенных; t ∈ T = [0; tk].
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Под решением задачи (4.1), (4.2) подразумевается функция u(t), дифференцируемая
на T и удовлетворяющая (4.1), (4.2) при каждом t ∈ T.

Обозначим

∆ = det

(
〈PBe1, e1〉 〈PBe2, e1〉
〈PBe1, e2〉 〈PBe2, e2〉

)
и будем предполагать, что выполнено следующее условие

∆ 6= 0. (4.3)

Определим

T (·) = HB(·) + ∆−1 det

(
−〈PBHB(·), e1〉 〈PBe2, e1〉
−〈PBHB(·), e2〉 〈PBe2, e2〉

)
· e1

+ ∆−1 det

(
〈PBe1, e1〉 −〈PBHB(·), e1〉
〈PBe1, e2〉 −〈PBHB(·), e2〉

)
· e2.

Аналогично [7] с применением леммы 3.1 получен следующий результат.

Теорема 4.1. Пусть справедливо неравенство (4.3) и пусть оператор T ограничен.
Тогда при выполнении условия

〈Pu0, ej〉 = 0, j = 1, 2, (4.4)

решение задачи (4.1), (4.2) существует, это решение единственно, имеет вид

u(t) = exp(tT )u0

и удовлетворяет соотношению

〈Pu(t), ej〉 ≡ 0, j = 1, 2, t ∈ T.

5. Пример

Пусть на отрезке X2 = [0; π] задана непрерывная функция g(x), удовлетворяющая
условию

g(0) = g(π). (5.1)

В прямоугольнике Π = X2 × T рассмотрим задачу(
∂

∂x
+R

)3
∂u

∂t
= B(x)u(x, t), (5.2)

u(x, 0) = g(x), u(0, t) = u(π, t), (5.3)

с операторами

R =

(
0 1

−4 0

)
, B(x) =

 x∫
0

(·) ds 0

0 0

 .

Под решением задачи (5.2), (5.3) подразумевается функция u(x, t), дифференцируемая
по t ∈ T при каждом x ∈ X2, трижды непрерывно дифференцируемая по x ∈ X2 при
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каждом t ∈ T, интегрируемая по x на Π, удовлетворяющая равенству
∂2u

∂x∂t
=

∂2u

∂t∂x
и

(5.2), (5.3) на Π.

Лемма 2.1 позволяет применить результаты, полученные выше в секции 4. В работе
[7] выписаны подпространства M, N, проектор P на N, оператор Ã−1. Вычисления
показывают следующее.

Условие (4.3) выполнено: ∆ = 1/16 6= 0.

Возьмем некоторую функцию f(x) и пусть f1(x) — ее первая компонента. В обозна-
чениях

ψ1(x) =

x∫
0

f1(s) ds, ψ2(x) =
(
−K(1)

3 (x) +
1

π
L
(1)
3 (x)

)
ψ1(x),

ψ3(x) =
(
− 2K

(2)
3 (x) +

2

π
L
(2)
3 (x)

)
ψ1(x), ψ4(x) =

x∫
0

ψ2(s) ds

получим выражение для оператора T :

T (x)f(x) =

 ψ2(x) +
4

π

π∫
0

ψ4(s) sin(2(x− s)) ds

ψ3(x)− 8

π

π∫
0

ψ4(s) cos(2(x− s)) ds

 . (5.4)

Нетрудно видеть, что этот оператор ограничен и сильно непрерывен в пространстве C(X2).

Далее заметим, что условие (4.4) записывается в виде равенства

π∫
0

µ(s) cos 2s ds =

π∫
0

µ(s) sin 2s ds = 0, где µ(x) =

x∫
0

g(s) ds. (5.5)

Таким образом, получено следующее утверждение.

Теорема 5.1. Пусть функция g(x) непрерывна на отрезке X2 и удовлетворяет усло-
виям (5.1) и (5.5). Тогда решение задачи (5.2), (5.3) существует, это решение единствен-
но и равно

u(x, t) = exp
(
tT (x)

)
g(x),

где оператор T определяется формулой (5.4).
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