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Аннотация. В статье исследуется антипериодическая краевая задача для неявного нели-
нейного обыкновенного дифференциального уравнения

f(t, x, ẋ) = 0, x(0) + x(τ) = 0.

Предполагается, что отображение f : R × Rn × Rn → Rk , определяющее рассматривае-
мое уравнение, является гладким и удовлетворяет условию равномерной невырожденности
первой производной

inf
{

covf ′v(t, x, v) : (t, x, v) ∈ R× Rn × Rn
}
> 0.

Здесь covA — константа Банаха линейного оператора A. Предположение равномерной
невырожденности выполняется, в частности, для отображения f, определяющего нор-
мальное обыкновенное дифференциальное уравнение. Для неявных уравнений получены
достаточные условия существования решения антипериодической краевой задачи и най-
дены оценки решений. Сформулированы следствия для нормальных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. Для доказательства основного результата исходное неявное
уравнение сводится к нормальному дифференциальному уравнению за счет применения
нелокальной теоремы о неявной функции. Затем в работе доказывается вспомогательное
утверждение о разрешимости уравнения x + ψ(x) = 0, представляющее собой аналог
теоремы Брауэра о неподвижной точке. Показывается, что отображение ψ, ставящее про-
извольной начальной точке x0 значение решения задачи Коши в точке τ, корректно опре-
делено и удовлетворяет предположениям вспомогательного утверждения, что доказывает
существование решения исходной краевой задачи.

Ключевые слова: антипериодическая краевая задача, неявное ОДУ, теорема о неявной
функции
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Abstract. The paper is devoted to the investigation of the antiperiodic boundary value problem
for an implicit nonlinear ordinary differential equation

f(t, x, ẋ) = 0, x(0) + x(τ) = 0.

We assume that the mapping f : R×Rn×Rn → Rk defining the equation under consideration
is smooth and satisfies the condition of uniform nondegeneracy of the first derivative

inf
{

covf ′v(t, x, v) : (t, x, v) ∈ R× Rn × Rn
}
> 0.

Here covA is the Banach constant of the linear operator A. The assumption of uniform non-
degeneracy holds, in particular, for the mapping f defining an explicit ordinary differential
equation. For implicit equations, sufficient conditions for the existence of a solution to an
antiperiodic boundary value problem are obtained, and estimates for solutions are found. Coro-
llaries for normal ordinary differential equations are formulated. To prove the main result, the
original implicit equation is reduced to an explicit differential equation by applying a nonlocal
implicit function theorem. Then we prove an auxiliary assertion on the solvability of the equation
x+ψ(x) = 0, which is an analog of Brouwer’s fixed point theorem. It is shown that the mapping
ψ, that assigns the value of the solution of the Cauchy problem at the point τ to an arbitrary
initial point x0, is well defined and satisfies the assumptions of the auxiliary statement. This
reasoning completes the proof of the existence of a solution to the boundary value problem.
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Введение

Настоящая работа посвящена исследованию вопроса разрешимости антипериодической
краевой задачи для неявного обыкновенного дифференциального уравнения. Один из под-
ходов к исследованию задачи Коши для такого уравнения предполагает применение тео-
рии накрывающих отображений. Первой работой, посвященной применению накрываю-
щих отображений к исследованию неявных дифференциальных уравнений, является ста-
тья [1]. В [2] исследованы свойства гладких накрывающих отображений и получены нело-
кальные теоремы о неявной функции. В настоящей работе мы применим нелокальную
теорему о неявной функции из [2] для доказательства существования решения антипери-
одической краевой задачи для неявного обыкновенного дифференциального уравнения и
получим априорные оценки решений. Основной результат работы остается содержатель-
ным и для нормальных дифференциальных уравнений.

1. Постановка задачи и основной результат

Прежде чем перейти к постановке задачи, введем используемые обозначения.
Через Rn будем обозначать n -мерное арифметическое пространство с нормой | · | и

скалярным произведением 〈·, ·〉. Обозначим через Bn(x, r) замкнутый шар в Rn с цен-
тром в нуле радиуса r ≥ 0, т.е.

Bn(x, r) = {u ∈ Rn : |u− x| ≤ r}.

Для числа t ∈ R и определенной в окрестности этой точки дифференцируемой функции
x через ẋ(t) обозначим производную функции x в точке t. Для произвольного линейного
оператора A : Rn → Rk положим

covA := max{α ≥ 0 : Bk(0, α) ⊂ ABn(0, 1)}.

Очевидно, что covA > 0 тогда и только тогда, когда оператор A сюръективен. Известно
(см., например, [2]), что функция cov непрерывна.

Пусть заданы непрерывное отображение f : R×Rn×Rn → Rk и число τ > 0. Рассмот-
рим антипериодическую краевую задачу для неявного обыкновенного дифференциального
уравнения

f(t, x, ẋ) = 0, t ∈ [0, τ ],

x(0) + x(τ) = 0.
(1.1)

Будем говорить, что непрерывно дифференцируемая функция x : I → Rn, определенная
на открытом интервале I ⊂ R, является решением задачи (1.1), если

[0, τ ] ⊂ I, f(t, x(t), ẋ(t)) = 0 ∀ t ∈ [0, τ ]

и
x(0) + x(τ) = 0.

Цель настоящей работы состоит в получении достаточных условий существования ре-
шения задачи (1.1). Основной результат работы состоит в следующем.

Пусть заданы числа R ≥ 0, ε > 0 и непрерывно дифференцируемая функция
y : (−ε, τ + ε)→ Rn такая, что

y(0) + y(τ) = 0. (1.2)
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Положим
w(t) := max

x∈Bn(y(t),R)

∣∣∣f(t, x, ẏ(t)
)∣∣∣, t ∈ [0, τ ]. (1.3)

Очевидно, что функция w непрерывна.

Теорема 1.1. Предположим, что

(i) отображение f дважды непрерывно дифференцируемо;

(ii) α := inf
{

covf ′v(t, x, v) : (t, x, v) ∈ (−ε, τ + ε)× Rn × Rn
}
> 0;

(iii) функция y(·) трижды непрерывно дифференцируема и удовлетворяет соотноше-
нию (1.2).

Тогда если выполняется соотношение

3

2α

τ∫
0

w(t) dt ≤ R, (1.4)

то существует решение x̄(·) задачи (1.1) такое, что имеют место соотношения

|x̄(t)| ≤ R ∀ t ∈ [0, τ ] и |x̄(0)| ≤ 1

α

τ∫
0

w(t) dt. (1.5)

2. Обсуждение

Пусть задано непрерывное отображение g : R × Rn → Rn. Рассмотрим антипериоди-
ческую краевую задачу для нормального обыкновенного дифференциального уравнения

ẋ = g(t, x), t ∈ [0, τ ],

x(0) + x(τ) = 0.
(2.1)

Положим
w0(t) := max

x∈Bn(y(t),R)

∣∣∣ẏ(t)− g
(
t, x
)∣∣∣, t ∈ [0, τ ]. (2.2)

Очевидно, что функция w0 непрерывна. Из теоремы 1.1 вытекает следующее утвержде-
ние.

Следствие 2.1. Предположим, что отображение g дважды непрерывно дифферен-
цируемо, функция y(·) трижды непрерывно дифференцируема. Тогда, если для опреде-
ленной равенством (2.2) функции w0 выполняется соотношение

3

2

τ∫
0

w0(t) dt ≤ R,

то существует решение x̄(·) задачи (2.1) такое, что имеют место соотношения

|x̄(t)| ≤ R ∀ t ∈ [0, τ ] и |x̄(0)| ≤
τ∫

0

w0(t) dt.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим k := n, f(t, x, v) := v−g(t, x). Очевидно, что для
этого отображения f : R×Rn×Rn → Rn выполняются все предположения теоремы 1.1. В
частности, w(t) ≡ w0(t) и α = 1. Поэтому существование решения задачи (2.1) вытекает
из теоремы 1.1.

Следствие 2.2. Предположим, что отображение g дважды непрерывно дифферен-
цируемо. Тогда если выполняется соотношение

3

2

τ∫
0

max
x∈Bn(0,R)

∣∣g(t, x)
∣∣ dt ≤ R, (2.3)

то существует решение x̄(·) задачи (2.1) такое, что имеют место соотношения

|x̄(t)| ≤ R ∀ t ∈ [0, τ ] и |x̄(0)| ≤
τ∫

0

max
x∈Bn(0,R)

∣∣g(t, x)
∣∣ dt.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что для отображения g и функции y(t) ≡ 0 вы-
полняются предположения следствия 2.1 при w0(t) ≡ max

x∈Bn(0,R)

∣∣g(t, x)
∣∣. Поэтому существо-

вание решения задачи (2.1) вытекает из следствия 2.1.

Отметим, что для произвольной гладкой функции g и произвольного фиксированного
R > 0 неравенство (2.3) выполняется при любом достаточно малом τ > 0, поскольку

функция τ 7→ 3
2

τ∫
0

max
x∈Bn(0,R)

∣∣g(t, x)
∣∣ dt непрерывна и обращается в нуль при τ = 0. Поэтому

решение задачи (2.1) существует при любом достаточно малом τ > 0. Отметим также, что
из приводимого далее доказательства теоремы 1.1 следует, что предположение гладкости в
следствии 2.2 можно ослабить, потребовав непрерывности отображения g и непрерывной
дифференцируемости g по x.

3. Вспомогательные утверждения

Далее при доказательстве теоремы 1.1 наряду с классическими теоремами о свойствах
решений обыкновенных дифференциальных уравнений и теоремами о неподвижных точ-
ках будет использоваться глобальная теорема о неявной функции из [2]. Напомним её.

Теорема 3.1. (см. [2, теорема 5]) Пусть задано натуральное s, открытое непустое
множество Σ ⊂ Rs и дважды непрерывно дифференцируемое отображение F : Rn×Σ→
Rk. Если

α := inf{covF ′v(v, σ) > 0 : v ∈ Rn, σ ∈ Σ} > 0,

то существует непрерывно дифференцируемое отображение G : Σ→ Rn такое, что

F (G(σ), σ) = 0, |G(σ)| ≤ |F (0, σ)|
α

∀σ ∈ Σ.

Наряду с нелокальной теоремой о неявной функции, ниже будет использоваться следу-
ющее утверждение о разрешимости нелинейных абстрактных уравнения, эквивалентное
теореме Брауэра о неподвижной точке (см. [3, §1.6]).
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Теорема 3.2. Пусть заданы число r≥0 и непрерывное отображение ψ : Bn(0, r)→Rn

такие, что
|ψ(x)− x| ≤ 2r ∀x ∈ Rn : |x| = r. (3.1)

Тогда существует точка x̂ ∈ Bn(0, r) такая, что ψ(x̂) = −x̂.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

S := {x ∈ Rn : |x| = r}.

Если ψ(x̂) = −x̂ для некоторого x ∈ S, то предложение доказано. Рассмотрим теперь
случай ψ(x) 6= −x ∀x ∈ S.

Покажем, что для любого x ∈ S векторы x и −ψ(x) − x не являются сонаправлен-
ными, т.е., что λx 6= −ψ(x)− x для любого λ > 0. Для x ∈ S и λ > 0 имеем

|λx− (−ψ(x)− x)|2 = |(2 + λ)x+ (ψ(x)− x)|2

= (2 + λ)2|x|2 + 2(2 + λ)〈x, ψ(x)− x〉+ |ψ(x)− x|2

≥ (2 + λ)2|x|2 − 2(1 + λ)|x||ψ(x)− x|+ |ψ(x)− x|2

=
(
2|x|+ λ|x| − |ψ(x)− x|

)2
=
(
2r + λr − |ψ(x)− x|

)2 ≥ (λr)2 > 0.

Здесь первое неравенство следует из неравенства Коши–Буняковского, последнее равен-
ство — из включения x ∈ S, а предпоследнее неравенство из предположения (3.1). Таким
образом, доказано, что λx 6= −ψ(x)− x для любого λ > 0.

Поскольку для любого x ∈ S векторы x и −ψ(x)− x не являются сонаправленными,
то из [3, §1.6] следует, что существует точка x̂ ∈ Bn(0, r) такая, что −ψ(x̂) − x̂ = 0.

Очевидно, эта точка является искомой.

4. Доказательство теоремы 1.1

Положим

F (v, σ) := f(t, x+ y(t), v + ẏ(t)),

v ∈ Rn, σ = (t, x) ∈ Σ := (−ε, τ + ε)× Rn.

Поскольку для отображения f выполнено предположение (ii), отображение f дважды
непрерывно дифференцируемо, а функция y трижды непрерывно дифференцируема, то
для F выполнены предположения теоремы 3.1. Поэтому существует непрерывно диффе-
ренцируемая функция G : Σ→ Rn такая, что

f(t, x+ y(t), ẏ(t) +G(t, x)) = 0,

|G(t, x)| ≤ |f(t, x+ y(t), ẏ(t))|
α

(4.1)

для любых (t, x) ∈ (−ε, τ + ε)× Rn.

Положим

r :=
1

2α

τ∫
0

w(t) dt. (4.2)
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В силу (1.4) имеем

0 ≤ r < R,
1

α

τ∫
0

w(t) dt ≤ R− r. (4.3)

Кроме того,

τ∫
0

max
x∈Bn(0,R)

|G(t, x)| dt
(4.1)

≤ 1

α

τ∫
0

max
x∈Bn(0,R)

|f(t, x+ y(t), ˙̄y(t))| dt (1.3)
=

1

α

τ∫
0

w(t) dt. (4.4)

Для произвольного x0 ∈ Bn(0, r) рассмотрим задачу Коши

ẋ = G(t, x), t ∈ [0, τ ], x(0) = x0. (4.5)

Поскольку

τ∫
0

max
|x−x0|≤R−r

|G(t, x)| dt ≤
τ∫

0

max
x∈Bn(0,R)

|G(t, x)| dt
(4.4)

≤ 1

α

τ∫
0

w(t) dt
(4.3)

≤ R− r,

то в силу [4, теорема II.4.1] существует решение ϕ(·, x0) : [0, τ ] → Bn(0, R) задачи (4.5).
Из [4, теорема II.4.5] следует, что это решение единственно. Из [4, теорема II.4.11] следует,
что отображение ϕ(τ, ·) : Bn(0, r)→ Bn(0, R) непрерывно.

Зададим отображение ψ : Bn(0, r)→ Rn по формуле

ψ(x0) := ϕ(τ, x0), x0 ∈ Bn(0, r).

Это отображение непрерывно, поскольку непрерывно отображение ϕ(τ, ·). Кроме того,

|ψ(x0)− x0| ≤ 2r ∀x0 ∈ Bn(0, r) : |x0| = r,

поскольку

|ψ(x0)− x0| =
∣∣∣∣
τ∫

0

ϕ̇(t, x0) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
τ∫

0

G(t, ϕ(t, x0)) dt

∣∣∣∣
(4.4)

≤
τ∫

0

max
x∈Bn(0,R)

|G(t, x)| dt
(4.2)

≤ 1

α

τ∫
0

w(t) dt = 2r.

Поэтому из теоремы 3.2 следует, что существует точка x0 ∈ Bn(0, r) такая, что

ψ(x0) = −x0.

Положим x̄(t) := y(t) + ϕ(t, x0), t ∈ [0, τ ]. Покажем, что x̄ является искомым реше-
нием задачи (1.1). Имеем

f
(
t, x̄(t), ˙̄x(t)

)
= f

(
t, y(t) + ϕ(t, x0), ẏ(t) + ϕ̇(t, x0)

)
= f

(
t, y(t) + ϕ(t, x0), ẏ(t) +G

(
t, ϕ(t, x0)

)) (4.1)
= 0.
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Кроме того,

x̄(0) = y(0) + ϕ(0, x0) = y(0) + x0 = −y(τ)− ψ(x0) = −y(τ)− ϕ(τ, x0) = −x̄(τ).

Следовательно, x̄ является решением задачи (1.1). Кроме того,

|x̄(0)− y(0)| = |ϕ(0, x0)| ≤ r
(4.2)
=

1

2α

τ∫
0

w(t) dt;

|x̄(t)− y(t)| = |ϕ(t, x0)| ≤ R.

Таким образом, функция x̄ является искомой. �
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